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Solche  Yenuche  einer  grandlichen  Erneneroxig 
der  Prinoipien  findet  man  nicht  selten  in  der  Oe- 
Bchiohte  des  menschlichen  Wissens.  Heute  sind  sie 
eine  natürliche  Fracht  des  kritischen  Geistes,  welcher 
mit  Yollem  Becht  der  stete  Berathvr  der  wissen- 
schaftlichen Forschangen  ist.  (E.  BtUrana:  Saggio 
di  iiiterpretarione  della  Oeometria  non  Enclidea.) 
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Seitdem  die  Veröffentlichung  von  RiemanrC^  Abhandlung  über  die  Hypo- 
thesen, welche  der  Geometrie  zu  Grunde  liegen,  die  Aufmerksamkeit  der 
Mathematiker  wieder  auf  die  Axiome  der  Geometrie  speciell  die  Theorie  der 
Panillellinien  gelenkt  hat,  ist  das  Interesse  an  der  Frage  nicht  wieder  erloschen. 
Aus  den  letzten  fünfundzwanzig  Jahren  liegt  eine  stattliche  Reihe  von  Arbeiten 
vor,  in  denen  von  verschiedenen  Gesichtspunkten  aus  die  Fundamente  der  Geo- 
metrie erörtert  imd  die  unter  gewissen  Annahmen  möglichen  Systeme  von  geo- 
metrischen Sätzen  aufgestellt  sind.  Man  hat  sich  dabei  nicht  begnügt,  die  Frage 
nach  der  wissenschaftlichen  Stellung  des  elften  Axioms  des  Euclid  kritisch  zu 
imtersuchen,  sondern  hat  auch  seine  Aufmerksamkeit  dem  fünften  Axiom  des 
Archiniedes  zugewandt. 

Die  meisten  Arbeiten  über  die  Nicht --BMciicTsche  Geometrie  beschränken 
sich,  soweit  sie  rein  synthetisch  verfahren,  auf  die  Lobatscheusky'sche  Geometrie 
oder,  wenn  sie  die  andern  möglichen  Systeme  auch  in  Betracht  ziehen,  leiten 
sie  nach  wenigen  synthetischen  Erörterungen  die  Eigenschaften  der  Raumfiguren 
durch  Rechnung  ab. 

Das  Werk  des  Professors  Veronese,  dessen  Uebersetzung  wir  hier  den  deut- 
schen Mathematikern  darbieten,  ist  wohl  das  erste,  das  streng  synthetisch,  ohne 
Rechnung  und  in  voller  Allgemeinheit  die  Geometrie  von  den  ersten  Grund- 
lagen an  aufbaut  und  es  ist  bis  jetzt  auch,  so  viel  wir  wissen,  das  einzige,  in 
dem  das  fünfte  Axiom  des  Ardiiniedes  nicht  durchgängig  vorausgesetzt  ist.  Li 
den  historisch-kritischen  Untersuchungen  des  Anhangs  wird  zum  erstenmal  eine 
Besprechung  sämnitlicher  Hauptarbeiten  dieses  Jahrhunderts  über  die  Principien 
der  Geometrie  geboten. 

Da  grade  in  Deutschland  die  Frage  nach  der  Begründimg  der  Geometrie 
besonders  lebhaft  erörtert  wurde  und  noch  wird,  so  glauben  wir,  dass  die 
Uebersetzung  des  Veronese' sehen  Buches,  dessen  Leetüre  für  einen  Leser,  (Jer 
die  italienische  Sprache  nicht  beherrscht,  nicht  ganz  leicht  ist,  vielen  deutschen 
Mathematikern  wi^lkonmien  sein  wird.  Lidem  wir  wegen  des  Zieles,  das  er 
sich  gesteckt  und  des  Planes,  den  er  verfolgt,  auf  Veronese's  eigene  Vorrede 
verweisen,  wollen  wir  nur  bemerken,  dass  beim  Leser  keine  besonderen  Vor- 
kenntnisse vorausgesetzt  werden,  sondern  nur  angenommen  wird,  dass  er  mathe- 
matisch zu  denken  gelernt  habe. 


a 


IV  Vorwort. 

Professor  Veronese  hat  die  Freundlichkeit  gehabt,  uns  zu  unsrer  üeber- 
setzung  die  Correcturen  und  Abänderungen  zur  Verfügung  zu  stellen,  die  sich 
seit  dem  Erscheinen  des  Buches  als  nöthig  oder  wfinschenswerth  heraus- 
gestellt haben. 

Wir  haben  uns  bemüht,  den  Sinn  des  Originals  getreu  wiederzugeben  und 
ims  bei  den  Definitionen,  Axiomen  u.  dergl.  dem  italienischen  Wortlaut  mög- 
lichst genau  angeschlossen.  Bei  schwierigen  Stellen  war  Herr  Prof.  Vermese 
so  gütig,  uns  über  die  Richtigkeit  unserer  Auffassung  Auskimft  zu  geben. 
Wir  fühlen  uns  gedrungen,  ihm  für  seine  Bemühimgen  auch  an  dieser  Stelle 
unsren  aufrichtigen  Dank  auszusprechen. 

Schepp. 


Vorrede  des  Verfassers. 


Der  lebhafte  Streit  um  die  Geometrie  von  mehr  als  drei  Dimensionen 
zwischen  Mathematikern  und  zwischen  Mathematikern  und  Philosophen,  welcher 
unsrer  Ansicht  nach  hauptsächlich  hervorgerufen  wurde  einerseits  durch  die 
rein  analytische  Methode^  mit  welcher  man  die  Geometrie  behandelte  und  dann 
durch  die  Vertauschung  der  abstracten  oder  numerischen  Mannigfaltigkeiten  von 
n  Dimensionen  mit  den  eigentlich  so  genannten  geometrischen  Räumen;  der 
allgemeine  Glaube,  in  der  Betrachtung  dieser  Räume  sei  immer  ein  analytischer 
Begriff  verborgen  und  man  könne  diese  Räume  nur  mittelst  der  Analysis^) 
sicher  behandeln;  die  daraus  folgende  Verwirrung  bezüglich  des  Begriffes  des 
Raums  und  mithin  auch  des  Wesens  der  Geometrie  selbst,  hatten  uns  schon 
1882  davon  überzeugt,  dass  ein  Buch  bestimmt  auf  elementare  Art  darzuthun, 
wie  die  Geometrie  der  Räume  von  mehr  als  drei  Dimensionen  als  reine  Wissen- 
schaft vollkommen  analog  derjenigen  der  Ebene  und  des  gewöhnlichen  Raums 
entwickelt  werden  kann,  von  Nutzen  und  Bedeutung  sein  würde,  theils  um  den 
rein  geometrischen  Begriff  solcher  Räume  zu  wahren  imd  das  Studium  dieser 
Geometrie  zu  erleichtem  und  zu  verbreiten,  theils  um  die  Behauptung  besser 
zu  begründen,  dass  die  Geometrie  von  mehr  als  drei  Dimensionen  imabhängig 
von  ihren  Anwendungen  auf  den  gewöhnlichen  Raum  ist.*) 

Hätten  wir  die  Geometrie  des  gewöhnlichen  Raums  als  bekannt  voraus- 
setzen können,  so  hätte  die  Arbeit  weit  weniger  Schwierigkeit  gemacht.  Das 
konnten  wir  aber  nicht  aus  zwei  Gründen:  erstens,  weil  wir  auf  die  ersten 
Begriffe  der  Geometrie  zurückgehen  mussten,  um  stufenweise  den  Begriff  der 


1)  „Der  Begriff  von  Raumgebilden,  die  der  gewöhnlichen  Anschauung  nicht  entsprechen 
sollen,  kann  nur  durch  die  rechnende  analytische  Geometrie  sicher  entwickelt  werden" 
(ü.  Helmholtz:  Die  Thatsachen  in  der  Wahrnehmung.     S.  24.    Berlin  1879). 

„Es  gibt  Leute,  welche  glauben  es  werde  gelingen  von  analytischen  Begriffen  und  der 
Benutzung  der  Coordinaten  sogar  die  Definition  der  Käume  von  n  Dimensionen  zu  befreien" 
(D'Omdio:  Uno  sguardo  all'  origine  e  allo  sviluppo  della  matematica  pura.  S.  58.  Turin  1889). 

2)  Auf  diese  Arbeit  haben  wir  in  einer  Anmerkung  zu  unsrer  Abhandlung  „La  super- 
ficic  omaloide  normale  del  4°  ordine  a  due  dimensioni  dello  spazio  a  cinc^ue  dimensioni, 
e  le  sue  proiezioni  nel  piano  e  nello  spazio  ordinario"  (Atti  della  K.  Acc.  dei  Lincei.  1884) 
hingewiesen;  ebenso  auf  einen  Cursüs  von  Vorlesungen,  welche  wir  an  der  Universität  zu 
Padua  über  diesen  Gegenstand  hielten  und  welche  sich  dann  in  den  folgenden  Jahren  über 
die  Hauptpunkte  dieses  Buchs  verbreiteten.  Das  Manuscript  zu  dem  vorliegenden  Buch 
wurde  der  Königl.  Acc.  dei  Lincei  1889  überreicht;  wir  haben  aber  besonders  im  Anhang, 
welcher  zuletzt  gedruckt  wurde,  die  Arbeiten,  welche  nach  1889  über  diesen  Gegenstand 
veröffentlicht  wurden,  noch  möglichst  berücksichtigt. 


VI  Vorrede  des  Verfassers. 

Graden,  der  Ebene  und  des  Raums  von  drei  Dimensionen  zu  entwickeln  und 
alsdann  auf  dieselbe  Art  zu  dem  Begriff  der  Räume  von  mehr  als  drei  Dimen- 
sionen überzugehen;  dann  aber,  weil  wir  durch  Annahme  der  Prämissen  und 
Deductionen  der  gewöhnlichen  Elementargeometrie,  wie  sie  bis  heute  entwickelt 
wird,  unseru  Betrachtungen  die  Eigenschaft  hätten  zu  Grunde  legen  müssen, 
dass  die  physische  Welt  in  dem  Bereich  unsrer  Beobachtungen  drei  Dimen- 
sionen besitzt,  eine  Eigenschaft,  welche  für  die  wissenschaftliehe  Entwicklung  der 
Geometrie  durchaus  nicfit  nöthig  ist. 

Zum  Neuaufbau  der  Grundprincipien  dieser  Wissenschaft  mittelst  der  syn- 
thetischen Methode  schien  es  uns  femer  imerlässlich  zu  sein,  diese  Principien 
von  einem  allgemeineren  Standpunkt  aus  zu  betrachten  derart,  dass  die  Geo- 
metrie des  gewöhnlichen  Raums,  wie  diejenige  eines  jeden  andern  Raiuns  von 
n  Dimensionen  ihre  eigenen  Grundlagen  imd  eigenen  Gesetze  in  den  Grund- 
lagen und  Gesetzen  eines  allgemeineren  Raums  fönde;  auf  der  andern  Seite 
schien  es  uns  auch,  um  jedes  Vorurtheil  aus  dem  Wege  zu  räumen,  nothwendig 
zu  sein,  überhaupt  keine  mathematischen  Kenntnisse  sondern  nur  die  Fähigkeit 
und  Gewohnheit  mathematisch  zu  denken  bei  dem  Leser  vorauszusetzen. 

Weil  wir  mit  den  Fundamenten  beginnen  wollten,  so  befanden  wir  uns 
vor  der  sehr  verwickelten  Frage  der  geometrischen  Axiome  imd  mithin  auch 
der  Principien  der  reinen  Mathematik,  welche  beide  eng  miteinander  zusammen- 
hängen und  um  welche  sich  nicht  Wenige  der  berühmtesten  Mathematiker 
besonders  in  unserm  Jahrhundert  abgemüht  haben. 

In  dieser  Vorrede  geben  wir  einen  kurzen  Rechenschaftsbericht  über  unsre 
Methode  und  stellen  Betrachtungen  an,  mittelst  welcher  man  unter  Zuhülfe- 
nahme  des  Anhangs  die  Ideen,  welche  in  imserm  Werk  herrschen,  besser  be- 
urtheilen  kann.  In  diesem  Bericht  geben  wir  Erörterungen  über  die  geometri- 
schen Axiome  und  die  eigentlich  sogenannte  Geometrie,  welche  man  mit  Nutzen 
lesen  wird,  wenn  man  sich  eine  klare  Vorstellung  von  den  ernsten  Schwierig- 
keiten bilden  will,  welche  eine  solche  Frage  bietet,  und  von  der  Noth wendig- 
keit, diese  Schwierigkeiten  aus  dem  Weg  zu  räumen.  Das  Buch  selbst  aber 
ist  von  ihnen  unabhängig;  wer  daher  nicht  genügend  vorbereitet  ist  oder  wem 
es  schwer  fällt,  gewisse  feine  Discussionen,  zu  deren  exacter  Interpretation  die 
Entwicklung  im  Text  nöthig  ist,  zu  verstehen  oder  zu  beurtheilen,  der  kann 
ohne  Weiteres  zur  Leetüre  des  Textes  übergehen  und  sich  vorbehalten  später 
zu  diesem  Rechenschaftsbericht  zurückzukehren.*) 

1)  Aus  diesem  Grand  waren  wir  zuerst  im  Zweifel,  ob  es  nicht  besser  ^^re  die  Vor- 
rede ganz  zu  unterdrücken  und  uns  nur  auf  wenige  Worte  zu  beschränken,  wie  es  heute 
meistens  geschieht.  Die  erbitterte  Opposition  jedoch,  welche  gewisse  nie  genau  definirte 
Vorstellungen  finden,  äberzeugten  uns,  es  sei,  auch  wenn  es  uns  nicht  geläjage  so  kurz  zu 
sein,  wie  wir  wollten,  durchaus  nöthig  darzuthun,  dass  diese  Opposition  geg^n  gewisse  von 
unsem  Definitionen  oder  Hypothesen  der  Grundlage  entbehre.  Denn  es  gibt  kein  Gebiet 
der  Mathematik,  in  welchem  die  Vorurtheile  festere  Wurzeln  geschlagen  haben  als  in  dem 
Gebiet  der  Principien  der  Mathematik  imd  speciell  der  Geometrie  und  in  welchem  es 
leichter  wäre,  sei  es  der  Unklarheit  wegen,  in  welche  unbewusst  auch  berühmte  Autoren 
verfallen,  sei  es  wegen  der  wenig  aufmerksamen  imd  gewissenhaften  Kritik  die  Begriffe 
Andrer  falsch  auszulegen.  Diese  Vorrede  soll  kurz  zusammengefasst  die  Zwecke,  die  Methode 
und  die  Hauptresultate  des  Werks  kennen  lehren  und  die  Leetüre  des  Textes  demjenigen 
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Nothwendigerweise  haben  die  gedachten  Dinge  entweder  ein  Bild  in  einem 
thatsächlich  ausserhalb  des  Gedankens  existirenden  Gebiet  oder  nicht;  der  Punkt 
der  Geometrie  gehört  z.  B.  zu  den  Dingen  der  ersten  Kategorie,  weil  es  äussere 
Gegenstände  gibt,  welche  ims  direct  die  Vorstellung  des  Punktes  liefern  oder 
sie  in  ims  erwecken  und  ohne  welche  es  den  eigentlich  so  genannten  geometri- 
schen Punkt  nicht  gibt.*) 

Die  Zahl,  welche  in  ihrer  ersten  Bildung  das  Resultat  der  Verrichtung  des 
Zählens  von  Gegenständen  ist,  die  auch  rein  abstract  sein  können*),  gehört 
dagegen  der  zweiten  Kategorie  an,  weil  kein  Gegenstand  ausserhalb  des  Ge- 
dankens nöthig  ist,  welcher  sie  darstellen  d.  h.  ihr  Bild  liefern  müsste,  damit 
sie  ihre  mathematische  Bedeutung  erhalte.^) 

Die  Dinge  der  zweiten  Kategorie  heissen  Formen  und  die  Wissenschaften^ 
welche  sich  mit  den  Formen  beschäftigen,  formale.  Solche  sind  die  Logik  und 
die  reine  Mathematik.  In  diesen  Wissenschaften  geht  die  Wahrheit  aus  der 
Uebereinstinmiung  der  verschiedenen  Acte  des  Gedankens  hervor. 

Die  Wissenschaften  von  den  thatsächlich  ausserhalb  des  Gedankens  exi- 
stirenden Gegenständen  heissen  eocperim^entale.  Die  Wahrheit  in  diesen  Wissen- 
schaften beruht  dagegen  auf  der  üebereinstimmung  des  Gedankens  mit  dem 
Gegenstand  ausserhalb  desselben  und  wir  sind  daher  gezwungen  in  ihnen  alles 
Dasjenige  für  unmöglich  zu  halten,  was  mit  den  Gesetzen  des  Gedankens  und 
des  Gegenstandes  oder  besser  der  geistigen  Vorstellung  des  Gegenstandes  im 
Widerspruch  steht. 

Die  formalen  Wissenschaften  haben  ihre  Grundlage  in  den  geistigen  Prin- 
cipien  und  Operationen  und  in  Definitionen  oder  Hypothesen;  der  Beweis  griindet 
sich  bei  ihnen  auf  die  Combination  der  verschiedenen  Acte  des  Gedankens 
ohne  andre  Gebiete  zu  betreten.  Da  bei  den  experimentalen  Wissenschaften 
üebereinstimmung  zwischen  dem  Gegenstand  und  dem  Gedanken  herrschen  muss, 
so  stützen  diese  sich  auf  diejenigen  Wahrheiten,  welche  man  mittelst  der  Wahr- 


erleichtem, welche  nur  die  Entwicklung  in  Bezug  auf  eine  gegebene  Idee  prüfen  wollen; 
(lenn  nicht  alle  Grundideen  sind  derart  abhängig,  dass  der  Ausschluss  einer  derselben  dazu 
fähren  müsste  auch  die  andern  zu  verwerfen.  Sicher  ist  freilich,  dass  alle  ihren  Grund  zu 
bestehen  in  ihrer  Gesammtheit  haben  und  dass  das  Buch  mithin  in  seinem  Ganzen  und 
der  Vereinigvmg  seiner  verschiedenen  Zwecke  beurtheilt  sein  will. 

Es  könnte  auf  den  ersten  Blick  scheinen,  als  würde  zu  spät  mit  der  Behandlung  der 
Geometrie  begonnen;  es  ist  dies  aber  nur  scheinbar  so,  weil  die  Vorrede  eigentlich  zum 
Verständniss  des  Textes  nicht  nöthig  ist  und  in  der  Einleitung  die  einfachen  Theile  und 
die  Consequenzen  des  Axioms  II  und  der  Hypothese  I  des  I.  Theils  entwickelt  werden. 
Lässt  man  daher  die  Sätze  der  Einleitung  gelten,  so  kann  man  das  Studium  der  Geometrie 
direct  mit  Theil  I  und  der  Räume  von  vier  und  n  Dimensionen  mit  Theil  11  beginnen. 

1)  Einl.  S.  54  und  Theil  I  S.  226,  226. 

2)  Einl.  S.  30,  31. 

3)  Damit  meinen  wir  nicht,  die  Dinge  der  zweiten  Kategorie  würden  nicht  in  Folge 
der  Beobachtung  von  Gegenständen  ausserhalb  des  Gedankens  gedacht;  das  Wesentliche 
ist  sich  davon  zu  überzeugen,  ob  das  gedachte  Ding  ohne  die  nöthige  Beihülfe  der  sinn- 
lichen Beobachtung  definirt  oder  mathematisch  gegeben  werden,  d.  h.  ob  es  unabhängig 
von  dieser  Beobachtung  bestehen  könne,  wie  es  grade  bei  der  Zahl,  nicht  aber  dem  Punkt 
der  Fall  ist.  Ebenso  meinen  wir  nicht,  der  Punkt  sei  nicht  ein  Product  unsres  Geistes; 
er  ist  ein  solches  Product  aber  in  der  nothwendigen  Verbindung  mit  der  äusseren  Wahr- 
nehmung. 
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nehmung  dieses  Oegenstandes  anschaut,  welche  aber  nicht  auseinander  abgeleitet 
werden  können.  Diese  Wahrheiten  heissen  Axiome  und  die  aus  den  Axiomen 
abgeleiteten  Wahrheiten  Theoreme.  Es  gibt  femer  in  der  Geometrie  als  Wissen- 
schaft Axiome^  welche  man  mittelst  der  Beobachtung  äusserer  Gegenstände  an- 
schaut und  dann  auf  solche  Gegenstände  ausdehnt,  von  denen  wir  die  An- 
nahme machen,  sie  existirten  thatsächlich  ausserhalb  des  Gebiets  der  äussern 
Beobachtung;  es  gibt  dagegen  andre,  welche  nur  solche  Gegenstände  betreffen, 
die  wir  ims  thatsächlich  ausserhalb  dieses  Gebiets  existirend  denken  und  welche, 
obwohl  sie  den  ersten  in  unsrer  VorsteUung  gleich  sind,  nur  eine  abstracte 
Existenz  haben;  die  Geometrie  kann  daher,  wie  wir  sie  auffassen,  eine  gemiscMe 
Wissenschaft  genannt  werden.  Diese  letzten  Axiome  werden  als  Grundwahr- 
heiten angenommen,  obgleich  sie  durch  imsere  Erfahrung  nicht  erprobt  sind, 
unter  der  Voraussetzung  jedoch,  dass  sie  den  Gesetzen  des  Gebiets  unsrer 
Erfahrung  nicht  widersprechen;  sie  haben  daher  nicht  die  Augenscheinlichkeit 
der  ersten  und  sind  im  eigentlichen  Sinn  PosttUate  oder  Hypothesen, 

Es  ist  femer  klar,  dass  man  zu  den  Axiomen  einer  speciell  experimentalen 
Wissenschaft  diejenigen  Sätze  nicht  zählen  darf,  welche  der  reinen  Logik  an- 
gehören, zum  Verständniss  nöthig  und  Gemeingut  aller  Wissenschaften  sind. 

Die  formalen  Wissenschaften  sind  für  ims  exact  und  die  experimentalen 
sind  dies  um  so  mehr,  je  einfacher  und  anschaulicher  die  eigentlich  sogenannten 
Axiome  sind,  auf  welche  sie  sich  stützen,  und  je  schneller  sie  ihre  Gegenstände 
durch  abstrdcte  Formen  ersetzen  können  und  sie  sich  auf  deductive  Art  entwickeln 
lassen.  Die  exacteste  experimentale  Wissenschaft  ist  die  Geometrie,  weil  die 
Gegenstände  ausserhalb  des  Gedankens,  welche  zur  Bestimmung  der  Axiome 
dienen,  in  unsrem  Geist  durch  abstracte  Formen  ersetzt  werden  und  die  Wahr- 
heiten der  Gegenstände  mithin  durch  die  Combination  der  Formen  bewiesen 
werden,  welche  man  vorher  unabhängig  von  dem,  was  ausserhalb  vorgeht, 
erhalten  hat.  Dies  ist  der  Grund,  wesshalb  die  Geometrie  nicht  ohne  jede 
Bereclitigung  (wie  aus  analogen  Motiven  die  rationale  Mechanik)  zu  der  reinen 
Mathematik  gerechnet  wird,  obgleich'  sie  nach  dem  Boden,  in  dem  sie  wurzelt, 
eine  experimentale  Wissenschaft  ist.^)  Man  betritt  schnell  das  praktische  Gebiet, 
wenn  man  eine  empirische  Construction  dieser  Wahrheiten  sucht  und  mit  den 
ursprünglichen  Gegenständen  auf  analoge  Art  wie  mit  den  abstracten  Formen 
operirt,  welche  von  ihnen  erzeugt  werden.  Diese  Operationen  können  ausser- 
halb unsres  Gedankens  nur  mit  Gegenständen  eines  beschränkten  Gebiets 
nämlich  des  Gebiets  unserer  thatsächlichen  äusseren  Beobachtungen  ausgeführt 
werden;  die  praktische  Unmöglichkeit  aber,  es  ebenso  mit  andern  Gegenständen 
innerhalb   oder  ausserhalb   dieses  Gebiets  zu  machen,  nimmt  den  Wahrheiten, 

1)  Man  kann  jetzt  wohl  sagen,  däss  alle  Mathematiker,  welche  sich  speciell  mit  der 
Geometrie  befassen,  den  empirischen  Ursprung  der  Geometrie  gelten  lassen.  Gauss  spricht 
in  einem  Brief  an  Bessel  (Göttingen,  27.  Febr.  1829.  Briefwechsel  zwischen  Gauss  und  BesseT) 
die  Ueberzeugung  aus,  die  Geometrie  lasse  sich  nicht  a  priori  construiren,  und  wiederholt 
dies  in  einem  andern  Brief  an  Bessel  (9.  April  ISiJO).  Ebenso  drückt  sich  Grassmann  (Aus- 
dehnungslehre.  Einl.  Leipzig  1844)  in  demselben  Sinn  aus.  Für  sie  hat  aber  die  Geometrie 
stets  drei  Dimensionen  (siehe  den  Anhang). 
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zu   denen  man   in  einem  abstract  viel   ausgedehnteren  Gebiet   gekommen  ist^ 
durchaus  nichts  von  ihrer  Geltung. 

Wir  nimhen  sogar  gradeeu  einen  Unterschied  zwischen  der  Geometrie  und 
ihren  praktischen  Anwendungen  und  finden  Axiome,  welche  zwar  nicht  für  die 
wissenschafüiche  EntimcJclung  der  Geometrie  aber  für  ihre  praktischen  Anwen- 
dungen nöthig  sind. 

Die  theoretische  Geometrie  imterscheidet  sich  desshalb  von  den  übrigen 
äusseren  experimentalen  Wissenschaften  dadurch:  sie  hat  die  äussere  Beobach- 
tung nöthig  um  ihre  eigentlich  so  genannten  Axiome  festzustellen,  macht  sich 
aber  schnell  von  ihr  unabhängig,  indem  sie  nicht  mehr  die  Körper  selbst  son- 
dern den  Ort,  den  sie  in  dem  leeren  Anschauungs|;aum  einnehmen,  betrachtet 
und  wird  damit  sofort  zu  einer  rein  deductiven  Wissenschaft.*)  Und  selbst 
die  theoretische  Mechanik  kann  sich  streng  genommen  nicht  von  den  Körpern 
absondern,  da  z.  B.  das  Princip  der  Bewegung  die  Körper  selbst  und  nicht 
den  von  ihnen  eingenommenen  Ort  betrachtet.  Jedenfalls  bedarf  die  theore- 
tische Geometrie  in  ihren  Grundzügen  nicht  der  nöthigen  Beihülfe  irgend  einer 
andern  experimentalen  Wissenschaft  z.  B.  der  Mechanik  und  der  Physik  (wie 
wir  in  der  Folge  noch  näher  ausführen  werden),  während  dagegen  diese  Wissen- 
schaften die  Geometrie  nöthig  haben. 

Wann  ist  eine  mathematische  Hypothese  möglich?  In  dem  fnatJiematiscJien 
Gebiet  ist  die  Definition  möglich,  das  Postulat  oder  die  gut  bestimmte  Hypothese, 
deren  Glieder  weder  einahder,  noch  den  logischen  Prineipien  und  Operationen,  den 
früheren  Hypothesen  und  den  Wahrheiten  widersprechen y  die  aus  den  letzteren 
abgeleitet  werden, 

Gut  bestimmt  heisst,  was  nur  einem  Begriff  entspricht,  über  dessen  Be- 
deutung kein  Zweifel  bfsteht.  Eine  neue  Form  oder  eine  Eigenschaft  einer 
gegebenen  Form,  welche  mittelst  einer  Hypothese  fesfgestellt  wurde,  darf  nicht 
einzig  von  den  vorausgehenden  Wahrheiten  abhängen,  weil  sie  in  diesem  Fall 
entweder  die  immittelbare  Folge  dieser  Wahrheiten  ist  oder  nicht,  in  dem  letzten 
Fall  aber  aus  ihnen  abgeleitet  werden  muss. 

Eine  Hypothese  ist  mathematisch  falsch  nur  dann,  wenn  sie  eine  Eigen- 
schaft aufstellt,  welche  mit  den  vorhergehenden  Wahrheiten  oder  denjenigen, 
welche  sich  aus  ihnen  ableiten  lassen,  im  Widerspruch  steht. 

Die  Möglichkeit  einer  Hypothese  hängt  nicht  von  ihrer  Fruchtbarkeit  ab, 
welche  den  mathematischen  Werth  der  Hypothese  liefert.  Eine  Hypothese 
kann  möglich  sein  und  zugleich  derart,  dass  sie  zu  keinem  Resultat  führt 
oder  das  Gebiet  unsrer  Untersuchungen  einschränkt.  Es  ist  dies  eine  andre 
gewiss  sehr  wichtige  Frage;  denn  die  Hypothese  soll  der  Deduction  und  dem 
Bedürfiiiss  unsres  Geistes,  sich  keine  ungerechtfertigten  Schranken  bei  der 
Erforschung  des  mathematisch  Wahren  aufzuerlegen,  freies  Feld  lassen  und 
jede  Hypothese  soll  zur  Entdeckung  neuer  Wahrheiten  oder  zur  bessern  Ver- 

1)  I.  Theil  S.  225,  226. 
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bindung  schon  bekanüter  Wahrheiten  führen.     Der  geringe  Werth  einer  Hypo- 
these ist  aber  kein  stichhaltiger  Grund  gegen  ihre  Möglichkeit. 

Jede  mittelst  einer  möglichen  Hypothese  aufgestellte  oder  gegebene  neue 
Form  muss  den  Principien  und  den  geistigen  Operationen  unterworfen  werden, 
welche  zur  Erforschung  der  Wahrheit  nöthig  sind.  Es  ist  dies  eine  logische 
Nothwendigkeit.  Die  Gesetze  der  mathematischen  Operationen  jedoch,  welche 
mit  ihnen  vorgenommen  werden,  hängen  von  der  Definition  oder  Construction  der 
neuen  gut  bestimmten  Form  ab  und  es  ist  a  priori  nicht  ausgeschlossen,  dass  diese 
Gesetze  von  denjenigen,  welche  für  die  vorher  betrachteten  Formen  galten,  ver- 
schieden sind.  ^)  Es  ist  desshalb  a  priori  nicht  erlaubt  in  einem  solchen  Fall 
dieselben  Gesetze  auf  die  Operationen  mit  den  neuen  Dingen  anzuwenden. 

•  Eine  Hypothese  A  ist  von  einer  andern  Hypothese  B  unabhängig,   wenn 
A  oder  sein  Gegentheil  (Nicht -J.)  nicht  aus  B  folgt. 

Eine  von  den  früheren  unabhängige  sich  selbst  nicht  widersprechende 
Hypothese  führt  nicht  nothwendiger  Weise  zu  Widersprüchen.  Denn  die  Ma- 
thematik muss,  da  sie  sich  mit  den  Formen  beschäftigt,  wenigstens  eine  erste 
Form  betrachten  und  sie  von  den  andern  durch  gewisse  ihrer  Eigenschaften 
unterscheiden.  Wenn  eine  dieser  Eigenschaften  A  unabhängig  von  den  andern 
B^  C,  D,  u.  s.  w.  und  gut  bestimmt  ist,  so  bedeutet  das,  dass  A  oder  sein 
Gegentheil  keine  Folge  von  B,  C,  D,  u.  s.  w.  ist.  Wenn  A  nothwendiger 
Weise  zu  einem  Widerspruch  fülirte,  so  hiesse  das,  dass  sich  aus  B,  C,  D, 
u.  8.  w.  die  entgegengesetzte  Eigenschaft  Nicht -^  ableiten  Hesse./ 

Zweifellos  ist  die  Unabhängigkeit  und  Wahl  einer  neuen  Hypothese 
stets,  wie  gesagt,  durch  die  früher  aufgestellten  Hypothesen  bedingt.  Man 
kann  daher  sagen,  dass,  wenn  die  Kennzeichen  der  mathematischen  Formen 
festgesetzt  sind,  die  mathematische  Möglichkeit  durch  das  Princip  des  Wider- 
spruchs, nämlich:  „-4«  ist  A  und  ist  nicht  Nicht -^^^' geregelt  wird.  Und  die 
Möglichkeit  wird  für  die  Mathematik  eine,  wenn  auch  abstracte,  Wirklichkeit, 
weil  die  Formen  des  mathematischen  Gedankens  ebenso  wahr  sind,  wie  die 
Formen  der  Sinnenthätigkeit,  welche  eine  concrete  Wirklichkeit  besitzen.  Nie- 
mand kann  in  der  That  an  der  Existenz  unsres  Verstandes  und  seiner  logischen 
Verrichtungen  zweifeln,  ohne  sich  zu  widersprechen. 

Beweist  man  die  Unabhängigkeit  der  Hypothese  von  den  früheren,  so  ist 
damit  auch  ihre  Möglichkeit  dargethan  und  wenn  man  zuerst  ihre  Möglichkeit 
beweist,  was  in  der  Mathematik  durchaus  nöthig  ist,  so  kann  damit  ihre  Un- 
abhängigkeit noch  nicht  dargethan  sein. 

Wenn  eine  Hypothese  auch  nach  einer  langen  Reihe  von  Untersuchimgen 
zu  keinem  Widerspruch  geführt  hat,  so  kaim  man  daraus  auf  die  Möglichkeit 
aber  nicht  die  Gewissheit  schliessen,  dass  sich  bei  weiteren  Entwicklungen  kein 
Widerspruch  zeigen  werde,  weil  es  sehr  wohl  möglich  sein  kann  aus  einer 
Unwahrheit    eine    oder   mehrere  Wahrheiten    abzuleiten.      Und  in  der  Mathe- 

1)  So  untersteht  z.  B.  die  Summe  der  transfiniten  Zahlen  G.  Cantor's  (Einl.  S.  118) 
nicht  dem  Commututiousgesetz,  wie  die  Summe  der  endlichen  Zahlen. 
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matik  genügt  die  subjective  Ueberzeugnng  von  der  Wahrheit,  wie  begründet 
sie  sein  mag,  allein  nicht,   obgleich  auch  in  den  mathematischen  Disciplinen 
eine  persönliche  Meinimg  nöthig  ist,    da  von  ihr  speciell  der  Fortschritt  der 
Wissenschaft  abhängt  und  eine  blosse  Combination   von    Zeichen  und   Gegen-* 
ständen  ohne  eine  leitende  Idee  zu  Nichts  führen  kann. 

Der  Beweis  der  Möglichkeit  der  Hypothesen  kann  daher  nicht  umgangen 
werden.  Fehlt  ein  Beweis  zur  Rechtfertigung  der  Hypothese,  so  genügt  es, 
wenn  man  sie  durch  die  directe  Erfahnmg  rechtfertigen  kann,  wie  es  z.  B.  bei 
den  geometrischen  Axiomen  der  Fall  ist,  grade  der  Uebereinstimmung  wegen, 
welche,  wie  wir  gesagt  haben,  zwischen  der  Wahrnehmung  der  Gegenstände 
und  den  logischen  Gesetzen  des  Gedankens  herrscht.  Man  soll  sich  aber  in 
der  That  nicht  eher  zufrieden  geben,  bis  man  .einen  rein  logischen  Beweis  ge- 
funden hat  imd  um  dies  zu  erreichen  muss  man  vor  Allein  von  einfachen 
Axiomen  oder  auch  von  Axiomen  ausgehen,  deren  einfache  Theile  geprüft 
werden;  kann  man  den  Beweis  nicht  beibringen,  so  möge  man  wenigstens 
Versuche  anstellen,  welche  Anderen  zu  weitem  Forschimgen  die  Unterlage 
bieten  können. 

Es  bleibt  noch  die  allgemeine  Frage  zu  behandeln,  ob  imd  wann  eine 
Gruppe  von  Axiomen  oder  Postulaten  für  abstract  möglich  gehalten  werden 
kann.  Wir  sind  der  Ansicht,  dass  man  eben  die  Operationen  und  Axiome  der 
Logik  zu  Hülfe  nehmen  muss,  wie  wir  es  bei  unsem  Operationen  und  Hypo- 
thesen der  Einleitung  gethan  haben.  Wenn  aber  auch  aus  einer  falschen 
Hypothese  Wahrheiten  abgeleitet  werden  können,  so  sind  doch  die  in  dieser 
Richtung  vorliegenden  Beispiele  so  einfach  und  die  Falschheit  ist  im  IJebrigen 
so  offenbar,  dass  eine  mathematische  Hypothese,  welche  ganz  oder  zum  Theil 
falsch  ist,  unzweifelhaft  sehr  schnell  zu  irgend  einem  Widerspruch  führt. 
Freilich  ist  man  in  der  Vergangenheit  oft  blind  genug  gewesen  und  hat  die 
Wirkung  der  Widersprüche  durch  andere  falsche  Hypothesen  vermeiden  wollen. 
Solche  Hypothesen  darf  man  aber  nicht  mit  denjenigen  verwechseln,  welche  zwar 
auch  ganz  oder  zum  Theil  falsch,  doch  in  dem  Geist  des  Studiren  den  bei  dem 
weitem  Verlauf  der  Untersuchung  durch  exacte  Hypothesen  oder  solche  ersetzt 
werden,  welche  die  Falschheit  der  ersten  vermeiden. 

Wann  ist  aber  eine  Hypothese  geometrisch  imglich?  Wie  wir  gesagt 
haben,  dürfen  die  Hypothesen  einer  experimentalen  Wissenschaft  nicht  nur 
den  Grundsätzen  imd  Operationen  der  Logik,  sondern  auch  den  Eigenschaften 
des  speciellen  Gegenstandes  dieser  Wissenschaft  nicht  widersprechen.  Nach 
den  Merkmalen,  welche  die  Geometrie  charakterisiren,  ist  eine  abstracte  Hypo- 
these geometrisch  möglich,  wenn  sie  weder  den  zur  theoretischen  Entwicklung 
der  Geometrie  nöthigen  Axiomen,  welche  wir  aus  der  Erfahrung  nehmen,  noch 
den  Eigenschaften  der  Raumanschauimg  in  ihrem  begrenzten  unsem  äusseren 
Beobachtungen  entsprechenden  Gebiet  zuwider  ist. 

Die  möglichen  abstracten  Hypothesen,  welche  das  Gebiet  der  Geometrie 
erweitem,  können  zur  Erforschung  der  Wahrheit  in  dem  beschränktesten  con- 
creten  Gebiet  dienen,  ohne  dass  desshalb  diese  Hypothesen  nothwendiger  Weise 
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die  concrete  Wirklichkeit  der  von  ihnen  definirten  Formen  voraussetzen.  Darin 
unterscheidet  sich  die  Geometrie  von  den  Wissenschaften,  die  sich  beständig 
mit  den  Ereignissen  der  äusseren  Welt  beschäftigen  und  bei  welchen,  wie  z.  B. 
bei  der  Physik,  der  einzige  Zweck  der  Hypothese  die  Erklärung  und  Ver- 
knüpfung der  Naturerscheinungen  ist,  wobei  diese  Hypothesen  nicht  immer 
den  Thatsachen  zu  entsprechen  brauchen  und  auch  geändert  oder  durch  andre 
ersetzt  werden  können.  Unser  allgemeiner  Raum  ist  geometrisch  möglich,  er 
hat  desshalb  eine  absiracte  Wirldickkeit,  womit  wir  aber  nicht  meinen,  die 
äussere  Welt  sei  an  sich  eine  vollständige  Darstellung  dieses  Raums.  So  haben 
wir  bei  der  Hypothese  der  verschiedenen  gradlinigen  Einheiten,  welche  eine 
Folge  unsrer  Hypothesen  über  das  thatsächliche  Unendlichgrosse  und  Unend- 
lichkleine oder  mit  andern  Worten  der  Unabhängigkeit  der  Geometrie  von  dem 
Axiom  V  des  Atchimedes  ist,  nicht  nöthig  an  die  concrete  Wirklichkeit  des 
thatsächlich  Unendlichgrossen  und  Unendlichkleinen  m  gla/uben.  Auch  -wenn 
z.  B.  bewiesen  würde,  dass  thatsächlich  in  der  Wirklichkeit  imser  allgemeiner 
Raum  nicht  existirt,  so  hätten  wir  desshalb  geometrisch  nicht  nöthig  auf  diese 
Hypothese  zu  verzichten.  ^)  Wenn  wir  z.  B.  die  Figuren  von  vier  Dimensionen 
nicht  so  wie  die  von  drei  anschauen  können,  so  bedeutet  dies  durchaus  nicht, 
dass  die  Hypothese  über  die  vier  Dimensionen  in  geometrischem  Sinn  den 
Hypothesen  und  mithin  den  geometrischen  Eigenschaften  des  Anschauimgs- 
raums  von  drei  Dimensionen  widerspricht.*) 

Dagegen  sind  diejenigen  Hypothesen  des  Gebiets,  welches  dem  Gebiet 
unsrer  äusseren  Anschauungen  entspricht,  auszuschliessen ,  die  der  Raum- 
anschauung  widersprechen,  wie  z.  B.  die  Hypothese,  der  Kreis  sei  keine  ge- 
schlossene Linie  oder  habe  reelle  Asymptoten.^) 

Hätte  man  genau  festgestellt,  wann  eine  Hypothese  mathematisch  oder 
geometrisch  möglich  ist,  so  würden  sich  viele  unnütze  Streitigkeiten  über  die 
Möglichkeit  fast  aller  neuer  Hypothesen,  welche  nach  und  nach  das  Besitzthum 
der  Wissenschaft  bereichert  haben,  haben  vermeiden  lassen.  Die  reine  Mathe- 
matik weist  nur  dasjenige  zurück,  was  falsch  ist;  um  daher  eine  mathematische 
Hypothese  zu  bestreiten,  muss  man  beweisen,  dass  sie  falsch  ist;  der  Beweis 
muss  aber  logisch-mathematisch  nicht  philosophisch  in  dem  strengen  Sinn  des 
Worts  sein  und  es  muss  aus  ihm  hervorgehen,  dass  die  Hypothese  nothwendiger 


1)  Wir,  deren  Fach  die  Geometrie  ist,  haben  daher  mit  den  Spiritisten  und  der  Fähigkeit 
der  Media  nichts  gemein.  Auch  wenn  uns  angesehene  Männer  die  Versicherung  geben, 
gewisse  spiritistische  Erscheinungen  fänden  in  der  That  statt,  so  möchten  wir  dies  der 
geheimnissvollen  Art  wegen,  in  welcher  die  Beobachtungen  angestellt  werden,  bezweifeln. 
So  ist  es  z.  B.  mit  den  Knoten  und  dem  Tisch,  die  Professor  Zöllnei'  (Wiss.  Abh.  Leipzig. 
1870)  beschreibt  und  so  freundlich  gewesen  ist  uns  in  Leipzig  zu  zeigen. 

Wenn  aber  die  Hypothese  über  die  vierte  Dimension  oder  den  allgemeinen  Kaum 
dazu  dienen  könnte  in  der  Physik  neues  Licht  über  die  Naturerscheinungen  und  ihre  un- 
bekannten Ursachen  zu  verbreiten,  dann  wäre  sie  wissenschaftlich  gerechtfertigt  und  der 
Physiker  würde  in  unserm  Buch  die  geometrischen  Grundeigenschafben  finden,  die  er  nöthig 
hat.  Aber  auch  hier  müssen  wir  hervorheben,  dass  der  Werth  der  geometrischen  Hypo- 
these von  dem  Werth,  den  die  physisclie  haben  kann,  unabhängig  ist. 

2)  Siehe  später  und  den  Anhang. 

3)  Siehe  den  Anhang. 
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Weise  zu  einem  Widerspruch  führt,  wenn  sie  eine  einfache  Hypothese  ist; 
denn  ist  sie  zusammengesetzt,  so  können  einzelne  Theile  auch  wahr  und  frucht- 
bar sein.  Wenn  das  mathematische  Problem  über  die  Fundamente  der  Mathe- 
matik und  Geometrie  bis  ^  die  Schwelle  des  philosophischen  Problems  über 
den  Ursprung  der  mathematischen  und  geometrischen  Ideen  vordringt,  so  geht 
es  doch  nicht  über  diese  Schwelle  hinaus.  Dies  ist  ohne  Zweifel  eine  grosse 
Wohlthat  für  unsre  Wissenschaft,  weil  sie  sonst  in  ihren  Principien  den  viel- 
fachen philosophischen  Ansichten  anheijjigegeben  wäre,  die  sich  um  die  Wahr- 
heit streiten.*)  Aus  Furcht  in  das  Unbestimmte  zu  gerathen  soll  man  aber 
auch  nicht  die  Mathematik  und  Geometrie  in  ihren  Fimdamenten  auf  einen 
reinen  Zeichenconventionalismus  reduciren  wollen,  wohl  aber  soll  man  sie  auf 
philosophische  Art  behandeln,  d.  h.  die  Natur  der  Dinge,  mit  denen  man  sich 
beschäftigt,  möglichst  klar  machen,  ohne  desshalb  die  Bedeutung  andrer  Me- 
thoden zu  bestreiten,  die  von  einem  andern  aber  beschränkteren  Gesichtspunkt 
ausgehen. 

Es  ist  ja  möglich,  ohne  eine  bestimmte  Hypothese  oder  Uebereinkunft 
z.  B.  ohne  die  imaginären  Zahlen  auszukommen;  es  hätte  dies  aber  nicht  allein 
eine  durchaus  ungerechtfertigte  Beschränkung  des  mathematischen  Gebiets  zur 
Folge,  sondern  würde  auch  Nichts  gegen  die  Hypothese  und  ihre  Consequenzen 
in  dem  Gebiet  selbst  unabhängig  von  dieser  Hypothese  beweisen.  Es  kann 
vorkommen,  dass  fruchtbare  Hypothesen  zu  Widersprüchen  führen,  wie  bei  der 
Differenzial-  und  Integralrechnung  der  Fall  war;  man  muss  dann  aber  beach- 
ten, ob  dies  die  Folge  des  Princips  der  Hypothese  ist,  in  welchem  Fall  sie 
zu  verwerfen  wäre,  oder  ob  es  daher  kommt,  dass  dieses  Princip  nicht  genau 
definirt  und  mithin  das  Gebiet  seiner  Gültigkeit  nicht  genau  umschrieben 
worden  ist.  Um  solche  Unzuträglichkeiten  zu  vermeiden,  muss  man  desshalb 
die  Hypothese  in  ihre  einfachen  Theile  zerlegen,  diese  getrennt  betrachten 
und  (wie  wir  später  genauer  ausführen  werden)  durch  die  Principien  und 
Operationen  der  Logik  oder  wenigstens  durch  Thatsachen  der  Erfahrung  recht- 
fertigen. 

Will  man  ims  der  hier  ausgesprochenen  Ideen  wegen  Batimialisten  oder 
Idealisten  nennen,  so  nehmen  wir  den  Titel  an  zum  Unterschied  von  denjenigen, 

1)  Wer  sich  eine  Vorstellung  von  dem  philosophischen  Problem  über  die  Grundbegriflfe 
der  Mathematik  und  Geometrie  machen  will,  mag  z.  B.  F.  Masci^a:  ,,Sulla  natura  logica 
delle  conoscenzc  matematiche"  (Rom,  1885)  nachlesen,  welcher  freilich  ein  Kantianer  inso- 
fern ist,  als  er  die  absolute  Wahrheit  aller  Euclid' sehen  Postulate  vertritt  und  die  Mög- 
lichkeit einer  Geometrie  von  mehr  als  drei  Dimensionen  leugnet.  Es  scheint  übrigens,  als 
ob  Kant  nicht  immer  ein  Gegner  dieser  Geometrie  gewesen  wäre,  weil  er  nach  dem  zu 
urtheilen,  was  er  in  seinen  „Gedanken  der  wahren  Schätzung  der  lebendigen  Kraft"  sagt, 
vielmehr  an  die  Existenz  verschiedener  Räume  glaubte.  Kant's  Werke  Bd.  V,  S.  25.  Siehe 
B.  Erdmann:  „die  Axiome  der  Geometrie".  Leipzig,  1871.  Ebenso  auch  JB.  Baumann: 
„Die  Lehren  von  Raum,  Zeit  und  Mathematik  in  der  neuem  Philosophie  nach  ihrem  ganzen 
Kinfluss  dargestellt  und  beurtheüt."  Berlin,  1868—1869.  Li  dem  ersten  Band  und  einem 
ffrossen  Theil  des  zweiten  wird  eine  weitläufige  und  kritische  Auseinandersetzung  über  die 
Ideen,  welche  die  Hauptphilosophen  von  Suarez  an  bis  Hunie  über  die  Grundbegriffe  der 
Mathematik  gehabt  haben,  vom  philosophischen  Standpunkt  des  Verfassers  aus  gegeben. 
Man  kann  übrigens  behaupten,  dass  es  keinen  tüchtigen  Philosophen  gibt,  welcher  sich 
nicht  mit  vielem  Interesse  mit  den  mathematischen  Ideen  beschäftigt  und  häufig  die  Re- 
sultate der  Mathematik  zur  Unterstützung  seiner  eignen  Betrachtungen  benutzt  hätte. 
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welche  dem  mathematischen  imd  geometrischen  Geist  ungerechtfertigter  Weise 
die  grösstmögliche  logische  Freiheit  verweigern  wollen  und  sich  z.  B.  bei  jedem 
neuen  Resultat  und  jeder  neuen  Hypothese  fragen,  ob  sie  eine  wahrnehmbare 
Darstellung,  z.  B.  in  der  Geometrie  eine  wahrnehmbare  rein  äussere  Darstellung 
besitze  oder  nicht.  Wir  nehmen  den  Titel  aber  nur  unter  der  Bedingung  an, 
dass  ihm  keinerlei  eigentlich  philosophische  Bedeutung  beigelegt  wird.^) 

Als  Mathematiker  stützen  wir  uns  auf  die  Thatsachen  des  Geistes  oder 
der  Wahrnehmung,  welche  von  Niemand  bestritten  werden  können  imd  unser 
Führer  ist  das  Princip  des  Widerspruchs.  Wir  müssen  aber  natürlich  Gegner 
jener  philosophischen  Systeme  sein,  die  eben  zu  Widersprüchen  oder  unnöthi- 
gen  Beschränkungen  in  dem  mathematischen  oder  geometrischen  Gebiet  führen.^) 
Der  Mathematiker  mag  in  so  fem  ein  Philosoph  sein,  als  die  Philosophie 
aus  einer  neuen  Darlegung  seiner  Principien  grossen  Nutzen  ziehen  kann;  seine 
Beihülfe  zu  dieser  Wissenschaft  ist  aber  immer  indirect,  während  auf  der 
andern  Seite  der  Philosoph  als  solcher  die  mathematischen  oder  geometrischen 
Hypothesen  nicht  bestreiten  kann,  sondern  suchen  muss  aus  ihnen,  wenn  sie 
gut  bestimmt  sind,  einen  möglichst  grossen  Gewinn  zu  erzielen. 

Bei  diesem  Idealismus  haben  wir  wenigstens  vor  dem  Empiristen  voraus, 
dass  wir  alle  möglichen  Hypothesen  bei  der  Erforschung  der  Wahrheit  ver- 
wenden und  desshalb  schneller  und  besser  wie  er  zu  neuen  Wahrheiten  in 
eben  dem  Gebiet,  in  welches  er  sich  einschliessen  will,  gelangen  können.    Wir 


1)  In  Du  Bois  Fei/mofuTs  „Allgemeiner  Functionentheorie.  Tübingen,  1882",  werden 
die  mathematischen  Systeme  des  reinen  Idealisten  und  Empiristen  besprochen  (Wundt, 
„Logik.  Bd.  n.  Stuttgart,  1885"  bemerkt,  dass  man  in  philosophischem  Sinn  besser 
liealist  und  Nominalist  sagt).  Beide  vertheidigen  aber  ihre  Systeme  mit  philosophischen 
Argumentationen,  die  wir  nicht  acceptiren  können  (a.  a.  0.  z.  B.  S.  86,  110  — 111  und 
114 — 116).  Das  System  des  Idealisten  ist,  wie  wir  sehen  werden,  nicht  frei  von  Irrthümern 
und  Unklarheiten. 

2)  Ist  z.  B.  die  geometrische  Möglichkeit  in  Frage,  so  können  wir,  wie  F.  Klein 
darthut  (Vergleichende  Betrachtungen  über  neuere  geom.  Forschungen.  Erlangen,  1872), 
vor  dem  Problem  nicht  gleichgültig  bleiben,  ob  z.  B.  das  EucUd'sche  Postulat  über  die 
Purallelen  in  absolutem  Sinn  bezüglich  unsrer  Anschauung  wahr  ist  oder  nicht,  wie  die 
Kantimier  behaupten.  Wäre  es  wirklich  wahr,  so  hätten  die  Ebenen  Lobatscliewsky's  und 
Biemami's  keine  Existenzberechtigung  und  es  bliebe  nur  die  Geometrie  der  Pseudokugel 
oder  der  Eugel  oder  des  Sterns  in  dem  EuclüVschcn  Raum  oder  andrer  geometrischer 
Darstellungen  derselben  in  diesem  Kaum  wahr.  Als  Mathematiker  müssen  wir  Gegner 
der  Ansicht  Kanfa  sein,  weil  die  Beobachtung,  oder  die  thatsächliche  Anschauung  uns  in 
dem  Theil  des  Raums,  welcher  dem  Gebiet  der  äusseren  Beobachtungen  entspricht,  nur 
annähernd  bei  der  Entscheidung  der  Frage  hilft.  Dass  wir  meinen  den  ganzen  Raum  an- 
zuschauen, erklärt  sich  daraus,  daes  wir  uns  mit  der  Einbildungskraft  in  jeden  seiner 
Punkte  versetzen  und  auf  ihn  die  in  einem  beschränkten  Gebiet  ausgeübte  Anschauung  an- 
wenden. Rein  mathematisch  berührt  uns  diese  Frage  nicht,  wohl  aber  geometrisch.  Im  Uebri- 
gen,  da  es  unentschieden  bleibt,  welches  das  richtige  Postulat  über  die  Parallelen  ist,  warten 
wir  ab,  ob  die  Geometrie  nach  den  Begriffen  Kant'ü  entwickelt  und  die  Nothwendigkeit 
des  genannten  Axioms  anschaulich  a  priori  bewiesen  wird.  v.  HelmJioUz  hält  den  Kan- 
tianern entgegen,  dass  der  Raum  eine  Anschauungsform  a  priori  sein  kann,  dass  es  aber 
die  Axiome  nicht  sind.  Wwidt  (Logik.  Bd.  I)  bemerkt,  eine  solche  Ansicht  scheine  ihm 
einen  Widerspruch  zu  enthalten.  Als  Mathematiker  müssen  wir  die  Fähigkeit,  den  Raum 
anzuschauen,  welche  in  uns  wohnt  und  Niemand  leugnen  kann,  zugeben;  die  Fähigkeit 
ist  aber  nicht  die  Anschauung  selbst  und  der  Entwicklung  der  Geometrie  wegen  müssen  wir 
dafür  haiton,  die  Raumanschauung  sei  grade  das  Resultat  dieser  Fähigkeit  mit  der  Er- 
fahrung combinirt   (siehe  S.  281  u.  ff.). 
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machen  auch  Anspruch  auf  grössre  Gedankenschärfe,  weil  für  uns  in  absolutem 
Sinn  Nichts  zu  vernachlässigen  ist  nicht  einmal  das  Unendlichkleine,  wenn  es 
zu  dem  Endlichen  hinzugefügt  wird  und  wenn  Etwas  im  Vergleich  mit  Ande- 
rem vernachlässigt  wird,  so  muss  dies  aus  einem  mathematischen  Grund  und 
nicht  der  praktischen  Annäherung  wegen  geschehen.  Der  Empirist  kann  uns 
nicht  vorwerfen,  wir  behielten  den  praktischen  Zweck  der  Wissenschaft  nicht 
im  Auge  und  unsre  geometrischen  Hypothesen  wurzelten  nicht  in  der  Erfah- 
rung und  würden  nicht  durch  geistige  Thatsachen  bestätigt.*) 

Wir  erkennen  sehr  gern  die  Hülfe,  welche  die  empirische  Beobachtung 
der  Mathematik  im  Allgemeinen  leistet,  und  die  Nothwendigkeit  an,  die  geome- 
trischen Axiome  durch  sie  festzustellen;  wir  können  aber  andrerseits  nicht  ver- 
kennen, dass  der  Rohstoff,  den  uns  die  sinnlichen  Eindrücke  liefern,  durch 
unsem  Geist  verarbeitet  wird  und  dass  das  subjective  Element  in  der  reinen 
Mathematik,  der  Geometrie  und  der  rationalen  Mechanik  den  Vorrang  vor  dem 
objectiven  Element  hat  und  dass  wir  alle  überdies  die  ersten  idealen  geome- 
trischen Formen  in  uns  besitzen,  noch  ehe  wir  mit  dem  Studium  der  Geometrie 
beginnen  und  ohne  voraussetzen  zu  müssen,  diese  Formen  seien  eben  die 
reellen  Gegenstände  mit  ihren  sämmtlichen  Ungenauigkeiten.  Es  gibt  nicht 
wenige  empiristische  Philosophen,  welche  die  Ansicht  vertreten,  die  geome- 
trischen Formen  seien  ideale  Formen  oder  doch  wenigstens  nicht  die  sinnlichen 
Eindrücke  selbst,  welche  die  Gegenstände  in  ims  hervorrufen.^)  Sie  sind  ein 
Product  der  Anschauung  mit  der  Abstraction  combinirt.  Cayley  bemerkt 
Stuart  Mül  gegenüber  treffend,  wenn  wir  den  Begriff  der  graden  Linie  nicht 
hätten,  so  könnten  wir  nicht  behaupten,  die  Grade  existire  nicht  in  der  Natur.  ^) 

Was  für  eine  mathematisch  mögliche  Hypothese  gilt,  muss  auch  für  den 
Beweis  in  der  reinen  Mathematik  wie  in  der  Geometrie  gültig  sein;  er  muss 
nämlich  in  allen  einfachen  Theilen,  aus  welchen  er  besteht,  vollständig 
durch  die  vorausgehenden  Eigenschaften  oder  Eigenschaften,  welche  die  im- 
mittelbare  und  augenscheinliche  Folge  oder  verschiedene  Formen  dieser  Eigen- 
schaften sind,  bestimmt  sein  und  es  darf  in  der  Kette  der  Eigenschaften,  welche 
ihn  zusammensetzen,  kein  Widerspruch  vorhanden  sein. 

Die  Bedingimgen,  welchen  die  geometrischen  Axiome  imd  die  Hypothesen 
unterworfen  werdei\  müssen,  wenn  man  das  wissenschaftliche  Problem,  welches 
uns  vorliegt,  in  seiner  ganzen  Allgemeinheit  und  Einfachheit  behandeln  will, 
sind  nach  dem,  was  wir  gesagt  haben  und  später  ausführen  werden,  die 
folgenden: 

/.    Von  den  geometrischen  Axiomen  müssen  die  Wahrheiten,  welche  sich  aus 


1)  Siehe  darüber  den  Anhang,  in  welchem  wir  das  Buch  von  l^asch  „Ueber  neuere 
Geometrie.    Leipzig,  1882"  einer  Besprechung  unterziehen. 

2)  Siehe  z.  B.  Masci,  Erdmann,  Baumann,  W%mdt  a.  a.  0.  Lociie  z.  B.,  welcher 
ein  entschiedener  Empirist  ist,  hält  dafür,  die  Idee  des  reinen  Raums  sei  von  der  Idee  der 
Starrheit  oder  Festigkeit  der  Körper  und  diese  von  der  Idee  des  Raums  verschieden  und 
die  Theile  des  Raums  seien  unbeweglich  (Baumann,  a.  a.  0.  S.  377). 

8)  Report  of  the  63^  meeting  of  the  Brit.  Ass.  1883.  London,  1883.  Ins  Fninzös. 
übersetzt  in  dem  Bulletin  des  sciences  math^matiques.     Jan.  und  Febr.  1884. 
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den  Axiomen  der  Logik  mit  Hülfe  von  Operationen  der  Logik  ergeben,  getrennt 
gehalten  werden, 

IL  Die  eigentlich  so  genannten  Axiome  müssen  die  einfachsten  und  anschau- 
lichsten WaJhrJieiten  ausdrücken  und  dürfen  keine  Begriffe  enthalten,  die  erst 
später  gegeben  oder  abgeleitet  werden  müssen.  Aus  den  Axiomen  müssen  sich 
aUe  andern  Eigenschaften  herleiten  lassen  ohne  stillschweigend  neue  Axiofne  ein- 
zuführen  u/nd  schliesslich  sollen  die  Axiome  von  Anfang  an  so  gegeben  werden, 
dass  für  die  verschiedenen  möglichen  geometrischen  Systeme  freies  Feld  bleibt 

HL  Die  für  das  Studium  der  Geometrie  nothwendigen  Axiome  sind  von 
denjenigen  zu  trennen,  welche  nur  für  die  praktischen  Anwendungen  der  Geometrie 
nöthig  sind. 

IV,  Die  Axioms  soüen  unabhängig  voneinander  sein,  wobei  man  jedoch 
auch  auf  ihre  Ordnung  und  um  so  mehr  darauf  zu  achten  hat,  dass  sie  einander 
nicht  widersprechen. 

V.  Die  ßehandlungsart  sei  elementar  und  auf  das  Constructiofisverfahren  der 
Baumanschauung  gegründet. 

VI  Die  Axioms,  Sätze  und  Beweise  sollen  von  Anfang  an  kein  nicht  defi- 
nirtes  Ansdumungselement  entkalten  derart  nämlich,  dass  bei  Abstraction  von  der 
Anschauung  von  detn  geotmtrischen  System  nur  ein  System  rein  abstrader  Walir- 
heilen  übrig  bleibt,  in  welchem  die  Axiome  die  Stelle  von  gut  bestimmten  Defini- 
tionen oder  abstracten  Hypothesen  einnelimen. 

An  erster  Stelle  darf  man,  was  durch  die  Erfahrung  oder  Anschauung 
gegeben  ist,  nicht  mit  den  Erfordernissen  oder  Definitionen  der  Logik  (oder 
umgekehrt)  verwechseln.  So  wird  z.  B.  die  Definition,  zwei  Figuren  seien 
gleich,  wenn  man  die  eine  ohne  Deformation  auf  die  andre  legen  könne,  ge- 
wöhnlich für  eine  geometrische  gehalten,  während  sie  wie  die  Definition  der 
Gleichheit  zweier  beliebiger  Dinge  aus  dem  Axiom  der  Logik  über  die  Iden- 
tität hervorgeht.^)  Dasselbe  gilt  von  der  Eigenschaft,  dass  zwei  einer  dritten 
gleiche  Grössen  einander  gleich  sind.  Aus  diesem  Grund  haben  wir  die 
Bedingung  VI  gegeben;  mit  ihrer  Hülfe  ist  es  leicht,  die  Principien  und 
Definitionen  der  Logik  und  die  Eigenschaften  zu  erkennen,  welche  sich  noth- 
wendiger  Weise  aus  ihnen  ergeben  und  die  verlangte  Gedankenschärfe  ein- 
zuhalten, ohne  dabei  den  wesentlichen  Theil,  welchen  die  Raumanschauxmg 
in  der  Geometrie  einnimmt,  zu  übersehen.  Man  braucht  nur  ein  beliebiges 
Buch  über  Elementargeometrie  zu  öffiien,  wenn  man  sich  überzeugen  will,  dass 
diese  Bedingung  durchaus  nicht  eingehalten  wird.  Etidid  z.  B.  spricht  in 
seinen  ei*sten  Definitionen  von  Länge,  Breite,  Grösse,  ohne  je  gesagt  zu  haben, 
was  das  ist.  So  ist  die  Grade  für  Eudid  diejenige  Linie,  welche  ebenmässig 
zwischen  ihren  Endpunkten  liegt;  der  Winkel  zweier  Graden,  welche  sich 
schneiden,  ist  ihre  Neigimg,  wenn  sie  nicht  dieselbe  Richtung  haben  u.  s.  w. 
In  seinen  gewöhnlichen  Begriffen  spricht  er  von  Addition  und  Subtraction  der 
Grössen,  ohne  anzugeben,  was  man  unter  diesen  Operationen  zu  verstehen  hat. 

1)  Siehe  später. 
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So  ist  auch  in  den  besseren  modernen  Abhandlungen  gewöhnlich  von  Raum, 
Fläche  und  Linien  die  Rede,  ohne  dass  man  ihre  gut  bestimmte  Definition  oder 
mathematische  Construction  gegeben  hätte,  so  dass  von  allem  Diesem,  wenn 
man  von  der  Anschauung  abstrahirt,  kein  bestimmter  Gegenstand  übrig  bleibt. 
Man  benutzt  auch  das  Axiom  über  die  Bewegung  der  Körper  ohne  zu  sagen, 
was  ihr  in  abstractem  Sinn  entspricht  imd  was  abstract  der  Bewegung  ohne 
Deformation  entspricht  u.  s.  w. 

Man  behauptet,  einige  Begriffe,  z  B.  derjenige  des  Raums,  könnten  über- 
haupt nicht  definirt  werden.  Auch  hier  muss  man  imterscheiden.  Der  Raum 
als  Anschauung  wird  nicht  definirt,  als  Begriff  dagegen  kann  man  ihn  geo- 
metrisch wie  wir  es  z.  B.  thun,  definiren.  ^)  Und  wenn  die  Anschauung  für  das 
Bestehen  der  Geometrie  nöthig  ist,  so  muss  sie  desshalb,  wie  nützlich  sie  auch 
sein  mag,  kein  nöthiges  Element  bei  der  logischen  Entwicklung  der  Geometrie 
sein.^)  Der  Unterschied,  den  wir  zwischen  eigentlich  sogenannten  Axiomen, 
Postulaten  oder  Hypothesen  gemacht  haben,  verschwindet  und  muss  verschwin- 
den, wenn  man  von  der  Anschauung  abstrahirt. 

Die  Axiome  müssen  Eigenschaften  der  Anschauung  zum  Ausdruck  bringen 
grade  weil  die  Grundbedingung  der  Geometrie  die  Raumanschauung  ist;  d.  h. 
sie  müssen  ein  klares  Bild  der  Dinge,  welche  sie  definiren,  geben.  ^)  Zu  diesem 
Zweck  haben  wir  jedem  Axiom  empirische  Betrachtungen  vorausgehen  lassen, 
welche  jedoch  der  Bedingimg  VI  entsprechend  als  nöthige  Elemente  in  der 
Abfassung  der  Axiome  und  ihren  Polgerungen  nicht  auftreten.  Die  Axiome 
sollen  einfach  sein,  damit  man  ihre  Nothwendigkeit  und  Unabhängigkeit  besser 
ersieht.  Ein  Axiom  kann  auch  aus  mehreren  Theilen  zusanmiengesetzt  sein, 
um  mit  ihm  sofort  die  Eigenschaften,  welche  einen  gegebenen  Gegenstand  von 
den  andern  imterscheiden,  bezeichnen  zu  können,  wie  unser  Axiom  11  über  die 
grade  Linie;  das  Axiom  muss  aber  in  seinen  einzelnen  einfachen  Theilen  ge- 
prüft werden. 

Offenbar  dürfen  stillschweigend  keine  wenn  auch  augenscheinliche  Eigen- 
schaften eingeführt  werden,  welche  entweder  von  den  Axiomen  nicht  abhängen 
oder  deren  Beweis  zu  viel  Vorbereitung  erfordert,  um  sie  als  unmittelbare  Folge 
der  vorhergehenden  Dinge  betrachten  zu  können.  So  muss  man  es,  um  peti- 
tiones  principü  zu  vermeiden,  auch  so  einrichten,  dass  die  Axiome  und  Sätze 
nicht  aus  Wahrheiten  und  Begriffen  hervorgehen,  deren  Beweis  oder  Erklärung 
später  gegeben  wird.  Euclid  z.  B.  benutzt  bei  der  ersten  Proposition  seines 
Buchs  I  der  Elemente  zur  Construction  des  gleichseitigen  Dreiecks,  wenn  die 
Seite  gegeben  ist,  zwei  Kreise,  welche  sich  in  zwei  Punkten  der  Ebene  schnei- 


1)  Siehe  Theil  I,  Buch  lü. 

2)  Die  Philosophen,  welche  bestreiten,  der  Raum  sei  ein  Begriff  und  keine  Anschauung, 
haben  insofern  Recht,  als  rein  abstracte  Betrachtungen,  um  so  weniger  numerische,  niemals 
zu  der  Raumanschauung  fähren  können. 

3)  Monpe  (Säances  des  ^oles  normales  Bd.  I.  Paris  1795  und  2.  Ausg.  1800)  bemerkt 
z.  B.,  dass  die  Definition  der  Graden  als  einer  Linie,  deren  Punkte  fest  bleiben,  wenn  ein 
Körper  um  zwei  seiner  Punkte  rotirt,  nicht  allein  nicht  einfach  ist,  sondern  grade  den 
Fehler  hat,  dass  sie  kein  Bild  gibt. 

Yeronese,  Oeometzie.  b 
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den;  ohne  vorher  diese  Eigeuschaffc  bewiesen  oder  als  Axiom  gegeben  zu  haben. 
So  kann  die  Prop.  V,  Buch  XI  nicht  als  bewiesen  angesehen  werden  ohne  das 
Axiom^  dass  der  Anschauungsraum  drei  Dimensionen  hat  u.  s.  w. 

Die  Unabhängigkeit  der  Axiome  femer  ist  für  die  Einfachheit  der  Wissen- 
schaft nothwendig.  Und  in  der  That,  könnte  man  auch  nur  eine  wenn  auch 
intuitive  Eigenschaft,  die  aber  von  den  früheren  abhängt,  als  Axiom  geben,  so 
würde  es  erlaubt  sein,  die  Theoreme  als  augenscheinlich  wie  Axiome  zu  be- 
trachten. 

Wenn  zwei  Axiome  oder  Theile  emes  Axioms  zwei  Eigenschaften  einer 
gegebenen  Figur  feststellen,  von  welchen  sich  die  eine  aus  der  andern  ableiten 
lässt,  so  hat  man  Grund  anzunehmen,  dass  in  abstractem  Sinn  Figuren  existiren, 
für  welche  nur  eine  dieser  Eigenschaften  gilt.  Ein  solcher  Fehler  ist  z.  B.  in 
dem  Axiom,  mit  welchem  gewöhnlich  die  Ebene  definirt  wird,  verborgen,  dass 
nämlich  eine  Grade,  welche  zwei  Punkte  mit  der  Ebene  gemein  hat,  in  derselben 
liegt.  Mittelst  dieser  Eigenschaft  lässt  sich  die  Ebene  entweder  ganz  oder  zum 
Theil  (vnstruiren  dadurch,  dass  man  alle  Punkte  einer  Graden  mit  einem  Punkt 
ausserhalb  derselben  verbindet;  die  ebene  Fläclie  ist  damit  vollständig  bestimmt 
und  ihre  Eigenschaften  müssen  sämmtlich  aus  ihrer  Construction  hervorgehen, 
wenn  die  Elemente  dieser  Construction  genau  definirt  sind.  Das  Axiom  über 
die  Ebene  sagt  uns  dagegen,  dass  jede  andre  Grade  ausser  den  bereits  betrach- 
teten, welche  zwei  Punkte  mit  ihr  gemein  hat,  vollständig  in  ihr  liegt.  Dies 
ist  aber  eine  Eigenschaft,  welche  nach  den  vorhergehenden  Betrachtungen  aus 
der  Construction  selbst  abgeleitet  werden  muss.  Ist  dies  nicht  möglich,  so 
bedeutet  dies,  dass  die  Axiome  über  die  Grade  oder  über  das  Paar  von  Graden, 
welche  sich  schneiden,  die  Ebene  in  abstractem  Sinn  nicht  ausreichend  be- 
stimmen. 

Wir  sind  zu  dem  Beweis  dieser  Eigenschaft  in  dem  EudicF sehen  System 
durch  die  Noth wendigkeit  veranlasst  worden,  die  Eigenschaft  für  die  Räume 
von  mehr  als  drei  Dimensionen  beweisen  zu  müssen,  von  welchen  wir  nur  die 
Construction  haben  und  bei  denen  wir  die  äussere  Anschauung  nicht  zu  Hülfe 
nehmen  können.') 


1)  Diese  Bemerkung  über  die  Unvollkommenheit  des  Axioms  über  die  Ebene  ist  nicht 
neu.     In  einem  Brief  an  Bessel  (Göttingen  27.  1.  1829)  schreibt  Gauss: 

,,Seltsam  ist  es  aber,  dass  ausser  der  bekannten  Lücke  in  Eudid's  Greometrie,  [die 
man  bisher  umsonst  auszufüllen  gesucht  hat  und  nie  ausfüllen  wird,  es  noch  einen  andern 
Maugel  in  derselben  gibt,  den  meines  Wissens  Niemand  bisher  gerügt  hat  und  dem  abzu- 
helfen keineswegs  leicht  ^obwohl  möglich)  ist.  Dies  ist  die  Definition  des  Planums  als 
einer  Fläche,  in  der  die  irgend  zwei  Punkte  verbindende  gerade  Linie  ganz  liegt.  Diese 
Definition  enthält  mehr,  als  zur  Bestimmung  der  Fläche  nöthig  ist  und  involyirt  tacite  ein 
Theorem,  welches  erst  bewiesen  werden  muss." 

Grassmann  (a.  a.  0.  S.  32)  erkennt  an,  dass  der  Geometrie  eine  wissenschaftliche  Basis 
fehlt,  und  stellt  analoge  Betrachtungen  über  das  Axiom  bezüglich  der  Ebene  an.  Auf  S.  M 
sagt  er  dann  sehr  richtig:  „Wenn  ein  Grundsatz  vermieden  werden  kann,  ohne  dass  ein 
neuer  eingeführt  zu  werden  braucht,  so  muss  dies  geschehen  und  wenn  es  eine  gänzliche 
Umgestaltung  der  ganzen  Wissenschaft  herbeiführen  sollte,  weil  durch  ein  solches  Ver- 
meiden die  Wissenschaft  nothwendig  ihrem  Wesen  nach  an  Einfachheit  gewinnt." 

Genocchi  (Dci  princix)i  della  meccanica  e  della  geometria.  Mem.  della  Societii  italiana 
dei  XL.  Bd.  II.  Serie  III.  18G9,  S.  17»)  bemerkt,  die  Erzeugung  der  Ebene  mittelst  der 
Graden,  welche  die  Punkte  einer  Graden  mit  einem  Punkt  ausserhalb  derselben  verbinden, 
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Die  Unabhängigkeit  der  Axiome  ist  sicherlich  von  Nutzen;  es  ist  aber 
nicht  zu  verkennen,  dass  es  sehr  schwierig  ist  dieselbe  zu  beweisen.  Wir  haben 
Axiome  gegeben,  welche  einfache  Eigenschaften  (wie  die  Axiome  IV  und  V) 
aber  für  alle  Figuren,  die  sich  in  gegebenen  Bedingimgen  befinden,  ausdrücken, 
während  man  die  Frage  aufwerfen  kann,  ob  man  diese  Eigenschaften  für  alle 
solche  Figuren  oder  nur  für  einen  Theil  geben  muss.  In  diesem  Sinn  weisen 
wir  nach,  dass  die  Annahme  genügt,  eine  Grade  werde  durch  ein  einziges  Paar 

•  

^hrer  Punkte  bestimmt.  Man  muss  femer  prüfen,  ob  nicht  dadurch,  dass  man 
die  Ordnung  eines  gegebenen  Systems  von  Axiomen  ändert,  irgend  ein 'Axiom 
die  Folge  eines  andern  wird.  ^) 

Welche  Methode  ist  für  die  Geometrie  und  speciell  für  die  Behandlung 
ihrer  Principien  die  geeignetste? 

Nach  Bedingung  V  diejenige,  welche  aus  dem  Constructionsverfahren  der 
Raumanschauung  hervorgeht,  d.  h.  die  reine  oder  synthetische  geometrische 
Methode.  Und  in  der  That,  da  die  erste  imd  wesentlichste  Bedingung  der 
Geometrie  die  Raumanschauung  ist,  welche  uns  die  ersten  geometrischen  Gegen- 
stände und  ihre  unbeweisbaren  Eigenschaften  liefert,  so  ist  diejenige  Methode 
die  geeignetste,  welche  stets  die  Figuren  als  Figuren  behandelt,  direct  mit  den 
Elementen  der  Figuren  arbeitet  und  sie  derart  trennt  und  vereinigt,  dass  jede 
Wahrheit  und  jeder  Schritt  des  Beweises  möglichst  von  der  Anschauung  be- 
gleitet sind.  Die  Einfachheit  und  Eleganz  der  Geometrie  bestehen  grade  in 
der  Leichtigkeit  ihrer  Constructionen.  Die  synthetische  Methode  macht  dann 
der  Bedingung  VI  entsprechend  der  abstracten  synthetischen  Methode  Platz, 
wie  in  imserer  Einleitung  entwickelt  wird. 

Eine  Methode,  welche  für  das  Studium  der  Fimdamente  einen  Theil  der 
geometrischen  Eigenschaften  oder  eine  grosse  Anzahl  von  Theorien,  welche 
der  Geometrie  selbst  nicht  angehören,  als  bekannt  voraussetzt,  ist  mindestens 
künstlich  und  indirect  und  wird,  wenn  sie  vielleicht  auch  dazu  beitragen  kann 
die  Genauigkeit  eines  Systems  von  Axiomen  zu  prüfen  oder  diese  Axiome  mit 
andern  Theorien  in  Verbindung  zu  setzen,  doch  niemals  zu  einer  besseren 
Lösung  der  Frage  dienen  können.  Eine  solche  Methode  ist  z.  B.  im  Allgemeinen 
die  nimierische  oder  analytische.  Ein  Beweis  dafür  ist,  dass  die  tiefgedachten 
Schriften  berühmter  Autoren  über  die  Hypothesen  der  Geometrie,  welche  sich 
dieser  Methode  bedienen,  die  eigentlich  elementare  Geometrie  nicht  viel  vor- 
wärts gebracht  haben  und  dass,  während  die  moderne  Geometrie  in  diesem 
Jahrhundert  einen  so  grossen  Reichthum  an  neuen  fruchtbaren  Gesichtspunkten 
erworben  hat,  jene  erstere  man  kann  sagen  stationär  geblieben  ist   und  aus 


enthalte  das  EtichcTsche  Postulat  über  die  Parallelen.  Sag^  man,  die  gmize  Ebene  werde 
auf  diese  Art  erzeugt,  so  wird  das  System  LobaUchewsky'Q ,  aber  nicht  das  i^iemann' sehe 
ausgeschlossen;  im  andern  Fall  nicht  einmal  die  Löbatschewsky^chQ  Ebene. 

1)  Dieser  Fall  tritt  z.  B.  ein,  wenn  man  von  Anfang  an  die  Stetigkeit  dec  Graden 
definirt,  mit  deren  Hülfe  sich  nicht  wenige  Eigenschaften  beweisen  lassen,  welche  in  den 
Elementarbüchem  als  Axiome  aufgestellt  werden,  während  die  Definition  des  Continuums 
doch  auch  gebraucht  wird  (siehe  z.  B.  de  Faölis,  Elementi  di  Geometria.   Post.  XI). 

b* 
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ihnen  fast  keinen  Nutzen  gezogen  hat.')  Wie  kann  man  z.  B.  als  Grundaxiom 
der  Geometrie  die  Hypothese  annehmen,  das  Linienelement  des  Raums  sei  die 
Quadratwurzel  aus  einem  quadratischen  und  positiven  Differenzialausdruck  der 
Coordinaten  oder  die  Curvatur  des  Raums  sei  constant  oder  auch  die  von  einem 
Punkt  bei  seiner  Bewegung  beschriebenen  Linien  seien  Fimctionen  einer  reellen 
Variabelen,  welche  eine  Derivirte  besitzen;  imter  den  Coordinaten  zweier  Punkte 
gebe  es  eine  und  nur  eine  Fimction,  welche  bei  einer  gewissen  stetigen  Gruppe 
von  Transformationen  unverändert  bleibe,  oder  auch  der  Raum  sei  eine  dem 
Zahlencontinuum  (x,  y,  z)  entsprechende  Mannigfaltigkeit  von  drei  Dimensionen 
und  andre  ähnliche  Hypothesen?  Wo  bleiben  da  die  anschaulichen  und  ein- 
fachen Thatsachen,  welche  sie  erklären  und  rechtfertigen?  Setzen  sie  nicht 
vielmehr  die  Kenntniss  der  Analysis  mit  Einschluss  eines  guten  Theils  der 
elementaren  Geometrie  voraus? 

So  ist  nach  dieser  Methode  der  Abstand  zweier  Punkte  eine  Zahl.  Wenn 
aber  der  Abstand  durch  eine  Zahl  darstellbar  ist,  so  sagt  uns  die  analytische 
Methode  nicht,  was  der  Abstand  ist,  denn  geometrisch  ist  er  nicht  eine  Zahl, 
wie  die  Grade,  die  Ebene,  die  Räume  von  drei  u.  s.  w.  n  Dimensionen  geo- 
metrisch nicht  die  Gleichungen  oder  die  analytischen  Hülfsformeln  sind,  welche 
sie  darstellen. 

Das  wissenschaftliche  Problem  ist  von  dem  didaktischen  verschieden,  weil 
es  z.  B.  aus  Unterrichtszwecken  rathsam  sein  kann  einige  Axiome  mehr  zu 
geben,  um  namentlich  im  Anfang  verwickelte  Beweise  zu  vermeiden;  damit 
aber  das  erste  dem  zweiten  behiilflich  sein  kann,  müssen  beide  Probleme  auf 
dieselbe  Art  behandelt  werden.  Es  ist  aber  immöglich  bei  Schülern  voraus- 
zusetzen, dass  sie  mindestens  einen  guten  Theil  der  Analysis  kennen. 

Bei  den  Arbeiten,  in  welchen  die  analytische  Methode  benutzt  wird  und 
die  auch  einen  geometrischen  Ursprung  haben,  fäUt  der  Eifer  auf,  mit  welchem 
man  möglichst  schnell  zu  der  Analysis  zu  kommen  sucht;  es  gibt  sogar  unter 
ihnen  solche,  welche  die  Axiome  zu  dem  Zweck  aussuchen,  imi  diesen  oder 
jenen  analytischen  Theil  anwenden  zu  können.  Wenn  wir  auch  die  grosse 
Bedeutung  solcher  Arbeiten  in  Bezug  auf  die  Verbindung  der  geometrischen 


1)  Man  darf  übrigens  nicht  glauben,  mau  müsse  dem  Material  der  Elemente  hie  und 
da  wenn  auch  einfache  Theorien  der  modernen  z.  B.  der  projectiven  Geometrie  anpfropfen 
oder  ihren  Inhalt  ändern  oder  die  auf  reine  Vernunflschlüsse  basirte  Anschauungsmethode 
verlassen.  Es  heisst  vielmehr,  dass  man  suchen  muss  auch  in  der  elementaren  Geometrie 
mit  Hülfe  dieser  neuen  Theorien  oder  auf  anderm  Weg  jene  allgemeinen  Gesichtspunkte 
zu  gewinnen,  die  das  ganze  Gebäude  der  Elemente  beherrschen  sollen  und  diese  Elemente 
in  einer  wissenschaftlichen  und  zugleich  harmonischen  Form  so  darstellen,  dass  man  selbst 
in  einem  Schulbuch,  aus  dem  kritische  Erörterungen  verbannt  sind,  nicht  mehr  aufs  Gerade- 
wohl gegebene  Axiome  findet,  bei  denen  man  den  inneren  wissenschaftlichen  Grund  ihrer 
Nothwendigkeit  und  Unabhängigkeit  nicht  kennt.  Es  ist  desshalb  im  Allgemeinen  nicht 
nöthig  den  Elemetiten  neue  Theorien  hinzuzufügen;  dagegen  ist  das  Material  der  griechi- 
schen Geometrie  von  weiteren  und  strengeren  Gesichtspunkten  aus  zu  sichten  und  neu  zu 
ordnen,  üeberdies  dient  dieses  Material  nicht  nur  den  einfacheren  praktischen  Zwecken 
dieser  Wissenschaft,  sondern  bildet  ebenso  die  Basis  eines  jeden  Theils  der  Geometrie ;  bei 
dem  Problem  ihrer  Fundamente  mjiss  man  daher  nicht  die  einen  Eigenschaften  mehr  be- 
rücksichtigen, wie  die  andern,  weil  man  sonst  seine  Lösung  den  einen  oder  den  andern 
unterordnet. 
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Principien  mit  fruchtbaren  Theorien  der  Analysis  anerkennen,  so  können  wir 
uns  doch  der  Thatsache  nicht  verschliessen ,  dass  man  auf  solche  Art  die  Be- 
handlimg  des  Problems  von  einem  speciellen  Gesichtspunkt  abhängig  macht, 
den  man  a  priori  vorwiegen  lassen  will,  während  man  doch  zusehen  muss, 
welche  Methode  sich  für  die  Natur  des  Problems  am  besten  eignet.  Prüft 
man  nun  die  Frage  ihrem  wahren  Aussehen  nach,  so  verdient  die  reine  Methode 
den  Vorzug,  weil  ein  von  Allen  anerkannter  Fehler  der  analytischen  Methode 
gerade  darin  besteht,  dass  sie  uns  sehr  oft  von  den  Prämissen  zu  dem  End- 
resultat führt  ohne  uns  die  verschiedenen  Ringe  in  der  Kette  der  geometrischen 
Eigenschaften,  die  man  bei  dem  Uebergang  von  der  ersten  zur  letzten  nöthig 
hat,  kennen  zu  lehren.  So  einfach  und  elegant  auch  der  Beweis  sein  mag,  bei 
den  Principien  ist  es  vor  Allem  nöthig,  sich  von  jeder  Einzelnheit  genaue 
Kechenschaft  zu  geben  und  sich  von  der  Art,  auf  welche  eine  Eigenschaft  aus 
den  früheren  abgeleitet  wird,  ein  durchaus  klares  geometrisches  Bild  zu  machen. 
Ein  andrer  Fehler  besteht  darin,  dass  manchmal  ein  grosser  Apparat  von  Sym- 
bolen xmd  Rechnungen  nöthig  ist,  um  zu  den  einfachsten  geometrischen  Eigen- 
schaften zu  kommen.  Newton  selbst  bemerkte,  dass  arithmetisch  am  einfachsten 
ist,  was  durch  einfache  Gleichungen  bestimmt  wird;  geometrisch  dagegen,  was 
man  durch  einfaches  Ziehen  von  Linien  ejrhält,  und  dass  in  der  Geometrie  voran- 
gestellt und  vorgezogen  werden  muss,  was  nach  dem  geometrischen  Begriff  am 
einfachsten  ist.^)  Wir  verwerfen  daher  die  analytische  Methode  nicht  aus  dem 
Grund,  weil  sie  den  umgekehrten  Weg,  wie  die  historische  Methode,  nach 
welcher  sich  die  Geometrie  entwickelt  hat,  einschlägt  und  folgen  der  letzteren 
nicht  desshalb,  weil  sie  dem  Geist  der  griechischen  Geometrie  entspricht,  sondern 
weil  sich  die  griechische  Methode  am  besten  für  die  Natur  des  Problems  eignet. 

1)  Arithm.  univ.  Amsterdam.  1761.  Bd.  11.  De  constnictione  lineari.  S.  237  u.  ff.  Er 
fügt  hinzu :  „Die  Einfachheit  der  Figuren  hängt  von  der  Einfachheit  der  Genesis  der  Ideen 
ab;  die  Gleichung  ist  es  nicht,  wohl  aber  die  (geometrische  wie  mechanische)  Beschreibung, 
mittelst  welcher  die  Fi^ur  erzeugt  und  leichj;  dargestellt  wird."  Er  betrachtet  aber  den 
Kreis  als  einfach,  wie  die  Grade,  während  der  Kreis  wenigstens  der  Ebene  bedarf,  wie  die 
Kugel  zum  mindesten  des  gewöhnlichen  Raums.  Die  Grade  hat,  lun  mittelst  ihrer  Eigen- 
schaften abstract  definirt  zu  werden,  keine  andern  Figuren  nöthig. 

Wenn  man  auch  andern  Betrachtungen  Newton'a  bei  dem  gegenwärtigen  Stand  der 
Geometrie  nicht  mehr  zustimmen  kann,  so  bleiben  doch  die  Ideen  eines  der  grossen  Erfinder 
der  Diflferenzial-  und  Integralrechnung  über  den  Grundcharakter  der  Geometrie  in  ihrer  ganzen 
Allgemeinheit  stets  wahr.  Und  wir  verschliessen  uns  diesen  Ideen  auch  in  unseren  Arbeiten 
über  die  Geometrie  von  mehreren  Dimensionen  nicht;  so  wird  z.  B.  unser  Satz,  dass  alle 
rationalen  Curven  der  Ebene  von  der  Ordnung  n  aus  der  normalen  rationalen  Curve  des 
Raums  von  n  Dimensionen  durch  Projection  abgeleitet  werden  können,  auf  die  Einfachheit 
der  Construction  der  normalen  Curve  selbst  gegründet. 

Wiewohl  Leibniz  die  Analysis  sehr  bevorzugt  hat,  so  erkannte  er  doch  die  Mängel 
der  analytischen  Methode  besonders  bei  der  Behandlung  der  Principien  der  Geometrie  und 
versuchte  sie  desshalb  durch  seine  geometrische  Analysis  zu  ersetzen  (siehe  den  Anhang). 
Und  Gauss  (Gott.  Gelehrte  Anzeigen.  1816.  S.  619J  drückt  sich  so  aus:  „Die  logischen 
Hilfsmittel  zur  Einkleidung  und  Verkettung  der  Wahrneiten  in  der  Geometrie  können  für 
sich  Nichts  leisten  und  nur  taube  Blüthen  treiben,  wenn  die  befruchtende  lebendige  An- 
schauung des  Gegenstandes  nicht  überall  waltet.  ^* 

W.  Killing  theilt  in  seiner  „Erweiterung  des  Raumbegriffs.  Braunsberg.  1884"  mit, 
dass  Weierstrass  einige  Vorlesungen  an  dem  mathematischen  Seminar  zu  Berlin  über  die 
Principien  der  Geometrie  1872  gehalten  hat  und  obwohl  er  von  der  Function  des  Abstandes 
ausging,  doch  die  Ansicht  vertrat:  dass  es  vor  Allem  nöthig  sei,  eine  rein  geometrische 
Behandlung  zu  versuchen. 
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Die  Analysis  gibt  uns  in  ihrer  Anwendung  auf  die  Geometrie  auch  bei 
dem  Studium  der  Principien  Anleitungen;  a  priori  weiss  man  von  rein  geometri- 
schem Standpunkt  aus  aber  nicht,  ob  sie  verwendbar  sind. 

Die  analytische  Methode  führt  uns  femer  wegen  ihrer  Allgemeinheit,  wenn 
man  die  Anschauung  nicht  berücksichtigt,  zu  Hypothesen  über  den  Raum  von 
drei  Dimensionen,  welche  der  Erfahrung  widersprechen.  Denn  von  analyti- 
schem Standpunkt  aus  hat  jede  Zahlenmannigfaltigkeit  von  drei  Dimensionen 
dieselbe  Existenzberechtigung  wie  der  Anschauungsraum;  geometrisch  aber  ist 
dies,  wie  gesagt,  nicht  dasselbe.  Aus  diesem  örund  hat  die  analytische  Methode 
nicht  nur  die  Frage  der  Grimdlagen  der  Geometrie  auf  ein  andres  Gebiet  ver- 
pflanzt, sondern  auch  die  oft  in  Schutz  genommene  Vermuthung  aufkommen 
lassen,  ihre  Resultate  in  der  Nicht -jEJMrficfschen  Geometrie  und  mehr  noch  in 
der  Geometrie  von  n  Dimensionen  seien  geometrisch  unmöglich. 

Es  ist  femer  zu  beachten,  dass  das  erste  uns  in  die  Augen  fallende  Unter- 
scheidungszeichen der  Figuren  die  Verschiedenheit  des  Orts  ist  und  dass  die 
constmctive  Methode  aus  dieser  Verschiedenheit  entsteht  und  sich  entwickelt. 

Man  darf  bei  der  hier  behandelten  Frage  auch  nicht  vergessen,  dass  das  letzte 
Wort  über  die  Fundamente  der  Analysis,  wie  neuere  Arbeiten  hervorragender 
Mathematiker  und  unsere  Einleitung  beweisen,  noch  nicht  gesprochen  ist;  denn 
die  Principien  der  Analysis  sind  nicht  alle  logisch  nothwendig  und  nicht  wenige 
enthalten,  wenn  man  die  Analysis  direct  zum  Studium  der  Geometrie  verwendet, 
wahre  geometrische  Axiome  wie  z.  B.  das  Princip  der  Continuität  in  seinen 
verschiedenen  analytischen  Formen,  welches  nicht  immer  seine  Rechtfertigimg 
in  der  Raumanschauung  findet. 

Wir  bemerken  noch,  dass  der  Raum  von  n  Dimensionen  geometrisch  wie 
analytisch  bei  seiner  Erzeugimg  aus  Räumen  von  weniger  Dimensionen  ab- 
geleitet wird.  Es  ist  daher  am  einfachsten  die  Axiome  für  die  Räume  von 
weniger  Dimensionen  aufzustellen.  Die  Axiome,  welche  man  direct  für  Figuren 
z.  B.  des  Raums  von  n  Dimensionen  gibt,  sind  natürlich  complicirter  als  für 
diejenigen  der  Mannigfaltigkeiten  von  einer  niedrigeren  Anzahl  von  Dimen- 
sionen. Mit  andern  Worten  muss  man  der  Bedingung  11  entsprechend  von 
dem  Einfachen  zu  dem  Complicirten  vorschreiten. 

Man  könnte  uns  vorhalten,  wir  führten  sofort  den  Begriff  des  allgemeinen 
Raums  ein.  Aber  erstlich  ist  dies  ein  allgemeiner  Begriff,  in  welchem  weder 
die  Construction  noch  das  Mass  der  Dimensionen  auftritt,  und  dann  bedienen 
wir  uns  seiner  nur,  um  grössere  Freiheit  in  unseren  Constnictionen  zu  haben, 
so  dass  die  Betrachtungen,  welche  wir  in  dem  ersten  Theil  über  den  allgemeinen 
Raum  anstellen,  später  ohne  Weiteres  in  einem  Raum  von  einer  beliebigen 
gegebenen  Anzahl  von  Dimensionen  gelten.  Ueberdies  würde  mit  Ausnahme 
einiger  Eigenschaften  der  Text  auch  ohne  die  Definition  dieses  Raums  der- 
selbe bleiben. 

Die  Entwicklimg  nach  der  synthetischen  Methode  erfolgt  direct  in  dem 
allgemeinen  Raum,  welcher  eine  thatsächlich  unendlich  grosse  Anzahl  von 
Dimensionen  hat,  während  die  analytische  Geometrie  direct  in  einem  solchen 
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Raum  noch  zu  behandeln  bleibt.  So  ist  es  bisher  auch  noch  nicht  gelungen 
die  rein  analytische  Geometrie  imseren  Hypothesen  über  das  üuendlichgrosse 
und  Unendlichkleine  gemäss  zu  behandeln. 

Aus  allem  Diesem  darf  man  jedoch  nicht  den  Schluss  ziehen^  wir  seien 
Gegner  der  analytischen  Methode.  Im  Gegentheil;  die  Analysis  leistet  ohne 
Zweifel  der  Geometrie  grosse  Dienste,  wie  diese  der  Analysis.  Wenn  der  Ana- 
lytiker die  Geometrie  zu  Hülfe  nimmt,  so  macht  er  von  einer  Fähigkeit,  der 
Raumanschauimg,  Gebrauch,  welche  in  der  Analysis  an  sich  nicht  zur  An- 
wendung kommt  und  mit  deren  Hülfe  er  sich  durch  einen  Blick  von  vielen 
Eigenschaften  der  ihm  vorliegenden  Gegenstände  überzeugt;  der  Geometrie- 
beflissene dagegen  kommt  durch  richtig  angebrachte  analytische  Formeln  heute 
oft  mit  grösserer  Sicherheit  zu  seinem  Endresultat.  Damit  aber  ein  analytisches 
Resultat  eine  wirkliche  geometrische  Bedeutung  habe,  muss  es  sich  auf  ein 
geometrisch  existirendes  Ding  beziehen;  jedenfalls  kann  sich  die  Geometrie  nicht 
damit  begnügen  zu  wissen,  dass  z.  B.  eine  gegebene  Fläche  existirt,  sie  will 
auch  die  Gesetze  kennen  lernen,  nach  welchen  diese  Fläche  construirt  wird. 

Man  behauptet  mit  Recht,  dass  man  bei  den  geometrischen  wie  den  analy- 
tischen wissenschaftlichen  Untersuchungen  alle  Methoden  benutzen  müsse,  welche 
zu  neuen  Resultaten  führen  können.')  Man  muss  aber  auch  anerkennen,  dass 
l>esonders  ausserhalb  Italiens  heute  eine  starke  Tendenz  besteht,  die  rein  geo- 
metrische Methode  zu  vernachlässigen,  eine  Methode,  mit  deren  Hülfe  noch  in 
diesem  Jahrhundert  Poncclct,  Steiner,  Staudt,  Chasles,  Crcfnona  und  so  viele 
Andre  die  Geometrie  mit  einer  so  grossen  Anzahl  fruchtbarer  Theorien  be- 
reicherten und  wir  wissen  wirklich  nicht,  von  wie  grossem  Nutzen  diese  Tendenz 
sein  kann.  Und  da  die  beiden  Methoden  auch  bei  der  Erforschung  der  Wahr- 
heit eigenthümliche  Vorzüge  und  Schönheiten  besitzen,  welche  sie  bei  einer 
gemischten  Methode  vielleicht  nicht  immer  behalten,  so  halten  auch  wir  aus 
den  angegebenen  Gründen  auch  bei  den  höheren  Untersuchungen  der  Geometrie 
die  Versuche  für  mehr  als  gerechtfertigt,  welche  sich  darauf  richten,  jede  geo- 
metrische Frage  auf  synthetische  Art  zu  behandeln.  Dem  Vorwurf,  den  man 
dieser  Methode  macht,  sie  sei  bei  gewissen  Untersuchungen  nicht  ganz  sicher, 
kann  man  entgegenhalten,  es  sei  dies  kein  der  Methode  anhaftender  Fehler, 
sondern  eine  Folge  davon,  dass  ihr  die  nöthige  Entwicklung  fehle.  Uebrigens 
sind  wir  der  Ansicht,  dass  man  im  Allgemeinen  strenge  Regeln  nicht  aufstellen 
kann  und  dass  man  wie  in  der  Kunst  allen  Kundgebungen  des  wissenschaft- 
lichen Gedankens  je  nach  den  individuellen  Anlagen  freien  Spielraum  lassen 
muss.  Man  darf  überdies  nicht  vergessen,  dass  die  Mathematik  auch  ihre 
Philosophie  hat  und  dass  in  dieser  die  Art,  wie  man  zur  Wahrheit  kommt, 
von  nicht  geringer  Bedeutung  ist. 


1)  Der  grosse  italienische  Mathematiker  Lagrange  sagte:  „Solange  die  Algebra  und 
die  Geometrie  getrennt  waren,  blieben  ihre  Fortschritte  unbedeutend  und  ihre  Anwendungen 
beschränkt;  sobald  aber  diese  beiden  Wissenschaften  sich  vereinigten,  halfen  sie  sich  gegen- 
seitig und  schritten  zusammen  rasch  der  Vollendung  zu."  Genocchi  (a.  a.  0.),  Klein  (a.  a.  0. 
S.  14)  und  Segre:  „Su  alcuni  indirizzi  delle  ricerche  geometriche",  Rivista  di  matematica, 
Febr.  u.  März  1891  u.  s.  w. 
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Bezüglich  der  Aufeinanderfolge  der  Axiome  und  Definitionen  ist  von 
wissenschaftlichem  wie  didaktischem  Standpunkt  zu  empfehlen,  sie  nach  und 
nach,  wie  sich  das  Bedürfhiss  einstellt,  zu  bringen;  nur  muss  man,  um  nicht 
eine  allgemeine  Definition,  welche  bei  vielen  Figuren  Anwendung  findet,  wieder- 
holen zu  müssen,  sich  nicht  scheuen  manchmal  von  dieser  Regel  abzuweichen. 
Auf  keine  Weise  aber  lässt  sich  die  Methode  EudicFs  rechtfertigen,  welcher 
den  grössten  Theil  der  Definitionen  im  Anfang  des  Textes  vereinigt  ohne  die 
Existenz  der  Figuren,  auf  welche  diese  Definitionen  sich  beziehen,  zu  beweisen 
oder  ohne  dass  diese  Existenz  vorher  oder  gleich  nachher  gegeben  wäre. 


Aus  den  Bedingungen,  denen  wir  die  geometrischen  Axiome  unterworfen 
haben,  speciell  aus  den  imter  I  und  VI  aufgeführten,  müssen  wir  ersehen,  auf 
welche  gewöhnlichen  Begriffe  und  Operationen  der  Logik  sich  die  reine  Mathe- 
matik oder  die  Theorie  der  abstracten  und  concreten  mathematischen  Formen 
imd  mithin  auch  die  Geometrie  gründet.  Grade  darauf  beruht  die  Einleitung. 
Die  reine  Mathematik  stellt  sich  so  als  eine  Wissenschaft  von  Begriffen  und 
nicht  von  reinen,  Conventionellen  Regeln  imterworfenen,  Zeichen  dar,  wie  möglich 
die  letzteren  auch  sein  mögen. 

Wir  gehen  von  den  Begriffen  der  Einlieit  und  Mehrheit  aus,  von  den  logi- 
schen Axiomen,  aus  welchen  wir  einige  wichtige  Folgen  ableiten.  Aus  dem 
ebenfalls  ursprünglichen  Begriff'  von  ztierst  und  nachlier  folgern  wir  den  Begriff 
der  Reihe  oder  Aufeinanderfolge  und  der  Ordnung  mehrerer  gegebener  oder 
gedachter  Gegenstände.  Aus  der  Operation  des  Stellens  und  Wegnehmens  und 
des  Zusammenbetrachtens  oder  Vereinigens  entnehmen  wir  den  Begriff  der 
Gruppe  imd  der  geordneten  Gruppe.  Und  durch  den  Begriff  der  Gruppe 
erhalten  wir  dann  den  abstracten  Begriff  von  ausserlialb. 

Es  gibt  begrenzte  und  unbegrenzte  Reihen.  Die  begrenzte  Reihe  erster 
Art  oder  die  natürliche  Reihe  ist  die  einfachste;  sie  hat  einen  ersten  imd  letzten 
Gegenstand  imd  enthält  keine  unbegrenzte  Reihe;  dann  folgt  die  imbegrenzte 
Reihe  erster  Art,  deren  begrenzte  Reihen  alle  von  der  ersten  Art  sind.  Wir 
geben  die  Principien,  welche  die  Operationen  des  Vereinigens  imd  Wegnehmens 
regeln,  und  heben  die  Merkmale  der  abstracten  und  concreten  mathematischen 
Formen  hervor. 

Ein  Gnmdprincip  ist  das  Princip  über  den  eindeutigen  und  in  derselben 
Ordnung  stattfindenden  Zusammenhang  zwischen  den  Reihen  oder  Gruppen 
mehrerer  Elemente,  mit  dessen  Hülfe  wir  verschiedene  Sätze  über  die  Reihen 
oder  geordnete  Gruppen  im  Allgemeinen  und  speciell  über  die  begrenzten 
und  unbegrenzten  Reihen  erster  Art  ableiten. 

Während  wir  bis  dahin  nur  den  Begriff  der  Einheit  und  Mehrheit  benutzt 
haben,  entsteht  nun  aus  den  geordneten  Gruppen  der  Begriff  der  Zahl  in  seiner 
ersten  Bildung  und  aus  dem  Zusammenhang  zwischen  den  Elementen  der  Gruppe, 
welche  gezählt  werden,  und  den  Einheiten  der  Zahl  werden  die  Grundsätze 
über  die  den  natürlichen  Gruppen  entsprechenden  Zahlen  abgeleitet.  Zu  diesen 
Sätzen  gehört  auch,  dass  die  durch  eine  natürliche  Gruppe  dargestellte  Zahl, 
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wenn  man  die  Ordnung  der  Elemente  dieser  Gruppe  ändert,  dieselbe  bleibt. 
Der  genannte  Zusammenhang  gibt  uns  das  Mittel  an  die  Hand,  auf  natürliche 
Weise  den  Begriflf  der  grösseren  und  kleineren  Zahl,  die  ersten  Operationen 
mit  den  natürlichen  Zahlen  und  die  bezüglichen  Gesetze  festzustellen.  Wir 
betrachten  also  zuerst  die  Anzahl  der  Gegenstände  einer  Gruppe  und  leiten 
daraus  dann  die  Eigenschaften  der  Zahl  als  Zeichen  ab. 

Indem  wir  uns  der  Führung  des  gradlinigen  Anschauungscontinuums  über- 
lassen, welches  wir  in  seinen  verschiedenen  Theilen  prüfen,  definiren  wir  das 
Grundelement,  unterscheiden  die  Elemente  in  relativem  und  absolutem  Sinn  und 
behandeln  alsdann  das  System  von  Elementen  einer  Dimension,  das  homogene 
und  in  der  Position  seiner  Theile  identische  System. 

Aus  der  Prüfung  der  Consequenzen  des  Princips  der  Identität  ergibt  sich, 
dass  der  Identitätszusammenhang  zwischen  zwei  Formen  auf  der  Identität  zweier 
andrer  Formen  beruht,  und  daraus  die  Nothwendigkeit,  wenn  man  diesen  Zu- 
sammenhang nutzbar  machen  will,  von  einer  ersten  Grundform  auszugehen,  für 
deren  Theile  wir  ohne  Weiteres  die  Identität  in  Uebereinstimmung  mit  dem 
Princip  dieses  Namens  in  §  8  annehmen. 

Unsre  Grundform  ist  ein  System  einer  Dimension,  welches  in  der  Position 
seiner  Theile  identisch  imd  stetig  ist  und  durch  die  kleinste  Anzahl  von  Ele- 
menten bezüglich  der  andern  Formen  bestimmt  wird.  Unabhängig  von  diesen 
beiden  letzten  Eigenschaften,  welche  wir  später  feststellen,  construiren  wir  auf 
der  Grundform  die  Scala  mit  einem  gegebenen  Segment  als  Einheit  und  finden, 
nachdem  ihr  Gebiet  definirt  ist,  die  Bedingungen  der  Gleichheit  zweier  Scalen. 

Wir  führen  dann  den  Begriff  von  endlichen,  thatsächlich  unendlich  grossen 
und  unendlich  kleinen  von  zwei  Elementen  begrenzten  Segmenten  ein,  stellen 
die  einfachen  Hypothesen  über  ihre  Existenz  und  Construction  auf,  die  mit  der 
Definition  des  homogenen  (und  auch  des  in  der  Position  seiner  Theile  iden- 
tischen) Systems  vereinbar  sind  und  bestimmen  dann  durch  sie  die  Beziehungen 
zwischen  den  genannten  Segmenten.  Aus  diesen  Hypothesen  wird  eben  der 
Begriff  mehrerer  Arten  von  Masseinheiten,  der  Gnmdeinheit,  auf  welche  sich 
die  ünendlichkleinen  und  die  Unendlichgrossen  beziehen,  und  der  absoluten 
Einheit  abgeleitet,  welche  ein  begrenztes  beliebiges  Segment  der  Grundform 
ist  und  welches  wir  auch  absolut  endlich  nennen.  Wir  beweisen  mit  voUer 
Strenge,  dass  das  Unendlichkleine  von  beliebiger  Ordnung  bezüglich  eines 
Unendlichkleinen  von  geriugerer  Ordnung  zu  vernachlässigen  ist,  obgleich  es 
bezüglich  der  absoluten  Einheit  oder  in  absolutem  Sinn  nicht  vernachlässigt 
werden  darf. 

Aus  den  unendlich  grossen  und  unendlich  kleinen  Segmenten  leiten  wir 
neue  ganze  unendlich  grosse  Zahlen  ab,  welche  bei  der  Addition  wie  bei  der 
Multiplication  den  gewöhnlichen  Gesetzen  unterliegen  und  sich  mithin  von  den 
transfiniten  Zahlen  G,  Cantor'a  unterscheiden,  die  sich  zur  Construction  der 
unendlich  grossen  Segmente  unsrer  Grundform  nicht  verwenden  lassen.^) 

1)  Als  schon  ein  grosser  Theil  unsrer  Einleitung  gedruckt  war,  erschien  die  klare 
Darlegung  der  Theorie  der  Grössen  von  Prof.  Bettazzi  (Pisa  1890),  in  welcher  der  Verfasser 
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Wir  wissen  sehr  wohl,  welche  Abneigang  heutigen  Tages  gegen  das  that- 
suchliche  Unendlichgrosse  und  Unendlichkleine  besonders  gegen  das  Letztere 
besteht;  die  Gründe  aber,  welche  gegen  diese  Formen,  wie  sie  frOher  gegeben 
wurden,  angeführt  werden,  lassen  sich  gegen  die  unsrigen,  deren  Möglichkeit 
wir  übrigens  logisch  nachgewiesen  haben,  wie  gegen  die  Formen  des  thatsach- 
lichen  Unendlichgrossen  und  Unendlichkleinen  von  StoU  und  Du  Bais  Beynumd 
nicht  geltend  machen.  Was  die  Darstellung  angeht,  so  können  wir  uns  das 
begrenzte  unendlich  grosse  oder  unendlich  kleine  Segment  der  Grundform  als 
ein  wahrnehmbares  gradliniges  Segment  vorstellen,  wie  man  aus  den  Anwen- 
dungen, die  wir  auf  die  Geometrie  macheu,  besser  ersehen  wird.  ^) 

Wir  treten  für  das  thatsächliche  Unendlichkleine  ein,  weil  wir  nicht  nur 
seine  Möglichkeit  sondern  auch  seine  Nützlichkeit  in  dem  geometrischen  Gebiet 
bewiesen  haben;  wir  hatten,  so  interessant  eine  solche  Theorie  an  sich  sein 
kann,  sie  hier  vielleicht  nicht  behandelt  ohne  die  geometrischen  Anwendungen, 
die  wir  von  ihr  gemacht  haben.  Die  analytische  Behandlung  der  Geometrie 
unabhängig  von  dem  Axiom  des  Archimedes  müsste,  so  scheint  uns,  interessant 
auch  für  die  Analysis  ausfallen.^) 

Wir  stellen  dann  die  Hypothesen  über  die  auf  eine  Einheit  bezügliche  Stetig- 
keit (oder  gewöhnliche  Stetigkeit)  und  dann  über  die  auf  die  absolute  Einheit 
bezügliche  (die  absolute  Stetigkeit)  auf.  Aus  der  absoluten  Stetigkeit  lasst  sich 
die  erstere  bezüglich  jeder  Einheit  ableiten,  aber  nicht  umgekehrt.  Für  das  Gebiet 
einer  relativen  Einheit  wie  bezüglich  der  absoluten  Einheit  wird  bewiesen,  dass 
jedes  begrenzte  Segment  der  Form  in  n  (oder  rj)  gleiche  Theile  zerlegbar  ist, 
dass  (AB)  +  (BC)  -■  (BC)  +  (CB''),  wobei  (CB'')  mit  (AB)  identisch  ist 
und  dieselbe  Richtung  wie  (AB)  hat,  dass  das  Segment  (AB)  in  einer  Rich- 
tung durchlaufen  demselben  Segment  in  der  entgegengesetzten  Richtung  durch- 
laufen gleich  ist  und  andre  Eigenschaften,  die  sich  auf  die  begrenzten  Elemente 
einer  Elementengruppe  auf  der  Grundform  beziehen.  Aus  diesem  Gnmd  ist 
auch  unabhängig  von  dem  Unendlichgrossen  und  Unendlichkleinen  unsre  Defi- 
nition des  gewöhnlichen  Continuums  den  andern  vorzuziehen,  welche  dieselben 
Principien  zulassen  aber  z.  B.  auch  das  Commutationsgesetz  der  Summe  oder 

• 

gcwlHse  Cla88en  einer  Dimension  zweiter  Art  untersucht,  welche  in  n  Hauptunterclassen 
(unter  n  eine  f^anze  endliche  Zahl  yerstanden)  erster  Art  zerfallen,  die  einzeln  betrachtet 
im  gewöhnlichen  Sinn  stetig  sind.  Obp^leich  Betazzi  nicht  direct  die  Möglichkeit  dieser 
Classen  beweist  und  ebenso  die  Principien  wie  die  Art  der  Beweisführung  von  den  unsrigen 
vernchieden  sind,  so  haben  wir  doch  in  diesem  Theil  einige  Ideen  gemeinsam  gehabt.  Er 
bleibt  bei  der  genannten  Classe  zweiter  Art  stehen,  während  die  Classe,  welche  aus  unsrer 
(irundtbrm  hervorgeht,  eine  derjenigen  ist,  die  Betazzi  absolut  nennt  und  nicht  untersucht 
und  aus  der  der  bespnderen  Principien  w^egen,  denen  sie  genügt,  auch  ein  Mass  hervorgeht. 
Unsre  unendlich  grossen  und  unendlich  kleinen  Zahlen  sind  im  Grunde  specielle 
complexe  Zahlen  mit  unendlich  vielen  Einheiten  jedoch  derart,  dass  das  Product  zweier 
derselben  sich  durch  die  andern  linear  nicht  ausdrticken  lässt  und  für  sie  mithin,  wie  für 
die  gewöhnlichen  complexen  Zahlen  und  die  Quaiemionen  Hamilton  %^  der  Satz  gilt,  dass 
wenn  das  Product  zweier  von  diesen  Zahlen  Null  ist,  einer  der  Factoren  Null  sein  muss. 

1)  Siehe  die  Anmerkungen  S.  98 — 100,  184.  Wir  verweisen  den  Leser  auf  unsre  Be- 
trachtungen über  die  Beweise  gegen  das  thatsächliche  Unendlichgrosse  am  Schluss  des  An- 
hangs.    Selbstverständlich  ist  der  Text  unabhängig  von  ihnen. 

2)  Siebe  Anm.  S.  138,  139  und  die  Betrachtungen  über  die  absolute  projective  Geo- 
metrie. 
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auch  die  Eigenschaft  (AB)  rii  ißÄ)  voraussetzen.  Wendet  man  die  Principien 
unsrer  Definition  auf  die  Grade  an,  so  geben  sie  einfachen  und  anschaulichen 
Eigenschaften  der  Graden  Ausdruck. 

Aus  der  Definition  des  Proportionalitätszusammenhangs  zwischen  den  Seg- 
menten der  Grundform  leiten  wir  die  Haupteigenschafken  der  Verhältnisse  der 
Segmente  und  insbesondere  ihrer  Gleichheit  ab. 

Nachdem  wir  die  Formen  von  mehreren  Dimensionen  und  ihr  Gebiet  de- 
finirt  haben,  ohne  hier  den  Begriff  der  Stetigkeit  im  Allgemeinen  zu  geben, 
beschäftigen  wir  uns  mit  der  extensiven  und  intensiven  Grösse  der  Grundform. 
Dieser  Entwicklungen  wie  des  Kapitels  bezüglich  der  reellen  absoluten  und 
relativen  Zahlen  bedienen  wir  uns  bei  der  Erörterung  der  Principien  der  Geo- 
metrie nicht.  Die  Betrachtungen  über  das  relative  und  absolute  Zahlenconti- 
nuum  erlauben  uns  aber  die  Gründe  der  Auswahl  unsrer  Grundform  zu  er- 
klären. Aus  den  früheren  Hypothesen  geht  nicht  hervor,  dass  diese  Grundform 
durch  zwei  und  nicht  durch  mehr  als  zwei  verschiedene  Elemente  bestimmt 
werde. 

Es  leuchtet  somit  ein,  dass  wir  bei  der  Construction  der  mathematischen 
BegriflFe  überall  von  dem  Einfachen  zu  dem  Complicirten  vorschreiten.  ^) 

Es  könnte  uns  der  Vorwurf  bezüglich  der  Begrifle  der  rationalen  und 
irrationalen  Zahlen  gemacht  werden,  wir  gingen  von  Hypothesen  aus,  während 
die  Analysis  sich  mittelst  des  Conventionalismus  entwickelt  und  sich  dabei  nur 
auf  die  ganzen  Zahlen  stützt.  Vor  Allem  haben  wir  in  der  Einleitung  nicht 
die  Principien  der  Analysis  allein,  sondern  der  reinen  Mathematik  im  Allge- 
meinen, welche  auch  die  Wissenschaft  der  abstracten  Ausdehnimg-)  in  sich 
fasst,  behandeln  wollen;  femer  kommt  der  Begriff  dieser  Zahlen  für  uns  erst 
in  zweiter  Linie,  da  es  der  Hauptzweck  der  Einleitung  ist,  dem  geometrischen 
Theil  als  Unterlage  zu  dienen.  Ueberdies  gibt  es  berühmte  Vertreter  der 
Analysis,  welche,  wie  wir,  der  Ansicht  sind,  auch  die  Analysis  müsse  in  ihren 
Fundamenten  auf  philosophische  Art  in  dem  oben  von  uns  erklärten  Sinn^) 
statt  in  gekünstelter  Weise  entwickelt  werden. 

Die  Einleitung  soll  uns  nicht  nur  die  Grundmerkmale  liefern,  die  wir  in 
dem  geometrischen  Theil  nöthig  haben,  sondern  kann  auch  als  ein  in  sich  ab- 
geschlossenes Ganze  betrachtet  werden;  aus  diesem  Grund  haben  wir  einige 
ihrer  Theile,  welche  auf  die  Geometrie  keine  Anwendung  finden  und  auf  die 
wir  oben  hinwiesen,  eingehender  ausgeführt. 

Nachdem  mit  Hülfe  der  Erfahrung  erklärt  worden  ist,  was  man  unter 
leerem  Anschauungsraum  und  unter  Punkt,  welcher  das  Grundelement  der  Geo- 
metrie ist,  zu  verstehen  hat,  wird  durch  Ax.  I  festgestellt,  dass  es  verschiedene 

1)  Siehe  z.  B.  Anm.  S.  1  und  S.  18. 

2)  Aufidehnungslehre  nach  H.  Gi'assmann. 

3)  Du  Bais  Ueymond  ist  der  Ansicht,  wenn  man  bei  den  Operationen  mit  den  Zeichen 
nicht  mehr  auf  ihre  Bedeutung  acht«,  bei  der  Erörterung  der  Grundbegriffe  der  Mathe- 
matik der  Ursprung  der  Zeichen  nicht  vergessen  werden  dürfe  (a.  a.  0.  S.  50  u.  ff.).  Siehe 
Einl.  Anm.  S.  78. 
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und  gleiche  Punkte  gibt.  Dann  wird  die  Definition  der  Figuren  und  hierauf 
diejenige  des  allgemeinen  Baums  gegeben. 

Die  Geometrie  ist  die  Wissenschaft  des  allgemeinen  Raums  und  mithin 
auch  der  in  ihm  enthaltenen  Figuren.  Die  Betrachtungen  aber,  welche  wir 
anstellen,  gelten  mit  Ausnahme  weniger  auch  unabhängig  von  diesem  Raum, 
obwohl  wir  immer  in  ihm  arbeiten.*)  Der  Begriff  ausserhalb  in  abstractem 
Sinn  findet  hinreichende  Rechtfertigung  in  dem  ersten  Kapitel  der  Einleitung. 

Die  einfachen  Theile  des  ersten  Theils  des  Axioms  11  über  die  Grade  sind 
schon  in  der  Einleitung  erörtert  worden.  Da  eine  Hauptaufgabe  dieser  Studien 
auch  ist,  möglichst  viele  Axiome  zu  ersparen,  so  haben  wir  nur  nöthig  anzu- 
nehmen, die  Grade  werde  durch  ein  einziges  Paar  ihrer  Punkte  bestimmt;  wir 
vervollständigen  dann  dieses  Axiom  durch  den  zweiten  Theil,  welcher  fest- 
stellt, dass  jeder  Punkt  ausserhalb  einer  Graden  und  ein  beliebiger  Punkt  der- 
selben eine  andre  Grade  bestimmen.  Dadurch  wird  es  uns  möglich  gemacht, 
die  allgemeinen  gemeinschaftlichen  Eigenschaften  aller  bekannten  möglichen 
geometrischen  Systeme  zu  entwickeln. 

Die  andern  drei  Axiome  sind  einfache  Eigenschaften,  welche  die  Identität 
zweier  Graden,  die  einen  Punkt  gemein  haben,  die  Differenz  der  zwei  Seiten 
eines  Dreiecks,  wenn  die  dritte  unbegrenzt  klein  wird  und  die  Identität  zweier 
Paare  von  Graden,  die  einen  Punkt  gemein  haben,  betreffen. 

Den  Hypothesen  über  das  thatsächliche  Unendlichgrosse  und  Unendlich- 
kleine der  Einleitung  gemäss  geben  wir  einige  Hypothesen,  die  uns  erlauben 
eine  absolute  Geometrie  unabhängig  von  dem  Axiom  V  des  Ärvhimedes  aufzu- 
stellen und  aus  ihr  zwei  allgemeine  Systeme  herzuleiten,  in  welchen  die  spe- 
ciellen  Systeme  EucUiVs  und  liiemmins  enthalten  sind.  In  dem  System  der 
absoluten  geschlossenen  Graden,  welches  wir  uns  zu  eigen  machen,  erhalten 
wir  eben  das  System  Euclid's  und  Riefnann's  derart,  dass  die  vorhergehenden 
Hypothesen  dazu  dienen  diese  beiden  Systeme  in  einem  einzigen  allgemeinen 
System  durch  die  Anwendung  des  Begriffs  der  verschiedenen  Masseinheiten  zu 
verbinden. 

Die  Einheit,  durch  welche  wir  das  Ricfnannsche  System  erhalten,  ist  un- 
endlich gross  bezüglich  derjenigen,  auf  welcher  das  Eudid^sche  System  beruht. 
Die  Leichtigkeit,  mit  welcher  der  Uebergang  von  der  Euclid'schen  Ebene  zu 
der  vollständigen  oder  EienMnn'schen  Ebene  stattfindet  ohne  jemals  aus  der 
Ebene  herauszukommen  und  die  Leichtigkeit,  mit  welcher  durch  die  unendlich 
ferne  Ebene  des  Euciid'schen  Raums  von  drei  Dimensionen,  welche  eine  voll- 
standige  Ebene  ist,  viele  der  Gnmdeigenschaften  dieses  Raums  bewiesen  werden 
und  ebenso  analog  bei  den  andern  Räumen  von  gegebenen  Dimensionen  scheint 
uns  bemerkenswert!!  zu  sein.  Man  könnte  ims  einen  Vorwurf  daraus  machen, 
dass  wir  abstracte  Hypothesen  benutzen,  während  wir  uns  doch  vorgenommen 
haben  die  Anzahl  der  Axiome  möglichst  zu  reduciren.  Der  Vorwurf  hat  von 
einem  gewissen  Gesichtspunkt  aus  seine  Berechtigung;  aber  auch  auf  ihn  findet 

1)  Siehe  Bern.  UI,  §  1  und  Bern.  IX,  §  4  in  Theil  1. 
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sich  in  unsenn  Buch  eine  Antwort.  Denn  die  genannten  Hypothesen  führen 
vor  Allem,  wie  wir  in  den  mit  römischen  ZiflFern  bezeichneten  Anmerkimgen 
nachweisen,  mit  Ausnahme  des  Postulats  über  die  Parallelen  keine  weiteren 
Axiome  ausser  den  schon  gegebenen  in  dem  endlichen  Gebiet  ein,  wenn  man 
in  diesem  Gebiet  allein  bleiben  will.  In  diesen  Anmerkuugen  behandela  wir 
in  der  That  die  Geometrie  mit  Hülfe  des  Textes  unabhängig  von  diesen  Hypo- 
thesen; verfolgen  dabei  jedoch  auch  den  Zweck,  zu  zeigen,  wie  wichtig  diese 
Hypothesen  für  die  Entwicklung  und  Anordnung  der  Grundeigenschaften  auch 
des  endlichen  Gebiets  sind.  Da  wir,  wie  gesagt,  das  wissenschaftliche  Problem 
in  seiner  ganzen  Allgemeinheit  behandeln  wollen,  so  haben  wir  ferner  diese 
Hypothesen  gegeben,  um  eine  Geometrie  unabhängig  von  dem  Axiom  V  des 
Archimedes  aufbauen  und  die  verschiedenen  bekaimten  geometrischen  Systeme 
besser  behandeln  und  untereinander  ordnen  zu  können. 

Ehe  wir  die  genannten  Hypothesen  aufstellen,  leiten  wir  aus  dem  Iden- 
titätszusammenhang zwischen  zwei  Formen,  bei  welchen  die  Grade  die  Grund- 
form darstellt,  die  Sätze  über  die  Gleichheit  der  Figuren  ab,  für  welche  wir 
das  Axiom  V  nöthig  haben,  obgleich  aus  unsem  zu  diesem  Zweck  angestellten 
Betrachtungen  ein  sichrer  Beweis  für  die  Unabhängigkeit  dieses  Axioms  von 
den  früheren  nicht  hervorgeht. 

Am  Schluss  des  ersten  Kapitels  des  ersten  Buches  behandeln  wir  die  ste- 
tigen Systeme  unveränderlicher  Figuren  im  allgemeinen  Raum  und  insbesondre 
stetige  Systeme  unveränderlicher  Segmente  auf  der  Graden,  ohne  auf  die  Be- 
wegung ohne  Deformation  zurückzukommen;  mit  der  letzteren  beschäftigen 
wir  uns  in  dem  folgenden  Kapitel  als  mit  einem  Princip,  dessen  man  nur  zur 
praktischen  Ausführung  der  geometrischen  Constructionen  bedarf.  Bei  den 
stetigen  Systemen  unveränderlicher  Figuren  braucht  man  abstract  alle  Eigen- 
schaften der  Anschauungslinien,  d.  h.  dass  sie  in  jedem  Punkt  eine  Tangente 
besitzen,  nicht  zu  berücksichtigen;  dies  vereinfacht  unsre  Auseinandersetzung  sehr. 

In  Buch  II  des  ersten  Theils  studiren  wir  zunächst  die  ersten  Eigen- 
schaften der  Strahlenbüschel,  ihrer  Winkelsectoren  und  Winkel.^)  Wir  be- 
schäftigen uns  dann  mit  den  Eigenschaften  des  Parallelogramms  und  beweisen 
den  Grundsatz,  dass,  wenn  von  einem  beliebigen  Punkt  einer  Seite  des  Drei- 
ecks eine  Parallele  zu  einer  andern  Seite  gezogen  wird,  diese  die  übrigbleibende 
schneidet  und  derart,  dass  die  Segmente  auf  der  ersten  und  dritten  Seite  in 
Proportionalitätszusammenhang  stehen.  Nachdem  die  Ebene  als  Figur  definirt 
worden  ist,  welche  man  aus  dem  Büschel  erhält,  wenn  man  in  ihm  den  Punkt 
statt  des  Strahls  als  Element  betrachtet,  erlauben  uns  der  vorhergehende  Satz 
und  die  Sätze  über  das  Parallelogramm  die  ersten  Eigenschafben  der  Ebene  streng 
und  leicht  zu  beweisen.  Unter  diesen  ist  die  Eigenschaft  zu  bemerken,  dass 
jedes  Strahlenbüschel  {Rr)  im  Unendlichgrossen  ein  absolutes  Grenzsystem  be- 
züglich seines  Centrums  hat,  von  welchem  man  nicht  behaupten  kann,  dass  es 

1)  Ueber  die  bis  jetzt  gegebenen  Definitionen  des  Winkels  siehe  den  Anhang.  Das 
Merkmal,  dem  wir  bei  der  Definition  des  Winkels  in  seinen  verschiedenen  Formen  folgen, 
scheint  uns  beachtenswerth  zu  sein.    Siehe  S.  307  u.  ff.,  442  u.  ff.,  532  u.  ff. 
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eine  Grade  sei,  obwohl  es  viele  charakteristische  Eigenschaften  mit  der  Graden 
gemein  hat,  wie  z.  B.  diejenige,  dass  es  durch  zwei  Punkte  bestimmt  wird  und 
stetig  ist.  Es  hat  bezüglich  aller  Punkte  des  endlichen  Gebiets  der  Ebene  in 
Bezug  auf  die  Eudid'sche  Grundeinheit  und  auf  die  unendlich  grosse  oder 
Bienmnn'sche  aber  nicht  in  Bezug  auf  die  absolute  Einheit  dieselben  Eigen- 
schaften. 

Aus  diesen  ersten  Eigenschaften  geht  die  Identität  der  Büschel  und  die 
Eigenschaft  hervor,  dass  ein  Büschel  in  der  Position  seiner  Theile  identisch 
ist  und  dass  mithin  jeder  Winkelsector  (ai)  in  einer  Richtung  demselben  Sec- 
tor  in  der  entgegengesetzten  Richtung  durchlaufen  gleich  ist.  Daraus  folgt  auch, 
dass  die  Ebene  durch  eine  ihrer  Graden  in  identische  Theile  zerlegt  wird  und 
dass  jede  Grade  der  Ebene  zur  Hälfte  in  jedem  dieser  Theile  liegt.  Es  wird 
die  Definition  von  innerem  und  äusserem  Theil  eines  Dreiecks  gegeben  und 
dann  werden  die  Sätze  bewiesen,  die  sich  auf  die  Durchschnittspunkte  einer 
Graden  mit  den  Seiten  des  Dreiecks  beziehen.  So  werden  ohne  besondre  aus- 
drücklich ausgesprochene  oder  stillschweigend  in  den  Sätzen  enthaltene  Axiome 
die  Eigenschaften  bezüglich  der  Durchschnitte  einer  Graden  mit  einer  Kreis- 
linie und  zweier  Kreislinien  untereinander  bewiesen. 

Wir  definiren  die  Richtungen  oder  den  Sinn  der  ebenen  Figuren  und  der 
Ebene,  ohne  auf  äussere  Gegenstände  oder  Beobachter  und  auf  den  BegriiF  der 
Bewegung  zurückzukommen;  es  würde  dies  empirische  Elemente  in  imsre 
Betrachtungen  einführen.  Wir  geben  die  Bedingungen  der  Identität  zweier 
Figuren  in  der  Ebene  und  unterscheiden  die  identischen  Figuren  von  derselben 
Richtung  oder  demselben  Sinn  (congruente)  von  denjenigen  von  entgegen- 
gesetztem Sinn  (symmetrischen);  es  folgen  die  Haupteigenschaften  der  stetigen 
ebenen  Systeme  unveränderlicher  Figuren  und  wir  wenden  dann  diese  Theorie 
auf  die  Ableitung  der  Haupteigenschaften  der  Bewegung  einer  Figur  der  Ebene 
an,  wie  bei  der  Graden. 

In  Kapitel  II  des  zweiten  Buchs  erhalten  wir  dadurch,  dass  wir  eine  be- 
züglich der  EuclicTschen  Grundeinheit  unendlich  grosse  oder  bezüglich  der 
ganzen  Graden  endliche  Einheit  als  Masseinheit  nehmen,  die  vollständige  Ebene. 
Für  den  grössten  Theil  ihrer  Eigenschaften  gelten  die  früher  für  die  Eudid'- 
sehe  Ebene  gegebenen  Beweise.  In  Kapitel  HI  behandeln  wir  speciell  die 
LolmtscJiewslcy'sche  Ebene  und  vergleichen  die  drei  Systeme  miteinander. 

Mit  dem  LobatscJietvsJcy'sciien  System  beschäftigen  wir  ims  nicht  weiter, 
weil  es  uns  bei  der  Anordnung  der  Eigenschaften  der  Eudid'schen  geometri- 
trischen  Räume  nicht,  wie  das  Biemannsche  System,  von  Nutzen  ist. 

Nachdem  wir  in  dem  dritten  Buch  den  Steni  zweiter  Art  und  den  Raum 
von  drei  Dimensionen  definirt  haben,  beweisen  wir  ihre  ersten  Eigenschaften 
und  zeigen,  dass  man  annehmen  kann,  der  Raum  habe  im  Unendlichgrossen 
bezüglich  der  EucUd'schen  Einheit  eine  Ebene,  welche  eine  vollständige  Ebene 
ist  und  leiten  dann  aus  ihren  Eigenschaften  diejenigen  des  Sterns  ab,  gehen 
von  diesen  zu  den  Eigenschaften  der  andern  einfachen  Figuren  dieses  Raums 
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über   und   finden    stets   andre  Figuren    und  andre  complicirtere  Systeme,   die 
immer  neue  Eigenschaften  darbieten. 

Der  vollständige  Raum  von  drei  Dimensionen  ergibt  sieh  aus  dem  Euclid'- 
sehen  Raum  mit  einer  unendHch  grossen  Einheit. 

Am  Schluss  des  ersten  Theils  wird  das  dritte  praktische  Axiom  gegeben, 
welches  die  Dimensionen  des  Anschauungsraums  auf  drei  festsetzt.  Wir  haben 
unsre  Constructionen  immer  mit  der  Raumanschauung  begleitet;  weil  diese  aber 
nach  Bedingung  VI  für  die  logische  Entwicklung  der  Geometrie  'nicht  nöthig 
ist  und  nicht  nöthig  sein  darf,  so  haben  wir  diese  Eigenschaft  nicht  früher 
zu  geben  brauchen  und  auch  in  der  Folge  nicht  nöthig. 

Nachdem  wir  soweit  gekommen,  gibt  es  der  in  Kapitel  I,  Buch  I  direct 
in  dem  allgemeinen  Raum  (oder  wenn  man  will  auch  unabhängig  von  den 
Dimensionen  des  Raums)  behandelten  Principien  und  Eigenschaften  wegen 
keinen  Grund,  der  es  rechtfertigen  würde  nur  den  Raum  von  drei  Dimensionen 
für  möglich  zu  halten  desshalb,  weil  er  die  dem  Anschauungsraum  entspre- 
chende Form  ist^),  da  das  genannte  praktische  Axiom  nur  für  die  praktischen 
Anwendungen  nöthig  ist,  die  wir  streng  von  der  eigentlich  sogenannten  theo- 
retischen Geometrie  getrennt  gehalten  haben. 

Nach  dem  bisher  befolgten  Verfahren  ergibt  sich  die  Construction  des 
Sterns  zweiter  Art  und  des  Raums  von  vier  Dimensionen  S^  mittelst  eines 
Raums  von  drei  Dimensionen  S^  und  eines  Punktes  Sq  ausserhalb  desselben 
in  dem  allgemeinen  Raum.  Die  Existenz  eines  Punktes  ausserhalb  S^  schliesst 
noch  nicht  diejenige  des  Raums  S^  in  sich,  weil  man  abstract  nur  die  Punkt- 
gruppe (iSj  Sq)  hat.  Auf  Grund  dieser  Construction  behandeln  wir  in  derselben 
Art  die  Grundfiguren  des  Raums  S^. 

Wir  gehen  dann  zu  dem  Raum  von  n  Dimensionen  Sn  über,  in  welchem 
die  Beweise  selbstverständlich,  weil  es  sich  um  eine  gegebene  wie  immer 
grosse  so  doch  endliche  Anzahl  von  Dimensionen  handelt,  einen  allgemeinen 
Charakter  annehmen  und  die  Beweismethode  sozusagen  sprungweise  ist,  weil 
z.  B.  die  Eigenschaften  des  vollständigen  Raums  Sn^i  nur  abwechselnd  mit 
denjenigen  des  Raums  S«  in  dem  Eudid'schen  Gebiet  behandelt  werden  können. 
So  muss  man  auch  viele  Beweise  mittelst  der  sogenanten  Methode  der  voll- 
ständigen gleichzeitig  auf  mehrere  Sätze  angewandten  Induction  geben.  *)  In 
diesem  Theil  behandeln  wir  die  allgemeinen  stetigen  Systeme  geometrischer 
Dinge  in  dem  allgemeinen  Raum  wie  in  dem  Raimi  von  n  Dimensionen.  Ehe 
aber  diese  Theorie  behandelt  wird,  welche  auch  bezüglich  andrer  scholl  con- 
struirter  geometrischer  Dinge,  welche  keine  Punkte  sind,  Geometrie  von  meh- 
reren Dimensionen  genannt  werden  kann,  müssen  vor  Allem,  will  man  in  dem 
geometrischen  Gebiet  bleiben,  die  Eigenschaften  der  Räume  festgesetzt  werden, 
in  welchen  diese  Dinge   gegeben  oder  construirt  worden  sind,  ebenso  wie  die 


1)  Siehe  die  emp.  Bern.  I,  §  1,  Anm.  II  und  das  prakt.  Ax.  ITI. 

2)  Siehe  Einl.  S.  22. 
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Theorie  der  ebenen  Curven  n**'  Ordnung  Geometrie  von   ^^     o         Dimensionen 
genannt  werden  kann. 

Aus  den  Entwicklungen  dieses  Theils  geht  klar  hervor,  dass  unser  con- 
struetives  Verfahren  bei  der  Geometrie  von  mehr  als  drei  Dimensionen  ein 
Process  ist,  bei  welchem  die  Anschauung  mit  der  reinen  Abstraction  ver- 
schmolzen ist;  es  geht  aus  ihnen  aber  auch  hervor,  dass  wir  durchaus  nicht 
der  Meinung  sind,  die  Figuren  von  n  Dimensionen  oder  des  allgemeinen  Raiuns, 
wie  die  von  .drei  Dimensionen,  welche  den  Gegenständen  unsres  Beobachtungs- 
gebiets entsprechen,  vollständig  anschauen  zu  wollen. 

Aus  der  Beilage,  in  welcher  wir  ausgeführt  haben,  auf  welche  Weise  sich 
die  Principien  der  analytischen  Geometrie  von  n  Dimensionen  aufstellen  lassen, 
ersieht  man,  dass  wie  der  gewöhnliche  Raum  durch  eine  unsren  Axiomen  ge- 
nügende Zahlenmannigfaltigkeit  {x,  y,  z),  so  der  Raum  von  n  Dimensionen 
durch  eine  denselben  Axiomen  genügende  Zahlenmannigfaltigkeit  {x^,  x^,  ..,,x^ 
dargestellt  wird.  Wie  aber  die  erste  Mannigfaltigkeit  niclit  der  gewcihuliche 
Raimi,  so  ist  die  zweite  nicht  unser  Raum  von  n  Dimensionen.  Wir  haben 
daher  Recht,  wenn  wir  darauf  bestehen  diesen  Grundcharakter  unsrer  Unter- 
suchungen hervortreten  zu  lassen;  denn  wenn  es  auch  bezüglich  des  Substrats 
einer  geometrischen  Wahrheit  gleichgültig  ist,  ob  sie  in  Zahlen  oder  mittelst 
der  entsprechenden  geometrischen  Dinge  ausgesprochen  wird,  so  hat  dagegen 
in  den  Fundamenten  die  wenn  auch  abstracte  Existenz  des  geometrischen  Ge- 
genstandes eine  wesentliche  Bedeutung.^) 

Wir  haben  hier  speciell  im  Auge  gehabt,  die  Principien  der  Geometrie 
von  mehreren  Dimensionen  zu  entwickeln  und  jede  Eigenschaft,  deren  wir  be- 
dürfen, zu  beweisen.  Davon  ausgenommen  sind  nur  zwei  am  Schluss  gegebene 
Eigenschaften,  welche  aber  anderswo  bewiesen  wurden  und  bei  welchen  man 
bereits  die  Sicherheit  hat,  dass  in  ihnen  kein  andres  Axiom  enthalten  ist. 
Sind  die  Eigenschaften  dieses  Abschnittes  zum  grossen  Theil  bekannt,  so  sind 
die  Beweise  dagegen  meistens  neu.  Ueberdies  erleichtert  eine  systematisclie 
Darlegung  der  elementaren  Geometrie  von  mehreren  Dimensionen  nach  unsrem 
Gesichtspunkt,  welche  bisher  nicht  versucht  wurde,  die  Forschungen  in  den 
höheren  Gebieten. 

Am  Ende  des  11.  Theils  haben  wir  den  projectiven  Zusammenhang  zwi- 
schen zwei  Punktreihen  festgestellt,  welche  dem  Axiom  des  Archimedes  nicht 
unterliegen.  Dieser  Zusammenhang  ist  auch  stetig. '')  Wir  lehren  ferner  die 
Operationen  des  Projicirens  und  Schneidens  kennen  und  leiten  einige  wichtige 
mit  dem  Zweck  und  der  Natur  dieses  Werks  vereinbare  Consequenzen  aus 
ihnen  ab.^)     Der  Vortheil  dieser  Methode  bezüglich  des  gewöhnlichen  Raums 

1)  Man  sehe  die  Untersuchung,  welche  wir  im  Anhang  über  die  Definitionen  des 
Raums  und  der  Geometrie  von  n  Dimensionen  anstellen. 

2)  Die  Autoren,  welche  sich  mit  der  Unabhängigkeit  der  projectiven  Geometrie  von 
dem  Postulat  über  die  Parallelen  beschäftigten,  haben  dagegen  unter  der  einen  oder  der 
andern  Form  das  Axiom  des  Archimedes  vorausgesetzt. 

3)  Der  Leser  wird  mit  Nutzen  die  Arbeiten  zu  Rath  ziehen  können,  die  dieses  Verfahren 
einschlagen  und  nach  unsrer  in  den  Math.  Ann.  Bd.  XIX  publicirten  Abhandlung  erschienen 
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besteht  grade  darin^  dass  aus  allgemeinen  oder  auch  speciellen  Dingen  Classen 
von  Dingen  in  der  Ebene  und  dem  Raum  von  drei  Dimensionen  oder  in  einem 
Raum  von  geringeren  Dimensionen  abgeleitet  werden  und  umgekehrt  und  dass 
dadurch  neue  oder  schon  bekannte  Eigenschaften  oder  Dinge  leichter  bewiesen 
und  nach  einem  allgemeinen  Gesichtspunkt  geordnet  werden. 

Es  ist  dies  die  Verallgemeinerung  des  oft  benutzten  Princips,  mittelst  der 
Geometrie  des  gewöhnlichen  Raums  Eigenschaften  der  ebenen  Figuren  leichter 
zu  beweisen  oder  neue  Eigenschaften  dieser  Figuren  aufzustellen;  ich  möchte 
sogar  behaupten^  dass  das  Princip  seine  eigentliche  Berechtigung  in  dem  Raum 
von  n  Dimensionen  erlangt^  denn  in  ihm  gelten  allgemeine  Sätze  zwischen  den 
projicirten  Dingen  und  den  Dingen,  welche  man  durch  die  Projection  erhält. 
Die  Existenz  der  Figuren  und  die  Wahrheit  ihrer  Eigenschaften,  welche  man 
mittelst  dieser  Methode,  z.  B.  in  der  Ebene  erhält,  kann  man  natürlich  auch 
mit  den  Postulaten  der  Ebene  allein  (selbstverständlich  ohne  eines  derselben 
auszulassen)  beweisen;  dieses  bestätigt  aber  vielmehr  den  Vortheil  der  Me- 
thode.^) Die  Geometrie  von  n  Dimensionen  ist  femer  auch  in  andrer  Hinsicht 
vortheilhaft,  insofern  viele  Dinge  der  Ebene  und  des  gewöhnlichen  Raums  sich 
durch  einfachere  Dinge  z.  B.  durch  Punkte  eines  höheren  Raums  darstellen 
lassen  und  ihre  Eigenschaften  somit  oft  leichter  zu  untersuchen  sind. 

Gewiss  ist,  dass  man  nicht  behaupten  kann,  eine  solche  Methode  könne 
bei  jeder  geometrischen  Untersuchung  angewendet  werden.  So  lässt  sie  sich 
z.  B.  mit  mehr  Erfolg  bei  der  projectiven,  als  bei  der  metrischen  Geometrie 
benutzen.  Jede  Methode  hat  ihre  Vorzüge  und  ihre  Mängel;  vor  Allem  muss 
man  ihrer  vollständig  Herr  sein,  um  den  Nutzen  aus  ihr  zu  ziehen,  den  sie  zu 
geben  im  Stande  ist;  es  genügt  natürlich,  wenn  sie  wenigstens  in  einer  Eilte- 
gorie  von  wichtigen  Untersuchungen  wahrhaft  fruchtbar  ist.  Wenn  wir  hier 
weniger  auf  die  Neuheit  der  Eigenschaften  als  auf  die  Principien  eingegangen 
sind,  nach  welchen  sie  entwickelt  werden  müssen,  so  darf  man  desshalb  nicht 
glauben,  wir  wollten  Untersuchungen  ermuthigen,  welche  nur  leichte  Verall- 
gemeinerungen sind  und  weder  für  die  Geometrie  von  drei,  noch  für  diejenige 
von  n  Dimensionen  etwas  Bedeutendes  enthalten.  So  darf  man  auch  nicht  über- 
treiben und  sich  der  n  Dimensionen  bei  Fragen  bedienen  wollen,  bei  welchen 
man  angemessener  und  leichter  die  gewöhnlichen  Dimensionen  benutzt. 


Aus  der  Trennung  der  theoretischen  Geometrie  von  ihren  praktischen  An- 
wendungen; daraus,  dass  nicht  alle  Axiome,  welche  für  diese  nöthig  sind,  es 
auch  für  jene  sind;  daraus  femer,  dass  die  Geometrie  die  der  Mechanik  und 
Physik    entnommenen   Principien   nicht   nöthig  hat  und  schliesslich  aus  dem, 


sind,  sowie  auch  diejenigen,  welche  vorher  und  nachher  auf  rein  analytische  Art  verfahren 
sind  und  die  in  diesem  Buch  ihre  wahre  geometrische  Basis  finden. 

1)  Mit  den  Methoden  der  darstellenden  Geometrie  kann  man  in  der  That  diene 
Figuren  in  der  Ebene  und  dem  gewöhnlichen  Kiium  construiren.  Siehe  des  Autors  Geo- 
metria  descrittiva  a  quattro  dimensioni.  R.  Istituto  Veneto.  Apr.  1882.  lieber  diesen 
Gegenstand  haben  wir  in  dem  mathematischen  Seminar  unter  Prof.  Klein  im  Sommer  1881 
einen  Vortrag  gehalten.     Siehe  Note  I  im  Anhang. 

Veron«!«,  Geometrie.  C 
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was  wir  Sber  die  Gleichheit  der  Figuren,  über  die  Unterscheidimg  identischer 
P'iguren  in  congniente  und  sTnimetriäche  in  jedem  Raum  von  einer  ^se^benen 
•Anzahl  von  Dimensionen  und  über  die  »tetigen  Sjateme  unTeränderlicher  Fi- 
guren ge^iagt  hal^n«  geht  klar  herror,  daää  wir  von  der  Bewe^nmg  der  Körper 
fKler  der  »tarren  Systeme  bei  der  Behandlung  der  Grundbegrijffe  keinen  Ge- 
brauch machen. 

Heute  nach  den  benihmten  Arbeiten  Ton  HdmhfAtz.  welcher  behauptet 
„von  Congruenz  könne  keine  Rede  sein,  wenn  sich  die  starren  Körper  oder 
Punktsysteme  nicht  gegeneinander  bewegen  lassen*^,  erklärt  ein  Theil  der  Au- 
toren dieses  Anschauungsprincip  für  unentbehrlich  zur  Entwicklung  der  Geo- 
metrie und  macht  ausdrücklich  in  den  Elementarbüehem  der  Geometrie  Gebrauch 
davon  j  während  es  nicht  allein  nicht  unentbehrlich  ist,  sondern  auch  ohne 
Einbusse  an  der  nöthigen  Strenge  nicht  zur  Verwendung  kommen  kann.  Dieses 
Princip  hangt  vielmehr  von  den  Eigenschaften  des  besonderen  ge«  »metrischen 
Dings  ab,  in  welchem  nach  der  Voraussetzung  die  Bewegung  vor  sich  geht: 
auf  die  Definition  der  Gleichheit  der  Figuren  in  einem  Raum  von  n  Dimen- 
sionen (n>  \)  angewendet,  schränkt  es  diesen  B^riff  auf  die  Congruenz  allein 
ein  und  macht  ihn  von  den  Dimensionen  dieses  Raums  abhängig:  ja  es  be- 
sf;hrünkt  auch  die  Congruenz,  indem  es  sie  von  allen  Merkmalen  der  An- 
s^;hauungslinien  abhängen  lässt:  es  setzt  nicht  nur  in  dem  Raum  die  Existenz 
von  Figuren  voraus,  welche  jeder  andern  gegebenen  Figur  identisch  sind,  son- 
dern sogar  stetige  Systeme  unveränderlicher  Figuren,  während  sieh  doch  aUe 
diese  Eigenschaften  aus  der  Construction  des  Raums  ableiten  lassen.  Um  er- 
klärt zu  werden,  muss  es  sich  selbst  auf  das  Princip  der  Identität  stützen. 
Es  kann  daher  nicht  dazu  dienen  das  geometrische  Continuum  abstract  zu 
definiren  und  ist,  wie  schon  gesagt,  nur  für  die  praktischen  Anwendungen 
nöthig. 

Mit  diesem  Allen  wollen  wir  nicht  sagen,  dass  man  bei  der  Aufistellung 
der  geometrischen  Axiome  nicht  von  der  Bewegung,  welche  eine  ursprüngliche 
Idee  ist,  Gebrauch  machen  solle,  wie  auch  nicht,  dass  die  Bewegung  zur  Bil- 
dung der  geometrischen  Vorstellungen  nicht  nöthig  sei;  es  ist  dies  ein  psycho- 
logisches Problem,  welches  uns  nichts  angeht;  wohl  aber  behaupten  wir,  dass 
<lie  Bewegung  als  nothwendiges  Princip  aus  den  Fundamenten  der  theoretischen 
Geometrie  ausgeschlossen  werden  muss.  ^) 

Bisher  haben  wir  immer  von  dem  wissenschaftlichen  Problem  in  seiner 
ganzen  Allgemeinheit  gesprochen.  Die  Erörterung  der  GrundbegrifiFe  der  Ma- 
thematik kann  aber  die  didaktische  Seite  der  Frage,  wie  wir  schon  angedeutet 
haben,  nicht  ausser  Acht  lassen. 

1)  Siehe  darüber  die  §§  9,  22  u.  23  des  Buches  I  mit  den  bezüglichen  Betrachtungen 
der  Einleitung,  die  §§  18,  19,  20  des  Buches  II  des  I.  Theils  und  die  entsprechenden  Para- 
gra})heu  der  andern  Bücher.  Weil  wir  in  dieser  Beziehung  Ton  UdmhoUz  wie  auch  von 
NtncUnt  abw(;ichen,  nach  welchem  die  Geometrie  nur  ein  Theil  der  Mechanik  ist  (Phil.  nat. 
Princiiiiu  math.  2.  Ausg.  Cambridge.  S.  273)  und  es  sich  um  so  angesehene  Autoritäten 
handelt,  ho  haben  wir  geglaubt  noch  andre  Gründe  zur  Unterstützung  unsrer  These  an- 
geben zu  sollen;  es  wird  dies  im  Anhang  geschehen. 
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Schon  gleich  im  Anfang  haben  wir  bemerkt,  dass  die  elementare  Geometrie 
seit  Etidid  bis  auf  den  heutigen  Tag  sehr  geringe  Fortschritte  gemacht  hat, 
insofern  auch  in  den  besseren  modernen  Abhandlungen  die  Mängel  der  Principieu, 
welche  man  bei  Euclid  findet,  nicht  systematisch  entfernt  worden  sind.  In  einigen 
sind  allerdings  hie  und  da  Verbesserungen  angebracht  worden,  während  man 
nicht  leugnen  kann,  dass  andre  hinter  dem  grossen  Griechen  an  Klarheit  wie 
an  Präcision  der  BegriflFe  zurückgeblieben  sind.  Das  wissenschaftliche  und 
das  didaktische  Problem  werden  von  verschiedenen  Gesichtspunkten  aus  be- 
handelt; die  beste  Lösung  des  zweiten  hängt  aber  von  derjenigen  des  ersten 
ab;  denn,  wenn  auch  die  didaktischen  Anforderungen  ihren  gebührenden  Ein- 
fluss  haben  müssen,  so  will  es  doch  in  einer  wissenschaftlich  vorher  fest- 
gestellten Anordnung  gelöst  werden;  während  das  wissenschaftliche  Problem 
derart  bearbeitet  werden  muss,  dass  es  bei  der  Lösung  des  andern  möglichst 
behülflich  ist.*  Wir  sprechen  speciell  von  den  Büchern,  die  für  die  Schulen 
bestimmt  sind,  in  denen  die  Mathematik  den  Schülern  weniger  als  ein  prak- 
tisch zusammengestelltes  Ganze  nützlicher  Wahrheiten,  denn  als  ein  Modell 
logischer  Schärfe  vorgeführt  wird,  ohne  dass  man  dabei  ihren  praktischen 
Zweck  aus  dem  Auge  verliert.  Um  dieses  Ziel  zu  erreichen,  kann,  wenn  es 
nöthig  ist,  der  Strenge  der  Principien  eine  weitergehende  Entwicklung  des 
Stoffs  geopfert  werden. 

Zu  diesem  Zweck  haben  wir  die  auf  die  Grade  und  die  Ebene  sich  be- 
ziehenden Kapitel  mit  durch  lateinische  Ziffern  bezeichneten  Anmerkungen 
begleitet  und  haben,  uns  auf  das  endliche  Endid'^chQ  Gebiet  beschränkend,  ge- 
zeigt, dass  es  möglich  ist,  sich  an  die  Principien  zu  halten,  welche  unserm 
Buch  seine  Gestalt  geben,  dass  nämlich 

1)  die  Grade  als  Grundelement  zur  Construction  der  Figuren  und  zur  Be- 
zugnahme auf  die  geometrischen  Grössen  angenonmien  werden  kann; 

2)  dass  man  von  Anfang  an  weder  ausdrücklich  noch  stillschweigend  das 
Axiom  über  die  drei  Dimensionen  des  Anschauungsraums  oder  die  Definition 
von  FK,che  und  Linie  bei  der  logischen  Exposition  nöthig  hat,  jedoch  immer 
von  der  Anschauung  und  empirischen  Betrachtungen  Gebrauch  macht,  wenn 
man  sie  zur  Unterstützung  abstracter  Erörterungen  heranziehen  muss. 

3)  Dass  man  das  Axiom  über  die  Bewegung  nur  als  praktisches  Mittel 
nöthig  hat  und  dass  ohne  dasselbe  die  Beweise  über  die  Gleichlieit  der  Figuren 
nicht  complicirter  werden. 

4)  Dass  alle  Grundeigenschaften  der  Ebene  und  des  Raums  von  drei  Di- 
mensionen mit  Hülfe  der  von  uns  gegebenen  Axiome  und  des  Axioms  über  die 
parallelen  Graden  bewiesen  werden. 

Wir  haben  zu  diesem  Zweck  unser  Axiom  11  in  der  Anm.  IV  aus  didak- 
tischen Gründen  durch  das  Axiom  11 '  ersetzt  und  haben  die  Geometrie  in  dem 
endlichen  Gebiet  allein  sowohl  mit  Axiom  11  des  Textes,  als  mit  Axiom  11' 
entwickelt,  bis  man  in  Anm.  XLIV  und  den  folgenden  den  Unterschied  zwi- 
schen den  beiden  Axiomen  nicht  länger  zu  berücksichtigen  braucht. 
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Weil  wir  femer  das  Postulat  über  die  Parallelen  unabhängig  von  der 
Ebene  nöthig  haben^  so  haben  wir  in  Anm.  XMl  eine  neue  Definition  des  Pa- 
rallelismus zweier  Graden  gegeben. 

Unsre  Axiome  drücken  Eigenschaften  aus,  die  auch  in  den  Axiomen  der 
Elementarbucher  über  Geometrie  gewöhnlich  gegeben  werden  mit  Ausnahme 
von  Axiom  IV  und  V,  welche  durch  bei  weitem  complicirt^re  Eigenschaft;en 
ersetzt  werden. 

Wir  haben  uns  in  diesen  Anmerkungen  auf  die  Grade  und  die  Ebene  be- 
schrankt vor  Allem  y  weil  man  aus  der  Construction  des  Baums  S^  leicht  sieht^ 
wie  man  bei  Modificationen  zu  verfahren  hat.  Jedenfalls  kann  man^  ohne  aus 
dem  endlichen  Gebiet  herauszutreten,  mit  Yortheil  die  Ausdrücke:  Unendlich 
femer  Punkt  zweier  Graden  oder  unendlich  ferne  Grade  zweier  Ebenen  ge- 
brauchen, um  anzugeben,  dass  die  Graden  resp.  Ebenen  parallel  sind. 

Wir  hoffen  diese  Principien  in  einem  besondem  Elementarbuch  über  Geo- 
metrie entwickeln  zu  können. 

Es  könnte  auf  den  ersten  Blick  scheinen,  als  ob  ein  Theil  des  Textes 
hatte  weggela.sseu  oder  abgekürzt  werden  können.  Das  ist  ja  möglich;  aber 
nicht  nur  finden  Theorien,  welche  im  Anfang  überflüssig  erscheinen,  in  der 
Folge  ihre  Anwendung,  sondern  es  geht  auch  aus  unsrer  vorhergehenden  Er- 
örtemng  der  geometrischen  Eigenschaften  und  Beweise  hervor,  dass  bei  diesen 
Argumenten  Nichts  übergangen  werden  darf  und  dass  die  Kürze,  wenn  sie  die 
Unbestimmtheit  der  Begriffe  zur  Folge  hat,  ein  schwerer  Fehler  ist  In  einer 
einzigen  Verschweigung  können  Eigenschaften  verborgen  sein,  deren  Beweis 
eine  gründliche  Umänderung  der  Principien  selbst  erfordert.  Solange  man 
beim  Beweisen  von  der  Evidenz  Gebrauch  macht,  hat  man  niemals  die  absolute 
Sicherheit,  keinen  Irrthum  begangen  zu  haben.  Es  gibt  zwei  Mittel,  um  einen 
Fehler  möglichst  zu  vermeiden.  Je  mehr  die  Untersuchung  ins  Einzelne  geht, 
um  so  unbedeutender  wird  der  begangene  Fehler  sein  und  mehr  Formfragen 
als  Wesentliches  betreffen  und  je  öft^r  man  die  streitigen  Punkte  überlegt, 
mit  um  so  grösserer  Sicherheit  wird  man  einen  Fehler  vermeiden  können. 

Aus  diesem  Grund  haben  wir  besonders  in  der  Einleitung  und  in  den 
beiden  ersten  Büchern  des  ersten  Theils  oder  wo  wir  es  für  angebracht  hiel- 
ten, die  Eigenschaften  in  so  einfache  Theile  zerlegt,  wie  uns  nur  möglich  ge- 
wesen ist  und  haben  in  den  Beweisen  an  sehr  vielen  Stellen  die  Eigenschaften 
angegeben,  auf  welche  sie  sich  stützen;  diese  Angaben  vermindern  sich  nach 
und  nacli  bei  weiterm  Fortschreiten,  weil  es  nicht  nöthig  ist  den  Hinweis  auf 
eine  Eigenschaft,  von  welcher  man  beständig  Gebrauch  gemacht  hat,  zu  wieder- 
holen. Auf  diese  Art  treten  auch  die  schwachen  Punkte,  wenn  solche  vor- 
handen sind,  mehr  hervor  und  erlauben  Andern  sie  zu  corrigiren  und  jene 
Vollkommenheit  zu  erreichen,  welche  wir  Alle  im  Interresse  der  Wissenschaft 
wünwihen  müssen.  Man  muss  sich  freilich  auch  hüten  pedantisch  zu  werden 
und  Dingen  eijie  grosse  Bedeutung  beizulegen,  welche  sie  nicht  haben  und 
darüber  wichtigere  Fragen  aus  dem  Auge  zu  verlieren. 
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Was  nun  den  Gebrauch  der  in  den  Text  eingeschalteten  Figuren  angeht, 
so  haben  wir  sie  in  dem  ersten  Theil  an  das  Ende  der  Beweise  gesetzt  um  zu 
zeigen,  dass  man  mehr  auf  die  logische  Schlussweise  als  auf  die  Anschauung 
zu  achten  hat;  während  wir  sie  im  zweiten  Theil  gleich  zu  Anfang  bringen, 
damit  der  Leser  sofort  von  ihnen  Gebrauch  mache  und  so  seine  Raumanschauung 
soviel  als  möglich  in  Thätigkeit  setze  und  sie  auch  da  anwende,  wo  die  Figuren 
felilen;  wir  vergeben  damit  aber  der  Strenge  der  Beweise  nichts. 

Diese  ins  Einzelne  gehende  Methode  ist  gewiss  bei  höheren  Untersuchungen 
nicht  anzurathen,  weil  die  Deduction  auf  dem  Gebiet  dieser  Untersuchungen 
leichter  und  sicherer  ist  und  die  Methode  desshalb  zu  unnöthigen  Längen 
fOhren  würde. 

Die  Wissenschaft  entwickelt  sich  nunmehr  in  zwei  Richtungen,  die  Höhe 
und  die  Tiefe  und  man  kann  noch  nicht  sagen  ob  man  in  der  zweiten  Rich- 
tung an  das  Ende  kommen  wird,  weil  dadurch,  dass  man  die  Principien  unter 
neuen  Gesichtspimkten  betrachtet  oder  neue  Principien  einführt,  sich  immer 
neue  Fragen  bieten,  deren  Behandlung  dann  den  Urspnmg  der  Wissenschaft 
immer  mehr  vertieft. 

Wer  keine  Zeit  hat,  das  ganze  Buch  zu  studiren,  kann  viele  Theile  auch 
getrennt  für  sich  lesen;  er  muss  nur  das  Vorhergehende  gelten  lassen  und  be- 
stinmite  vorher  gegebene  Definitionen  und  Sätze  berücksichtigen.  So  kann  man 
z.  B.  die  Sätze  der  Geometrie  des  jBwcZkf  sehen  endlichen  Gebiets  allein  prüfen, 
wenn  man  den  mit  Lateinischen  Zahlen  bezeichneten  Anmerkungen  folgt.  Das- 
selbe gilt  für  die  Sätze  über  die  Grade  an  sich  oder  als  Element  andrer  Figuren, 
über  die  Ebene,  den  gewöhnlichen  Raum  und  die  Räume  von  mehr  als  drei 
Dimensionen,  für  die  Unendlichkleinen  und  die  Unendlichgrossen,  die  Bewegung, 
für  die  Sätze,  welche  die  Systeme  EudicFs,  Lobatschewski^  und  Bienianfi's  charak- 
terisiren  u.  s.  w. 

Will  man  bei  dem  Studium  der  Geometrie  von  mehr  als  drei  Dimensionen 
das  thatsächliche  Unendlichgrosse  und  Unendlichkleine  nicht  benutzen,  so  muss 
man  die  uneigentlichen  Elemente  im  Unendlichgrossen  als  Definition  einführen. 
Man  definirt  nämlich  den  Punkt  im  Unendlichgrossen  mit  Hülfe  zweier  paral- 
lelen Graden  (Anm.  XLIV),  zeigt  dann,  dass  der  Ort  im  Unendlichgrossen  eines 
Gradenbüschels  (und  mithin  der  Ebene)  mit  jedem  Punkt  des  endlichen  Gebiets 
ein  andres  Büschel  und  mithin  eine  andre  Ebene  bestimmt  und  dass  desshalb 
dieser  Ort  unendlich  ferne  Grade  heisst. 

Aus  der  Geometrie  des  Sterns  in  S^  erhält  man  durch  passende  Definitionen 
die  Geometrie  des  unendlich  fernen  Orts  von  ä,,  den  man  Ebene  nennen  kann, 
weil  sich  bezüglich  der  Positionsverhältnisse  die  unendlich  fernen  Elemente  mit 
den  Elementen  des  endlichen  Gebiets  vertauschen  lassen. 

Betrachtet  man  den  Strahlen-  statt  des  Gradenstems,  so  gibt  es  wie  bei 
der  Graden  zwei  entgegengesetzte  Strahlen  und  im  Unendlichgrossen  Paare 
entgegengesetzter  Punkte,  welche  die  Grade  nicht  bestimmen.  Nachdem  der 
Eudidsche  Raum  S^  construirt  ist,  zeigt  man  nach  §  122,  dass  eine  unendlich 
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ferne  Ebene  von  S^  mit  jedem  Punkt  des  endlichen  Gebiets  von  S^  einen  Raum 
S5  bestimmt.  Der  unendlich  ferne  Ort  von  S^  besitzt  daher  dieselben  Eigen- 
schaften, wie  der  früher  untersuchte  Riemanti' sehe  Raum  von  drei  Dimensionen. 
Hat  man  Dies  festgesetzt,  so  kann  man  ohne  Weiteres  dem  Text  folgen. 

Vergleicht  man  diese  Methode  mit  der  im  Text  befolgten,  so  tritt  der 
Unterschied  zwischen  den  uneigentlichen  imd  den  actualen  Unendlichgroasen 
klar  hervor.  Die  actualen  dienen  vor  Allem  zur  Construction  der  Geometrie 
unabhängig  vom  Axiom  V  des  Archimedes,  welche  unendlich  viele  diesem  Axiom 
unterworfene  Systeme  enthält.  Benutzt  man  sie  zum  Studium  der  Eudi^schen 
Räume,  so  dienen  sie  z.  B.  zur  Definition  des  Parallelismus,  während  die  un- 
eigentlichen Unendlichgrossen  mittelst  der  parallelen  Elemente  definirt  werden. 

Der  Anhang  soll  schliesslich  eine  Anleitung  zum  Studium  der  wichtigsten 
besonders  in  diesem  Jahrhundert  entwickelten  Ideen  über  die  Principien  der 
Geometrie  sein.  Um  einen  möglichst  grossen  Nutzen  aus  ihm  zu  ziehen,  muss 
man  sich  jedoch  vorher  mit  den  Grundideen  unsers  Buches  bekannt  machen. 

Unser  Buch  wird  auch  den  Philosophen  willkommen  sein,  die  sich  mit 
diesen . Gegenständen  gern  befassen,  obwohl  wir  bei  der  systematischen  Expo- 
sition dieser  Untersuchungen  aus  den  früher  angegebenen  Gründen  a  priori 
jede  Betrachtung  von  eigentlich  philosophischem  Charakter  ausgeschlossen 
haben. 

Auch  die  berühmtesten  Mathematiker,  welche  sich  mit  diesen  Fragen  be- 
schäftigt haben,  sind  nicht  ohne  gerechtfertigten  Tadel  davongekommen,  auch 
wenn  ihre  Arbeiten  ohne  Zweifel  zum  Fortschritt  der  Wissenschaft;  beigetragen 
haben.  Es  würde  daher  unbescheiden  sein,  wollten  wir  uns  besonders  bei  einer 
so  umfassenden  Arbeit  über  jede  Kritik  erhaben  dünken,  obwohl  wir  andrer- 
seits das  Bewusstsein  haben,  diese  Arbeit  speciell  bei  mehr  streitigen  Punkten, 
wiederholt  überdacht  zu  haben.  Wir  haben  aber  mit  Rücksicht  auf  die  Resul- 
tate die  Gewissheit,  ohne  welche  wir  dieses  Buch  nicht  veröffentlicht  hätten, 
einen  der  einfachsten  Wege  eingeschlagen  zu  haben  und  sind  überdies  über- 
zeugt, dass  jeder  Fehler,  den  man  vielleicht  bemerken  könnte,  sich  unter  Be- 
folgung derselben  Grundideen  entfernen  lässt. 
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Einleitung. 


Fnndamentalsätze  über  die  abstracteii  mathematischen 

Formen. 


T.  Kapitel. 

Die  gewöhnlichen  Begriffe  nnd  Operationen. 

1. 

Einheit  nnd  Mehrheit.  —  Znerst  nnd  nachher.  —  Begriffe  nnd  Bezeichnungen 
der  Dinge.  —  Die  Operationen  des  Setzens  nnd  des  Abstrahirens  oder 

Wegnehmens. 

§  1.  Ich  denke.  ^) 

§  2.  Ich  denke  ein  Ding  oder  mehrere  Dinge.  ^) 

Beiap.  Mein  Ich  ist  em  Ding;  die  Handlungen  de»  Denkens,  ein  Ürtheil,  ein  Schluss, 
die  Thiere  und  die  Pflanzen  sind  mehrere  Dinge. 

§  3.  Ich  denke  zuerst  ein  Ding,  nachher  ein  Ding. 

Def\  Das  zuerst  gedachte  Ding  heisst  erstes  Ding,  das  nachher  (später) 
gedachte  Ding  heifst  zweites  Ding. 

§  4.  Def.  Das,  was  in  dem  Gedanken  einem  Ding  entaprioht,  wird  V(ßr' 
Stellung,  Begriff  oder  geistige  Darstellung  des  Dinges  genannt.^) 


1)  Damit  driieken  wir  die  Fähigkeit  zu  denken  und  die  Handlung  des  Denkens  aus 
und  leiten  daraus  die  Prinoipien  der  abstracten  mathematischen  Formen  ab,  ohne  dass 
jedoch  das  Denken  ein  besonderer  Gegenst-and  der  mathematischen  Forschimg  wäre. 

2)  Siehe  Bem.  §  8.  Wenn  man  denkt,  denkt  man  irgend  ein  Ding.  Ich  denke  kein 
Ding,  bedeutet:  Ich  denke  nicht. 

3)  Wir  haben  nicht  vor  jeden  neuen  Ausdruck  zu  erklären,  dessen  wir  uns  im  weiteren 
Verlauf  bedienen,  noch  weniger  wollen  wir  jeden  Ausdruck  mittelst  der  vorhergehenden 
definiren,  sondern  werden  nur  diejenigen  Begriffe  und  ()i)erationen  durch  den  Dnick  beson- 
ders hervorheben  oder  definiren,  die  zur  Autstellung  der  Grundsätze  über  die  abstracten, 
mathematischen  Formen  dienen.  Wir  erklären  femer  ein  für  alle  Mal,  dass  wir  uns  statt 
der  nach  und  nach  in  den  Definitionen  und  im  sonstigen  Text  benutzten  Wörter  auch 
anderer  bedienen  werden,  die  dieselben  Begriffe  ausdrücken,  ohne  darauf  noch  besonders 
aufmerksam  zu  machen.  Zweideutigkeiten  sollen  jedoch  vermieden  und  auch  nicht  heimlich 
Begriffe  eingeführt  werden,  die  erläutert  und  defiuii-t  werden  müssen. 

Die  Definitionen  der  Namen,  die»  Begriffe  und  die  Operationen,  die  wir  nacheinander 
erklären  oder  definiren  werden,  haben  femer  nur  in  den  Fällen  Gültigkeit,  in  denen  sie 
betrachtet  werden.  Wenn  der  Analogie  wegen  dieselben  Benennungen  dann  auch  in  andern 
Fällen  gebraucht  werden,  so  folgt  daraus  nicht,  dass  für  die  neuen  Dinge  dieselben  Gesetze 
gelten  und  dass  sie  denselben  Bedingungen  unterliegen  müssen,  wie  die  zuerst  definirten 

YeroDeae,  Geumulrie.  1 


2    Die  Operationen  de8  Setzens  u.  des  Abstrahirens.  —  Die  Operation  des  Vergleicbens.  [§§  6—^8 

§  f).  Ikz,  Ein  oder  mehrere  Dinge  oder  Begriffe  werden  mit  Zeichen^  z.  B. 
mit  Buchstaben  des  Alphabets,  bezeichnet  werden. 

J)ef.    Man   Stigt:    Diese  Zeichen  stellen  diese  Dinge  dar   und    diese  Dinge 

entsprechen  ihren  Zeichen  und  werden  durch  ilire  Zeichen  dargestellt.*) 

Bew.  Wonn  vi  un«l  B  eUien  Beritt'  dsiTHtellen  oder,  wio  wir  auch  sagen  werden,  «niett 
ehizitjen  Bej^ritf,  so  meinen  wir,  das«  A  und  B  nicht  mehrere  Begrifl'e  darstellen  (§  2). 

§  G.  Ikf.    Wenn  ich  ein  Ding  denke,  so  sagt  man:  Das  Ding  ist  von  dem 

Gedanken  gajvlmi  oder  gesetzt'^  wenn  ich  an  ein  Ding  denke,  so  sagt  man:  Das 

Ding  ist  dem  G(^dauken  gegeben. 

Bcisp.  Der  Aufbau  eines  Urtheils  ist  ein  von  dem  Gedanken  gesetztes  Ding;  der 
^lensch  Carl  ist  ein  dem  Gedanken  gegebenes  Ding.     (Siehe  §  18.) 

§  7.  JJef.  L  Wenn  zuerst  mehrere  Dinge  (§  3),  z.  B.  ^,  Jf,  C,  D  gegeben 
oder  gesetzt  sind  und  ich  fiachher  (§  H)  an  die  Dinge  A,  B,  G  denke,  so  sagt 
man:  Ich  ahstrahire  oder  sefie  von  I)  ah  oder  auch  ///*  nehme  J)  von  den  gegebenen 
Dingen  weg.     Ä,  B,  C  heissen  die  iibrig  hleihenden  Dinge. 

I)ef\  IL  Alle  gegebenen  Dinge,  oder  auch  jedes  gegebene  Ding  denken 
bedeutet,  von  keinem  von  ihnen  abstrahiren. 

2. 
Die  Operation  des  Vergleicbens.  —  Die  dazu  nöthigen  Sätze. 

§  8.  Die  Dinge  A  und  B  miteinander  vergleichen  heisst  die  folgenden  Satze 
anwenden: 

I.  Der  Begriff  A  ist  der  Begriff  A  (Identitatssatz). 

J)ef\  L  Wenn  A  und  B  einen  einzigen  Begriff  c  darstellen,  so  ist  der  von 
A  dargestellte  Begriff  c  der  von  B  dargestellte  Begriff  c  (Def.,  Bern.  §  5  und  I). 
Wir  sagen:  Der  Begriff  A  ist  der  Begriff  B  oder  ist  derstibe  Begriff  wie  B.^) 

a.  Wenn  dir  Begriff  A  der  Begriff  B  ist^  so  folgt:  Der  Begriff  B  ist  der 
Begriff  A. 

Da  nach  der  Voraussetzung  A  und  B  einen  einzigen  Begriff  darstellen 
(Def.  I),  so  stellen  B  und  A  ehicn  einzigen  Begriff  dar  (Def.  §  5),  woraus  a.  folgt 
(Def.  I).'*) 

b.  Wenn  der  Begriff  A  der  Begrifft  B  und  der  Begriff  B  der  Begriff  C  ist, 
so  folgt:   Der  Begriff  A  ist  der  Begriff^  C. 

Der  von  A  und  von  B  dargestellte  Begriff  ist  der  von  B  und  von  C  dar- 
gestellte Begriff,  weil  nach  der  Voraussetzung  B  einen  einzigen  Begriff  darstellt; 


Dinge.     Solange  diese  neuen  Dinge  nicht  in  Betracht  kommen,  braucht  man  sie  sich  nicht 
einmal  gegenwärtig  zu  halten. 

1)  Diese  Definition  ist  offenbar  von  der  Reihenfolge  unabhängig,  in  welcher  die  Zeichen, 
welche  ein  Ding  darstellen,  betrachtet  werden  können. 

2)  Man  beachte  wolil,  dass  nicht  das  Zeichen  A  dem  Zeichen  B  gleich  ist,  sondern 
dass  der  von  A  dargestellte  Begriff  der  von  B  dargestellte  Begriff  ist.  In  Zeichen  drückt 
die  Def.  1  nichts  Anderes  aus  als;  Are,  Br.c,  {A  repräsentirt  c),  wobei  wir  unter  c  den 
gegisbenen  Begriff  selbst  verstehen. 

3)  In  Z<'ichen:  Aus  Ar .  c,  Br  .  c  folgt  Br  .  o,  Ar .  c  (Def.  §  5);  daraus  folgt  a.  (Def.  I). 


§  8]  Die  Operation  des  Vergleichens.  —  Die  dazu  nötbigen  Sätze.  3 

er  ist  es  daher  von  Ä,  von  J?,  von  C  (Def.  §  b)  und  also  auch  von  A  und  von 
(7(Def.  §  5),  woraus  b.  folgt  (Def.  Ij.^ 

n.  Der  Begriff  Ä  ist  nicht  der  Begriff  B  (das  Princip  der  Verschiedenlieit). 

Def.  IL  Man  sagt:  Der  Begriff  A  ist  versdiieden  von  dem  Begriff  2?,  wemi 
der  Begriff  A  nicht  der  Begriff  B  ist. 

Bern.   Der  Begriff  „ein  Ding"  ist  verschieden  von  dem  Begriff  „mehrere  Dinge"  (§  2). 

in.  Der  Begriff  A  \at  A  und  ist  nicht  nicht- J.  (Princip  des  Wider- 
spruchs). 

Def,  III.  Wir  sagen:  „A  ist  und  ist  nicht  A^^  oder  einfacher  „A  ist  nicht 
A^  ist  sinnlos. 

IV.  Der  Begriff  A  ist  oder  ist  nicht  der  Begriff  B  (Princip  des  zwischen 
sich  Widersprechendem  ausgeschlossenen  Dritten). 

c.  Wenn  der  Begriff  A  nicht  der  Begriff  B  ist,  so  ist  der  Begriff  B  nicfit 
der  Begriff  A. 

B  ist  A  oder  nicht -^  (IV).  Wenn  B  A  ist,  während  A  nach  der  An- 
nahme nicht  B  ist,  so  ergiebt  sich:  B  ist  und  ist  nicht  B  (b),  was  sinnlos  ist 
(lU,  Def.  UI). 

Def.  IV.  Das  bei  der  Operation  des  Vergleichens  der  Dinge  A  und  B 
sich  ergebende  Resultat  (das  Ergebniss  der  Operation)  heisst  das  Verhaltniss 
zwischen  A  und  B. 

Def.  V.  Der  Ausdruck:  „Mehrere  zusamnie^ifallende  oder  sich  deckende  D'mge'^ 
bedeutet  ein  Ding  (ein  einziges  Ding). 

Mehrere  Dinge,  welche  nicht  (im  Sinn  des  §  2)  ein  einziges  Ding  sind, 
heissen  von  einander  verschieden. 

Bern.  I.  Wenn  wir  ohne  Weiteres  von  mehreren  Dingen  sprechen,  so  meinen  wir 
damit,  dass  sie  verschieden  sind. 

Def.  VI.  Der  Satz:  Das  Ding  A  ist  dem  Ding  B  gleich  bedeutet:  Der 
Begriff  des  Dinges  A  ist  der  Begriff  des  Dinges  B  (§  4).  Man  sagt:  Die  Dinge 
A  und  B  haben  bei  dieser  Vergleichung  ein  Verhältniss  der  GleicJümt  (Def.  IV). 

Daraus,  aus  (a)  imd  aus  Def.  I  folgt: 

d.  Wenn  A  gleich  B  ist,  so  ist  B  gleich  A. 

Def.  VII.  Wenn  A  und  B  gleich  sind,  so  haben  sie  dieselbe  geistige 
Darstellung  in  dem  Verhältniss  der  Gleichheit  (Def.  VI;  §  4).  An  ^  denken  ist 
also  an  das  Ding  B  denken,  wir  sagen  daher,  dass  man  ihrem  Begriff  oder 
ihrer  Bestimmung  nach  das  eine  dan  andern  std>stittiiren  oder  dass  man  sie 
untereinander  vertauschen  kann. 

e.  Wenn  A  gleich  B  und  B  gleich  C  ist,  so  folgt:  A  ist  gleich  C  (Def.  VI  und  b). 
Def.  VIII.    Wenn  der  Begriff  des  Dinges  A  nicht  der  Begriff  des  Dinges 

B  ist  (11),  so  heissen   die  Dinge  A  imd  B  verschiedene  Dinge;  ihr  Verhältniss 
heisst   Verhältniss  der  Verschiedenheit. 

f.  „A  ist  gleich  B  und  ist  nicht  gleich  B"  ist  simüos. 

1)  In  Zeichen:  Ar  .  c,  Br  .  c;  Br .  c.  Cr .  c;  es  folgt  Ar .  c,  Br .  c,  Cr  .  c  (Def  §  5);  es 
folgt:  Ar.c,  Cr,c  (Def  §  5);  und  daraus  b.  (Def.  I). 

1* 


Denn  es  be<leut»-t:  Der  Begriti'  !#,  welcher  derjenige  von  ^  ist  tb  und 
Det.  Vi;y  i»t  und  i^t  nicht  derselbe  Begritf  B  a  und  c».  was  sinnlos  ist  (UIj 
Def.  lUj. 

g.    (IVrTiM  ^  /i«e/i/  <^leich  B  idi.  dO  /.>/  B  nkhi  tjlekh  A^ 

Denn,  weun  B  gleich  A  ware^  sij  wurde  A  gleich  B  .s«-in  -di,  was  sinnlos 
iät  .1';-     Darau?)  l'olgt  g  ilV  und  Dtrl.  VI». 

h.    (KeMn  A  yleuh  B  und  A  nuUt  yiekk  C  ijit,  i»j  iat  B  nkUi  gleüli  C. 

Denn,  wenn  B  gleich  C  wäre,  *>  wäre  ^4  gleich  C  let,  was  g*^eD  die 
Vorauääetzung  iat  (IV  und  Det.  VI,. 

§  [ß.  Dfrf.  I.  Das  Merkmal  \  cuntrassegno  •  eines  Dinges  ist  dasjenige^  mittelst 
de».sen  wir  es  mit  anderen  Dingen  vergleichen  können. 

Wenn  wir  von  den  Dingen  A  und  B  ein  einziges  Merkmal  M  betrachten, 
srj  sind  sie  gleich,  well  sie  dem  einzigen  Begrid'  J/  entsprechen  ^Def.  I  und 
Vi,  §  <;.     Wir  sagen,  A  und  B  sind  in  Bt-^uy  auf  das  Merkmal  M  gleich. 

iJe/.  IL    \Venu  die  Dinge  A  und  B  in  Bezug  auf  einige  ihrer  Merkmale 

gleich  sind,  in  Bezug  auf  andere  aber  nicht,  so  sagt  man^  dass  sie  diejenigen 

Merkmale,  in  Bezug  auf  welche  sie  gleich  sind,  gemt-hischaftUth  haben. 

Btuip.  t.ajuH  ist  (iem  Titiiia  aU  Mt^Dsch  gleich,  aber  Cajas  und  Titio»  künnen  in 
l^ziig  auf  andere  ihr«^r  Merkmule  verschieden  sein. 

1)^1',  111.  Wenn  die  von  einander  verschiedeneu  »Def.  V,  §  sj  Dinge  A  und 
B^  jedes  nach  seinem  Begriif  ( §  4j  betrachtet,  in  Bezug  auf  ihre  sammtlicheu  in 
Betracht  gezogenen  Merkmale  gleich  sind,  das  heisst,  demselben  Begriti'  in  Bezug 
auf  sie  entsprechen,  so  heissen  sie  gleirh  in  abaolut^^i  Sinn  oder  einfach  gleich 
oder  auch  identisch  isiehe  Bern.  i\\). 

Wir  schreiben  A  —  By  woraus  B  ^±  A  ^d,  §  8j. 

Dtf.  IV.  Wenn  sie  nur  in  Bezug  auf  einige  Merkmale  gleich  sind,  so 
heissen  sie  gleich  in  rdaiirem  Sinn  oder  gleich uvrth ig.  Wir  schreiben  A  =  B, 
woraus  i/  =  -4  (d,  §  >i). 

lUm.  1.  Wenn  mkin  nur  eino  einzige  <i)eichheit  in  Betracht  zieht,  so  kann  man  im 
ernten  Fall  A  =^  B  und  im  zweiten  A       B  i'chreibt^'n. 

Def.  V.  Sowohl  in  dem  einen,  wie  in  dem  andern  Fall  heissen  ^1  und  B 
Glieder  (Tennen^  der  Gleichheit. 

Bern.  11.  Im  ersten  Fall  können  wir  die  Diugi*  A  und  B  einander  in  Bezug  aul*  ihre 
toämmtlichen  Merkmale  auhritituiren;  im  zweiten  Fall  dagegen  können  sie  nur  in  l^zug  aul* 
ihre  gemeinrichaftlichen  Merkmale  \ertauächt  werden  ^Def.  VII,  §  8;. 

Aus  Def.  m  und  IV  folgt: 

a.  Die  Dinge  A  und  B  köimen  nur  auf  eine  einzige  Art  identisch  sein, 
während  sie  auf  verschiedene  Art  gleichwerthig  sein  können  je  nach  clen  Merk- 
malen, in  Bezug  auf  welche  sie  als  gleich  ]>e trachtet  werden  können. 

Htm.  111.  Wenn  die  IdentiHclieu  Dinge  A  und  B  vtjrschieden  «ind  i^Def.  V,  §  S\  80  sind 
Hie  doch  nur  in  dem  Sinn  verschieden,  dass  sie  nicht  piu  einziges  Ding  äiml:  in  ihrem 
VerhältniriH  «h'r  Identität  dar!*  man  aber  entweder  dieser  Verschiedenheit  nicht  Kechnung 
tragen  oder  man  miiMri  sie  betrac.hten,  aU  nl»  sie  ein  tMnzig«>s  l^ing  waren  oder  /.usammen- 
fielen  (Def.  V,  §  by.  \V«am  man  auch  ihre  Vertfchiedenheit  in  Betracht  zöge,  so  könnte  man 
einem  iMng  A    kein  anderes   von  A   verschiedeneM  Ding  Hubstituiren.     Ks   ist  aber  nöthig, 
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(iass  die  Identität  A  ^:  Ä  (i,  %  S)  unwidersprochen  bleibt,  das  heisst,  man  darf  nicht  zu  dem 
Resultat  kommen:  A  ist  und  ist  nicht  A  (TU,  §  8). 

Def.  VL  Wenn  die  Dinge  A  und  B  verschieden  sind,  so  können  wir,  auch 
wenn  sie  identisch  sind,  von  ihnen  sagen,  sie  hätten  eine  verschiedene  Position, 

Bern.  IV.  So  können  eigentlich  auch  mehrere  Dinge  nicht  verschieden  sein,  wenn  sie 
nicht  in  Bezug  auf  irgend  eines  ihrer  Merkmale  und  wäre  es  auch  nur  in  Bezug  darauf, 
dass  jedes  von  ihnen  ein  Ding  ist,  einander  gleich  sind.  Wenn  wir  sie  jedoch  identisch 
nennen,  so  sehen  wir  von  ihrer  verschiedenen  Position,  und  wenn  wir  sie  verschieden 
nennen,  so  sehen  wir  von  den  gemeinschafllichen  Merkmalen  (Def.  IT)  ab.') 

b.  Wenn  A  und  B  Bezeichnungen  eines  und  desselben  Dinges  oder  des  mm- 
licJien  Merkmals  eines  Dinges  sind^  so  ist 

Ar~iB    oder  auch    A  =^  B, 

Denn  der  Begriff  von  A  ist  der  Begriff  von  J5,  weil  A  und  B  dasselbe 
Ding  oder  das  Merkmal  eines  Dinges  und  daher  auch  den  Begriff  dieses  Dinges 
oder  dieses  Merkmals  darstellen:  Der  Begriff  des  Zeichens  A  ist  also  der  Begriff 
des  Zeichens  B  (Def.  I,  §  8),  woraus  b  folgt  (Def.  VI,  §  «). 

Bern.  V.  Aus  den  vorstehenden  Betrachtungen  folgt,  dass  A  in  Bezug  auf  einige 
Merkmale  B  ist,  während  in  Bezug  auf  andere  schon  desshalb,  weil  A  imd  B  nicht  ein 
einziges  Ding  sind,  A  nicht  B  ist.  Man  beachte,  dass  hier  die  Behauptung  ,,.4  ist  und  ist 
nicht  B",  nicht  sinnlos  ist  (Def  IIT,  §  8),  weil  sie  nicht  das  Ergebniss  dossclben  Vergleichs 
ist;  eine  Gleichung  wäre  jedoch  sinnlos,  aus  welcher  bei  demselben  Vergleich  auch  nur 
in  einem  einzigen  Fall  sich  ergäbe:  „A  ist  und  ist  nicht  B". 

3. 

Bedin^ng  (fir  die  Bestimmiing  eines  Dings.  —  Eindeutige  und  umgekehrte 

Operationen. 

§  10.  Def.  L  Man  sagt:  A  ist  Bedifigung  von  J5,  wenn  B  ohne  A  nicht 
sein  kann.  Man  sagt  auch:  A  ist  Bedingung  einer  Operation,  wenn  diese 
Operation  oline  A  nicht  möglich  ist.  Hat  diese  Operation  B  zum  Resultat, 
so  ist  A  Bedingung  von  B, 

Def.  TT.  Wenn  wir  sagen,  A,  B,  C,  D  hestimmen  den  Gegenstand  X,  so 
meinen  wir,  dass  A,  B,  C,  D  Bedingungen  einer  Operation  sind,  durch  welche 
man  den  Gegenstand  X  erhält;  oder  dass,  wenn  die  Bedingungen  gegeben  sind, 
der  Gegenstand  selbst  gegeben  ist. 

Im  ersten  Fall  sagt  man,  Ay  B,  C,  D  dienen  dazu  den  Gegenstand  X 
zu  cofistruiren,  in  jedem  Fall  aber,  dass  X  von  den  Bedingungen,  welche  es 
bestimmen,  abhängt.  Wenn  X  nicht  durch  Y  bestimmt  wird,  so  ist  X  von  Y 
unabhängig, 

Beisp.  Weil  wir  ein  Ding  mittelst  seiner  Merkmale  von  den  andern  Dingen  unter- 
scheiden (Def.  I,  §  9),  so  sind  die  Merkmale  die  Bedingungen  der  Bestinmiung  eines  Dings. 


1)  Wenn  mittelst  schon  erforschter  Dinge  neue  Dinge  definirt  oder  construirt  werden, 
ist  es  ein  logischer  Fehler,  ihre  Gleichheit  zu  definiren,  wenn  dieses  Wort  seinen  ursprüng- 
lichen und  allgemeinen,  hier  erklärten  Sinn  behalten  soll  und  wenn  die  neuen  Dinge  für 
sich  durch  die  Definition  vollständig  bestinmit  sind. 
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§  11.  T)ef.  L  Ein  Din^  neuDt  man  rindnitifj  durch  gegebene  Bedingungen 
bestimmt,  wenn  dies«^s  und  nur  dieses  Ding  durch  diese  Bedingungen  gegeben 
ist.  Wenn  wir  «igen,  ein  Ding  sei  durch  gegebene  Bedingungen  bestimmt,  so 
meinen  wir  damit,  da.ss  es  eindeutig  bestimmt  sei.  In  Ausnahmefallen  wird 
besonders  darauf  aufmerksam  gemacht. 

Def.  IL  Analog  nennt  man  eine  Operation,  die  ein  einziges  Resultat 
liefert,  eine  eindeutige  Operation. 

a.    Ein  Ding  zu  setzen  und  wegzunehmen  sind  eindeutige  0})erationen, 

Das  heisst,  wird  ein  Ding  A  gesetzt  (§  (\\  so  wird  nur  .4  gesetzt,  und  sieht 

man  von  A  ab  (§  7),  so  wird  nur  von  A  abgesehen. 

Denn  wenn  mau  damit,  dass  man  ^1  setzte,  ein  anderes  Ding  B  setzte,  so 

würde  man  mehrere  Dinge  setzen  und  nicht  eines  ^^Bem.  §  8).    Gleiches  gilt  für 

die  Operation  des  Wegnehmens. 

§  12.  Def\  Wenn  man  mit  einer  Operation  tp  aus  A  das  Ding  li  erhält, 
so  heisst  die  Operation,  durch  welche  man  aus  li  das  Ding  A  ableitet,  die 
tongekehrte  Operation  von  ip. 

a.   Das  Setzen  und  das  Wegnehmen  sifuJ  umgekehrte  Operationen. 

Denn  A  setzen  bedeutet,  das  Ding  A  betrachten,  ^-1  wegnehmen  bedeutet, 
das  zuerst  gedachte  Ding  A  nicht  betrachten  (§§  0,  7). 

4. 
Gruppe  von  Dingen.  —  Begriff  des  „ausserhalb'^ 

§  li\.  T)ef.  I.  Ich  denke  mehrere  gegebene  Dinge  zusammen«  welche  sich 
nicht  gegenseitig  widersprechen  und  so  beschaffen  sind,  dass,  wenn  ich  ein 
beliebiges  von  ilmen  wegnehme  <§  7^1,  ich  nicht  irgend  ein  anderes  der  gegebenen 
Dinge  wegnehme.  Das  Resultat  dieser  Operation  heisst  tWuppe  (Aggregat,  Viel- 
heit oder  System)  der  gegebenen  Dinge  ^ 

Beisp.  /.  Ich  habe  z.  B.  die  Vorstellung  .1.  dann  die  Vorstellung  B\  ich  habe  also 
mehrere  Vorstellunj^en,  d.  i.  .1  und  B  pehabt  i§  *J\  Betraehto  ieh  dann  diese  Vorstellungen 
zusammen,  so  habe  ich  die  (iruppe  von  Vorstellunjren  -1  und  B. 

Beisp.  2.  Es  sind  mehrere  lie;7enstände  tjepeben  z.  B.  die  Feder,  das  Tintenfa«»,  das 
Buch  u,  M.  w.     Denkt  mau  diese  Gef:enstän<le  zusammen,  so  erhält  man  ihre  (Jrupije. 

l)ef.  IL  Man  sagt:  t)ie  gegebeneu  Dinge  sind  in  der  (Iruppe,  setzen  die 
Gruppe  zusammen  oder  hildtn  sie  oder  gehören  ihr  an  und  die  Gruppe  ist  aus 
i hnen  zusam mengesetzt. 

Def,  III.  Um  unnütze  und  schädliche  Unterscheidungen  zu  vermeiden, 
werden  wir  manchmal  auch  statt:  „ein  Gegenstand"  sagen:  ,Mne  Grup}K  mit 
einem  einzigem  degetistamt". 


Bern 
und  n(H 


rm.    Von  den  j^epebeneu  F^in^en  kann  nieht  das  eine  in  dem  andern  enthalten  sein 
rh  weni^irer  kann  die  (.Tnii»i»e  eines  der  gegebem-n  I>inge  sein.     Wenn  dies  der  Fall 

J )  Wir  stützen  uns  hier  auf  die  Operation  des  Ziisammen-Üenkens  oder  -Betrachtens 
in  ihrer  einfachsten  Gestalt.  (Siehe  §  '20,  in  welchem  die  Sätze  für  diese  Operation  auf- 
gestellt sind.) 
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wäre,  so  würde  man  dadurch,  dass  man  von  einem  (§  7)  absieht,  auch  von  einem  andern 
gegebenen  Ding  oder  von  den  au<lem  gegebenen  Dingen  abseilen. 

Bez.  Die  Gegenstände  einer  Gruppe,  die  nicht  Gruppen  mehrerer  Gegen - 
stände  sind,  werden  wir  im  Allgemeinen  mit  den  Buchstaben  A^  B,  C,  u.  s.  w. 
und  die  Gruppen  mit  den  Symbolen  (yl),  (B),  {(J),  u.  s.  w.  bezeichnen. 

De/'.  IV.  Wenn  jeder  Gegenstand  einer  Gruppe  (Ä)  (Def.  11,  §  7)  ein  Gegen- 
stand einer  Gruppe  (B)  ist,  so  sagt  man:  (Ä)  gehört  der  Gruppe  (J?)  an. 

Def.  V.  Wenn  (Ä)  der  Gruppe  (li)  angehört,  aber  nicht  sämmtliche 
Gegenstände  von  (B)  Gegenstände  von  {A)  sind,  so  sagen  wir:  (A)  ist  em 
Tficü  oder  eine  Untergriqype  von  (B).  Eine  Gruppe  heisst  auch  voHständig  in 
Bezug  auf  ihre  Theile. 

a.  We^in  {A)  eine  Untergruppe  von  (B)  ist  und  (B)  eine  'Untergrupi)e  von 
(C),  so  ist  (A)  eifie  Untergruppe  von  {C). 

Denn  jeder  Gegenstand  von  {A)  ist  ein  Gegenstand  von  (-B),  welcher  ein 
Gegenstand  von  (C)  ist;  jeder  Gegenstand  von  (>1)  ist  desshalb  Gegenstand 
von  (C)  (e,  §  8;  Def.  V).  Es  gibt  aber  Gegenstände  von  ((7),  die  nicht  Gegen- 
stände von  (B)  sind  (Def.  V)  und  welche  nicht  {Ä)  angehören  können,  weil  jeder 
Gegenstand  von  {A)  Gegenstand  von  {B)  ist  (Def.  V;  IV,  §  8).    Daraus  folgt  a.^) 

Def\  VI.  Eine  Gruppe  {A)  ist,  sagt  man,  ausserlialb  einer  Gruppe  {B\ 
wenn  (^),  oder  ein  Theil  von  {A),  {B)  nicht  angehört.*'') 

Bef.  VII  Eine  Gruppe  (X)  heisst  mehreren  Gruppeji  {A),  (7?),  (6*) 
gemeinschaftlich,  wenn  jeder  Gegenstand  von  (X)  Gegenstand  der  Gruppen  (^), 
(D),  (C)  ist. 

Def.  VIII  Ein  heliebiges  Ding  der  Gruppe  oder  cm  willkürlich  aus  der 
Gruppe  ausgewähltes  Ding  bedeutet  ein  solches,  welches  der  Gruppe  tingehört, 
ohne  nothwendiger  Weise  ein  bestimmtes  Ding  dieser  Gruppe  zu  sein. 

5. 
Ordnung  von  Dingen.  —  Aufeinanderfolge  oder  Reihe  von  Dingen. 

§  14.  Def.  Die  Behauptimg:  Die  Dinge  A  imd  B  in  der  Ordnmig  AB 
denken,  bedeutet  zuerst  A  und  dann  B  denken  (§  I^).  Betrachtet  man  A  und  B 
als  in  dieser  Ordnung  gegeben  (Def.  §  6),  so  sagt  man,  sie  folgen  sich  in  der 
Ordnung  AB. 

Bezüglich  dieser  Ordnung  haben  wir  gesagt,  dass  A  das  erste  und  B  das 
zweite  Ding  ist  (§  3);  man  sagt  auch  A  gelit  B  voran  und  B  folgt  auf  A. 

§  15.  Def  Den  BegriflF  A  wiederlwlen  bedeutet  zuerst  den  BegriflF  A  setzen 
und  alsdann  wieder  den  Begriff  A  setzen  (§§  6  imd  3). 

a.  Die  Wiederliolung  eines  Begriffes  A  ist  eine  eindeutige  Operation. 

1)  Andere  analoge  Sätze  lassen  sich  tmmittelbar  aus  den  Def.  TV  und  V  durch  directe 
Anwendung  von  e,  §  8  ableiten.  Z.B.:  Wenn  (A)  (B)  angehört  und  (B)  gehört  (C)  an,  so 
gehört  (A)  (C)  an;  femer:  Wenn  (A)  eine  Untergruppe  von  {B)  ist  und  (B)  gehört  (C)  an, 
80  ist  (A)  eine  Untergruppe  von  (C)  u.  s.  w. 

2)  Der  Begriff  ausserhalb  schliesst  hier  nicht  nothwendiger  Weise  denjenigen  des 
Baumes  ein,  weu  es  sich  um  rein  abstracte  Gegenstände  handelt. 
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Denn  wiederholt  man  den  Begriff  A  (Def.  \  so  erhält  man  nur  den  Begriff 
A  und  sonst  Nichts  (Def.;  a,  §  11  und  §  3). 

§  16.  Def.  Wenn  man  sagt:  Mehrere  Dinge  A,  B,  C,  . .  .^  Nj  .  .  .  (die 
Punkte  ersetzen  Buchstaben  oder  andere  Zeichen)  der  Ordniuig  naclt  denken, 
heisst,  mehrere  Dinge  A,  By  C,  .  .  .  y  X,  .  , ,  das  eine  nach  dem  anderen  oder 
su<:r£ssiv  denken  (Def.  §  14). 

Die  Ordnung  wird  mit  einem  Symbol  bezeichnet,  das  alle  Zeichen  enthält, 
welche  die  gegebenen  Dinge  in  der  Ordnung,  in  welcher  sie  gedacht   werden, 
darstellen  oder  auch  mit  einem  Symbol,  aus  welchem  man,  wenn  das  Zeichen 
eines  beliebigen  der  gedachten  Gegenstände  gegeben  ist,  dasjenige  des  succes-     ' 
siven  Gegenstandes,  falls  er  gegeben  ist,  erhält. 

§17.  Ihf.  Wenn  AB(! .  .  .  N .  , .  das  Symbol  der  Ordnung  ist,  in 
welcher  sie  gedacht  wurden,  so  heisst  A  das  erste,  B  das  ziceite,  C  das  dritte 
Ding  u.  s.  w.,  indem  man  für  jedes  betrachtete  Ding  eiji  neues  W^ort  derart 
gebraucht,  dass  verschiedenen  Wiederholungen  verschiedene  Wort^  oder  ver- 
schiedene Zeichen  entsprechen.') 

§  18.  BePH,  Wemi  wir  ein  Urtheil  aufstellen,  so  können  wir  nachher  be- 
urtheilen,  ob  dieses  Urtheil  richtig  ist  oder  nicht;  in  einem  solchen  Fall  wird 
das  Urtheil  als  eiji  dem  Gedanken  gegebenes  Ding  l)etnichtet.  Auf  gleiche 
Weise  können  mehrere  Dinge,  die  zuerst  von  dem  Gedanken  gesetzt  sind, 
nachher  als  dem  Gedanken  gegeben  betrachtet  werden  und  zwar  entweder  in 
der  Ordnung,  in  der  wir  sie  betrachtet  haben,  oder  unabhängig  von  dieser 
Ordnung,  das  heisst  indem  wir  von  derselben  absehen  (§  1). 

Und  umgekehrt:  Da  einem  dem  Gedanken  gegebenen  Ding  ein  Begriff  (§  4) 
entspricht,  mittelst  dessen  wir  es  mit  andern  Dingen  vergleichen  (§  8),  so  können 
wir  es  mittelst  dieses  Begriffs  als  von  dem  Gedanken  gesetzt  auffassen.  Es 
gilt  desshalb  der  folgende  Satz: 

Ein  von  dem  Gedanken  gesetztes  Ding  kann  nachher  als  dem  Gedanken 
gegeben  betrachtet  v^erden  und  umgekehrt. 

Beisp.  Durch  die  Wiedorholiinjär  derKelbt^n  geistigen  Handlung  construiren  wir  z.  B. 
die  Zahl  zwei  (siehe  §  46);  dann  aber  können  wir  dieüo  Zahl  alH  ein  dem  Gedanken  gegebenes 
Ding  ansehen. 

§  19.  Def.  Die  Atifeimtnderfolge  oder  EeMie  der  Dinge  A,  i?,  C,  D, ...,  Ny ... 
betmchten  bedeutet,  die  Dinge  A,  By  C,  />,...,  JV, ...  in  der  Ordnung  A  BCD ...  N ... 
betnichten.  Die  Ordnimg  ABCD ...N ...  heisst  die  Ordnunig  der  Aufeinander- 
folge. -) 

§  20.  Def.  I.  Man  sagt  auch,  A  ist  in  der  ersten  Stelle  der,  Aufehiafiderfolge 
oder  auch  es  nimmt  die  erste  Stelle  in  der  Aufeinanderfolge  ein,  B  die  zweite, 
C  die  dritte,  D  die  vierte,  u.  s.  w.  (§  10)  gerade  desshalb,   weil  ihre  Position 

1)  Siehe  Def.  Hl,  §  17. 

•2)  Dio.  Aui«Miiandert()Ige  unserer  Vorstellungen  oder  das  Vermögen  mehrere  Dinge  das 
eine  nadi  <iem  andern  betraehten  zu  können  gii»t  uns  die  Anttchnnung  von  einem  gewissen 
Ding,  olme  welches  wir  unseren  Gedanken  nicht  entwickeln  können.  Dieses  gewisse  Ding 
int  die  Zeil.  Wir  abstrahiren  jedoch  von  der  Zeit  als  Element  unserer  Betrachtungen. 
(Siehe  Bern.,  §  32.) 
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Terschieden  ist,  da  sie  nicht  dasselbe  Ding  sind,  auch  wenn  sie  identisch  sind 
(Bern.  §  8;  Def.  III,  Bern.  HI,  Def.  VI,  §  9). 

Def.  IL  Wenn  wir  mit  A',  B\  C\  D'^  ...  die  von  A^  By  C,  J),  .  .  .  ein- 
genommenen Stellen  der  Aufeinanderfolge  bezeichnen,  das  lieisst  mit  denselben 
mit  einem  Stricli  versehenen  Buchstaben,  so  sagt  man,  die  Dinge  Aj  By  C,  7), . .  . 
sind  in  der  Aufeinanderfolge  A' B' C* D*  u.  s.  w.  und  auch  in  der  Aufeinander- 
folge AB  CD  u.  s.  w.  enthalten. 

Beisp.  Ich  habe  die  Vorstellung  A^  nachher  die  Vorstellung  B,  dann  die  Vorstellung 
C\  Äy  By  C  bilden  eine  Aufeinanderfolge  von  Vorstellungen  in  der  Ordnung  ABC.  In 
meinem  Geist  nimmt  A  die  erste,  B  die  zweit«  und  C  die  dritte  Stelle  ein.') 

a.  Verschiedene  Dinge  der  Beihe  >whmen  verschiedene  Stellen  in  der  Reihe  ein. 
Denn  für  verschiedene  Dinge  gebrauchen  wir  verschiedene  Wörter,  da  ihnen 
verschiedene  Wiederholungen  entsprechen  (Def.  I  und  §  16). 

§  21.  Bez.  Unter  X,  Y,  Z  verstehen  wir  beliebige  Dinge  der  Reihe  (Def.  VIU, 
§  13,  die  auch  für  die  Reihe  gilt). 

Def.  Ist  ein  beliebiges  Ding  X  der  beliebigen  Reihe  ABC .  ..X  ...Y. ., 
gegeben  (§  16,  §  19,  Det.  VIII,  §  1*^),  so  sagt  man,  die  Dinge  ABC...X  gehen, 
abgesehen  von  X  (§  7),  in  der  Ordnung  der  Reih(?  X  voraus  oder  steheti  vor  X 
und  die  übrigen  Dinge  der  Reihe  (§7)  folgen  auf  X  oder  stehen  hinter  X. 

a.  Das  erste  Ding  der  Reihe  hat  keine  Dinge,  die  ihm  vorausgehen  (Def.). 

b.  Jedes  Ding  X  einer  Reihe  ABC...  Y...,  das  von  einem  andern  heliebigeti 
Ding  Y  der  Peilie  verschieden  ist,  steht  dem  Ding  Y  voraus  oder  folgt  ihm  nach 
(Def.  und  a,  §  20). 

§  22.  Def.  Wenn  auf  das  Ding  X  in  einer  Reihe  keine  Dinge  folgen  oder 
hinter  ihm  stehen,  so  heisst  X  das  letzte  Ding  der  Reihe. 

§  23.  Def.  Wenn  in  einer  gegebenen  Reihe  X  vor  Y  steht  und  Z  auf  Y 
folgt,  so  sagt  man,  Y  ist  zwischen  X  und  Z  enthalten  und  X  und  Z  werden 
durch  Y  getrennt.  Die  Dinge  einer  Reihe,  die  auf  ein  Ding  X  folgen  und 
einem  Ding  Z  vorangelien,  heissen  auch  mittlere  Dinge  zwischen  X  und  Z. 

§  24.  Def.  Wenn  Y  das  erste  Ding  ist,  welches  auf  ein  beliebiges  Ding  X 
in  der  Reihe  folgt,  so  heisst  Y  das  consecutive  auf  X  folgende  und  X  das  con- 
secutive  Y  vorJiergehende  Ding. 

§  25.  Bez.  Wir  bezeichnen  eine  Reihe  von  Gegenständen  auch  mit  einem 
einzigen  Zeichen  z.  B.  mit  einem  griechischen  Buchstaben. 

Def.  I.  Von  einer  Reihe  ß  sagt  man,  sie  sei  in  einer  Reihe  a  enthalten 
oder  sie  geh4>re  derselben  an,  wenn  die  GegenstJinde  von  ß  Gegenstände  von  a 
sind  und  wenn  die  Gegenstände,  welche  jedem  Gegenstand  X  in  ß  vorangehen 
oder  folgen,  dem  Gegenstand  X  in  a  vorangehen  oder  folgen. 

Def.  IL  ß  wird  im  vorstehenden  Fall  ein  TJieil  von  «  genannt,  wenn  in 
a  Gegenstände  sind,  die  nicht  zu  ß  gehören.     Stets  verstehen  wir,  wenn  nicht 


1)  Auch  der  Begriff  der  Stelle  oder  der  abstracten  Position  schliesst  nicht  nothwendiger 
Weise  deigenigen  des  Raumes  ein.    (Siehe  Note  3,  §  13.) 
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Anderes  bestimmt  wird,  unter  eitlem  Theil  ß  einer  Beihe  a  eine  in  a  enthaltene 
Reihe,  deren  consecutive  Gegenstände  auch  in  a  consecutiv  sind  (§  24). 

6. 

Geordnete  Gruppe.  —  Operation  des  Vereinigens. 

§  20.  Def,  L  Wenn  die  Dinge  A  und  B  in  der  Ordnung  AB  gegeben  sind, 
so  betrachte  man  B  mit  A  zusammen  oder,  wie  mau  auch  sagt,  man  vereinige 
B  raxi  A  und  allgemeiner,  wenn  eine  beliebige  Reihe  von  Dingen  unter  der 
Bedingung  in  Def.I,  §13(§§10, 18)\)  gegeben  ist,  so  wende  man  diese  Operation 
auf  die  successiven  Dinge  der  Reihe  «an  oder  denke  sie  sich  volkogen  (§§  IG,  19); 
das  Resultat  dieser  Operation  heisst  geordnete  Grupjw  oder  geordnetes  Ganze, 

Bern.  Bei  der  Gruppe  nach  Def.  1,  §  13  fehlt  als  Merkmal  dieser  Operation  *die  Ordnung, 
in  welcher  sie  ausgeführt  wird. 

Beisp.  Ich  habe  zuerst  die  Vorstellung  A  gehabt  und  dann  die  Vorstellung  B  (§  3). 
Bei  der  Operation  des  Zusammenbetrachtens  von  B  mit  A  beachte  ich  genau  die  Ordnung, 
in  welcher  ich  die  Vorstellungen  A  und  B  gehabt  habe,  während  ich  bei  der  Gruppe  von 
Vorstellungen  A  und  B  nach  der  Def.,  §  13  diese  Ordnung  ausser  Acht  lasse. 

Bes,  Dieses  Ganze  bezeichnen  wir  mit  ABy  worin  die  Buchstaben  A  und 
B  sich  in  der  Ordnung  der  entsprechenden  Dinge  in  dem  Ganzen  folgen.  Wenn 
mit  dem  Ding  AB  das  gegebene  Ding  C  vereinigt  wird,  so  erhiilt  man  ein 
geordnetes  Ganze,  welches  mit  dem  Symbol  {AB)C  bezeichnet  wird.  Wenn 
mit  diesem  das  gegebene  Ding  D  vereinigt  wird,  so  wird  das  so  erhaltene 
Ganze  mit  {{AB)C)D  bezeichnet  und  so  weiter.  Im  Allgemeinen  geben  wir 
einer  geordneten  Gruppe  ein  Zeichen  von  der  Form  (Ä). 

Def.  IL  Man  sagt,  die  gegebenen  Gegenstände  hilden  oder  sctze^i  die  Gruppe 
in  der  gegebenen  Ordnung  zusammen  und  die  Gruppe  wird  von  den  gegebenen 
Gegenständen  in  der  festgesetzten  Ordnung  gebildet  oder  ist  die  Gesammilunt 
dieser  Gegenstände. 

§  27.  Def,  I.  Eine  geordnete  Gruppe  (A)  gelwrt  der  geordneten  Gruppe  (B) 
an,  wenn  die  Gegenstände  von  (Ä)  Gegenstände  der  Gruppe  (B)  sind  und  wenn 
die  Reihe  (Ä)  der  Reihe  (B)  angehört  (Def.  I,  §  25). 

Def  IL  Man  sagt  auch,  (A)  ist  ein  Theil  oder  eine  Untergrtippe  von  (-B), 
wenn  Gegenstände  von  (li)  in  {Ä)  nicht  enthalten  sind  und  wenn  nicht  Anderes 
bestimmt  wird,  so  meinen  wir  damit  auch,  dass  die  Reihe  {Ä)  ein  Theil  der 
Reihe  (B)  in  dem  in  der  Def.  11,  §  25  angegebenen  Sinn  sei. 

a.  Die  Gegenstände  A,  B,  C,  . , .,  Ny  . , ,  einer  geordneten  Gruppe,  weldie 
die  (Jruppe  zmammensetzen  (Def  /),  sind  Theile  der  Gruppe, 

•  Denn  sie  sind  Gruppen  mit  einem  einzigen  Gegenstand,  von  welchen  jeder 
durch  eine  Reihe  mit  einem  einzigen  Gegenstand  gegeben  ist,  wenn  man  voraus- 
setzt, dass  die  Def.  IQ,  §  13  auch  auf  den  Fall  der  Reihe  ausgedehnt  wird. 

b.  Wenn  die  geordnete  Gruppe  {A)  der  geordneten  Gnippe  (B)  und  {B)  der 
9^'Ord>ieten  Gruppe  (C)  angehört,  so  gehört  (A)  der  geordmten  Gruppe  (C)  an, 

1)  Siehe  auch  die  Def.  I,  U,  §  32  und  Def.  II,  §  33. 
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Jeder  Gegenstand  von  (Ä)  ist  Gegenstand  von  (B),  welcher  Gegenstand 
von  (C)  ist  (e,  §  8).  Die  Gegenstände,  welche  jedem  Gegenstand  X  von  (Ä) 
vorangehen  oder  folgen,  gehen  überdiess  dem  Gegenstand  X  in  (B)  und  mithin 
auch  in  (C)  voran  oder  folgen  ihm  (Def  I,  §  25).     Daraus  folgt  b  (Def  I,  §  25). 

c.  Wenn  (A)  Untergruppe  einer  geordnetoi  Gruppe  (B)  und  (B)  Unter- 
grupjyc  einer  geordneten  Gruppe  (C)  ist,  so  ist  (A)  Unterffnippe  von  (C), 

Die  geordnete  Gruppe  (A)  gehört  (C)  an,  weil  sie  (B)  angehört  (b).  Wie 
in  dem  Satz  a,  §  13  lässt  sich  zeigen,  dass  nicht  alle  Gegenstände  von  (C) 
Gegenstände  von  (A)  sind.*) 

d.  Eine  nicht  geordnete  Gruppe  bestimmt  mehrere  geordnete  Gruppen. 
Denn  jeder  Gegenstand  der  gegebenen  Gruppe  kann  als  erster  Gegenstand 

betrachtet  werden,  jeder  andre  als  zweiter  und  so  weiter. 

Bez,  Die  Gruppe,  die  man  durch  Vereinigung  einer  geordneten  oder  nicht 
geordneten  Gruppe  (B)  mit  einer  geordneten  oder  nicht  geordneten  Gruppe 
(A)  erhält,  bezeichnen  wir  mit  dem  Symbol  [(Ä)  {B)]. 

§  28.    Die  Beihe  ist  nicht  ein^  geordnete  Gruppe 

Denn  in  dem  BegriflF  der  Reihe  (§  li))  fehlt  die  Operation  des  Vereinigens, 
wie  im  §  26  erklärt  wurde.  Dieser  BegriflF  sagt  nur  aus,  dass  die  Dinge 
der  Reihe  in  der  festgesetzten  Ordnung  gegeben  sind  oder  gedacht  werden 
(Beisp.  §  26). 

Bern.  Die  Reihe  liefert  ein  geordnetes  Granze,  wenn  die  Dinge  der  Reihe  ABC D  . .  .N 
in  derselben  Ordnung  miteinander  vereinigt  werden.  Würden  wir  die  Reihe  als  Gruppe 
betrachten,  so  würden  wir  eine  geordnete  Gruppe  unter  ihr  verstehen.  Wenn  man  also 
von  der  Operation  des  Vereinigens  absieht,  so  entsprechen  die  Worte  R«ihe  und  geordnete 
Grui)pe  demselben  Begrift*  und  können  miteinander  vertauscht  werden, 

7. 
Sätze  zur  Operation  des  Vereinigens. 

§  20.  I.  Der  einfache  Act  des  Zusammenbetraohtens  mehrerer  gegebenen 
Dinge  in  einer  gegebenen  Ordnung  oder  unabhängig  von  ihrer  Ordnung,  ist 
eindeutig  (Def.  11,  §  11). 

n.  Denkt  man  mehrere  Dinge  in  einer  gegebenen  Ordnung  oder  unab- 
hängig von  dieser  Ordnung  entweder  zusammen  oder  nicht  zusammen,  so 
denkt  man  kein  Ding,  welches  nicht  den  gegebenen  Dingen  oder  ihrer 
Gruppe  angehört.^) 

m.  Den  Gegenstand  C  mit  dem  mit  dem  Gegenstand  A  vereinigten 
Gegenstand  B  vereinigen  bedeutet  den  Gegenstand  C  mit  dem  aus  der  Ver- 
einigung «von  B  mit  A  erhaltenen  Ganzen  vereinigen  oder  es  bedeutet  das 
durch  die  Vereinigung  von  C  mit  B  gegebene  Ganze  mit  dem  Gegenstand 
A  vereinigen  (das  Prineip  der  Association) 

1)  Siehe  die  Note  2  zu  §  13. 

2)  Auf  diese  Weise  wird  vermieden,  dass  in  der  geordneten  oder  nicht  geordneten 
Gruppe  oder  in  der  Reihe  von  gegebenen  Dingen  auch  Dinge  in  Betracht  kommen,  welche 
in  Folge  gewisser  Sätze  aus  den  ersteren  folgen. 
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(1)  ABC  -^{AB)C 

(2)  ABC      A{BC). 

a.  Den  Gegenstand  C  mit  dem  aus  der  Vereinigung  von  B  mit  A  erhaltenen 
Ganzen  rereinigen  ist  gleiehKerthig  damit,  das  durch  die  Vereinigung  von  C  mit 
B  gegebene  Ganze  mit  dem  Gegenstand  A  zu  vereinigefL 

Denn  aus  (1)  und  (2)  erhält  man: 

(AB)C..~  A[BC).  (b,  §  9  und  HI) 

Bern.  T.  Solange  nicht  ^Vnderes  bestimmt  wird,  soll  die  Operation  des  Vereinigens 
in  diesem  Sinn  aufgefasst  werden.  *) 

b.  Wenn  die  beliebigeji  geordneteii  oder  nicht  geordneten  Gruppen  (A)  und  (B) 
eine  jede  alle  Gegenstände  der  andern,  jedoch  nicht  verschieden  grnppirt,  enthält, 
so  ist  iA)  ~  {B\ 

Denn,  sind  die  Gegenstände  von  (.4)  gegeben,  so  erhält  man  durch  die 
Operation  des  Vereinigens  eine  einzige  Gruppe  (I;  Def.  11,  §  11).  Wenn  daher 
(B)  von  {Ä)  verschieden  wäre  (Def.  VIII,  §  8),  so  würde  man  im  Widerspruch 
mit  dem  Satz  I  aus  denselben  Gegenständen  mehrere  Gruppen  und  nicht  eine 
einzige  (Bern.,  §  K )  erhalten. 

r.  Die  Untergruppen  einer  geordneten  Gruppe  (^A)  sind  Untcrgruppi*n  der 
aus  den  Gegenständen  von  (A)  unabhängig  von  ihrer  Ordnung  gebildeten  Gruppe. 

Die  Gegenstände  voi^  (A)  sind  Gegenstände  der  Gruppe  {A'\  die  man  aus 
ihnen  bildet,  indem  man  sie  imabhängig  von  ihrer  Ordnung  betrachtet;  denn, 
indem  man  dieses  thut,  sieht  man  von  keinem  von  den  Gegenständen  ab;  sonst 
würde  man,  wenn  man  sie  von  Neuem  in  der  gegebenen  Ordnung  betrachtet, 
einen  andern  Gegenstand  denken,  was  gegen  II  verstösst. 

Wenn  (T)  eine  beliebige  Untergruppe  der  geordneten  Gruppe  (A)  ist  (Def. 
VIII,  §  13),  so  liefert  sie  eine  Gruppe  (T'),  welche  der  Gruppe  (^1)  angehört, 
und  da  es  in  (A)  Gegenstände  gibt,  welche  ausserhalb  (T)  sind  (Def.  II,  §  27) 
wie  z.  B.  den  Gegenstand  X,  so  gehört  X  der  Gruppe  (T')  von  (A)  nicht 
an  (II). 

Bern.  II.  Wenn  die  Gegenstände  von  (^4)  und  (7?)  in  verschiedener  Art  aber  in  der- 
selben Ordnung  gruppirt  werden,  so  ergibt  sieb   die  Gleichheit  aus  dem  Satz  111.  (Siehe 

a.  §  40.) 

1)  Siehe  die  Anmerkung  zu  §  4.  Einige  Autoren  bezeichnen  mit  Vereinigen  eine  allge- 
meine «Operation,  während  sie  hier  für  uns  einen  besonderen  genau  abgegrenzten  Sinn  hat. 
So  versteht  Stolz  (Vorles.  nl).  Allg.  Arithni.  Leipzig,  1885.  Bd.  T.  Seite  *2)  unter  eindeutiger 
Verknüpfung  der  (i rossen  a,  hy  c  .  .  .  eines  gegebenen  Systems  eine  Begrl,  nach  welcher 
jeder  oder  auch  einigen  Gruppen  ah  nur  eine  (irösse  c  dieses  oder  eines  andern  Systems 
entspricht.  Um  die  Verknüpfung  zu  bezeichnen,  gebraucht  er  die  Zeichen  o,  0,  u.s.w.  Kr 
schreibt  nah  =  c  und  liest  a  mit  h  ist  c.  Die  Verkuflpfung  wird  in  diesem'  Fall  allge- 
mein aufgefasst.  Auch  die  Operation  \  (Ä  +  B)  ist  eine  Verknüpfung,  die  commutativ 
alMT  ni(;ht  associativ  ist  (an  demselben  Ort.  Anm.  2  zu  Kap.  III.  Seite  380.  Siehe  auch 
Hanlel  Vorl.  üb.  compl.  Zahlen,  1867  Seite  '21).  Dass  mau  A  o  B  --=  \  {A  +  B)  wenn  man 
will:  A  mit  B  ist  C\  wobei  C  =  ^{A-\-B)  ist,  lesen  kann,  ist  zweifellos;  m  diesem  Fall 
hat  aber  das  mit  nicht  mehr  seinen  ursprünglichen  und  gewöhnlichen  Sinn  und  entspricht 
nicht  mehr  der  einfacheren  Vereinigung  des  B  mit  A. 
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8. 

Die  Operation  des  Zerlej^ens.  —  Die  Ornppe  Null.  —  Ansdehnniig  der 

Operation  des  Wegnehmens. 

§  30.  Def.  Ein  gegelmies  Ding  X  in  Theile  ^zerlegen  ist  die  Operation,  mit- 
telst welcher  die  Theile  A,  Bj  (\  Dj  . .  ,y  N  bestimmt  werden,  welche  zusammen 
vereinigt  das  Ghinze  X  geben. 

a.    Das  Zerlegen  ist  die  umgekehrte  Operatimi  des  Vereinigens, 
Demi  aus   der  Vereinigung  der  gegebenen  Theile  ABCD...N.,.  erhlilt 
man  das  Ganze  und  aus  dem  Ganzen  durch  Zerlegung  die  Theile  ABCD ...  N... 
(Def.,  §  12). 

§  31.  Bern.  I.  Wenn  ich  von  den  Theilen  ABCD...N...  einer  Gruppe  einen 
oder  mehrere  Theile  wegnehme,  jedoch  nicht  alle,  «o  sind  die  nicht  weggenommenen  die 
übrig  bleibenden  Theile  (§  7). 

Def.  L  Um  auszudrücken,  dass  nicht  irgend  ein  Theil  übrig  bleibt,  wemi 
alle  Theile  vom  Ganzen  weggenommen  werden,  sagen  wir:  Es  bleibt  Nichts 
übrig.  Um  unnütze  Unterscheidungen  imd  die  dadurch  entstehenden  Verwick- 
lungen zu  vermeiden,  sagen  wir  auch:  In  einem  solchen  Fall  erhält  man  eine 
Gruppe  Ntdl.^) 

Uebereinkunft  In  die  Operation  des  Wegnehraens  eines  oder  mehrerer 
Theile  vom  Ganzen  wollen  wir  uns  für  die  Zukunft  die  Operation  des  Zerlegens 
des  Ganzen  in  Theile,  wenu  die  Zerlegung  nicht  schon  ausgeführt  ist,  einge- 
schlossen vorstellen. 

Bern,  IL  In  diesem  Sinn  können  die  Operationen  des  Vereinigens  und  des  Weg- 
nehmens  als  umgekehrte  betrachtet  werden,  weil  die  erste  Operation  aus  den  Theilen  da« 
Ganze  liefert,  während  uns  die  zweite  nach  Ausföhrung  der  Zerlegung  aus  dem  Ganzen 
jeden  Theil  dadurch,  dass  man  von  den  andern  Theilen  absieht,  kennen  lehrt  (§  7). 

Bern.  III.  Wenn  es  sich  um  eine  geordnete  Gruppe  handelt,  so  erfolgt  die  Operation 
des  Wegnehmens,  da  nie  die  Umkehrung  derjenigen  des  Vereinigens  ist,  in  der  umgekehrten 
Ordnung  wie  die  Operation  des  Vereinigens. 

9. 

Begrenzte  und  unbegrenzte  Reihe  und  geordnete  Gruppe.  —  Begrenzte  Reihe 

der  ersten  Art.  —  Reihe  von  Reihen. 

§  32.  Def,  L  Wenn  eine  Reihe  einen  ersten  und  einen  letzten  Gegenstand 
(§  22)  hat,  heisst  sie  begrenzt 

Beisp.    Die  Reihe  meiner  Vorstellungen  ABC  ist  begrenzt. 

Def.  IL  Wenn  die  Reihe  kein  letztes  Ding  hat,  wird  sie  mibegremt  oder 
ohfie  Ende  genannt,  woraus  folgt,  dass,  wenn  jeder  Gegenstand  der  gegebenen 
Reihe  ein  consecutives  auf  ihn  folgendes  Ding  hat  (§  24),  die  in  Betracht  ge- 
zogene Reihe  unbegrenzt  ist. 

1)  Auf  diese  Weise  wird  der  Uebereinkunft  gemäss  Nichts  als  Etwas  betrachtet,  das 
heisst  als  mte  (rruppe  mit  keinem  Ding. 
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Bern,  Mittelst  de«  Satzes  §  18  wird  die  Reihe  uuabhä.ngig  von  dem  Gedanken  be- 
trachtet, indem  man  nur  berücksichtigt,  ob  ein  Ding  einem  andern  Ding  voransteht  und 
folgt,  wenn  es  nicht  das  erste  oder  letzte  ist.  In  diesem  Fall  ist  es  möglich,  dass  eine 
Reihe  von  gegebenen  Dingen  kein  letztes  Ding  hat. 

Ist  a  das  Zeichen  eines  beliebigen  Dings  der  R<»ihe,  a  -^  1  dasjenige  des  successiven 
und  z.  B.  1  das  Zeichen  des  ersten  Dings,  so  stellt  das  Symbol  fl  +  1  eine  Reihe  dar, 
welche  kein  letztes  Ding  hat. 

Wir  können  überdiess  von  den  Beziehungen  des  Gedankens  zu  den  wahrnehmbaren 
Dingen  abstrahiren.  Auf  diese  Art  wird  die  Betrachtung  einer  unbegrenzten  Reihe  von 
Dingen  ermöglicht  und  mittelst  des  Princips  §  18  diejenige  einer  gegebenen  unbegrenzten 
Reihe,  auch  wenn  sie  für  die  Verhältnisse  eines  Individuums  nicht  realisirbar  ist.  Denkt 
man  sich,  die  Operation,  durch  welche  mehrere  Gegenstände  einer  nach  dem  andern  bis 
zu  einem  Gegenstand  B  gesetzt  werden,  sei  vollendet  und  der  erste  Gegenstand  in  dem 
Moment  A  gesetzt,  so  kann  man  auch  sagen,  mau  beziehe  die  so  erhaltene  Reihe  von 
Dingen,  die  man  als  dem  Gedanken  gegeben  ansieht  (§  18j,  auf  den  Moment  A,  d.  h.  von 
der  von  A  bis  B  verflossenen  Zeit  absehen. 

So  erklären  sich  die  oft  gebrauchten  Ausdrücke:  ntUßegrenzt,  »tw  Unendliche  oder  uhtte 
Ende  fortfaliren. 

§  33.  J)ef\  I.  Wenn  die  Dinge  Äy  liy  C-,  />,...,  iV,  ..  .  einer  Reihe  derart 
in  einer  neuen  Ordnung  betrachtet  werden,  dass  die  Dinge,  welche  einem  ge- 
gebenen Ding  vorausgingen  und  folgten,  in  der  neuen  Ordnung  ihm  folgen  be- 
züglich vorausgehen,  so  heisst  die  neue  Reihe  und  die  neue  Ordnung  die  um- 
gekehrte oder  entgegengesetzte  zu  der  gegebenen  Reihe  und  Ordnung. 

a.  Die  umgekehrte  Beilie  zu  der  umgeki'hrten  eitler  gegebenen  Beihe  ist  die 
gegebene  Beihe  seihst. 

Mit  andern  Worten:  in  der  umgekehrten  Ordnung  der  umgekehrten  folgen 
sich  die  Dinge  in  derselben  Ordnung  wie  in  der  ersten  Reihe.  Denn  die  Dinge, 
welche  einem  beliebigen  Ding  X  in  der  gegebenen  Reihe  vorangehen  und 
folgen,  folgen  ihm  in  der  umgekehrten  Ordnung  (Def.  I)  beziiglich  gehen  ihm 
voraus  und  in  der  umgekehrten  der  umgekehrten  Ordnung  gehen  sie  ihm  vor- 
aus beziiglich  folgen  sie  ihm  (Def.  I). 

b.  Der  letzte  Gegenstand  einer  Beilie  ist  der  erste  Getjetistmid  der  umge- 
kehrten Beilie. 

Denn  alle  Dinge,  welche  einem  Gegenstand  in  der  ersten  Reihe  voran- 
stehen, folgen  ihm  in  der  umgekehrten  Ordnung  (Def.  I)  und  alle  Dinge,  welche 
dem  letzten  in  der  ersten  vorangehen  (§  22),  folgen  ilim  daher  in  der  zweiten. 

Beisp.  In  der  Ordnung  AB  der  Dinge  AB  ist  A  das  erste  und  B  das  zweite,  in 
der  umgekehrten  Ordnung  BA  ist  B  das  erste  und  A  das  zweifle  Ding. 

b'.  Wenn  in  einer  Beihe  ein  Dimf  zwischen  zwei  andern  enthalten  i^ty  so 
ist  es  dickes  auch  in  der  umgekehrteti  Beihe. 

Denn  wenn  das  Ding  B  in  der  gegebenen  Reihe  nach  A  und  früher  als 
C  kommt,  so  folgen  sich  die  gegebenen  Dinge  in  der  Ordnung  ABC  (§  16)  und 
in  der  umgekehrten  Reihe  ist  C  das  erste  und  A  das  letzte,  daher  ist  B  wieder 
zwischen  A  und  C  enthalten.  (Def.,  §  23.) 

b".  Wenn  eine  Beilie  keinen  letzten  Gegenstand  hat,  so  hat  die  umgekehrte 
Beihe  keinen  ersten  Gegetu^tnnd. 

Denn,  wenn  sie  ihn  hätte,  so  hätte  die  gegebene  Reihe  einen  letzten  Ge- 
genstand (b). 
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Bern.  I.  Die  umgekehrte  Reihe  hat  also  im  Fall  h"  einen  letzten  Gegenstand 
(Def.,  §  19). 

Def.  IL  In  einem  solchen  Fall  sagen  wir  von  der  umgekehrten  Reihe,  sie 
JifAe  keinen  Anfang  und  sei  ebenfalls  imhegrenzt.  Das  Ding,  welches  man  er- 
hält, wenn  man  nach  einer  Reihe  mit  dem  letzten  Gegenstand  und  ohne  den 
ersten  eine  Reihe  mit  dem  ersten  und  ohne  den  letzten  Gegenstand  betrachtet, 
heisst  auch  Reifie.     Diese  Reihe  wird  ebenfalls  unbegrenzt  genannt. 

Bern.  II  Auf  diese  neuen  Begriffe  von  Reihen  sind  die  schon  gegebenen  Definitionen 
anzuwenden,  welche  unabhängig  von  der  Existenz  des  ersten  oder  des  letzten  (legen- 
Standes  sind. 

Bern.  III  Wir  können  nicht  allein  den  Fall  in  Betracht  ziehen,  dass  mehrere  Dinge 
A,  B^  C,  D,  . . .,  N,  ...  dem  Gedanken  gegeben  sind,  sondern  können  auch,  ohne  uns  zu 
widersprechen,  daran  festhalten,  dass  die  Ordnung  ein  wesentliches  Merkmal  der  gegebenen 
Dinge  sei  (§  18). 

§  34.  Def,  I.  Die  gegebene  begrenzte  oder  unbegrenzte  Reihe  kann  als 
geordnete  Gruppe  betrachtet  werden  (Bem.,  §  28).  Die  daraus  hervorgehende 
Gruppe  heisst  begrenzt  oder  unbegrenzt. 

Def.  IL  Betrachtet  man  die  Dinge  AB  CD  ...  N ...  einer  begrenzten  oder 
unbegrenzten  Reihe  in  Bezug  darauf,  dass  sie  eine  Gruppe  zusammensetzen 
§  13,  so  heisst  diese  Gruppe  im  ersten  Fall  (Def.  I)  begrenzt  in  der  Ordnung 
ABCD ...  N ...  der  Reihe,  im  zweiten  Fall  unbegrenzt  in  derselben  Ordnung. 

§  35.  Beim.  Da  die  einfache  begrenzte  Wiederholung  desselben  geistigen  Acts  (§  15) 
die  einfachste  Art  ist  eine  Reihe  zu  bilden  und  die  so  erhaltene  Reihe  ein  erstes  und  ein 
letztes  Ding  hat,  so  geben  wir  die  folgende 

Def.  Eine  begrenzte  Reihe,  welche  keine  unbegrenzte  Reihe  als  Theil 
enthält  (Def.  II,  §  32;  Def.  I,  II,  §  25;  Def.  11,  §  33),  wird  eine  natürliclie  Beihe 
oder  eine  begrenzte  Beihe  erster  Art  genannt. 

a.  Jedes  Ding  X  einer  begrenzten  Beihe  erster  Art  hat  ein  eonseeutives  ihm 
folgendes  wnd  ein  consecutives  ifim  vorcmgdtendes  Ding. 

Wenn  X  kein  consecutives  ihm  vorangehendes  Ding  hat  und  nicht  das 
erste  Ding  ist,  so  bedeutet  dies,  dass  es  in  der  Reihe  Dinge  gibt,  die  ihm 
vorausgehen  (Def.,  §  21).  Zwischen  einem  beliebigen  Y  von  diesen  Dingen 
und  X.  gibt  es  daher  ein  andres  Ding  der  Reihe,  sonst  wäre  Y  das  consecu- 
tive  X  vorangehende  Ding  (§  24),  was  gegen  die  Voraussetzung  ist.  Die  ge- 
gebene Reihe  würde  also  als  Theil  eine  unbegrenzte  X  vorangehende  Reihe  ent- 
halten, was  sinnlos  ist  (Def.).  X  kann  nicht  mehrere  consecutive  ihm  voran- 
gehende Dinge  haben,  z.  B.  Y  und  Z,  weil  entweder  Y  dem  Z  oder  Z  dem  Y 
vorangeht  (b,  §  21),  also  im  ersten  Fall  Y  das  consecutive,  Z  vorangehende, 
und  Z  das  consecutive,  X  vorangehende,  Ding  ist.  Analog  ist  es  im  zweiten 
Fall;  X  kann  daher  nicht  mehrere  consecutive  ihm  vorangehende  Dinge  habien. 

Aehnlich  wird  bewiesen,  dass  X  ein  consecutives  ihm  folgendes  Ding 
haben  muss. 

§  36.  Def.  Wenn  kein  Ding  in  der  Reihe  wiederholt  wird  (§  15),  heisst 
die  Reihe  einfach. 

a.     Jede  BeQie  kann  als  eine  einfache  Beihe  angeselien  werden. 
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Da  dif  von  demselben  Ding  in  der  Keilie  eingenommenen  Stellen  ver- 
scliif-d#;n  sind  lg  20),  so  können  wir  das  wiederholte  Ding  bei  jeder  Wieder- 
holung mit  einem  von  den  vorhergehenden  verschiedenen  Zeichen  belegen. 
Sf'tzt  man  demnach  voraus,  dass  das  wiederholte  Ding  mehrere  verschiedene 
Dinge  vorstelle,  so  gilt  die  Eigenschaft  der  Definition  für  alle  Dinge  der  Reihe. 

licw.  II.     Wenn  nicht  Anderes  hestiuimt  wird,  ho  meinen  wir,  die  Reihe  «ei  einfach. 

h.  fihui  hl  f'iner  nnfarUt-n  Ki-ilw  dir  Itelivhitjrn  Dhußc  ABC  gegeben^  so 
ist  ffifti't'dtr  If  A  zivischen  B  und  C  tnif^r  ;?y  B  zuisvhtn  A  und  V  oder  3)  C 
ztri.sfheH  A   und  B  rnthaW'U. 

Denn  ist  das  Ding  A  gegeben,  so  gehen  die  andern  Dinge  ihm  in  der 
Reihe  entweder  voraus  oder  sie  folgen  ihm  (b,  §  21).  B  und  C  folgen  also  ent- 
weder auf  A  oder  sie  gehen  voraus,  oder  auch  B  steht  vor  A  und  C  nach  A 
oder  endlich  ('  geht  A  voraus  und  B  folgt  ihm.  Wenn  B  und  C-  auf  A  in 
der  Ordnung  der  Reihe  folgen,  so  ist  in  dieser  Ordnung  entweder  B  das  erste 
Ding  oder  (\  Wenn  li  zuerst  kommt,  so  ist  B  zwischen  A  und  f '  enthalten, 
weil  B  auf  A  folgt  und  (!  vorausgeht  (§  23);  analog  liegt  C,  wenn  es  zuerst 
kommt,  zwischen  A  und  B,  womit  man  die  Fülle  2  und  3  erhält.  Gehen  B 
und  C  dem  A  voraus,  so  genügt  es  die  umgekehrte  zu  der  gegebenen  Reihe 
zu  betrachten,  filr  welche  die  vorstehendeji  Schlüsse  Geltung  haben.  Wenn 
aber  ein  Ding  in  ein(»r  Reihe  zwischen  andern  enthalten  ist,  so  ist  es  dies 
auch  in  der  umgekehrten  R^mIic  (b',  §  ;W);  es  treten  also  dieselben  B^älle  2  und  3 
ein.     In  den  andern  Füllen  endlich  liegt  A  zwischen  B  und  C, 

§  37.  a.  M^emi  ein  hesflmnifes  Dimf  A  <f(yef)efi  ist  (jedes  Ding  in  seinem 
Begriff  C^  4}  hetrnehtvt)  und  wenn  sieh  nicht  ableiten  lässt,  dass  A  die  (Tru])pe  aller 
der  /tfögfirMen  l)ingr  sei,  die  wir  hvtraehten  wollepi,  so  können  wir  ein  andres  nieht 
in  A  enthaltnies  (das  lieisst  ausserlfalh  A  liegende^j  und  von  A  utiabhängitfes 
iJiifg  dejdcnt. 

Wenn  aus  den  früheren  Sätzen  und  Operaticmen  hervorginge,  dass  es 
GegenstJinde  B  ausserhalb  A  gibt,  so  wäre  der  Beweis  nicht  uöthig.  Andern- 
falls gilt  der  folgende  Beweis:  Indem  wir  das  gegebene  Ding  A  betrachten, 
lassen  wir  es  einem  Act  a  des  Gedankens  entsprechen  (§  4).  Wiederholen  wir 
z.  I{.  ein  Ding  B  von  ^1,  welches  keine  Gruppe  ist  (Def.  I,  §  13;  Def.  I,  §26), 
wenn  A  selbst  eine  geordnete  oder  nicht  geordnete  Gruppe  ist,  und  betrachten 
wir  als  Merkmal  der  Vorstellungen  (§§  *J  und  4)  die  Ordnung,  in  welcher  sie  sich 
folgen  (§  ir»),  so  ist  die  zweite  Vorstellung  von  B  (§  3)  von  den  den  Dingen  der 
ersten  Vorstellung  entsprechenden  Vorstellungen  verschieden  (Def.  V,  §  8).  Be- 
zeichnet man  diese  zweite  Vorstellung  von  B  mit  B\  so  ist  das  Ding  B'  dem 
li  gleich  (Bern.  HI,  §  H)  fällt  al)er  mit  B  nicht  zusammen,  da  es  von  ihm 
verschieden  ist  (IV,  Def.  V,  8  >S). 

Wenn  z.  B.  die  zweite  V( Umstellung  dt»ni  ganzen  Ding  A  entspricht  und 
man  betrachtet  die  Orihiung  als  Merkmal  der  gedachten  Dinge,  so  erhfilt  mau 
eine  von  A  verschiedene  Vorstellung  A\  dit»  A  gleich  ist,  aber  nicht  mit  A  zu- 
sammenfällt, weil  sollst^  und  vi'  nicht  verschieden  wären  (^Def  V,  IV,  §  8  und  §  18). 
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Weil  wir  femer  den  geistigen  Act,  dem  Ä  entspricht  unabhängig  von 
dem  Act,  dem  A  entspricht,  festhalten  können,  so  ist  Ä  imabhängig  von  A^ 
d.  h.  die  Existenz  von  Ä  geht  nicht  aus  A  ohne  einen  willkürlichen  Act 
hervor. 

Wenn  man   dagejgen  sagt,  A  enthalte  alle  möglichen  Dinge,  welche  wir 

denken  wollen,  so  werden  damit  im  Voratis  die  nicht  in  A  enthaltenen  Dinge 

ausgeschlossen. 

Bern.  I.  Wir  werden  jedoch  jedesmal,  wenn  wir  dieses  Gesetz  auf  dem  beschränkten 
Gebiet  unsrer  möglichen  Formen  benutzen,  noch  andre  Gründe  zu  seiner  Unterstützung 
hinzufügen. ') 

Beiap.  Wenn  man  bei  gegebenem  Anschauungsraum  S  die  Vorstellung  des  Punktes 
von  derjenigen  des  Raumes  trennt  (siehe  die  emp.  Bem.  am  Anfang  des  ersten  Theils)  und 
man  bestimmt  nicht,  dass  der  Anschauungsraum  alle  möglichen  Punkte  enthalten  soll,  so 
können  wir  einen  andern  Punkt  ausserhalb  S  denken,  der  den  andern  Punkten  gleich  aber 
von  ihnen  verschieden  ist  oder  auch  einen  andern  S  gleichen  aber  von  S  verschiedenen 
Anschauungsraum  S'.  Unter  Anschauungsraum  verstehen  wir  hier  die  Vorstellung  von  der 
äusseren  Welt  (§  4)  und  nicht  etwa  diese  selbst. 

b.  Eine  begrenzte  oder  unbegrenzte  Eeihe  kann  als  Ttieü  eine  andre  unbe- 
grenzte Beihe  enthalten. 

Denn  zu  sagen,  eine  Reihe  sei  begrenzt,  bedeutet  nicht,  dass  sie  nicht 
eine  andre  unbegrenzte  Reihe  als  Theil  (Def.  U,  §  25)  enthalten  könne,  da  sie 
nur  dadurch  begrenzt  ist,  dass  sie  einen  ersten  und  letzten  Gegenstand  hat 
(Def.  I,  §  32).  Damit  ist  aber  keine  Eigenschaft  für  die  mittleren  Gegenstände 
(§  23)  gegeben.  Eine  begrenzte  oder  unbegrenzte  Reihe  kann  nach  den  bisher 
gegebenen  Definitionen  (Def  I,  U,  §  S2  und  Def.  U,  §  33)  als  ein  einziger  Gegen- 
stand (§  18)  und  dieser  Gegenstand  als  einer  andern  begrenzten  oder  unbegrenzten 
Reihe  angehörig  betrachtet  werden. 

Wenn  in  dem  Ganzen  MN  das  M  durch  eine  unbegrenzte  Reihe  gegeben 
ist,  so-  ist  MN  eine  begrenzte  Reihe  und  in  dieser  zweiten  Reihe  ist  M  das- 
erste  Ding.  Oder  wenn  die  Reihe  M  zum  ersten  Gegenstand  A  hat,  so  hat 
die  Reihe  MN  zum  ersten  Gegenstand  A  und  zum  letzten  N 

Def'.  Wenn  in  den  begrenzten  oder  unbegrenzten  Aufeinanderfolgen 
ABCD,..  und  A'B'CD\.,  A^A',  B  z^  B-,  ü  eel  C\  D  zii  1)'  u.s.w. 
ist,  so  heissen  die  Dinge  der  Reihen  der  Beihe  nadi  oder  bezüglich  gleich. 


II.  Kapitel. 

Erste  EigenschafteiL  der  abstracten  mathematischeii  Formen. 

Merkmale  der  abstracten  und  concreten  mathematischen  Formen  oder  Grössen. 

§  38.     Benu  I.    Die  Dinge,  welche  wir  von  nun  an  betrachten  wollen,  haben  ausser 
den  Merkmalen  des  Ganzen  und  der  Theile,  der  Ordnung  oder  der  Reihe  zum  Merkmal 

1)  Siehe  §  59. 

Teronea«,  Geometrie.  2 
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(1)  ABC  — (AB)  C 

(2)  ABC      A{BC), 

a.  Den  Gegenstmid  C  mit  dem  aus  der  Vereinigumj  von  B  mit  A  erhaltenen 
Ganzen  vereinigen  ist  gleichwerthig  damit,  das  durch  die  Vereinigmig  von  C  mit 
B  gegebene  Ganze  mit  dem  Gegetistand  A  zu  vereinigen. 

Denn  ans  (1)  und  (2)  erhält  man: 

{A B)  C  -  A [BC) .  (b,  §  n  und  HI) 

Bern.  I.  Solange  nicht  Anderes  bestimmt  wird,  soll  die  Operation  des  Vereinigens 
in  diesem  Sinn  aufgefasst  werden.  *) 

b.  Wenn  die  beliebigen  geordneten  oder  nidd  geordneten  Gruppen  (Ä)  und  (B) 
eine  jede  alle  Gegenstände  der  andern,  jedoch  nicht  verschieden  gruppirt,  etithält, 
so  ist  iA)—-  (B\ 

Denn,  sind  die  Gegenstände  von  {A)  gegeben,  so  erhält  man  durch  die 
Operation  des  Vereinigens  eine  einzige  Gruppe  (I;  Def.  II,  §  11).  Wenn  daher 
(B)  von  {A)  verschieden  wäre  (Def.  VIII,  §  8),  so  würde  man  im  Widerspruch 
mit  dem  Satz  1  aus  denselben  Gegenständen  mehrere  Gruppen  und  nicht  eine 
einzige  (Bern.,  §  8)  erhalten. 

c.  Die  Untergruppen  eitler  geordneten  Gruppe  (A)  sind  Untergruppen  der 
aus  den  Gegenständen  von  {A)  unabhängig  von  ihrer  Ordnung  gehildcten  Gruppe, 

Die  Gegenstände  voi^  {A)  sind  Gegenstände  der  Gruppe  (^Ä),  die  man  aus 
ihnen  bildet,  indem  man  sie  unabhängig  von  ihrer  Ordnung  betrachtet;  denn, 
indem  man  dieses  thut,  sieht  man  von  keinem  von  den  Gegenständen  ab;  sonst 
würde  man,  wenn  man  sie  von  Neuem  in  der  gegebenen  Ordnung  betrachtet, 
einen  andern  Gegenstand  denken,  was  gegen  11  verstösst. 

Wenn  (T)  eine  beliebige  Untergruppe  der  geordneten  Gruppe  {Ä)  ist  (Def. 
VIII,  §  13),  so  liefert  sie  eine  Gruppe  (jT'),  welche  der  Gruppe  {Ä)  angehört, 
und  da  es  in  {A^  Gegenstände  gibt,  welche  ausserhalb  (T)  sind  (Def.  II,  §  27) 
wie  z.  B.  den  Gegenstand  X,  so  gehört  X  der  Gruppe  (T')  von  (Ä)  nicht 
an  (II). 

Bern.  II.  Wenn  die  Gegenstände  von  {A)  nnd  (7?)  in  verschiedener  Art  aber  in  der- 
selben Ordnung  gruppirt  werden,  so  ergibt  sich  die  Gleichheit  aus  dem  Satz  111.  (Siehe 
a.  §  40.) 


1)  Siehe  die  Anmerkung  7.\\  §  4.  Einige  Autoren  bezeichnen  mit  Vereinigen  eine  allge- 
meine Operation,  während  sie  hier  fiir  uns  einen  besonderen  genau  abgegrenzten  Sinn  hat. 
So  versteht  Stolz  (Vorles.  üb.  Allg.  Arithm.  Leipzig,  ISBö.  Bd.  1.  Seite  2)  unter  eimleutiqer 
Verknüpfung  der  Grössen  a,  h,  c  .  .  .  eines  gegebenen  Systems  eine  Begel,  nach  welcher 
jeder  oder  auch  einigen  Gruppen  ah  nur  eine  (trössc  c  dieses  oder  eines  andern  Systems 
entspricht.  Um  die  Verknüpfung  zu  bezeichnen,  gebraucht  er  die  Zeichen  o,  0,  u.s.w.  Kr 
schreibt  aoh  =^  c  und  liest  a  mit  h  ist  c.  Die  Verknüpfung  wird  in  diesem"  Fall  allge- 
mein aufgefasst.  Auch  die  Operation  ^  {A  -\-  B)  ist  eine  Verknüpfiing,  die  commutativ 
aber  nicht  associativ  ist  (^an  demselben  Ort.  Anm.  2  zu  Kap.  III.  Seite  38Ü.  Siehe  auch 
Hankel  Vorl.  üb.  compl.  Zahlen,  1867  Seite  21).  Dass  man  A  o  B  ^  \{A  -\-  B)  wenn  man 
will:  A  mit  B  ist  (7,  wobei  C  ==  ^{A-{-B)  ist,  lesen  kann,  ist  zweifellos;  in  diesem  Fall 
hat  aber  das  mit  nicht  mehr  seinen  ursprünglichen  und  gewöhnlichen  Sinn  und  entspricht 
nicht  mehr  der  einfacheren  Vereinigung  des  B  mit  A. 
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8. 

Die  Operation  des  Zerlej^ens.  —  Die  Orappe  Nnll.  —  Ausdehnung  der 

Operation  des  Wegnehmens. 

§  30.  Def.  Ein  gegebenes  Ding  X  in  Thcile  zerUxfen  ist  die  Operation,  mit- 
telst welcher  die  Theile  Aj  By  C,  I),  .  . .,  N  bestimmt  werden,  welche  zusammen 
vereinigt  das  Ghinze  X  geben. 

a.    Dan  Zerlegen  ist  die  umgekehrte  Operation  des  Vereinigens, 
Deim   aus   der  Vereinigung  der  gegebenen  Theile  ABCI).,.N.,.  erhält 
man  das  Ganze  und  aus  dem  Ganzen  durch  Zerlegung  die  Theile  ABCD ,,.N ... 
(Def.,  §  12). 

§  31.  Bern.  I.  Wenn  ich  von  den  Theilen  ABCD...N...  einer  Gruppe  einen 
oder  mehrere  Theile  wegnehme,  jedoch  nicht  alle,  so  sind  die  nicht  weggenommenen  die 
übrig  bleibenden  Theile  (§  7). 

Def.  L  Um  auszudrücken,  dass  nicht  irgend  ein  Theil  übrig  bleibt,  wemi 
alle  Theile  vom  Ganzen  weggenommen  werden,  sagen  wir:  Es  bleibt  Nichts 
übrig.  Um  unnütze  Unterscheidungen  und  die  dadurch  entstehenden  Verwick- 
lungen zu  vermeiden,  sagen  wir  auch:  Li  einem  solchen  Fall  erhält  man  eifie 
Gruppe  NtM.^) 

UebereinkunfL  In  die  Operation  des  Wegnehraens  eines  oder  mehrerer 
Theile  vom  Ganzen  wollen  wir  uns  für  die  Zukunft  die  Operation  des  Zerlegens 
des  Ganzen  in  Theile,  wenn  die  Zerlegung  nicht  schon  ausgeführt  ist,  einge- 
schlossen vorstellen. 

Bern.  IL  In  diesem  Sinn  können  die  Operationen  des  Vereinigens  und  des  Weg- 
nehmens  als  umgekehrte  betrachtet  werden,  weil  die  erste  Operation  aus  den  Theilen  da« 
Ganze  liefert.,  während  uns  die  zweite  nach  Ausfährung  der  Zerlegung  aus  dem  Ganzen 
jeden  Theil  dadurch,  dass  man  von  den  andern  Theilen  absieht,  kennen  lehrt  (§  7). 

Bern.  III.  Wenn  es  sich  um  eine  geordnete  Gruppe  handelt,  so  erfolgt  die  Operation 
des  Wegnehmens,  da  Hie  die  Umkehrung  derjenigen  des  Vereinigens  ist,  in  der  umgekehrten 
Ordnung  wie  die  Operation  des  Vereinigens. 

9. 

Begrenzte  und  unbegrenzte  Reihe  und  geordnete  Ornppe.  —  Begrenzte  Reihe 

der  ersten  Art.  —  Reihe  von  Reihen. 

§  32.  Def,  L  Wenn  eine  Reihe  einen  ersten  und  einen  letzten  Gegenstand 
(§  22)  hat,  heisst  sie  begrenzt 

Beiap.    Die  Reihe  meiner  Vorstellungen  ABC  ist  begrenzt. 

Def,  IL  Wenn  die  Reihe  kein  letztes  Ding  hat,  wird  sie  unbegrenzt  oder 
chne  Emle  genannt,  woraus  folgt,  dass,  wenn  jeder  Gegenstand  der  gegebenen 
Reihe  ein  consecutives  auf  ihn  folgendes  Ding  hat  (§  24),  die  in  Betracht  ge- 
zogene Reihe  unbegrenzt  ist. 

1)  Auf  diese  Weise  wird  der  Uebereinkunft  gemäss  Nichts  als  Etwas  betrachtet,  das 
beisst  als  eine  Gruppe  mit  keinem  Ding. 
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ein  Elemeut  von  ßj  aber  in  ß  gibt  es  ein  Element,  welches  auf  dasselbe  folgt 
und  welches  in  derselben  Ordnung  auch  y  augehört  (Def.  ü,  §  33).  Es  ist  dess- 
halb  widersinnig,  dass  y  ein  letztes  Element  habe  (IV,  §  8). 

a".   In  e'iTißr  begrenzten  Reihe  kt  dk  lieUie  mit  erstem  Eletnent,  welclie  auf 
(ine  bayrenzti'  lieiJie,  einen  Theil  der  gegebenen  lieihe,  folgte  ebenfalls  heyrefizt. 
Denn  wäre  sie  unbegrenzt,   so  wäre  die  gegebene  lieihe  unbegrenzt  (a'). 

a'".  Die  lieihe,  welcJie  auf  eine  begrenzte  Beilie  in  einer  unhexirenzten  BeHie 
ohne  letztes  Element  folgt,  int  ebenfalls  unbegrenzt. 

Denn  wäre  sie  begrenzt,  so  würde  sie  mit  der  ersten  eine  begrenzte  Reihe 
bilden  (a). 

Def,  III.  Eine  unbegrenzte  Reihe,  welche  ein  erstes  Element  hat,  nennen 
wir  unbegrenzt  von  der  ersten  Art,  wenn  ihre  begrenzten  Theile,  die  zum  ersten 
Element  dasjenige  der  gegebenen  Reihe  haben,  von  der  ersten  Art  sind  (Def.  II, 
§  32;  Def.  II,  §  25  und  §  35). 

b.  Jede  begrenzte  lieihe  einep'  urdiexfrenzten  Reihe  erster  Art  ist  erster  Art. 
Wenn  die  begrenzte  Reihe  ß  ihr  erstes  Element  in   dem  ersten  Element 

der  unbegrenzten  Reihe  hat,  so  muss  sie  diese  Eigenschaft  haben  (Def.  III). 
Wemi  sie  nicht  dasselbe  erste  Element  hat,  so  heisst  das,  dass  in  der  unbe- 
grenzten Reihe  eine  Reihe  a  existirt,  die  ihr  vorausgeht  (Def.  EL).  Wenn,  ß 
nicht  begrenzt  von  der  ersten  Art  (§  35j  ist,  so  heisst  das,  dass  sie  als  einen 
Theil  eine  unbegrenzte  Reihe  enthalten  muss  (§  35);  aber  die  Reihe  aß  ist 
begrenzt  (a)  und  hat  dasselbe  erste  Element,  wie*  die  unbegrenzte  Reihe  erster 
Art;  die  letztere  würde  also  eine  unbegrenzte  Reihe  als  Theil  enthalten  (c,  §  26; 
Bem.,  §  28),  was  widersinnig  ist  (Def.  HI  und  §  35). 

c.  Die  umgekehrte  Reihe  einer  begrettzten  Reihe  der.  ersten  Art  ist  ebenfalls 
begrenzt  vofi  der  ersten  Art. 

Demi  es  sei  ABCD ...LM  die  gegebene  Reibe,  die  A  zum  ersten  und 
M  zum  letzten  Element  hat  (§10  und  Def.  1,  §  32).  Die  umgekehrte  Reihe 
ML...DCBA  ist  begrenzt,  weil  M  das  erste  imd  A  das  letzte  Glied  derselben 
ist  (Def.  I,  §  33).  Wenn  nun  die  zweite  Reihe  eine  unbegrenzte  Reihe  z.  B. 
ML.  ..X. . .  enthielte,  die  der  Reihe  DCBA  (Def  M)  vorausgeht,  so  wäre  in 
der  lieihe  ML ...X...  kein  letztes  Element  (Def  U,  §  32)  und  desshalb  hätte- 2) 
in  der  gegebenen  Reihe  kein  auf  es  folgendes  consecutives  Element  (§  24).  Denn- 
hätte  es  ein  solches,  so  wäre  es  djis  letzte  Element  der  Reihe  ML ...X. . .,, 
die  DCBA  in  der  umgekehrten  Reihe  vorausgeht  (b',  §  33).  Die  gegebene 
Reihe  wäre  folglich  nicht  begrenzt  von  der  ersten  Art  (§  35 j. 

d.  IHe  Reihe,  weleJie  in  einer  unbeyrenztcn  Reihe  erster  Art  a  auf  eine 
begrenzte  Reihe  folgt,  i^t  ebenfalls  unbegrenzt  von  der  ersten  Art. 

Denn  sie  ist  unbegrenzt  nach  a"  und  W4'nn  sie  nicht  unbegrenzt  von  der 
ersten  Art  wäre,  so  müsste  sie  wejiigstens  eine  unbegrenzte  Reihe  enthalte;i 
und  Elemente  ausserhalb  dieser  Reihe  (§  35  mid  Def  III).  Da  aber  die  Elemente 
und  Ordnujig  derselben  nach  der  Voraussetzung  Elemente  und  Ordnung  von  a 
sind,  so  wäre  a  nicht  unbegrenzt  von  der  ersten  Art  (Dei'.  1, 11,  §  25  und  Def.  III). 
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e.  Eine  unbegrenzte,  in  einer  unbegrenzten  Reihe  erster  Art  entlialtene,  Beihe 
ist  ebenfalls  von  der  ersten  Art. 

Der  Beweis  ist  dem  vorhergehenden  analog  (Def.  I,  §  25). 

f.  Jede  Untergruppe  einer  geordneten  natürlichen  Gruppe  ist  ebenfalls  eine 
geordnete  natürliche  Gruppe, 

Denn  wäre  sie  es  nicht,  so  wäre  die  Reihe  ihrer  Elemente  wenigstens 
unbegrenzt  von  der  ersten  Art  (§  25;  Bem.,  §  28;  §  35;  Def.  HI)  und  es  ent- 
hielte daher  die  Reihe  der  gegebenen  Gruppe  der  Voraussetzimg  zuwider  eine 
unbegrenzte  Reihe  (§  35  und  Bern.,  §  28;  Def.  11,  §  25). 

g.  Jede  natürliche  Gruppe  M),  welche  als  Theil  eine  Gruppe  (B)  enthält, 
deren  erstes  Element  in  dem  ersten  Element  von  {A)  liegt,  erhält  man  aus  [B) 
durch  einfache  successive  Vereinigung  andrer  Elemente, 

Oder  in  andern  Worten:  Die  Reihe  der  Elemente  von  (A),  welche  auf 
(B)  folgt,  ist  begrenzt  von  der  ersten  Art  (Def.  II;  §  35;  Def.  I,  §  26;  Bem., 
§  28;  Def.  11,  §  25).  Wenn  sie  es  nicht  wäre,  müsste  sie  wenigstens  eine 
unbegrenzte  Reihe  enthalten  und  (A)  könnte  daher  keine  natürliche,  Gruppe 
sein  (c,  §  26;  §  35). 

h.  Wenn  (A)  mid  (B)  beliebige  Untergrupjmi  einer  geordneten  Grtippe  (C) 
sind  und  d<is  erste  Elemetit  von  (C)  auch  dasjenige  von  (A)  xoid  (B)  i.st  und  nicht 
aUe  Elemente  von  (B)  Elemente  von  (A)  sind,  so  ist  {Ä)  eine  Untcrgi'uppe  von  (B), 

Es  bedeutet  dies,  dass  (B)  Elemente  hat,  welche  auf  diejenigen  von  {A) 
folgen,  weil  jedes  Element,  welches  in  (C)  einem  beliebigen  Element  von  (^4) 
vorausgeht,  {A)  angehört  (Def.,  §  21;  Def.  11,  §  27;  Bem.,  §  28).  Jedes  Element 
von  (J.)  geht  daher  jedem  Element  von  (B)  voran  (Def.,  §  21  und  Bem.,  §  2H), 
{A)  ist  demnach  ein  Theil  von  {B).  (Def  U,  §  27). 

i.  Die  Untergruppen  eifie/  geordneten  unbegrenzten  Gruppe  der  ersten  Art 
{Al),  die  man  a/us  dem  ersten  Element  erhält,  indem  nmn  naeheimuider  die  Elemente 
der  Gruppe  mit  der  vorhergehenden  Untergruppe  vereinigt,  bilden  eitle  unbegrenzte 
Beihe  der  erstell  Art. 

Alle  diese  Untergruppen  haben  nach  dem  Gegebenen  dasselbe  erste  Element 
(§  16;  Def.  11,  §  27).  Eine  jede  muss  eine  geordnete  natürliche  Gruppe  sein 
(Def.  ni;  §§  26  und  35).  Wenn  die  sämmtlichen  genannten  Untergruppen  eine 
begrenzte  Reihe  bildeten,  so  gäbe  ös  eine  letzte  Untergruppe  (B)  von  (^), 
deren  letztes  Element  X  auch  das  letzte  Element  von  {A)  wäre;  denn  wäre  in 

(A)  ein  auf   X  folgendes  consecutives  Element    F,   so   wäre  die   Untergruppe 

(B)  nicht  die  letzte,  sondern  (B)  Y  (§  22).  Die  Gruppe  (A)  wäre  daher  der 
Voraussetzung  zuwider  begrenzt.  Die  Reihe  muss  unbegrenzt  von  der  ersten 
Art  sein,  weil  sie  sonst  eine  begrenzte  Untergruppe  enthielte,  welche  nicht 
von  der  ersten  Art  und  nach  dem  Gegebenen  ein  Theil  von  [A)  wäre,  was 
widersinnig  ist  (b). 

1.  Ist  eine  begrenzte  oder  unbegrenzte  Beihe  der  ersten  Art  ABCD,.,LM,,, 
gegeben,  so  reicht  es,  um  zu  beweisen,  dass  eine  Eigenschaft  P  für  alle  Formen 
der  Beihe  •gut,  hin,  zu  beweisen: 

1.  dass  P  für  die  erste  Fonn  A  der  Beilie  gilt; 
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2.  dass  sie,  vorausgesetzt  sie  gelte  für  eine  heli^^ig  aus  der  Beihe  ausgewählte 
Form  X,  auch  für  die  consecutive  auf  sie  folgende  Form  gilt. 

Nehmen  wir  an,  die  Formen  der  gegebenen  Reihe,  welche  die  Eigenschaft 
P  haben,  bildeten  eine  Reihe  ö\  Diese  wird  wegen  (1)  und  (2)  ein  Theil  der 
gegebenen  Reihe  Ö  sein  (Def.  ü,  §  25).  Die  Reihe  d'  kann  nicht  begrenzt  sein, 
weil  die  Eigenschaft  P,  die  für  jede  gegebene  Form  von  ihr  gilt,  auch  ftlr  die 
consecutive  auf  sie  in  ä  folgende  Form  gilt,  welche  mithin  der  Reihe  d'  an- 
gehört (2).  Wenn  es  aber  in  ö  andere  nicht  in  d'  enthaltene  Formen  gäbe, 
so  wäre  ö  nicht  unbegrenzt  von  der  ersten  Art,  weil  es  als  Theil  eine  unbe- 
grenzte Reihe  enthielte  (Def.,  §  35  und  Def.  III);  folglich  u.  s.  w. 

r.  Wenn  eine  Eigenschaft  P  für  jede  gegebene  Form  eifier  unbegrenzten  Beihe 
erster  Art  gilt,  so  gilt  sie  für  alle  Formen  der  Beihe, 

Denn,  wenn  sie  für  jede  gegebene  Form  X  gilt,  so  gilt  sie  auch  für  die 
consecutive  auf  sie  folgende,  welche  die  erste  Form  nach  X  ist,  womit  der 
Satz  bewiesen  ist  (1).*) 

3. 

Associationsgesetz  einer  geordneten  Gruppe.  —  Wie  die  Operation  des  Ver- 

einif^ens  keine  eindeutige  Operation  sein  kann. 

§  40.  a.  Wenn  mehrere  Untergruppen  einer  geordneten  Gruppe  gegeben  sind, 
die  kein  gemeinsames  Element  haben  aber  alle  ElemerUe  der  Gruppe  entlialten,  so 
kann  man  die  Gruppe  so  ansehen,  als  ob  sie  durch  die  successive  Vereinigung  der 
Untergruppen  in  der  Beiliefi folge,  in  weldier  sie  sich  in  der  gegd>€neti  Gruppe 
folgen,  entstanden  wäre,     (Associationsgesetz  des  Vereinigens.) 

Denn  es  ist: 

(ÄBC)D  =  {{AB)C)D  =  {AB)CD  -:   {A{BC))D  zie  A(BC)D  = 

-  A{(BC)D)  -  A{B(CD))  IE.  (AB)(CD)  -  ABCD     (a,  §  29). 

Nehmen  wir  an,  wir  hätten  diesen  Beweis  successiv  wiederholt  und  es 
gelte  die  obige  Eigenschaft  für  die  natürliche  durch  die  Reihe  ABCD...A^B^ 
gegebene  geordnete  Gruppe.     Man  hat  dann: 

(ABCD . . .  A,)B,       ABOD . . .  A^B, , 

wobei  mit  dem  Symbol  {ABCD .  ..A^)B^  'gemeint  ist,  dass  B^  mit  dem  Ganzen 
(ABCD ...A^)^   welches   nach  der  Voraussetzung   die   obige  Eigenschaft  hat^ 

1)  Der  dem  mathematischen  Publicum  durch  »eine  Arbeit.  ,,Die  Axiome  der  Geometrie 
1887**  bekannte  B.  Erdmann  bemerkt  in  seiner  Schrift:  „Zjir  Theorie  des  Syllogismus  und 
der  Induction.  Phil.  Aufsätze.  Eduard  Zeller  .  .  .  gewidmet.  1887,  Seite  197— -238",  dass 
es  unrichtig  sei,  den  Beweis  nach  den  beiden  Vorschriften  von  1  einen  Beweis  mittelst  voÜ- 
konxmener  Induction  zu  nennen,  weil  die  Induction  immer  eine  Hypothese  enthalte,  nämli(di 
die,  dass  eine  Wahrheit,  die  in  einigen  Fällen  einer  Reihe  stattfinde,  auch  in  den  andern 
Fällen  der  Reihe  gelte.  Er  meint,  der  Beweis  sei  vollständig  deductiv,  obgleich  das  leitende 
Merkmal  inductiv  wäre.  Man  muss  daher,  wie  wir  gethan  haben,  beweisen,  dass,  wie  die 
Reihe  S'  in  8,  so  auch  8  in  der  Reihe  8'  enthalten  ist.  Wie  man  aber  sieht,  ist  1  eine 
unmittelbare  Folge  der  Definitionen  der  begrenzten  und  unbegrenzten  Reihe  erster  Art.  Bei 
unserm  Gedankengang,  der  uns  bei  der  Construction  der  ersten  begrenzten  und  unbegrenzten 
Reihen  (§§  3,  14,  15,  16,  Bem.  §  35,  Def.  111)  der  natürlichste  scheint,  folgt  der 'obige  Satz 
aus  dieser  Construction  als  specielle  Eigenschaft  dieser  Reihen. 


40.  41]      Die  Operation  des  Vereinigens  kann  keine  eindeutige  Operation  sein.  23 

vereinigt  worden  ist,  während  unter  dem  Symbol  ABCD ...  A^B^  verstanden 
ist,  dass  B^  mit  A^  vereinigt  ist,  welches  schon  u.  s.  w.,  welches  schon  mit  7), 
welches  schon  mit  (7,  welches  schon  mit  1?,  welches  schon  mit  A  vorher  ver- 
einigt worden  war.     Man  hat  also: 

({ABCD,..A,)B,)C,*={ABCI)...A,)B^C,  (a,  §  29) 

—  ABCD...A,B,C,  (b,  §9;  I,  §  29). 

Und  wie  nach  der  Voraussetzimg  z.  B. 

ABCD.. . MN. .,A,B,  =  (ABCD.. .  M)(N. .-.A^B,) 

ist,  so  ist  auch: 

ABCD.. .  A,B,  C,  I-  {ABCD.. .  M)(N. . .  A,B,)C, 

^(ABCD...M)(N...A,B^C,). 

Das  heisst,  man  kann  die  iClammem  in  der  natürlichen  Gruppe,  die  durch 
die  geordnete  Reihe  ABCD ..  A^B^C^  gegeben  ist,  weglassen,  wenn  man  sie 
in  der  durch  die  Reihe  ABCD ...A^B^  gegebenen  Gruppe  weglassen  kann. 
Diese  Gruppe  erhält  man  aber  aus  der  vorhergehenden  consecutiven  Gruppe 
durch  die  Vereinigung  mit  einem  andern  Element  (Def,  I,  §  20;  Bem.,  §  28) 
und  wie  diese  Eigenschaft  flll,  §  29)  fitr  die  durch  die  Reihe  ABC  gegebene 
Gruppe  gilt,  so  gilt  sie  auch  für  jede  begrenzte  Gruppe  einer  unbegrenzten 
Gruppe  erster  Art  (Def.  lü,  i,  1,  §  39).  Man  sieht  leicht,  dass  die  Eigenschaft 
fQr  die  ganze  Gruppe  gilt  (1',  §  39). 

Der  Satz  behält  auch  in  dem  Fall  seine  Gültigkeit,  wenn  die  Reihe  der 
Formen,  welche  die  geordnete  Gruppe  zusammensetzen,  nicht  erster  Art  ist.  Denn 
das  Ganze,  das  sich  aus  einer  unbegrenzten  Reihe  erster  Art  (Bem.,  §  28)  ergibt, 
welches  wir  mit  T  bezeichnen  wollen  und  welches  die  genannte  Eigenschaft 
hat,  lässt  sich  als  eine  einzige  Form  betrachten,  mit  welcher  andre  Formen 
vereinigt  werden.  Wenn'  man  mit  T  eine  andre  Form  A'  vereinigt,  so  erhält 
man  das  Ganze  TA\  Aber  T  ist  auch  T  T\  wenn  T  eine  begrenzte  Unter- 
gruppe von  T  ist,  deren  Elementenreihe  dasselbe  erste  Element  hat,  und  wenn 
T"  die  übrig  bleibende  Untergruppe  ist.     Wir  erhalten  also: 

TA'  __-  (T'T")^'  ^  TiT'A'). 

Mit  andern  Worten:  eine  unbegrenzte  Gruppe  in  Vereinigung  mit  andern 

Formen  wird  in  eine  begrenzte  Reihe  von  Untergruppen  zerlegt,   welche  alle 

Elemente  der  gegebenen  Gruppe  enthalten,  ohne  ein  gemeinschaftliches  Element 

zu  haben,  und  auf  diese  Reihe  in  Vereinigung  mit  der  ersten  der  gegebenen 

Formen  ist   das  Associationsprincip   anwendbar.     Hätte   die  Reihe    der   andern 

gegebeneu  Formen  keine  erste  Form,  so  lässt  sich  auch  sie  in  eine  begrenzte 

Reihe  von   Untergruppen  zerlegen,  deren  successive  Vereinigung   sie   vorstellt 

(§  26).     Der  Satz  ist  so  für  jeden  Fall  bewiesen. 

Bern.  Es  versteht  sich,  dass  sich  hier  c^s  Vereinigen  auf  Dinge  bezieht,  die  ihrer 
Position  nach  schon  gegeben  sind,  und  dass  es  den  Sinn  des  einfachen  Zusammendenkens  hat. 

§  41.  Bern.  Wenn  bei  der  Operation  des  Vereinigens  die  Art  der  Position  der  Theile 
unter  sich  und  die  Ordnung  derselben  (Bem.  und  Def.  I,  §  38)  als  Bedingungen  der  Operation 
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(Def.  I,  §  10)  angesehen  werden,  alsdann  hängt  das  Ganze  offenbar  von  der  Art  und  der 
Ordnung  ab,  in  welcher  seine  Theile  vereinigt  werden,  und  die  Vereinigung  ist  nicht  länger 
eindeutig,  da  die  Ordnung  und  die  Art  der  Vereinigung  der  Theile  verschieden  sein  kann. 
Daraus  folgt,  dass,  wenn  die  Theile  Ä^  B,  C,  J)  eines  Ganzen  der  Reihe  nach  (Def,  §  87) 
den  Theilen  eines  andern  Ganzen  gleich  «ind,  das  erste  Ganze  dem  zweiten  nicht  gleich 
zu  sein  braucht;  dazu  ist  nöthig,  dass  auch  die  Ordnung  und  die  Art  der  Position  der 
Theile  im  Ganzen  dieselbe  sei  (Def.  III,  §  9).  Ks  ist  auch  möglich,  dass  das  Ganze  AB  CD 
mit  dem  Ganzen  A'  B'  C  T)'  identisch  ist,  aber  nicht  identisch  mit  dem  aus  der  Umkehrung 
des  vorigen  erhaltenen  Ganzen  V  C  B'  A'  ist.  Wenn  wir  desshalb  Formen  gleich  nennen, 
so  fassen  wir  sie  als  gleich  in  der  gegebenen  Ordnung  auf,  in  der  sie  gleich  sind,  und 
müssen  von  Anfang  an  und  im  Allgemeinen  voraussetzen,  dass  sie  in  andrer  Ordnung  nicht 
gleich  sind. 

Beüsp.  1.  Mit  denselben  Mosaiksteinen  von  verschiedener  Farbe,  die  in  Bezug  auf 
ihre  übrigen  Merkmale  als  gleich  vorausgesetzt  werden,  kann  man  verschiedenes  Mosaik- 
pflaster bilden.  Sie  können  in  derselben  Ordnung  in  Bezug  auf  ihre  Aufeinanderfolge  und 
in  verschiedener  Art  (so  dass  sie  verschiedene  Zeichnungen  bilden")  zuKammengesetzt  werden; 
oder  in  derselben  Art  (so  dass  sie  dieselbe  Zeichnung  bilden)  und  in  verschiedener  Ord- 
nung. Der  Unterschied  in  der  Ordnung  ist  in  diesem  Fall  durch  den  Unterschied  der 
Farbe  gegeben. 

Beisp.  2.  Setzt  man  die  Stucke  eines  zerbrochenen  Weinglases  in  einer  gegebenen 
Ordnung  und  auf  eine  gegebene  Art  zusammen,  so  erhält  man  (abgesehen  von  den  Gesetzen 
der  Physik)  wieder  das  ursprüngliche  Glas,  setzt  man  sie  dagegen  anders  zusammen,  so 
erhält  man  im  Allgemeinen  ein  andres  dem  gegebenen  Weinglas  nicht  identisches  Ganze. 


4. 

Eindeutiger  Zasammenhang  in  derselben  Reihenfolge  zwischen  verschiedenen 

Ornppen. 

§  42.  Def,  T.  Wenn  zwischen  den  Elementen  A  und  X,  B  und  F,  C  und 
Z  u.  s.  w.,  welche  bezüglich  den  Gruppen  {A)  und  (^4')  angehören,  ein  belie- 
biges gemeinschaftliches  Verhältniss  (Def.  IV,  §  8)  existirt  oder  aufgestellt  wird 
der  Art,  dass,  wenn  ein  beliebiges  Element  (Def.  Vlll,  §  1 3)  der  ersten  Gruppe 
gegeben  wird,  dieses  Verhältniss  in  Bezug  auf  eines  oder  mehrere  der  Elemente 
der  zweiten  Gruppe  besteht,  so  sagt  man,  die  Gruppen  entsprächen  sich  in 
Bezug  auf  das  genannte  Verhältniss. 

Die  Elemente  A  und  X,  B  und  F,  C  und  Z  u.  s.  w.  heissen  die  enir 
sprechendefi  Elemente  der  gegebenen  «Gruppen. 

Def.  IL    Wenn  jedem  Element  A  der  ersten  ein  einziges  Element  Ä'  der 

zweiten  Gruppe  entspricht  und  jedem  Element  Ä'  der  letzteren  dasselbe  Element 

Ä  der  ersten  und  nur  dieses  Element  entspricht,  so  sagt  man,  die  Elemente  der 

gegebenen  Gruppen  entsprächen  sich  eindeutig,  und  der  Zusammenhang  heisst 

eindeutig  und  gegenseitig  oder  bloss  eindeutig,^) 

Bern.  I.  Kein  Element  einer  Gruppe  bedeutet,  dass  man  von  jedem  Element  der  Gmppe 
abstrahirt  (§§  7  und  29);  desshalb  ist  kein  Element  nicht  Element  der  Gmppe  (IV,  §  8); 
es  ist  daher  nicht  möglich,  dass  bei  eindeutigem  Zusammenhang  einem  Element  der  Gruppe 
kein  Element  der  andern  Gruppe  entspreche. 

« 

1)  Wir  beschäftigen  uns  nur  mit  diesem  eindeutigen  Zusamnienhang ;  wenn  wir  also 
von  eindeutigem  Zusammenhang  sprechen,  so  ist  damit  gemeint,  dass  er  auch  gegenseitig 
sei.     Das  Verhältniss  des  Zusammenhangs  ist  beliebig. 
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Beiftp.  iß  So  besteht  zwischen  den  Formen  und  ihren  Zeichen  ein  eindeutiger  Zusammen- 
hang, wenn  jedem  Zeichen  ein  Ding  entspricht  und  einem  Ding  ein  Zeichen  (§  5). 

Bern.  Tl.  Wenn  die  Gruppen  (Ä)  und  (B)  geordnet  sind  und  sich  eindeutig  in  der 
Art  entsprechen,  dass 

1)  entsprechende  Elemente  zwischen  entsprechenden  Element-en  enthalten  sind  und 
man,  wenn  die  Gruppen  begrenzt  sind,  das  erste  Element  als  zwischen  dem  letzten  und 
dem  zweiten  und  das  letzte  als  zwischen  dem  ersten  und  dem  dem  letzten  consecutiv  voran- 
gehenden (§  24)  (dem  vorletzten)  Element  liegend  ansieht  und 

2)  dass  den  Elementen,  welche  einem  gegebenen  Element  vorausgehen,  Elemente 
entsprechen,  welche  dem  dem  gegebenen  entsprechenden  Element  vorausgehen, 

80  ist  €8  gerechtfertigt  zu  sagen,  die  Gruppen  {Ä)  und  (B)  entspröjchen  sich  in  derselben 
Beihenfolge.  In  der  That  ist,  die  relative  Stellung  der  entsprechenden  Elemente  in*  den 
Gruppen  nach  der  Definition  in  §  21  (§§  14,  16,  Def.  VII,  §  8)  dieselbe. ') 

Def,  IIL  Von  den  Gruppen  (Ä)  und  (B),  die  den  Bedingungen  der  vor- 
stehenden Bern,  genügen,  sagt  man,  sie  entsprächen  sich  eindeutig  und  in  d^r- 
sdbeft  Beihenfolge, 

Wenn  nur  die  erste  Bedingung  der  Bemerkung  11  und  nicht  die  zweite 
erf&llt  ist,  so  sagt  man,  {Ä)  und  (B)  entsprächen  sich  eindeutig  in  umgeJcehrter 
Ordnung. 

Beisp.  2.  Eine  Reihe  von  Dingen  und  die  Reihe  der  entsprechenden  Begriffe  (§  4) 
entsprechen  sich  eindeutig  und  in  derselben  Ordnung. 

Beisp,  3.  Wenn  man  in  den  gegebenen  Gruppen  AB  ÜBE,  Ä' B' C I)' E'  sich  C 
und  A,  D'  und  J9,  E'  und  C,  A'  und  7>,  B'  und  E  entsprechen  lässt  und  umgekehrt.,  so 
entsprechen  sich  die  Gruppen  eindeutig  und  in  derselben  Ordnung. 

Beisp.  4.  Wenn  sich  dagegen  im  vorigen  Fall  A  und  B\  B  und  7)',  C  und  A\  D 
•und  E\  E  und  C  entsprechen,  so  entsprechen  sich  die  Gruppen  eindeutig  aber  nicht  in 
derselben  Ordnung. 

a.  In  geordneten  Gruppen  {A)  und  (B),  die  sieh  eindeutig  und  in  derselben 
oder  der  umgekehrten  Ordnung  entsjyrecJienj  entsprechen  consex^itiven  Elementen  in 
der  einen  consecuUve  Elemente  in  der  andern. 

Und  umgekehrt:  Wenn  sich  die  consecutiven  Elemente  eindeutig  enisprechefn, 
so'  entsprechen  sich  die  Gruppen  eindeutig  und  in  derselben  oder  der  umgekehrten- 
Ordnung. 

Denn  wenn  den  beliebigen  consecutiven  Elementen  AB  der  einen  (Def.  Vlll, 
§  13)*)  nicht  consecutive  Elemente  der  andern  entsprächen,  so  würde  das  Element 
X,  welches  einem  zwischen  den  Elementen  A'  und  B*  (§§  23  und  24)  liegen- 
den Element  X'  entspricht,  nach  der  Voraussetzung  nicht  zwischen  A  und  B 
enthalten  sein  und  die  Gruppen  entsprächen  sich  nicht  in  derselben  oder  in 
umgekehrter  Ordnung  (Def.  lü  und  Bem.  U). 

Wenn  sich  femer  die  consecutiven  Elemente  eindeutig  entsprechen,  so 
entspricht  jedem  zwischen  'den  beliebigen  Elementen  A  und  B  in  der  ersten 
Gruppe  liegenden  ElemAit  X  ein  zwischen  den  entsprechenden  Elementen  A' 
und  B'  liegendes  Element  X'  und  damit  ist  auch  die  umgekehrte  Eigenschaft 
bewiesen  (Def.  III  und  Bem.  II). 


1)  Siehe  die  Anm.  zu  §  9. 

2)  Diese  Definition  gilt  sowohl  für  die  Reihe,  wie  für  die  geordnete  Gruppe. 
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b.  Wenn  die  begrenzten  geordneten  Gruppe^}  (oder  Reihen^  erster  Art 
ABCI) ...LM .  A'Ii'Ciy ...L' jr  :>ich  eindeutig  in  derselben  oder  in  umge- 
kehrter Ordnung  der  Art  efiti>prechefi ,  rfr/.»*  dem  ersten  und  zweiten  Element  der 
ersten  (rrupin^  der  Reihe  nach  das  erste  und  zweite  Element  der  zweiten  Gruppe 
entsprieht,  so  entsprechen  sich  die  letzten  Elemente, 

DeDii  dem  iotzteu  Elemeut  3/  der  Reihe  der  ersten  Gruppe  muss  des 
eindeutigen  Zusammenhangs  wegen  ein  einziges  Element  der  Reihe  der  zweiten 
Gruppe  entsprechen.  Wenn  dem  M  ein  dem  letzten  Element  J/'  der  zweiten 
Gruppe  (§§  21  und  22)  vorausgehendes  Element  A"  entspricht,  so  muss  das  con- 
secutive  auf  M  folgende  Element,  das  heisst  A  (Bem.  ü)  einem  consecutiven 
Element  von  X'  entsprechen  (a).  Aber  das  A  entsprechende  Element  ist  A\ 
Wenn  nun  A'  das  consecutive  auf  X'  folgende  Element  ist,  so  ist  X'  das  M'  selbst 
(Bem.  II)  und  der  Satz  ist  bewiesen.  Ist  dagegen  A'  das  consecutive  X'  voran- 
gehende ( §  24j  Element,  so  ist  X'  das  zweite  Element  der  Gruppe  A'B'  CD'...  M\ 
M  ist  aber  nicht  das  zweite  Element  B  der  ersten,  welches  dem  zweiten  Element 
B'  der  zweiten  Gruppe  nach  dem  im  Satz  Gegebenen  entspricht;  wenn  X'  daher 
jK'  wäre,  so  würden  dem  Element  B'  die  verschiedenen  Elemente  B  und  M 
der  ersten  Gruppe  entsprechen,  was  dem  eindeutigen  Zusammenhang  wider- 
spricht CDef.  n). 

c.  In  sieh  eindeutig  entspreeheiulen  Grup})en  (^),  (A''  etdspreehen  die  Unter- 
gruppen der  einen  eindeutig  den  Untergruppen  der  andern. 

(T)  sei  ein  Theil  der  Gruppe  (A).  Jedem  Element  von  (T)  entspricht 
als  Element  von  (A)  (Def.  V,  §  13)  ein  Element  von  (^4')  und  alle  Memente  in 
(A')y  die  denjenigen  von  (T)  entsprechen,  bilden  eine  Gruppe  (T'),  die  ein 
Theil  von  (A')  ist  (Def.  V,  §  13).  Denn  einem  Element  X  von  (.4),  welches 
(  T)  nicht  angehört,  kann  in  (^4)  kein  Element  von  ( T')  entsprechen,  weil  diesem 
dem  eindeutigen  Zusammenhang  zuwider  (Def.  11)  in  (T)  ein  andres  von  X 
verschiedenes  Element,  da  X  ausserhalb  (T)  liegt  (Def.  VI,  §  13),  entsprechen 
würde.  Nehmen  wir  nun  an,  dem  (T)  entsprächen  verschiedene  Gruppen  (T^), 
(T")  von  (A').  Weil  sie  verschieden  sind,  so  muss  die  eine  wenigstens  euy 
Element  A"  ausserhalb  der  andern  enthalten,  sonst  wäre  (T)  und  (^T")  dieselbe 
Gruppe  (b,  §  2U).  X'  sei  in  (T)  enthalten  und  ausserhalb  (J").  Dem  dem  X' 
entsprechenden  Element  X  in  (T)  entsprächen  sowohl  das  Element  X'  in  (T^ 
als  ein  anderes  von  X'  verschiedenes  Element  in  (T"),  was  ebenfalls  gegen 
die  Voraussetzung  ist. 

d.  In  geordnete}}  sich  eindeutig  in  derselben  oder  in  umgekehrter  Ordnung 
efitsprechruden  (iruppen  {A)  und  (A')  entspricht  einer  Untergrupjm  der  eineti  eine 
einzige   Untergruppe  der  andern. 

In  Gnippen,  die  sich  eindeutig  entsprechen,  entspricht  einer  Untergruppe 
(T)  von  (A)  eine  einzige  Untergruppe  {T)  von  {A')  (c).  Aber  die  Gruppen 
(.4)  und  (.4')  entsprechen  sich  auch  in  derselben  oder  in  umgekehrter  Ordnung 
und  <liih(T  entsprechen  consecutiven  Elementen  der  einen  consecutive  Elemente 
der  andijrn  (a).  Wenn  A  und  B  consecutive  Elemente  von  (T)  und  daher  von 
{A)  sind  (Def.  II,  §  27),  so  gehören  die  entsprechenden  Elemente  A'  und  B'  in 
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(Ä')  der  (T')  an  (c).     (T')   ist  desshalb  aus  consecutiven  Elementen  von  (Ä') 
gebildet  und  mithin  eine  Untergruppe  von  (A')  (Def.  11,  §  27). 

e.  Mcm  kann  Gnqrpefi,  die  eindeutig  eifier  andern  Gnqyj)e  etüspreclieti,  srich 
eindeutig  einander  entsprechen  lassen. 

(-4),  (J.')  seien  die  Gruppen,  die  der  Gruppe  (-4")  eindeutig  entsprechen. 
Jedem  Element  X  der  ersten  entspricht  ein  Element  X"  in  der  dritten  und 
diesem  Element  X"  entspricht  ein  Element  X'  der  zweiten.  Auf  diese  Weise 
mittelst  der  dritten  Gruppe  (-4")  sieht  man,  dass  das  Element  X  dem  Element 
X'  und  umgekehrt  dem  Element  X'  das  Element  X  entspricht.  Denn  X  und 
X"  können,  wenn  der  BegrifiF  des  eindeutigen  Zusammenhangs  allein  in  Betracht 
gezogen  wird,  als  einander  gleich  angesehen  werden,  da  ihre  Verschiedenheit 
nicht  in  Betracht  kommt,  ebenso  X'  und  X"  und  daher  auch  X  und  X'  (e,  §  8), 
während  andre  sich  entsprechende  Elemente  F,  F',  Y"  als  X,  X',  X"  nicht 
gleich  angesehen  werden  können,  da  sie'  bezüglich  von  ihnen  verschieden  sind 
(Def.  I,  §  13;  Def.  V,  §  8;  Bem.  m,  §  9). 

f.  Geordnete  Gruppen,  die  eindeutig  und  in  derselben  Ordnung  einer  andern 
Gruppe  entsprechen,  etitsprechen  ein^inder  eindeutig  und  in  derselben  Ordnung, 

Der  Beweis  wird  dem  vorigen  analog  unter  Berücksichtigung  der  Def.  III 

geführt. 

Bern.  Bei  dem  eindeutigen  Zusammenhang  in  derselben  oder  in  umgekehrter  Ordnung 
können  wir  der  geordneten  Gruppe  ihre  Reihe  und  umgekehrt  substituiren,  weil  bei  diesem 
Znsammenhang  dasjenige,  was  die  Gruppe  von  der  Reihe  unterscheidet,  nicht  in  Betracht 
kommt  (Bem.,  §  28). 

§  43.  a.  Jede  geordnete  naUlrlidie  Gruppe  kann  man  eindeutig  und  in  derselben 
Ordnung  einer  einzigen  Untergruppe  eitler  beliebigen  geordneten  unbegrenzten  Gruppe 
der  ersten  Art  entsprechen  lassen,  indem  man  dem  ersten  Element  der  ersten  ein 
heli^iges  gegebenes  Element  der  zweiten  entsprechen  lüsst. 

Denn  es  sei  (A)  ^^  ABCD . . .  M  die  geordnete  natürliche  Gruppe  (§  35) 
und  (A')  ~"  A'B'  CD' . . .  M' N' ...  die  geordnete  unbegrenzte  Gruppe  der  ersten 
Art.  Wir  können  dem  ersten,  zweiten,  dritten,  .  .  .  Element  von  {Ä)  das  erste, 
zweite,  dritte,  .  .  .  Element  von  (^')  entsprechen  lassen;  das  heisst,  dem  con- 
secutiven auf  ein  beliebiges  Element  X  von  {Ä)  folgenden  Element  können  wir 
das  consecutive  auf  das  entsprechende  Element  X'  folgende  Element  entsprechen 
lassen.  Wenn  bei  diesem  Zusammenhang  dem  letzten  Element  31  von  {A)  ein 
bestimmtes  Element  M'  von  {A')  entspricht,  so  ist  der  Satz  bewiesen,  weil 
bei  gegebenem  M'  die  Gruppe  A'B'C'D\..M'  eine  begrenzte  Gruppe  und 
desshalb  von  der  ersten  Art  ist  (Def  HI,  §  39).  Wenn  dagegen  dem  M  kein 
gegebenes  Element  von  (A')  entspricht,  so  muss  es  doch  ein  letztes  Element 
X  von  {A)  geben,  dem  ein  bestimmtes  Element  X'  von  (A')  entspricht;  denn 
X  ist  mindestens  A.,  dem  A'  entspricht.  Aber  in  (A')  hat  X'  ein  consecutives 
auf  es  folgendes  Element  (§  24),  da  die  Gruppe  (A')  unbegrenzt  von  der  ersten 
Art  ist  (Def.  III,  §  39),  und  diesem  Element  entspricht  das  consecutive  auf  X 
folgende  Element  in  (A),  welches  nach  der  Voraussetzung  zwischen  X  und  M 
liegt.    X  kann  daher  nicht  das  letzte  Element  von  (A)  sein,  dem  ein  bestimmtes 


28     Eindeutiger  Zusammenhang  in  derselben  Reihenfolge  zwischen  verschied.  Gruppen.    f§  48 

Element  von  (A')  entspricht,  es  müsste  denn  X  das  letzte  Element  von  (A) 
selbst  sein.  Es  ist  nicht  möglich,  dass  der  Gruppe  (Ä)  verschiedene  Unter- 
gruppen (B)  und  (B')  von  (Ä')  entsprechen,  von  denen  eine  wenigstens  ein 
Element  ausserhalb  der  andern  0>,  §  29)  enthalten  müsste.  Es  würde  sonst  einem 
Element  von  (A)  nicht  ein  einziges  Element  von  (B)  und  (JS')  oder  von  (A') 
entsprechen,  sondern  mehrere.     Der  Satfe  ist  mithin  bewiesen. 

Es  ist  klar,  dass  der  Beweis  gleichermassen  gilt,  wenn  man,  statt  das 
Element  A  dem  Element  A'  von  (A')  entsprechen  zu  lassen,  es  einem  belie- 
bigen andern  gegebenen  Element  X'  von  {A')  entsprechen  lässt. 

b.  Euifi  (fcordnete  imhegrenzfe  (rruppc  der  ersten  Art  kann  m<in  eindeutig 
und  in  derselben  Ordnun/j  einer  andern  geordneten  unbegrenzten  Gruppe  der  ersten 
Art  entsjyrechen  lassen. 

Es  seien  ABCT>..N...j  A' B'C  D' ...IT ,. .  die  Reihen  der  gegebenen 
Gruppen  mit  den  ersten  Elementen*  A  und  A\  Jeder  begrenzten  R«ihe 
ABCD .,  .N  der  ersten  kann  man  eindeutig  und  .in  derselben  Ordnung  eine 
begrenzte  Reihe  A' B'C'B' ..,N'  der  zweiten  entsprechen  lassen  und  zwar  eine 
einzige,  indem  man  die  ersten  Elemente  und  di^  consecutiven  Elemente  einander 
entsprechen  lässt  (a).  Es  entspricht  somit  jedem  gegebenen  Element  N  der 
ersten  Gruppe  auf  diese  Art  ein  einziges  Element  JNT  der  zweiten  und  umge- 
kehrt, weil  jedes  Element  N(N*)  eine  einzige  Gruppe  bestimmt,  die  aus  den 
Elementen,  die  ihm  vorhergehen,  und  aus  N(N')  gebildet  ist  (Def.,  b,  §  21). 
Dieses  gilt  für  alle  Elemente  der  gegebenen  Gruppen  (i,  1,  §  31));  und  des  Zu- 
sammenhangs ihrer  Reihen  wegen  entsprechen  consecutiven  Elementen  der  einen 
consecutive  Elemente  derselben  Art  bei  der  andeni  (§  24)  und  daher  entsprechen 
sich  die  gegebenen  Gruppen  eindeutig  und  in  dersell)en  Ordnung  (a,  §  42). 

b'.  Eine  geordmte  unbegrenzte  Gruppe  der  ersten  Art  kann  man  eindeutig 
und  in  derseUmi  Ordnung  jeder  geordneten  mH>e{f^renzten  in  der  ersten  enthaltenen 
Grufyjye  entspreehen  lassen. 

Denn  jede  geordiiete  unbegrenzte  Gruppe,  die  in  einer  unbegrenzten  Gruppe 
der  ersten  Art  enthalten  ist,  ist  ebenfalls  von  der  ersten  Art  (e,  39),  womit 
der  Satz  bewiesen  ist  (b). 

c.  Wenn  die  geordneten  Gruppen  (A)  und  (A^  sieh  eindeutig  und  in  der- 
selben oder  der  umgekehrten  Ordnung  entspreehen,  so  ist  (A')  begrenzt  oder  unbe- 
grenzt, je  naehdem  (A)  begrenzt  oder  unttejjrenzt  ist. 

Es  sei  (A)  -AB(W,.:M,  (A')  ^  A'BTD'..  .M\..  Dem  ersten 
Element  A  von  (A)  (§  16)  entspricht  ein  und  nur  ein  einziges  Element  z.  B. 
A'  von  (A')  (Def.  III,  8  42)  und  dem  consecutiven  auf  A  folgenden  B  in  (A) 
entspricht  ein  consecutives  Element  von  A'  in  (A')  (a,  §  42)  z.  B.  das  conse- 
cutive ihm  folgende  B\  Wenn  X  und  X'  beliebige  sich  entsprechende  Elemente 
sind  (Def.  Viü,  §  13  und  Def.  I,  §  L^O),  so  muss  dem  consecutiven  auf  X  folgenden 
Yj  wenn  es  existirt,  das  consecutive  auf  X'  folgende  V  entsprechen,  weil  ihm 
nicht  das  consecutive  vorausgehende  entsprechen  kann,  da  X  zwischen  A  und 
Y  enthalten  ist  (Def.  HI,  §  42).  Dem  letzten  Element  3£  von  (A)  entspricht  . 
ein  Element  M'  von  (A')  und  da  M  zum  consecutiven  folgenden^Elcment  Ä 
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hat  (Bern.  II,  §  42),  so  muss  dem  Ä  das  consecutive  auf  M'  folgende  Element 
entsprechen.  Wenn  aber  (A')  kein  letztes  Element  (§  22)  hat,  so  ist  das  con- 
secutive auf  M'  folgende  nicht  Ä'  und  desshalb  würde  dem  Ä  kein  einziges 
Element  von  (A')  entsprechen,  was  gegen  die  Annahme 'ist  (Def.  III,  §  42).  Der- 
selbe Fall  würde  eintreten,  wenn  (-4')  kein  erstes  und  ein  letztes  z.  B.  M'  hätte; 
den  Elementen,  die  A'  in  (A')  vorangehen  (§  21),  entsprächen  keine  Elemente 
von  (A)  und  viel  mehr  noch  wenn  (A')  kein  erstes  und  kein  letztes  Element 
hätte.  Dies  widerspricht  der  Voraussetzung  (Def.  III,  §  42).  Wenn  also  dem 
Element  B  in  (A)  das  consecutive  auf  A'  folgende  Element  li'  in  [A')  ent- 
spricht, so  ist  die  Gruppe  (A^)  begrenzt  (Def.  I,  §  32;  Bern.,  §  28). 

Wenn  dagegen  dem  Element  B  das  consecutive  dem  A'  in  {Ä)  voraus- 
gehende Element  entspricht  (§  24),  so  reicht  es  hin,  die  umgekehrte  Gruppe 
zu  betrachten  (Def.  I,  §  33;  Def.  I,  §  26).  Man  beweist  auf  dieselbe  Art,  dass 
sie  begrenzt  ist,  und  daher  ist  es  auch  (A')  (b,  §  33). 

Wenn  (JL)  unbegrenzt  ist,  so  kann  (A)  nicht  begrenzt  sein,  weil  es  sonst 
auch  (A)  wäre.     Der  Satz  ist  somit  für  jeden  Fall  bewiesen. 

c'.  Jede  geordnete  Gruppe  (A),  die  eindeutig  in  derselben  oder  der  umge- 
kehrten Ordnung  eitler  rhotürlichen  Gruppe  {A')  entspricht,  ist  eine  natürliclie 
Gruppe, 

Denn  jede  Untergruppe  von  {^A)  entspricht  einer  Untergruppe  von  {A!) 
(d,  §  42),  die  begrenzt  ist  und  keine  unbegrenzte  Untergruppe  enthält  (Def., 
§  35  und  Bem.,  §  42).  Jede  Untei^uppe  von  {A)  ist  daher  begrenzt  und 
enthält  keine  unbegrenzte  Untergruppe  (c),  woraus  c'  folgt  (Def,  §  35  und 
Bern.,  §  42). 

c".  Jede  geordnete  Gruppe  {A),  welelie  ein  erstes  Element  hcit  und  eindeutig 
und  in  derselben  Ordnmig  einer  unbegrenzten  Gruppe  (AJ)  der  ersten  Art  ent- 
spricht, ist  imbegrenzt  von  der  ersten  Art, 

Denn  jede  begrenzte  Untergruppe  von  {A)  ist  eine  begrenzte  Gruppe  der 
ersten  Art  (d,  §  42;  c  und  c');  jede  begrenzte  Untergruppe  von  {A)  mit  dem 
ersten  Element  in  dem  ersten  Element  von  (A)  ist  daher  begrenzt  von  'der 
ersten  Art,  womit  der  Satz  bewiesen  ist  (Def.  UI,  §'39). 

§  44.  Def.  I,  Wenn  die  Elemente  einer  Gruppe  den  Elementen  derselben 
Gruppe  entsprechen,  so  sagt  man,  die  Gruppe  werde  in  sich  selbst  transformirt 
und  die  Transformation  sei  eindeutig,  wemi  jedem  Element  der  Gruppe  ein  und 
nur  ein  Element  derselben  Gruppe  und  diesem  das  erstere  Element  und  dieses 
allein  entspricht. 

Man  sagt,  die  Transformation  sei  eindeutig  und  in  derselben  Ordnuyig,  wenn 
die  Ghruppe  geordnet  ist  und  die  entsprechenden  Elemente  zwischen  entsprechenden 
Elementen  enthalten  sind  und  jedem  Element  X,  das  einem  beliebigen  Element 
Y  vorausgeht,  ein  Element  X'  entspricht,  das  dem  entsprechenden  Element  Y' 
vorausgeht. 

Def,  IL  •  Der  einfachste  Fall  einer  eindeutigen  Transformation  ist  der- 
jenige, in  welchem  jedes  Element  der  Gruppe  sich  selbst  entspricht-     In  einem 
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solchen  Fall  heisst  die  Transformation  Zusamnienfiang  oder  TransforniatUm  der 
Coinddenz. 

Bern.    Bei  dem  liier  besprochenen  Zusammenhang  kommt  offenbar  die  Art,  wie  die 
Elemente  der  entsprechenden  Gruppen  gegeben  sind,  nicht  in  Betracht  (Bem.  I,  §  38). 


III.  Kapitel. 
Die  Zatil  in  ihrer  ersten  Bildnng.  —  Natftrliche  Zahlen. 

1. 

Erster  Begriff  der  Zahl. 

§  45.  Def.  L  Einheit  heisst  ein  beliebiges  gegebenes  (§  6)  Ding  X, 
wenn  man  in  Betracht  zieht,  dass  es  ein  und  nicht  mehrere  Dinge  ist  (§  2, 
Bem.  §  8),  und  von  seinen  übrigen  Merkmalen  abstrahirt  (§  9,  §  7). 

a.  Verschiedene  Dinge  als  Einheiten  betrachtet  sind  gleich. 

Sie  werden  in  der  That  nur  in  Bezug  auf  das  Merkmal  Eines  betrachtet 
(Def.  I;  Bern.  III,  §  9);  daher  ist  der  BegriflF  Eines  des  einen  der  Begriff  Eines 
des  andern,  woraus  a  folgt  (Def.  VI,  §  8). 

Def.  IL  Wenn  eine  beliebige  geordnete  Grruppe  von  Gegenständen 
ABCDE ...  (§  2G;  b,  §  37)  gegeben  ist  und  man  jeden  dieser  Gegenstände 
als  Einheit  (Def.  I)  betrachtet  und  von  der  Art,  in  welcher  sie  gegeben  sind, 
aber  nicht  von  ihrer  Ordnung  absieht  (§  7;  Def.  I,  §  38),  so  dass  verschiedene 
Gegenstände  verschiedene  Einheiten  liefern,  so  heisst  die  geordnete  Gruppe  von 
Einheiten,  die  ßich  so  ergiebt,  Anm/d  oder  Zahl  der  gegebenen  Gruppe.^) 

b.  Die  Elemente  der  geordneten  Grwppe  {A)  und  die  Einheiten  der  Zaid^ 
welche  atis  ihr  entsteht,  entsprecJien  sich  eindeutig  und  in  derselben  Ordnung. 

Die  Elemente  der  Gruppe  und  die  Einheiten  der  Zahl  entsprechen  sich 
eindeutig,  weil  jedem  Element  A  der  Gruppe  eine  einzige  Einheit  der  Zahl 
entspricht  und  dieser  Einheit  ebenso  das  einzige  Element  A  entspricht,  da  sie 
durch  dieses  einzige  Element  der  Gruppe  gegeben  ist  (Def.  11).  Ueberdiess 
entspricht  einem  Element  C,  welches  auf  A  folgt  und  B  vorausgeht,  eine  Ein- 
heit, welche  der  A  entsprechenden  Einheit  folgt  und  der  B  entsprechenden 
vorausgeht  (Def.  ü;  Def.  UI,  §  42). 


1)  Dies  bedeutet  nicht,  dass  jede  Form,  die  wir  Zahl  nennen  werden,  sich  auf  diese 
Weise  ableiten  lassen  muss  (siehe  Anmerkung  zu  §  4),  und  heisst  auch  nicht,  dass  wir  uns 
auf  ganze,  endliche  Zahlen  beschränken  (siehe  2  und  3,  VI.  Kap.\  Wählt  man  die  folgende 
Definition:  „Man  sagt,  die  beliebigen  geordneten  Gruppen  \^A)  und  {B)  hätten  dieselbe  Zahl, 
wenn  man  sie  sich  eindeutig  und  in  derselben  Ordnung  (Def.  II,  §  42)  entsprechen  lassen 
kann**,  als  Definition  der  Zahl,  so  stösst  man  auf  den  schon  früher  bemerkten  Uebelstand, 
dass  man  den  Begriff  der  Identität  (Def.  VI,  §  8)  einfiihrt,  ohne  zu  wissen,  ob  er  in  diesem 
Fall  anwendbar  ist.  Das  Hesse  sich  zwar  leicht  rechtfertigen,  man  würde  aber  so  die  ZaM 
als  eine  Art  einführen,  den  Begriff  des  eindeutigen  und  in  derselben  Ordnung  stattfindenden 
Zusammenhanges  sprachlich  auszudrücken,  und  dieses  ist  noch  nicht  der  von  uns  definirte 
Begriff  der  Zahl  (Def  IT,  §  42;  Def  II,  Bem.  I).  Es  ist  ferner  klar,  dass  bei  unserer  Ab- 
leitung die  ganze  Zahl  im  Allgemeinen  und  im  Besondem  die  natürliche  (§  46)  aus  den 
Operationen  und  den  bestimmten  und  allgemeinen  Begriffen  des  I.  Kap.  hervorgeht. 
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b'.  Den  Untergruppen  einer  geordneten  Gruppe  entsprechen  Zahlen,  die  Theile 

der  der  Gruppe  entsprechenden  Zatd  sind    (Def.  II;  d,  §  42;  Def.  II,  §  25). 

Bern.  I.  Die  Einheit  ist  Theil  aller  Zahlen  (b';  Def.  I)  und  ist  die  einer  Gruppe  mit 
einem  einzigen  Element  entsprechende  Zahl  (Def.  III,  §  13;  §§  19  und  26). 

c.  Zahlen  j  deren  Einheiten  sich  eindeutig  und  in  derselben  Ordnung  ent- 
sprechen und  von  denen  die  eine  nicfU  ein  Theil  der  andern  oder  einem  Theil  der 
andern  gleidh  ist,  sind  gleich. 

Wenn  {A)  und  (B)  gegebene  geordnete  Gruppen  von  Elementen  sind  und 
(J.')  und  (^').ihre  geistigen  Darstellungen  (§  4),  so  entsprechen  sich  {A)  und 
(-4'),  {B)  und  {B')  eindeutig  und  in  derselben  Ordnung  (Beisp.  2,  §  42). 
Wenn  man  nur  diesen  Zusammenhang  als  Merkmal  der  Vergleichung  zwischen 
den  Gruppen  {Ä)  und  (JS)  (Def.  I,  §  9)  in  Betracht  zieht  und  wenn  die 
Gruppen  (Ä)  und  {B)  sich  eindeutig  und  in  derselben  Ordnung  entsprechen, 
so  entsprechen  sie  {A')  eindeutig  imd  in  derselben  Ordnung  und  sind  daher  in 
Bezug  auf  das  genannte  Merkmal  gleich  (Def.  I^  §  9)- 

Wenn  man  aber  auch,  wie  es  im  Allgemeinen  geschehen  muss  (Def  I,  38), 

die  Verschiedenheit  der  Elemente  in  Betracht  zieht,  sowohl  die  Verschiedenheit 

der  Art  der  Position  der  Elemente  unter  sich,  als  diejenige,  welche  sich  daraus 

ergibt,  dass  feine  Gruppe  ein  Theil  der  andern  oder  einem  Th^il  der  andern 

gleich  ist  (Def.  11,  §  27),  alsdann  sind  die  Gruppen  {A)  und  {B)  im  Allgemeinen 

bei  nur  eindeutigem  und  in  derselben  Ordnung  stattfindendem  Zusammenhang 

nicht  mehr  gleich.     In  den  Zahlen  von  {A)  und  {B),   als   gegebene  Gruppen 

von  Einheiten   (Def.  I  und  Def.  II)  betrachtet,  sind  die  Elemente  gleich  (a) 

und  die  Art  der  Position  der  Elemente  unter  sich  (Def.  U)  ist  ausgeschlossen, 

währen(l  das   dritte   Merkmal  des  Vergleichens  nicht   ausgeschlossen   ist.     Ist 

diese   letztere  Verschiedenheit  nicht  vorhanden  und  findet  der  Zusammenhang 

eindeutig  und   in  derselben  Ordnung  statt,   wie  unser  Satz   annimmt,   so  sind 

die  Zahlen  von  {A)  und  {B)  gleich  (Def  lU,  §  9). 

Bern.  II.  Wenn  man  dagegen  die  Zahl  nur  von  dem  eindeutigen  und  in  derselben 
Ordnung  stattfindenden  oder  auch  nur  von  dem  eindeutigen  Zusammenhang  abhängen 
lässt,  so  sind  die  Zahlen  von  {A)  und  (B)  gleich,  wenn  im  ersten  Fall  eindeutiger  Zu- 
sammenhang in  derHelben  Ordnung,  im  zweiten  Fall  nur  eindeutiger  Zusammenhang  statt- 
findet. 

2. 
Operation  des  Zählens.  —  Natttrliehe  Gruppen  und  Zahlen.  —  Addition. 

§  46.  Def.  L  Die  Operation,  mittelst  welcher  die  Zahl  einer  geordneten 
Gruppe  bestimmt  wird  (Def.  11,  §  45),  heisst  die  Operation  des  Zählens, 

Def.  II.  Den  geordneten  natürlichen  Gruppen  (§  35;  Bem.,  §  28)  ent- 
sprechen Zahlen,  die  wir  fiatürlidie  Zahleti  nennen  (Def.  II,  §  45). 

Bern.  I.  Die  Zahl  in  ihrer  ersten  Bildung  oder  die  natürliche  Zahl  ist  die  successive 
Wiederholung  mehrerer  Einheiten,  die  man  durch  die  einfache  begrenzte  Wiederholung  der 
Einheit  erhält  (Def.  J;  Bem.,  §  35  und  Def.,  §  16). 

a.  Jeder  Theil  einer  noMlrlichen  Zahl  ist  ebenfalls  eine  natürliche  Zahl 
{%  §  39  und  Def.  II). 
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b.  Die  fuitürlichefi  Zahhn  kann  man  eindeutig  und  in  derselbeti  Ordnung 
(im  Untergnqyjmi  einer  geordneieti  unbegrenjsteti  (hruppe  der  ersten  Art,  mit  tcddter 
sie  das  erste  Element  gemein^duifUieh  haben,  entsprechen  lassen. 

Es  sei  (Ä)  die  natürliche  einer  gegebenen  Zahl  entsprechende  Gruppe 
und  (Ji)  die  geordnete  unbegrenzte  (jruppe  der  ersten  Art.  Der  Gruppe  (Ä) 
kann  man  eindeutig  und  in  derselben  Ordnung  eine  Untergruppe  {Ä')  von  (B) 
mit  demselben  ersten  Element  (a^  §  43)  entsprechen  lassen  und  folglich  kann 
man  die  Einheiten  der  Zahl  eindeutig  und  in  derselben  Ordnung  der  Gruppe 
{A')  entsprechen  lassen  (f,  §  42  und  Def.  III,  §  31»;. 

c.  Alle  natürlichefi  Zahlen  bilden  auf  die  im  Salz  b  angegebene  Weise  eine 
mibegrefizte  lieihe  der  ersten  Art, 

Dies  folgt  unmittelbar  aus  Def.  II,  und  i,  §  3!>. 

Def,  111.  Wir  nennen  diese  Reihe,  dem  allgemeinen  Gebrauch  folgend, 
die  natürliehe  Heilte  der  natürlichen  Zahlen  und  bezeichnen  sie  mit  (/). 

c'.  Jede  natürliche  Zahl  erhält  man  durch  die  einfache  successive  be- 
grenzte Vereinigung  der  Einheit  mit  einer  in  der  Reihe  {!)  vorhergehenden  Zahl  *) 
(c;  Def.  U,  h,  g,  39> 

§  47.  a.  Die  Operation  des  Vereinigens  der  Einheit  (und  daJier  der  succes- 
siven  Vereinigung  der  Euüieiten  einer  ZaIU)  oder  einer  ZaJU  mit  der  Einlieit  oder 
einer  Zahl,  ist  eindeutig. 

Die  einfache  Vereinigung  ist  eine  eindeutige  Operation  (I,  §  20;  Def.  11,  §  11). 
Die  daraus  hervorgehende  geordnete  Gruppe  von  Einheiten  kann  von  der  Ord- 
nung und  von  der  Art,  wie  ilire  Elemente  gegeben  sind,  abhängen  (Def.  I,  §  38). 
Die  Ordnung  aber  ist  in  solchem  Fall  schon  festgestellt,  weil  man  z.  B.  mit 
dem  Ganzen  (ABCD)  das  Element  E  vereinigt,  und  die  Zahl  hängt  nicht  von 
der  Art  ab,  wie  die  Elemente  der  ihr  entsprechenden  Gruppe  gegeben  sind 
(Def.  U,  §  45^,  womit  der  Satz  bewiesen  ist. 

Def.  1.  Die  Vereinigung  einer  Zahl  mit  einer  andern  Zahl  (Def.  II,  §  45 
und  Def.  I,  §  2(3)  heisst  Addition  und  das  Resultat  Summe  der  zweiten  und  ersten 
Zahl.     Die  gegebenen  Zahlen  heissen  Summanden. 

Bes.  1.     Für  diese  Operation  gebrauchen  wir  das  Zeichen  -j"- 

Bern.  1.  ^Wenn  yA)  und  \B)  die  Zahlen  a  und  h  darstellen,  so  »teilt  die  geordnete 
Gruppe  \}^A)\^B)\  die  Summe  a-\-b  dar  (Bez.  §  a7). 

Bez.  11.     Wir  bezeichnen  die  IJ^nheit  mit  dem  Zeichen  1. 


1)  Unsre  geordnete  unbegrenzte  beliebige  lieihe,  welche  ein  erstes  Element  hat  (§  26) 
und  in  welcher  jedes  gegebene  Klemeut  ein  einziges  consecutives  auf  es  folgendes  und 
ihm  voraiigeheudes  (§  'J4;  hat,  genügt,  den  ersten  8  von  den  9  Eigenschafben,  die  Peano  in 
seinen  Arith.  IMncipia  11889)  als  Characteristicum  des  Zeichens  iV  i^Zahl)  gibt.  Einige  von 
ihnen  sind  freilich  allgemeine  logische  Eigenschaften,  wie  «  =  «;  wenn  a=»/>,  folgt  fre-a; 
wenn  n  =  b^  b='C,  fol^  ar=c,  weiche  den  Kigenschuften  7,  Def.  VI,  d,  e  in  §  8  entsprechen. 
Die  Eigenschaft  ö  (^§  i;  Peano's  sagt.,  duss  die  Gleichheit  nur  bezüglich  des  BegritFs  der  Zahl 
statt  hat  (siehe  Bern.  IV,  §  47;.  Die  Eigenschaft  9  \;§  1)  gibt  genau  unsre  Eigenschaft  1  in  §39 
wieder.  Als  weitere  charakteristische  Fiigenschaft  der  unbegrenzten  geordneten  Gruppe, 
welche  ein  erstes  Element  hat,  haben  wir  dagegen  die  Definition  der  Reihe  und  damit  der 
unbegrenzten  Gruppe  erster  Art  ^^siehe  Anmerk.  zu  §§  39  und  oO).  • 
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Bez.  HL  Die  erste  Zahl  nach  der  Einheit  erhält  man  durch  die  Vereini- 
gung der  wiederholten  Einheit  mit  der  Einheit;  das  heisst: 

1  +  1. 

Wir  belegen  sie  mit  dem  Zeichen  2  (zwei);  es  ist  also 

1  +  1  =  2.  (b,  §9) 
Die  erste  Zahl  nach  2  ist  2  -f-  1?  die  wir  mit  3  (drei)  bezeichnen,  so  dass  also 

2  +  1  =  3. 

So   ist  die  erste  Zahl  nach   drei   3  +  1 ;  die  das  Zeichen  4  (vier)  erhält, 

so  dass 

3  +  1  =  4 

und  so  weiter.  Ist  im  Allgemeinen  eine  mit  m  bezeichnete  Zahl  gegeben,  so 
bezeichnet  man  die  folgende  Zahl  der  Reihe  (/)  mit  m  -|-  1. 

Die  aus  der  begrenzten  Wiederholung  der  Einheit  abgeleiteten  Zahlen, 
welche  in  der  Ordnung  der  Reihe  (/)  aufeinander  folgen,  werden,  wie  folgt, 
bezeichnet 

1,  2,  3,4,  5,  6,  7,  8,  9,  10,  11  ...20,  21 .,.  100  ...  101  ...200...      (1) 

und  heissen  nacheinander  eins,  zwei,  drei,  vier,  fünf,  sechs,  sieben,  acht,  neun, 
zehn,  eilf  .  .  .  zwanzig,  einundzwanzig  .  .  .  hundert,  hundertundeins  .  .  .  zwei- 
hundert . . .  ^) 

Def.  IL  Die  Ziffern,  die  zur  Bezeichnung  der  Zahlen  dienen,  heissen  auch 
Zahlen. 

Bern.  IL    Die  Punkte  in  (1)  stehen  an  Stelle  der  andern  Zahlen  der  Reihe. 

Bern.  III,  Man  gebraucht  auch  Buchstaben  z.  B.  a,  6,  u.  s.  w.,  um  die  Zahlen  der 
Reihe  (/)  anzugeben;  während  aber  z.  B.  9  eine  an  einer  bestimmten  Stelle  der  Reihe  (/) 
stehende  Zahl  bedeutet,  bezeichnet  a  eine  beliebige  Zahl  (Def.  VIII,  §  1^;  §  1^«^)  derselben. 
a  wird  ebenfalls  eine  Zahl  genannt. 

Wenn  man  jedoch  sagt,  eine  Zahla  von  (i)  sei  gegeben,  so  versteht  man  im  Allge- 
meinen darunter  eine  beliebige  Zahl  von  (/)  (Def.  VIII,  §  13;  §  19),  welche  aber  bei  jeder 
Operation  dieselbe  Zahl  von  (7)  darstellt. 

b.  Wenn  a  und  b  dieselbe  ZaJil  van  (/)  darstellen,  so  sind  a  und  b,  ah 
zwei  Zahlen  betrachtet,  einander  gleich.  ^ 

Denn  man  kann  die  eine  der  andern  substituiren,  wir  schreiben  also: 

a  =^  b    woraus    b  =»  a.  (^}  %  9?  d,  §  8) 

Bern.  IV.  Für  die  Zahlen  allein  reicht  das  Zeichen  ==  aus,  da  man  keine  andre 
Gleichheit  zwischen  ihnen  in  Betracht  zieht  (Bem  I,  §  9).^) 


1)  Wir  hätten  hier,  wenn  wir  die  bisher  ausgeschlossenen  Begriffe  zwei,  drei,  u.  s.  w. 
nicht  nöthig  gehabt  hätten  und  wenn  es  nicht  von  Vorthcil  wäre,  sie  von  nun  an  im  Text 
zu  verwenden,  die  Frage  über  das  System  des  Zählens  offen  lassen  können.  Hei  einer  voll- 
ständigen Abhandlung  der  Theorie  der  ganzen  Zahlen,  hätte  dieser  Punkt  ausführlicher 
behandelt  werden  müssen,  während  andre  von  den  vorstehenden  Betrachtungen,  die  sich 
mit  dieser  Theorie  ausschliesslich  beschäftigen,  hätten  ausgelassen  oder  vereinfacht  werden 
können. 

2)  Diese  verschiedene  Bezeichnung  einer  und  derselben  Zahl  kommt  bei  den  nume- 
rischen Operationen  häufig  vor,  wenn  man  vor  oder  während  einer  Operation  eine  Zahl 
betrachtet,  die  zwar  der  Reihe  (i)  angehört  und  immer  dieselbe  bleibt,  aber  imbestimmt 
ist.    Wenn  dann  noch  eine  andre  unbestimmte  Zahl  auftritt,  so  kann  es  so  kommen,  dass* 

Veroneae,  Geometrie.  3 


34  Operation  des  Zählen«.  —  Natürliche  Gruppen  und  Zahlen.  —  Addition.         [(  47 

c.  Zwei  Zaldeti,  die  einer  dritten  gleicli  sind,  sind  einander  gleich. 
Dass  lieisst,  wenn  a  =  b,  b  =  c  so  ist  a  =  c. 

Sind  a,  b,  c  Bezeichnungen  einer  und  derselben  Gruppe  Yon  Einheiten,  so 
ist  diese  Eigenschaft  eine  Folge  von  b^  §  l).  Sind  dagegen  a,  b,  c  Yerschiedene 
Gruppen  von  Einheiten,  alsdann  folgt  die  Eigenschaft  aus  dem  Satz  e^  §  8. 

Bew.  V.  Wenn  der  eindeutige  und  in  deraelben  Ordnung  stattfindende  Zunammen- 
hung  allein  für  die  Gleichheit  der  Zahlen  a  und  b  genügte  (^Bem.  11,  §  45),  so  würden  sich 
im  zweiten  Fall  b  und  c  eindeutig  und  in  derselben  Ordnung  entsprechen  und  daher  auch 
a  und  c  (^f,  §  4*2;  und  daraus  würde  folgen  a  ».  c. 

Ebenso  ist  es,  wenn  der  eindeutige  Zusammenhang  allein  ausreichen  sollte  (Bern.  II,  §  46), 

d.  Wenn  a  =  «',  b  =  6',  so  ist  a  -|-  i  =  a'  +  ^'  =  ö^'  +  ^  =  ^  +  &'• 
Oder  cuwh:    Wenn  man  zu  gleidien  Zcddefi  gleidie  ZaJden  addirt,  so  erhäU 

man  gleidie  Zahlen. 

Denn  es  seien  (A)  und  {Ä')j  {B)  und  {B' )  die  den  Zahlen  a  und  a', 
b  und  b'  entsprechenden  Gruppen.  Die  Gruppe,  die  man  aus  der  Vereinigung 
der  Gruppe  (B)  mit  der  Gruppe  {A)  erhält,  das  ist  \{A)  (-Ö)],  stellt  die  An- 
zalil  a  -\-  b  (Bern.  \)  dar;  die  Gruppe  \_{A' )  (&' )\  stellt  die  Anzahl  a'  -[•  b'  dar. 
Weil  aber  a  =  a',  b  ^=  b\  so  ist  a  +  '^  =  öt'  +  fe',  da  die  Addition  eindeutig 
ist  (<i)  unil  andrerseits  die  Verschiedenheit  der  Position  zwischen  den  Ein- 
heiten der  Zahlen  und  daher  der  Gruppen  nicht  in  Betracht  gezogen  wird 
(^Def.  11,  §  45  und  §  41). 

Bern.  VI.  Wenn  der  eindeutige  und  in  derselben  Ordnung  stattfincTende  Zusaminen- 
haug  für  die  Gleichheit  der  Zahlen  genügt  ^Bem.  11,  §  4öj,  so  entsprechen  sich  die  Gruppen 
<i  und  a\  h  und  b'  eindeutig  und  in  derselben  Ordnung  und  folglich  auch  die  Gruppen 
a  -{-  a' ,  b  -{-  b\  weil  sie  keine  Kiemeute  enthalten,  die  nicht  in  a  und  a',  h  und  b'  ent- 
halten sind  ^11,  §  '2U).     Es  ist  desshalb  auch  in  diesem  Fall  a  -{-  a'  »*  b  -{-  b'. 

Aehniich  ist  es,  wenn  der  eindeutige  Zusammenhang  allein  genügt-  (Bern.  II,  §  46). 

Def.  HL  Die  Elemente  einer  geordneten  natürlichen  Gruppe,  welche  der 
Zahl  n  entspricht,  entsprechen  successiv  den  Zahlen  1,  2,  . .  .,  w  —  1,  n  der 
der  Ueihe  (1)  (^a,  §  43;  i,  §  3i»;  c,  §  4t);  b,  §  43;.  Das  letzte  Element  nennen 
wir  daher  das  w**    Element  der  Gruppe. 

Dcf\  IV.  Eine  Operation  (^oder  eine  Zahl)  bnud  wiederholen,  bedeutet, 
dass,  wenn  man  jede  Wiederholung  (§  15)  als  einen  die  Einheit  darstellenden 
Gegenstand  betrachtet,  die  aus  diesen  Wiederholungen  hervorgehende  Zahl 
b  ist.'; 


lan  für  die  ein»*,  wie  für  die  andre,  nach  der  Ausführung  der  Operationen  dieselbe  Zahl 
Uli  ,/.  tindi't.  So  i:st  HS  z.  B.  muh  bei  den  indirect«'n  Beweisen,  wenu  man  dadurch,  dass 
lan  uiiiiimiiit,   die   B^sultiite   zweier  numerischer  Operationen   stellten  nicht  dieselbe  Zahl 


man  für  die  eine 

VUII 

man  ,    ..,    ^ 

VMii  \J  I  iliir   und    sie  desshalb   während  des   Beweises   mit  verschiedenen  Zeichen  versieht, 
be^ei>en  will,  dass  diese  Resultate  gleich  sind. 

1.  l)if>  beweist,  dass  die  Bemerkung  fi.  ftnitor^a  ^Zeitschrift  für  i^ldlosophie  von 
Kiihte  Bd.  V»l.  ?>»fite  'li)'2\:  ,,l)ie  Adtlition  von  Kinsen  kann  nicht  zur  Deiinition  der  Zahl 
benutzt  w»*rden,  weil  man  uicht  sagen  kann,  wie  oft  sie  addirt  werden  müssen  ohne  die 
Zahl  .-elbst,  din  man  detinireu  will",  mindestens  unklar  ist.  Kach  unsrer  Deünit.  II,  §  46 
erhält  man  di»'  Zahl  im  Allgemeim>n  als  eine  geordnete  Uruppe  aus  der  Operation  der  suc- 
eefsivi'u  V*T«iniguug  eines  Gegenst-andes  mit  dem  untleru,  ohne  dass  man  sagen  muss,  wie 
Ott  diese  Operation  zu  wiederholen  ist.  Wenu  es  sich  dann  um  eine  bestimmte  Zahl  han- 
delt^ ho  kann  mau  die.se  aus  der  Addition  der  Kinht>it  erhalt^'n.  Die  Zahl  2  erh&lt  man. 
'indem   uiun   die   Kinheit  ciNmal    wiederhult.    die   Zahl   :i,    iudt>m   mau  die  Einheit  stceim&l 
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e.  Die  Summe  a  +  6  ts^  eine  Zahl,  die  man  erhält ,  indem  fnan  sticcessive 
die  Einheiten  von  h  zu  a  und  den  so  erhaltenen  Zahlen  addirt 

Es  seien  (Ä)  und  (JS)  die  den  Zahlen  a  und  b  entsprechenden  Gruppen, 
[(Ä)  (B)]  stellt  dann  die  Zahl  a  +  b  dar  (Bern.  I). 

Die  Zahl  a  +  1  erhält  man,  indem  man  mit  (Ä)  das  erste  Elemeut  von 
(B)  vereinigt  (Def.  11,  §  45  und  Bez.  III),  die  Zahl  (a  +!)  +  !,  indem  man 
mit  der  so  erhaltenen  Gruppe  das  zweite  Element  von  (B)  vereinigt.  Wieder- 
holt man  die  Operation  6  mal,  so  kommen  alle  Elemente  von  (B)  zur  Ver- 
wendung. Die  so  erhaltene  Gruppe  ist  aber  [{A)  {BJ]  (a,  §  40),  woraus  e  folgt 
(Def  U,  §  45). 

Bern.  VII,    Man  muss  sich  gegenwärtig  halten,  dass: 
{A)iB)  ^  {A^A^,,.A^)  (B,B^,.,B,)  -  (A^A^  .  ..A^B^)  {B^B^B,  . . .  B,)    u.a.  w.  k: 
e:  A^A^A^  "\  ^1^2      -^h  ist  (a,  §  40  und  Def.  ü,  §  45). 

f.  Sind  drei  Zahlen  a,  b,  c  gegeben,  so  ist  (a  -^^  b)  -{-  c  ^  a  -\-  (b  -{-  c)  = 

=  a  -h  6  +  ^  (Ässociationsgesetz).    Dies  gilt  atich  für  eine  beliebige  Anzahl  von 

Summanden  (Def.  U,  §  45  und  a,  §  40;  c,  §  46). ') 

Bern.  VIII.  Von  jetzt  an  werden  wir  in  diesem  und  in  den  folgenden  Kapiteln,  so 
lange  wir  nichts  Anderes  bestimmen,  nur  die  natürlichen  Zahlen  betrachten  und  sie  dess- 
halb  auch  kurzweg  Zahlen  nennen. 

§  48.  a.  In  einer  gegebenen  geordneten  natürlidien  Gruppe  kann  jedes  Ele- 
ment an  Stelle  eines  jeden  andern  mittdst  des  Stellenwecftsels  c</nsecutiver  Eletnente 
beiracktet  werden. 

Die  Eigenschaft  ist  klar  für  die  geordnete  Gruppe  AB,  die  der  Zahl  2 
entspricht  (Def.  11,  §  46;  Bez.  III,  §  47).  Es  reicht  aus  zuerst  B  und  dann  A 
zu  betrachten  (§§3  und  20)  oder  in  unserm  Geist  die  Stelle  von  B  mit  der- 
jenigen von  A  zu  vertauschen  (Def.  I,-  §  33).  Setzen  wir  voraus,  der  Satz 
gelte  für  die  geordnete  Gruppe  von  Elementen 

ABCD...MN,  (1) 

welche  einer  Zahl  n  entspricht  und  betrachten  wir  die  Gruppe 

ABCD,..MNN' .-  (ABCD,..M){NN')  (2) 

(a,  §  40),  welche  der  Zahl  n+l  entspricht  (Bez.  UI,  §  47). 

Lassen  wir  in  dieser  Gruppe  die  Elemente,  die  NN'  vorangehen,  an  ihrer 
Stelle,  so  können  wir,  wie  oben  gezeigt,  N  und  N  untereinander  vertauschen 
und  erhalten  die  Gruppe: 

(ABCD...M)(NN')^.{ABCD...MN')N-ABCD..,MN'N    (a,  §40). 

Da  wir  nach  der  Voraussetzung  die  Stelle  von  N  in  der  Gru]>pe  (1)  mit 
der  Stelle  eines  jeden   beliebigen  Elementes,  das  ihm  vorangeht,   vertauschen 

wiederholt,  und  so  weiter.    Ist  auf  diese  Art,  wie- wir  annehmen,  eine  beliebige  Zahl,  die 
wir  mit  n  —  1  bezeichnen,  bestimmt,  so  erhalten  wir  die  Zahl  n  aus  1,   indem  wir  die 
Einheit  n  —  1  mal  wiederholen. 
*      1)  H.  Crrassmann  lässt  das  Associationsgesetz  der  Zahlen,  als  Zeichen,    für  den  fol- 

Sei)den  Fall  zu:  (a-f-i>)4-l  =  a-f-6  +  l  und  auch  für:  {a  -\- b)  -\-  c  =  a -\-  b -{- c  (Lehrbuch 
.  Aiithm.   1861,  Seite  2  u.  4).     Siehe  auch  Hmikel  (a.  a.  0.)  und  HehnhoUe  (das  Zählen 
und  Messen.    Phil.  Aufs.  Eduard  Zeller  gewidmet). 

3* 
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kormeD,  so  können  wir  auch  N'  in  ABCD ...MH'  mit  der  Stelle  jedes  andern 
Elements  der  Gruppe  ÄBCD ...  M  vertauschen.  Betrachtet  man  dann  ein 
Element  an  der  Stelle  von  N'  in  AliCI) . ..MN'Nf  so  können  wir  es  mit 
N  vertauschen,  welches  die  Stelle  von  N'  in  der  gegebenen  Gruppe  (2)  ein- 
nimmt. Da  die  Eigenschaft  aber  für  AB  besteht,  so  ist  sie  folglich  auch  für 
jede  natürliche  Gruppe  gültig  (a,  §  43;  i  und  1,  §  31»). 

b.  Verändert  man  die  Ordnung  der  Eleniimte  einer  geordneten  Gruppe^), 
so  erhält  man  eine  Gruppe^  die  eindeutig  der  ersten  entspricht,  tvefin  man  jedes 
Element  sieh  seihst  etiUiprechen  Uisst 

Denn  jedes  Element  der  einen  ist  Element  der  andern  (ü,  §  29)  oder  es 
gibt  kein  Element  der  einen,  welches  nicht  Element  der  andern  wäre.  Es 
<;ntsp rieht  also  jedes  Element  der  einen j  da  es  sich  selbst  entspricht,  einem 
Element  der  andern,  das  heisst  es  besteht  zwischen  den  beiden  Gruppen  ein 
eindeutiger  Zusammenhang  (Def.  U,  §  42). 

c.  Ist  eine  geordnete  natürliche  Gruppe  gegeben  und  man  vertauscht  die 
Stellen  eonsecutiver  Elemente,  so  erhält  man  alle  geordneten  Gruppen,  die  aus  den 
Elementen  der  ersten  gebildet  sind. 

Zuerst  sei  die  geordnete  Gruppe  AB^  (Ä)  gegeben,  welche  nur  die  Ele- 
mente A  und  B  enthält.  {A')  sei  eine  andre  geordnete  Gruppe  mit  denselben 
Elementen.  Wenn  A'  das  erste  Element  von  (A')  A  ist,  so  ist,  weil  (A') 
auch  das  Element  B  enthalten  muss,  {A')  ^p  {Ä)  (ü,  b,  §  20).  Ist  A'  dagegen 
B,  so  ist  das  zweite  Element,  B'  von  (-4'),  A,  weil  sie  keine  andern  Elemente 
ausser  A  und  B  enthält  (11,  §  29).  Eine  dritte  Gruppe  ist  ausgeschlossen; 
denn,  vorausgesetzt,  sie  existire,  so  kann  sie  nur  (A)  oder  (A')  sein,  weil  A 
oder  B  das  erste  Element  und  folglich  B  oder  A  das  zweite  Element  einer 
dritten  Gruppe  mit  den  Elementen  Aj  B  sein  muss,  weil  sie  keine  andern 
Elemente  haben  kann  (II,  §  29). 

Nehmen  wir  nun  an,  der  Satz  gelte  für  eine  natürliche  Gruppe 

{A)  =  ABCI)...N 
und  es  wäre  miabhängig  von  der  Zahl,  welche  sie  darstellt,  die  Gruppe 

{B)       ABCI) ...NF .     (A)P  (a,  §  40) 

gegeben  und  betrachten  wir  eine  andre,  aus  den  Elementen  von  (B)  gebildete 

geordnete  Gruppe: 

(B')^A'B'C'D\..irP\ 

In  (jB')  nimmt  das  Element  P  eine  gegebene  Stelle  ein  und  kann  mit  P' 
mittelst  Vertauschungen  eonsecutiver  Elemente  vertauscht  werden  (a).  Man 
erhält  so  die  geordnete  Gruppe: 

(ii")-^"P"C"...A^"P, 

worin  A"B"C"...N"  die  Elemente  von  {A),  unabhängig  von  ihrer  Ordnung, 
sind  (II,  §  29).     Nimmt  man  die  zu   (B")  umgekehrten  Vertauschuugen   vor 

1)  Die  Ordnung  u.  h.  w.  veriliidem  bedeutet,  die  j^ej^obeneu  Elemente  in  einer  ver- 
schiedenen Ordnung  betrachten. 
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(Def.  I,  §  33),  so  erhält  man  {B'),  Es  genügt,  wenn  wir  P  suecessive  an 
den  Stellen  z.  B.  der  Elemente,  die  in  (B')  auf  es  folgen,  betrachten  (§  24; 
*?  §  '^^)'  Wenn  dann  P'  die  Stelle  seines  consecutiven  ihm  vorangehenden 
Elements  einnimmt,  so  denkt  man  sich  jedes  Element,  welches  auf  P  folgte, 
an  der  Stelle  semes  consecutiven,  ihm  vorangehenden,  Elementes.  Alsdann 
betrachtet  man  um  (JB')  aus  (i?')  zu  erhalten  P  suecessive  an  der  Stelle  der 
ihm  vorangehenden  Elemente  (§21),  bis  es  die  Stelle  von  P'  einnimmt.  Nach 
diesen  Vertauschungen  nimmt  jedes  Element,  welches  im  Anfang  auf  P  folgte, 
die  Stelle  des  consecutiven  in  der  gegebenen  Ordnung  auf  es  folgenden  Ele- 
mentes ein;  das  heisst  also:  jedes  andre  Element,  das  nicht  *P  oder  P'  ist, 
nimmt  nach  der  Operation  dieselbe  Stelle  ein  (a,  §  33).  Die  umgekehrte  Ope- 
ration liefert  mithin  die  ursprüngliche  Gruppe  (P').  Man  erhält  also  (P')  aus 
(P")  durch  eine  Vertauschung  consecutiver  Elemente,  (P")  aber  erhält  man 
nach  der  Voraussetzung  durch  dieselbe  Operation  aus  (P),  man  erhält  folglich 
(P')  aus  (P)  durch  Vertausch ungen  consecutiver  Elemente.  Wenn  also  der 
Satz  für  die  Gruppe  (Ä)  gilt,  gilt  er  filr  die  Gruppe  (A)  P,  er  gilt  aber  für 
die  Gruppe  ABy  folglich  gilt  er  für  alle  geordneten  natürlichen  Gruppen 
(a,  §  43;  i  und  1,  §  39). 

d.  W€7in  sich  zwei  geordnete  Gruppen  eindeutig  entsprecJwn,  so  k^nn  mmi 
jedem  Element  der  eijien  ein  'nach  Beliehen  ausgewähltes  Elemcfit  der  andern  ent- 
sprechen  lassen,   wenn   man   den   eimleutigeti   Zusammenhang   unter  den  übrigen 

,    Elemetiten  aufrecht  erlUilt 

Nehmen  wir  an,  X  und  Y  seien  beliebige  Elemente  der  ersten  Gruppe 
(Def.  Vm,  §  13)  [welche  stets  verschieden  sind,  wenn  nichts  Anderes  bestimmt 
wird  (Bem.  I,  §  8)]  und  ihnen  entsprächen  die  Elemente  X!  und  Y'  der 
zweiten  Gruppe.  Da  wir  die  Stellen  von  Y  und  X  vertauschen  können  (a), 
so  wird  bei  diesem  Tausch  dem  Element  X  das  Element  Y  in  der  zweiten 
Gruppe  entsprechen,  da  die  Elemente  X  und  Y,  X'  und  Y  getrennt  von  den 
andern,  die  sich  wie  vorher  entsprechen,  betrachtet  werden  (§  7).  Läss.tf  man 
daher  dem  X  das  Element  Y  entsprechen,  so  entsprechen  sich  die  übrigen 
Elemente  (§  7)  eindeutig.     Damit  ist  der  Satz  bewiesen. 

d'.  Wenn  fnan  in  zwei  geordneten  natürliehen  Gruppen,  die  sieh  eindeutig 
entspredien,  b  beliebigen  Elementen  der  einen  b  Eletnente  der  andern  entspreche^i 
lässt,  so  entsprechen  sich  die  übrig  bleibenden  Eletrumte  eindeutig. 

Es  seien  Ay^A^.,,Af.A„,,  AlA^,.,Ai,,.Am    die  gegebenen  Gruppen. 

Einem  Element  der  ersten  z.  B.  A^  kann  man  ein  beliebiges  gegebenes 
Element  X  der  zweiten  entsprechen  lassen;  die  übrig  bleibenden  Elemente 
werden  sich  eindeutig  entsprechen  (d).  Abstrahirt  man  von  den  Elementen 
A^  und  X  und  wiederholt  man  die  Operation  bmsX  für  die  gegebenen  Gruppen 
der  übrig  bleibenden  Elemente  (Def.  IV,  §  47),  so  entsprechen  sich  die  Grup- 
pen übrig  bleibender  Elemente  nach  jeder  dieser  Wiederholungen  eindeutig  (d) 
und  daher  auch  nach  der  6**^"  Wiederholung  (Def.  III,  §  47;  1,  §  39). 

e.  Wenn  die  Elemente  zweier  geordneten  natürlidien  Gruppen  sich  eindeutig 
und  in  derselben  Ordnmig  entsprechet  und  man  verändert  die  Ordnung  eitwr  be- 
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liebigen  derselben,  so  kann  nmn  die  so  erhaltenen  Gruppen  sieh  eifideiUig  etiir 
sprechen  lassen. 

Es  seien  ABC , .  .  M,  A'  B'  C  . . .  M'  die  gegebenen  Gruppen  und 
yl"  B''  C .. .  M"  eine  andre  geordnete  Gruppe,  die  man  aus  den  Elementen  der 
ersten  erhalten  hat.  Da  man  die  Gruppe  A" B"  C" ... M"  eindeutig  der  Gruppe 
ABC...M  entsprechen  lassen  kann  (b)  und  A'B'C ...M\  wie  gegeben,  der 
Gruppe  ABC...M  eindeutig  entspricht,  so  entsprechen  sich  die  Gruppen 
A'' B"  C\.. M'\  A' B'  C ... M'  eindeutig  (e,  §  42). 

f.  Eine  natürliche  Gruppe  kann  nicht  eindeutig  einer  ihrer  Untergruppen 
entsprechen. 

Für  die  Gruppe  AB  ist  dieses  einleuchtend;  denn  sie  kann  nicht  eindeutig 
einem  einzigen  Element  A  oder  B  entsprechen,  weil  sonst  A  oder  B  in  der 
gegebenen  TTntergnippe,  die  in  diesem  FaU  aus  einem  einzigen  Element  be- 
stände (Def.  IQ,  §  18  und  Bem.  I,  §  42),  kein  entsprechendes  Element  hätte. 
Wenn  nim  eine  Gruppe  (A)  diese  Eigenschaft  besitzt*,  so  lässt  sich  leicht  be- 
weisen, dass  sie  auch  der  Gruppe  {A)B  zukommt,  das  heisst,  der  durch  die  Ver- 
einigimg eines  andern  Elementes  B  mit  der  Gruppe  (A)  erhaltenen  Gruppe. 
Nehmen  wir  das  Gegentheil  an  und  es  sei  (^1')  ein  Theil  von  {A)B  der  Art, 
dass  man  die  Elemente  von  (A')  eindeutig  denen  von  {A)B  entsprechen  lassen 
kann.  Dann  sind  zwei  Fälle  möglich:  entweder  ist  B  in  (^4')  nicht  enthalten 
.  oder  es  ist  darin  enthalten.  Im  ersten  Fall  kann  man  dem  Element  B  ein 
beliebiges  Element  z.  B.  das  letzte  von  {A')  entsprechen  lassen  (d),  voraus-  # 
gesetzt,  dass  {A')  geordnet  ist.  Bezeichnet  man  dieses  Element  mit  ff  und 
den  übrigbleibenden  Theil  von  (A')  mit  (^"),  so  würde  {A")  eindeutig  (Ä) 
entsprechen  (d),  was  gegen  die  Voraussetzung  ist.  Ist  dagegen  (B)  in  {A') 
enthalten,  so  kann  man  nach  der  Feststellung  des  Zusammenhangs  zwischen 
(A')  und  {A)B  das  B  sich  selbst  entsprechen  lassen  (d),  es  bleibt  dann  von 
(A')  ein  Theil  (A'')  übrig,  welcher  auch  in  diesem  Fall  der  Gruppe  (A)  der 
Voraussetzung  zuwider  entsprechen  würde  (d).  Wenn  der  Satz  für  (A)  gilt, 
gilt  er  auch  für  {A)By  er  gilt  aber  für  die  Elementengruppe  AB,  fDlglicb 
gilt  er  für  alle  natürlichen  Gruppen  (a,  §  43;  i  und  1,  §  31>). 

g.  Wenn  zwei  natürliche  Gruppen  sich  eindeutig  mid  in  derselben  Ordnung 
cntsprechefi,  so  stellen  sie  gleiche  Zahlen  dar.' 

Es  ist  nicht  möglich,  dass  zwei  natürliche  Gruppen  und  daher  auch  zwei 
Zahlen  (Def.  U,  §  45)  sich  eindeutig  und  in  derselben  Ordnung  entsprechen 
und  die  eine  zugleich  ein  Theil  oder  einem  Theil  der  andern  gleich  sei,  weil 
sie  sonst  eindeutig  und  in  derselben  Ordnung  und  daher  auch  eindeutig  einem 
ihrer  Theile,  f  zuwider,  entsprechen  würde;  daraus  folgt  g  (c,  §  45). 

h.  In  welclier  Ordnung  man  auch  die  Elemente  einer  geordneten  natürlichen 
Gruppe  hetracliten  mag,  sie  stellt  dieselbe  ZaM  dar. 

A  und  B  seien  die  Elemente  der  Gruppe  (A),  1,,,  1^  die  Einheiten  der 
entsprechenden  Zahl  1«  +  1*  (Def.  I,  §  46;  Bez.  III,  §  47).  Den  Elementen 
By  A  können  wir  eindeutig  dieselben  Einheiten  1«,  1/,  entsprechen  lassen, 
denn   hat  man  B  dem  la  entsprechen  lassen,  so  kann  das  Element  A  nur  1^ 
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entsprechen  (d).     Der   eindeutige   Zusammenhang   kann    in    diesem  Fall   auch 

von  derselben  Ordnung  sein  (Bem.  ü,  Def.  HI,  §  42). 

Nehmen  wir  nun  an,  die  Eigenschaft  gelte  för  eine   beliebige  gegebene 

natürliche  Gfruppe 

{M)  =  ÄBCD...M 

und  ft  ==  lalftlclrf  ...  Im 

sei  die  Reihe  der  den  Elementen  von  (M)  erftsprechenden  Einheiten.  Die  ent- 
sprechende Zahl  sei: 

m  =  l,  +  l*+lc+lrf+-+U   Pef.  n,  §  45;  Bez.  I,  §  47). 

Es  sei  die  Gruppe 

(M)N  --1 ABCB  . . .  MN  (a,  §  40) 

gegeben,  der  die  Reihe  von  Einheiten 

^  ln=  Ifllftlclrf...  Im  In 

und  die  Zahl 

m+U=U+U+lc+l^+---+lm+ln 

entspreche.  Wenn  man  die  Ordnung  von  M  und  N  umdreht,  das  heisst  die 
Stelle  von  M  mit  derjenigen  von  N  vertauscht,  was  möglich  ist  (a),  so  erhält 
man  die  Gruppe 

ABCD..,NM,  (1) 

Ijässt  man  dann  den  Elementen,  welche  N  vorangehen,  dieselben  Einheiten 
lalftlflrf...,  welche  1„,  vorangehen,  wie  bei  der  Gruppe  ^B(7D.. .  ilf^  ent- 
sprechen und  dem  N  die  Einheit  1^,  so  muss  dem  Element  M  die  Einheit 
1,  entsprechen  (d).  Daher  entspricht  der  Gruppe  ABCB.., NM  dieselbe 
Zahl  m  +  ln  (Def.  II,  §45;  f,  §42  und  g).  In  der  Gruppe  ABCB,..N 
jedoch  kann  man  die  Stelle  von  N  mittelst  Vertauschungen  consecutiver  Ele- 
mente mit  derjenigen  jedes  beliebigen  andern  vorangehenden  Elementes  ver- 
tauschen (a),  ohne  dass  nach  der  Voraussetzung  die  entsprechende  Zahl  sich 
ändere.  Lässt  man  dann  jedes  dieser  Elemente,  wenn  es  den  Platz  von  N  ein- 
nimmt, mit  M  in  (1)  die  SteUe  wechseln,  so  entspricht  der  Gruppe  nach  dem 
eben  Gesagten  dieselbe  Zahl.  Auf  diese  Weise  erhält  man  aber  alle  geord- 
neten Gruppen,  die  durch  die  Elemente  der  Gruppe  (M)N  gegeben  sind  (e). 
Wenn  daher  der  Satz  für  die  Gruppe  (M)  gilt,  so  gilt  er  auch  für  die  Gruppe 
(M)N'^  er  gilt  aber  für  die  Gruppe  ABy  folglich  gilt  er  für  alle  geordneten 
natürlichen  Gruppen  (a,  §  43;  i  und  I,  §  39).^) 

1)  Gewöhnlich  läset  man  bei  der  Anzahl  der  Gegenstände  einer  Gruppe  die  Ordnung 
dieser  Gegenstände  ausser  Acht  und  befolgt  die  Methode  nicht,  die  Eigenschaften  der  Zahl 
aus  dem  .Znsammenhang  mit  den  ^ordneten  Gruppen  abzuleiten.  Wenn  man  aber  die 
Zahl  in  ihrer  einfachsten  Construction  aus  der  logischen  Function  des  Zählens  entstehen 
Iftsst  (§  45  und  Def.  I,  §  46),  so  ist  sie  von  der  Ormiung,  in  welcher  die  Gegenstände  der 
gegebenen  Gruppe  gezählt  werden,  abhängig.  Die  endlichen  ganzen  Zahlen  (welche,  wie 
wir  sehen  werden,  unsem  natürlichen  Gruppen  entsprechen)  sind  von  der  Ordnung  der 
Elemente  der  entsprechenden  Gruppen  unabhängig  (h).  DiesAnuss  aber  bewiesen  werden, 
denn  es  gibt  Gruppen  von  Elementen,  denen  die  transfiniten  Zahlen  G.  Cantor*8  entsprechen 
und  f&r  welche  diese  Eigenschaft  nicht  mehr  gilt  (Acta  Math.  Bd.  2  Seite  886.  1883.  — 
Grundlagen  einer  Mannigfaltigkeitslehre,  Leipzig  1883  S.  32  u.  f.  —  Zeitschrift  für  Phil. 
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Bern.  I.  Von  nun  an  können  wir  also  die  Ordnung  der  Gruppen,  welche  den  natür- 
lichen Zahlen  entsprechen,  ausser  Acht  lassen. 

i.  Zwei  natürliche  Gruppetu  welche  dieselbe  Zahl  darsteU^i,  kann  man  sich 
eindeutig  entsprechen  l<tssen. 

Es  seien  Ay  B,  C,  2),  . . .  M-,  A\  B',  C,  i)',  . . .  M'  die  gegebeüen  Gruppen. 
Die  Einheiten  der  Zahl  einer  Gruppe  entsprechen  eindeutig  und  in  derselben 
Ordnung  den  Elementen  der  Gruppe  (b,  §  45).  Die  Elemente  der  ersten 
Gruppe  seien,  wenn  man  sie  ordnet: 

A^  A^  A..^  . . .  ^n  '^^^  \r^/ 

und  die  Einheiten  der  entsprechenden  Zahl 

a^a^a^...a„  -    (a) 

denn  wir  können  in  einem  solchen  Fall  die  Einheiten  auch  mit  von  1  ver- 
schiedenen Zeichen  belegen.  Die  Einheiten  von  (a)  entsprechen,  das  ist  ge- 
geben, eindeutig  und  in  derselben  Ordnung  den  Elementen  der  zweiten  Gruppe 
A\A\A\..,A'n^^(A').  Da  nun  die  Gruppen  (A)  und  (A')  eindeutig  und 
in  derselben  Ordnung  der  Gruppe  (a)  entsprechen,  so  entsprechen  sie  einander 
eindeutig  und  in  derselben  Ordnung  (f,  §  42).  Die  Anzahl  der  ersten  Gruppe 
ändert  sich  aber  nicht,  wenn  sich  die  Ordnung  ihrer  Elemente  ändert  (h)  und 

V.  Fichte  Bd.  91,  Heft  1  und  2.  1887  u.  s.  w.).  Was  Clifford  von  dem  Satz  h  sagt  (The 
common  sense  of  the  exact  sciences,  London  1885)  ist  eine  empirische  Auseinandersetzung, 
aber  mathematisch  setzt  er  dieselbe  Eigenschaft  voraus.  So  hat  0.  Cantor  Recht,  wenn  er 
den  analogen  Fehler  in  der  Schrift  Äro)?*'c/»Yr's  aufdeckt  (Phil.  Aufs.  Ed.  Zeller  gew. — üeber 
den  Zahlbegriff.  S.  268).  Peano  (a.  a.  0.)  beschäftigt  sich  nicht  damit.  So  viel  wir 
wissen,  hat  Schröder  das  Verdienst  zuerst  diese  Frage  behandelt  zu  haben  (Lehrbuch  der 
Arithm.  u.  Algebra,  Leipzig  1873).  Nach  dem,  was  er  in  dem  Satz  auf  Seite  8  sagt,  scheint 
es  zu  genügen,  dass  es  dieselben  Dinge  sind,  die  in  verschiedener  Ordnung  gezählt  werden, 
damit  die  resultirenden  Zahlen  gleich  seien;  dieses  setzt  aber  schon  den  obigen  Satz  vor- 
aus ,  denn  auch  in  den  beiden  Reihen  1  2  3 . . .  w  . . .  und  2  3  ...  n  ...  1  hat  man  dieselben 
Dinge,  aber  die  Zahlen  sind  verschieden.  So  ist  das  Theorem  auf  Seite  20  allgemein  aus- 
gesprochen; in  dem  unvollständigen  Beweis,  den  ihm  Prof.  Lüroth  mitgetheilt  hat,  erklärt 
or  aber  stillschweigend  angenommen  zu  haben,  dass  es  sich  um  eine  endlich  begrenzte 
Menge  handelt,  die,  wie  uns  scheint,  nicht  gut  definirt  ist  Nach  uns  ist  die  Eigenschaft, 
dass  oinem  Element  nicht  kein  Element  ein«leutig  entsprechen  kann,  analog  derjenigen, 
die  Sehröder  als  Axiom  annimmt,  in  dem  eindeutigen  Zusammenhang  selbst  enthalten 
(Rem.  I,  §  42). 

G.  (\mtor  unterscheidet  zwei  Arten  von  Zahlen:  die  Cardinalzahl  oder  Mächtigkeit 
und  die  Idealzahl.  Die  ,, Cardinal  zahl"  erhält  man  nach  Cantor  aus  einer  Menge  von 
Dingen,  wenn  man  sowohl  von  den  Eigenschaften  dieser  Dinge  als  von  der  Ordnung  der- 
selben absieht.  Er  nennf  zwei  Mengen  gleich,  wenn  sie  sich  eindeutig  entsprechen  und 
ihnen  daher  dieselbe  „Cardinalzahl"  entspricht.  Die  „Idealzahl"  dagegen  erhält  man,  wenn 
man  von  den  Eigenschaften  der  Dinge,  aber  nicht  von  der  Ordnung,  in  welcher  sie  gegeben 
sind  oder  betrachtet  werden,  absieht.  Die  so  defiiiirte  „Cardinalzahl"  geht  freilich  nicht 
aus  der , logischen  Function  des  Zählens  hervor;  denn  wenn  man  zählt,  zählt  man  in  einer 
gegebenen  Ordnung  und  hat  dann  nachzusehen,  ob  man  l)ei  Aendernng  der  Ordnimg  des 
Zählens  dieselbe  Zahl  erhält. 

Statt  zu  sagen,  zwei  Mengen  hie^sefi  gleich^  wenn  sie  sich  bei  Abstraction  von  den 
Eigenschaften  der  Dinge,  welche  sie  zusammensetzen,  und  ihrer  Ordnung  eindeutig  und  in 
derselben  oder  nicht  derselben  Ordnung  entsprechen,  kann  man  beweisen,  dass,  wenn  zwei 
Mengen  identisch  sind  (Def.  VI,  §  8  und  Def.  III,  §  9),  sie  sich  eindeutig  und  in  derselben 
Ordnung  entsprechen  und,  wenn  eine  in  der  andern  enthalten  ist,  diese  in  der  ersten  ent- 
halten ist.  Wenn  man  femer  nur  den  eindeutigen  Zusammenhang  allein  zwischen  einer 
Menge  und  ihrer  geistigen  Darstellung  (§  4)  in  Betracht  zieht,  kann  man  auch  beweisen, 
dass  zwei  Mengen,  wenn  sie  sich  eindeutig  ent^^prechen ,  gleich  sind,  ohne  in  Betracht  zu 
ziehen,  dass  die  eine  ein  Theil  oder  nicht  ein  Theil  der  andern  ist. 
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ändert  man  diese  Ordnung,  so  kann  man  die  beiden  Gruppen  sich  eindeutig 
entsprechen  lassen  (e).     Folglich  u.  s.  w. 

i'.  Wepm  zwei  natürliclie  Zalüm  (jleidi  sifki,  so  entsprechen  sich  die  Ein- 
heiten derselben  eindeutig  (i  und  Def.  11,  §  46). 

1.  Zwei  mitürlidie  Gruppen,  die  sich  eindeutig  entsprechen,  stellen  dieselbe 
Zahl  dar  (g  und  h). 

r.  We^m  die  Einheiten  zweier  Zahlen  a  und  b  sich  eitideutig  entsprechen, 
so  sind  die  beiden  Zahlen,  gleich. 

m.  Die  Summe  der  Zahl  b  und  der  Zahl  a  ändert  sich  nicht,  wenn  fnan 
die  Ordnung  der  beiden  Zahlen  vertauscht  (Commutationsgesetz), 

Bew.  1,    Die  Zahl  a  werde  durch  die  Gruppe  {Ä)~  ABC.M,  die  Zahl 

b   durch  die  Gruppe  (Ä)    :  Ä'B'C\,.N'  dargestellt;   die  Summe  a  +  b  wird 

dann  durch  die  Gruppe  [(^)(X)]  =  ABC, . .  MÄ'B'C\ . .  N'  dargestellt  (Bem.  I, 

§  47).    Man  habe  eine  andere  Gruppe  (B),  die  eindeutig  der  Gruppe  [(^)(J.')] 

entspreche.     Wenn   man    den   ersten   b  Elementen    der   zweiten   die   letzten   b 

Elemente  der  ersten  entsprechen  lässt,  so  kann  man  die  übrigbleibenden  Elemente 

sich  eindeutig  entsprechen  lassen  (d')   und  müssen  desshalb  deren  a  in  beiden 

Gruppen  sein  (1).    Die  beiden  Gruppen  (B)  und  [(^)(^')]  stellen  aber  dieselbe 

2jahl  dar  (1);  daher 

a  -^  b  =  b  -}-  a. 

Bew,  2.  Die  Gruppe  \{A'){A)'\  hat  alle  Elemente  der  Gruppe  [{A){A')'\, 
wie  diese  letztere  alle  Elemente  der  ersteren  enthält,  weil  jedes  Element  der 
ersten  oder  der  zweiten  zu  {A)  oder  {A')  gehört  (11,  §  21»).  Die  beiden  Gruppen 
unterscheiden  sich  also  nur  durch  ihre  Ordnung,  entsprechen  sich  daher  ein- 
deutig (b)  und  stellen  dieselbe  Zahl  dar  (1). 

]^ew,  3.  Nehmen  wir  vorerst  an,  mit  einem  Element  A  sei  eine  Gruppe 
AiA^A^..,A„t-^i  von  m  +  1  Elementen  Vereinigt.  Lassen  wir  das  Element  A 
dem  Element  A^,  A^  dem  Element  A^  u.  s.  w.,  das  Element  Am^i  döm  Element 
Ai^,  Am  dem  A^-^i  entsprechen,  das  heisst,  jedes  Element  seinem  consecutiven 
auf  es  in  der  Reihe  AA^A^.,.Am-{-i  folgenden.  Die  Gruppen  AA^A^.,.Amy 
A^A^...A,n^^  entsprechen  sich  dann  eindeutig  und  in  derselben  Ordnung  (a, 
§  42)  und  entsprechen  daher  derselben  Zahl  (1),  das  heisst 

1  4-  m  =  w  +  1 .  (1) 

Nehmen  wir  an,  der  Satz  sei  richtig  für  m  und  n 

w  +  w  =  w  +  w .  (2) 

Man  erhält  (d,  f,  §  47) 

w  +  (n  +  1)  =  (w  +  w)  +  1  =  (n  +  w)  +  1  =  w  +  {m  +  1)  =  (w  +  1)  +  w. 

Der  Satz  gilt  aber  für  m  =  1  (1),  daher  gilt  der  Satz  allgemein  (c',  §  46; 
1,  §  39).») 


1)  Wie  man  leicht  einsieht^  j?ilt  das  Commutationsgesetz  auch  fitr  eine  beliebige  gegebene 
Anzahl  von  Summanden  (1,  §  89). 
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3. 

Begriff  einer  Zahl,  die  grSsser  oder  kleiner  als  eine  andre  ist  —  Andre 

Eigenschaften  der  Zahlen. 

§  49.  Bef. L  Wenn  zwei  natürUche  Gruppen  ABCD ..,N,  Ä'B'C'D' ...IT 
nicht  dieselbe  Anzahl  haben,  so  gibt  es  bei  dem  eindeutigen  Zusammenhang 
ihrer  consecutiven  Elemente,  wenn  man  mit  den  ersten  beginnt,  also  von  A  und 
A\  B  und  B\  C  und  C  u.  s.  w.,  Elemente  der  einen  z.  B.  der  ersten,  denen 
keine  Elemente  der  zweiten  entsprechen,  weil  die  Gruppen  sonst  dieselbe  Zahl 
darstellen  würden  (h,  §  48).  Man  sagt  daher,  die  erste  enthalte  melir  Elemente 
als  die  zweite  und  die  zweite  weniger  Elemente  als  die  erste,  oder  auch  die 
erste  sei  grösser  als  die  zweite  und  die  zweite  Meiner  als  die  erste. 

Bef\  IL   Die  Zahlen  a  und  ft,  die  den  beiden  Gruppen  entsprechen,  heissen, 

da  sie  nicht  gleich  sind,  xmgUidi  und  die  der  ersten  entsprechende  heisst  grösser 

als  die  der  zweiten  entsprechende    und  die  letzte  hleiner  als  die  erste.     Man 

schreibt 

a>  b^  b  <a. 

a.  Jede  tioMlrliche  Gruppe  und  jede  natürliche  Zahl  ist  grösser  als  jeder  ihrer 
Theile  (Def.  I,  H;  f  und  h,  §  48). 

§  50.  a.  Wenn  man  dadurch,  dass  man  zu  gegebetien  Zahlen  gleidie  Zahlen 
addirtf  gleiche  Zalden  erhält,  so  sind  die  geg(^efien  Zahlen  gleich. 

Es  seien  (A)  und  (B)  die  den  gegebenen  Zahlen  a  und  b  entsprechenden 
Gruppen  und  man  vereinige  mit  ihnen  bezüglich  die  Ghruppen  (A')  und  (JB'), 
welche  die  beiden  gleichen  Zahlen  a'  und  &',  die  zu  a  und  b  addirt  werden 
darsteUen.  Man  erhält  die  Gruppen  [(J.)(J.')],  [(B)(B')]y  die  man,  weil  sie 
nach  der  Voraussetzung  gleiche  Zahlen  darstellen,  sich  eindeutig  einander  ent- 
sprechen lassen  kann  (i,  §  48).  Aus  demselben  Grund  aber  entsprechen  sich 
auch  die  Gruppen  (^4')  und  (B')  eindeutig;  es  entsprechen  sich  daher  auch  die 
übrig  bleibenden  Gruppen  (A)  und  (B)  eindeutig  (d,  §  48).  Folglich  sind 
ihre  entsprechenden  Zahlen  a  und  b  gleich  (h,  §  48  und  b,  §  47). 

a'.  Wenn  man  dadurch,  dass  man  zu  gleichen  Zahleti  gegebene  Zahlen  addiri, 
gleiche  Zahlen  erhält,  so  sind  die  gegebenen  Zaiüen  gleich. 

Sind  a  und  a    gleiche  Zahlen,  b  und  V  die  hinzugefQgten  Zahlen,  c  und 

c'  die  Resultate,  so  ist 

a  +  6  =  c,  a'  -^-b'  ^=^  c  , 
aber  es  ist  auch 

b  +  a  =  c,V  +  a  =c\  (m,  §  48) 

womit  man  wieder  auf  den  Satz  a  zurück  konmit. 

b.  Wenn  a  =  b^  b>  c,  so  ist  a>  c 

„      a«=6,6<c,  „    „    a<c. 

c.  Wenn  a  >  by  b  >  c,  so  ist  a>  c 

„      a  <b,  b  <c,  „    „    a<c. 
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• 

d.  Wenn  a>  a^  h>V,   50  is^  a  -[-  ft  >  a  +  6' 

>a  +  h 
und  wenn  a  <  a',  6  <  6',     „    „   a  + 6  <  a  +  i' 

<a  +  h. 

um  zu  beweisen,  dass  a -f  6  >  a' -j"  ^'  ist,  wenn  a>a  und  b^b'  ist, 
verfährt  man  auf  folgende  Art.  (A)  i.-  A^Ä^  ,  .  .  Aay  (B)  B^B^...Bt  seien 
die  Gruppen,  welche  die  Zahlen  a  und  b  darstellen;  die  Zahl  a  -f-  6  wird 
durch  die  Gruppe  \{A){B)'\z::i  A^A^,,,AaByB^,.,BH  dargestellt  (Bern.  I,  V, 
e,  §47).  {A')  =  A;A^ ,,.Aa,  {B')  ^  B;B^ ,,,Bi  seien  die  die  Zahlen  a 
und  b'  darstellenden  Gruppen,  die  Zahl  rt'  +  ^'  wird  dami  durch  die  Gruppe 
[(J. ')(!?')]  -^  A^A^ . . .  AaB{ B^  ...Bt  dargestellt.  Nach  der  Voraussetzung 
ist  aber  a^  a\  b>  b'  und  wenn  wir  die  ersten  a  Elemente  der  Gruppe 
(J.)  und  die  ersten  6'  Elemente  der  Gruppe  (B)  betrachten,  so  bleiben  in 
der  einen  wie  in  der  andern  noch  andre  Elemente  übrig  (Def.  I  und  II,  §  49), 
welche  nicht  in  eindeutigem  Zusammenhang  mit  entsprechenden  Elementen 
in  (A'),  (B')  stehen  und  desshalb  gibt  es  in  der  Gruppe  \{A){B)]  Elemente, 
welche  bei  eindeutigem  Zusammenhang  mit  [(J.')(jß')]  in  dieser  Gruppe  keine 
entsprechenden  Elemente  haben  (II,  §  29).  Daher  ist  a +  &•>«' +  6'  (Def.  I 
und  n,  §  49). 

Analog  werden  die  übrigen  Beziehungen  b,  c,  d  bewiesen. 

e.  Wenn  a  =  a^  b  >b\  so  ist  a  -j-  b>  a  +  V 

„      a  >  a  ,  b  =  ft',  „     „  a  +  6  >  a  -f  6' 
oder: 

Wenn  man  zu  gleichen  (unglekhen)  Zahlen  ungleiche  (gleiche)  Zahlen  addirt, 

so  erhält  man  ungleii'he  Zahlen, 

Dieser  Satz  wird  auf  ähnliche  Art,  wie  der  vorige  bewiesen. 

f.  Die  Zahlen  der  Eeilie  (/)  sind  sämmtlich  ungleich.  Keine  von  ihnen  ist 
grösser  als  die  andern. 

Denn  betrachtet  man  eine  bestinmite  Zahl  a  der  Reihe  der  natürlichen 
Zahlen  (c,  Def  III,  §  40),  so  sind  die  Zahlen,  die  a  vorausgehen,  kleiner  als 
a,  weil  die  diesen  Zahlen  entsprechenden  Gruppen  weniger  Elemente  enthalten 
als  die  dem  a  entsprechende  Gruppe  (c',  §  46;  Def.  I  und  II,  §  49).  Dagegen 
sind  die  auf  a  folgenden  Zahlen  grösser.  Die  Zahlen  von  (/)  bilden  so  zwei 
Zahlenclassen  in  Bezug  auf  a,  kleinere  und  grössere  als  a,  a  ausgenonmien. 

Die  letztere  Eigenschaft  hat  ihren  Grund  in  der  ünbegrenztheit  der  Reihe 
(/)  (Def.  n,  §  32  und  Def.  I,  H,  c',  §  46). 

g.  Wenn  a>  a'  ist,  so  gibt  es  eine  einzige  Zahl  x  der  Art,  dass  a'  -f  a: 
=  a  ist,^) 

1)  Es  ist  nicht  nöthig,  die  Sätze  dieses  Paragraphen,  besonders  e  und  g  sowie  a  und 
d,  §  47  mit  besonderen  Axiomen  oder  Definitionen  der  Zeichen  zu  geben.  Sie  finden  ihre 
Begründung  in  dem  Princip  des  eindeutigen  Zusammenhangs  zwischen  den  darstellenden 
Gruppen. 
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DU'  Z:ilil(*n  a  und  n'  müssen  in  (/)  zwei  bestimmte  Stellen  einnehmen 
(IM'.  I,  §  20)  und  a'  muss  a  vorangehen  (f;  c,  §  46).  Die  Zahl  a  erhält  man 
aus  a\  indem  man  mit  dieser  letzteren  Zahl  andre  Einheiten  vereinigt,  das 
heisst,  die  Kinheitcn  einer  andern  Zahl  (c',  §  4(>  und  g,  §  3(>).  Es  kann  keine 
/\vr*i  ZaIiliMi  X  und  ./'  (.f '  ^  j;)  geben,  welche  diese  Eigenschaft  besitzen.     Denn 

es  rauss 

a   -f-  X  =  a  y  a  -{-  x  =  a 
sein,  V)der  auch: 

x'  '\-  a   =  a  j    X  -\-  a  =  a  .   (m,  §  48) 

und  es  ist  daher 

X  =  X  .  (a) 

JJfw.    Wenn  wir  die  Summe  a  +  h  mit  c  bezeichnen,  so  ist 

worin  c  eine  gegebene  Zahl  der  Keihe  (/)  ist.  Die  Gleichung  ^1)  lilsst  sich  von  zwei  Gesichts- 
punkten betrachten:  entweder  wird  c  benutzt,  um  die  neue  Zahl  a  -\- h  zu  bezeichnen,  was 
bisher  noch  nicht  geschehen  ist,  wie  wir  z.  B.  mit  dem  Zeichen  2  die  Summe  1  +  1 ,  mit 
3  die  Summe  1  +  1  +  1  u.  s.  w.  bezeichnet  haben;  oder  c  ist  eine  schon  bekannte  als 
Symbol  einer  andern  Operation  z.  B.  einer  andern  Summe  a  +  h'  benutzte  Zahl  und  als- 
dann muss  man  die  Richtigkeit  der  Gleichung  (1)  beweisen. 

Beisp.    In  der  Gleichung 

11  +  1—12 

bezeichnet  12  die  aus  der  Addition  von  1  zur  Zahl  11  sich  ergebende  Zahl  und  dabei  ist 
nichts  zu  beweisen.*   Dagegen  iift  es  nöthig,  zu  beweisen,  dass  die  Gleichung 

7  +  5  =  12 

besteht,  die  eine  unter  den  Zahlen  7,  5  und  12  bestehende  Eigenschaft  angibt.  Zu  dem 
Zweck  gimügt  e«  die  drei  Zahlen  in  ihre  Einheiten  zu  zerlegen  und  zu  bedenken,  dass  die 
Einheiten  der  Zahl  11  +  1  eine  nach  der  andern  denen  der  Zahl  7  +  5  entsprechen  (i,  §"48). 
Denn  {A)  -=  ABCDEFO  sei  die  der  Zahl  7  und  \,A')  «  A' B' C B' E'  die  der  Zahl  6 
entsprechende  Gruppe.     Das  erste  Element  von  {A')  mit  {A)  vereinigt,  gibt  die  der  Zahl 

7  +  1  -=  8 
entsprechende  Gruppe. 

Von  (A'^  bleibt  eine  Grupj>e  \^A")  B' C* D' E'  übrig,  die  aus  den  von  {A')  tibrig 
bleibenden  Elementen  gebildet  ist.  Das  erste  Element  von  {A")  mit  der  Gruppe  {A)  ver- 
einigt, liefert  die  Zahl 

8  +  1  =  9. 

Die  von  der  Gruppe  {A")  übrig  bleibenden  Elemente  bilden  eine  Gruppe 

{A'")  ..r  C'B'E\ 

tleren  erstes  Element  C/  mit  der  Gruppe 

i{A)A')B'  ---  (A){A'B')    (a,  §  40) 
vereinigt-,  die  Zahl 

9  +  1  =-  10 
giht. 

Vereinigt  man  dann  das  vorletzte  Element  /)'  von  {A')  mit  der  Gruppe  {A)(A' B' C')^ 

HO  erhält  man  die  Zahl  10  +  1  =p  11.     Indem  man  endlich  das  letzte  Element  E'  von  {A') 

mit  der  Gruppe  (A){A' B' C 1)').  vereinigt,  erhält  man  die  Zahl 

11  +  1=12, 

die  der  Gruppe  L(^)U')|  _  ABCBEFGA'B'CB'E'  entspricht,  und  diese  Gruppe  steUt 
auch  die  Zahl  7  +  6  dar  (Bem.  I,  e,  §  47).     Es  ist  daher 

12  =  7  +  5. 

Der  Beweis  dieses  Satzes  für  beliebige  gegebene  Zahlen  von  {D  beruht  offenbar  auf 
der  Kegel,  welche  man  bei  der  Bezeichnung  der  Zahlen  oder  der  Numerinmg  befolgt. 
Von  den  hierzu  erfundenen  Systemen  ist  das  Decimalsystem  das  üblichste. 
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Man  schreibt  in  diesem  System  z.  B. 

loj  «=  10  4-  X, 

worin   x   successive    die  Zeichen  1,  2,  3,  4,  5,  6,  7,  8,  9   vertritt.    Die    auf  19  folgende» 
Zahl  bezeichnet  man  mit  20  und  erhält  sie  aus  der  Vereinigung  zweier  üruppeu  von  10 
Elementen  (Zehner). 

So  ist 

2a;  =  20  +  a;    (a;  =  1,  2,  3,  . . .  9). 

Analpg  wird  eine  Zahl,  welche  zwischen  derjenigen  Zahl,  die  einer  aus  zehn  Gruppen 
von  zehn  Elementen  (Hunderte)  zusammengesetzten  Gruppe  entspricht  und  der  aus  zwei 
Hunderten  gebildeten  Zahl  liegt,  mit 

Ixy  =  100  -f-  xy 

bezeichnet,  worin  xy  eine  in  der  Iteihe  (/)  der  100  vorangehende  Zahl  ist. 

Um  zu  beweisen,  dass 

41  -f  53  =  94 

ist,  beachte  man,  dass 

41.  —  40  +  1,  63  «  50  4-  3 
und  daher 

41  +  53  -=  40  4-  50  +  4  =.  90  +  4  =  94 
ist») 

4. 

Sabtraetion.  —   Maltiplication.  —  Division.  —  Die  Zahl  NaII. 

§  51.   Die  SubtracHon. 

Def.  L    Wenn 

a-^h  =  c  (1) 

ist,  so  heisst  die  erste  Zahl  a  die  Differenz  oder  der  Unterschied  der  zweiten 
h  von  der  dritten  c  und  die  Operation,  mittelst  welcher  die  Zahl  a  aus  den 
Zahlen  c  und  h  bestimmt  wird,  heisst  Subtraction, 


1)  Bei  dieser  Herleitung  der  Zahl  weichen  wir  z.  B.  von  HelmhoUz,  Kronecker  und 
Dedekind  ab,  welche  (a.  a.  O.)  zuerst  von  der  Zahl  als  blossem  Zeichen  (Zahl)  und  dann 
von  der  Zahl  als  .,AnzahI"  das  heisst  der  Anzahl  der  Gegenstände  einer  Gruppe  handeln. 
Sie  operiren  mit  aiesen  Zeichen,  deren  Gesetze  sie  mit  Hilfe  besonderer  Definitionen  her- 
leiten. Wir  erkennen  den  Scharfsinn  und  den  hohen  Werth  der  Arbeiten  dieser  drei  hervor- 
ragenden Mathematiker  an,  möchten  uns  aber  doch  die  folgende  Bemerkung  erlauben.  Sie 
gebrauchen,  noch  ehe  sie  von  der  „Anzahl*  sprechen,  fortwährend  das  Wort  ein  (z.  B.  ein 
Gegenstand  A)^  welches  einem  bestimmten  Grundbegriff  entspricht  und  gerade  die  Anzahl 
des  Gegenstandes  A  gibt  (Def.  I,  U,  §  45).  Die  Anzahl  eins  des  Gegenstandes  A  ist  nach 
uns  nicht  ein  Zeichen  oder  ein  beliebig  gewählter  Name,  um  die  erste  Stelle  oder  den  ersten 
Gegenstand  einer  Reihe  (§  10,  §  20)  anzugeben;  wir  verstehen  vielmehr  unter  dem  Wort 
eins  den  damit  verbundenen  BegriA'.  In  diesem  Begriff  liegt  nicht  die  Bezeichnung  des 
Gegenstandes  z.  B.  Mensch,  Baum  u.  s.  w.,  sondern  das  Urtheil  unsres  Geistes,  dass  es 
nämlich  ein  Gegenstand  ist  und  nicht  mehrere  (§  2).  Die  Addition  verliert  bei  Dedekiyid 
ihre  Bedeutung  der  wiederholten  successiven  Vereinigung  der  Einheit  mit  der  gegebenen 
Einheit  (a.  a.  0.  S.  44),  sie  ist  eine  Art  der  Bezeichnung,  mittelst  welcher  man  aus  dem  Zeichen 
eines  Elementes  einer  Keihe  (die  nach  uns  unbegrenzt  von  der  ersten  Art  ist)  mit  Hilfe 
eleganter  Theoreme  die  Zeichen  der  andern  folgenden  Elemente  erhält.  Noch  mehr  weichen 
wir  von  Peano  ab  (Arithmetices  principia,  nova  methodo  exposiUi.  Turin  1889).  Abgesehen 
von  dem  System  von  Zeichen,  das  er  einführt,  imi  die  einfachen  Theile  einer  Gruppe  mathe- 
matischer Eigenschaften  oder  Beweise  trennen  und  erforschen  zu  können  —  während  es 
doch  möglich  ist  diese  Eigenschaften  und  Beweise  mit  den  bis  jetzt  bekannten  Zeichen  zu 

geben  —  betrachtet  er  mehr  als  die  Andern  die  Arithmetik  als  ein  System  von,  gewissen 
Definitionen  unterworfenen,  Zeichen,  welche  für  den,   welcher  die  Arithmetik  nicht  kennt, 
beliebig  ausgewählt  sind  (siehe  Anhang). 
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Bern.  I.    Die  Zahl  a  erhält  man  oifeiibar,  wenn  map  die  Zahl  h  von  der  Zahl  c  weg- 
nimmt (Def.  I,  §  7;  Def.  lU,  Bern.  I  und  II,  §  31). 

•         Def,  IL     Die  Zahl  c  heisst  der  Minuend,  h  der  Subtrahend  und  a  heisst 
auch  der  Rest  der  Subtraction. 
Man  kann  auch  sagen: 

Def,  I\    Die  Subtraction  einer  Zahl  h  von  einer  andern  Zahl  c ,  die  grösser 
als  h  ist;  heisst  eine  Zahl  a  von  der  Art  finden,  dass  sie,  zu  b  addirt,  c  gibt. 

a.  Das  Suhtrahiren  ist  die  umgekehrte  Operation  der  Addition  (§12;  Def.  I). 

Bez,  L     Die  Subtraction  des  h  von  e   hat  a  zum  Resultat  und  wird  so 
bezeichnet: 

(2)  a  =  c  —  & 

wobei  —  das  Zeichen  dieser  Operation  ist. 

b.  Der  Subtrahend  ist  der  Rest  der  Subtraction  des  ursprünglichen  Bestes 
von  deni  Minuend. 

Denn   man   erhält   aus    (2)    die  Gleichung  (1)    und    (1)   gibt    6  +  ^t  =  c 
(m,  §  48);  woraus  sich  ergibt: 

(3)  b  =  c—a. 

Aus  der  Definition  selbst  geht  hervor 

c.  Für  die  Subtraction  gilt  das  Commutationsgeset^s  niclii. 

Es  ist  nämlich  nicht 

6  —  c  =  a, 

weil  c  >  b  ist  und  man  nach  dem  bisherigen  Begriff  der  Zahl  keine  grössere 
Zahl  von  einer  kleineren  wegnehmen  kann. 

d.  Die  Subtraetiofi  ist  eine  eindeutige  Operation, 

Das  heisst  die  Subtraction   einer  Zahl  b  von   einer  Zahl  c  geschieht  auf 

eine  einzige  Art  und  liefert  ein  einziges  Resultat  (Def.  11,  §  11). 

Denn  es  sei 

c  —  b  ==  a,  c  —  b  =  a' , 

so  folgt  aus  der  Definition  selbst 

c  =  a  -\-  b,  c  =  a  -\-  b  f 

das  heisst:  a'  ist  gleich  a  (a,  §  50). 

e.  Wepin  man  von  gleicfien  Zahlen  gleiehe  Zahlen  weg^vimmt,  so  erMlt  nian 
gleiclie  Zahlen, 

Wenn  6  =  6',  c  =  c',  c  >  6  ist,  so  ist 

c  —  b  =  c'—b\ 
Setzt  man  nämlich  c  —  b  =  a,  c  —  6'  =  a\  so  erhält  man 

a  +  6  =  r,  a'+  6'  =  e\  (Def.  I  und  Bez.) 

es  ist  aber  b  =  y  y  c  =  c',  folglich  ist  a  =  a'  (a,  §  50). 

f   Wenn  a  <  a,  so  gibt  es  eine  einzige  ZaJd  ,v  der  Art,  dass  a  —  x  ^  a  ist. 
Das  heisst  a  +  •'*  *=  w-    Für  eine  andre  Zahl  x'  der  Art,  dass  a  —  x'  =>  a\ 
wäre  (/'  -f  it' =  «  und  mithin  x'=  x   (a',  §  50). 
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g.  Wenn  man  von  zwei  gleichen  Zahlen  ungleiche  Zahlen  abzieht,  so  erhäli 
man  ungleiche  Zahlen, 

Es  sei  a  —  x  =  b,  a  —  a;'=  6',  x'^Xy 
man  kat  b  -^  x  =  a,  b'  -^  x'-=  a  (Def.  I  und  Bez.). 

Es  kann  nicht  b  ^V  sein^  sonst  wäre  x  dem  x'  gegen  die  Voraussetzung 
gleich.     Daher  u.  s.  w. 

h.  Von  einer  Gruppe  von  a  Elementen  zuerst  b  Elemente  und  dann  c  von 
der  übrig  bleibenden  Gruppe  wegnelhmen  (b  <ia,  c<a  —  b)  ist  gleidiwerthig  mit 
(c  +  b)  Elemente  von  der  Gruppe  a  wegnehmen. 

Es  seien  C C'\.,B'B"  die  letzten  C'\-b  Elemente  der  Gruppe  (X)  von 
a  Elementen  und  A'A". . .  die  Elemente,  welche  ihnen  in  dieser  Gruppe  voran- 
gehen.   Bezeichnet  man  die  drei  Gruppen  von  (X)  mit  {Ä)y  {B),  (C),  so  ist: 

[{Ä)(Cy\{B)  =  (Ä)[iC)(B)-]  =  (Z).  (a,  §  40) 

Daher  ist:  die  letzten  b  Elemente  (B)  wegnehmen  und  von  der  übrig  bleibenden 
Gruppe  [(-4)(C)]  die  letzten  c  Elemente  (C)  wegnehmen,  gleichbedeutend  mit: 
die  letzten  c  +  b  Elemente  [(C)(jB)]  von  der  Gruppe  (X)  wegnehmen,  weil 
das  Resultat  bei  beiden  Operationen  die  Gruppe  (Ä)  ist  (d). 

h'.    a'-(c  +  b)  =  {a  —  b)  —  c  =  (a  —  c)  —  b   (h;  m,  §  48). 

Bez.  IL  Die  Zahl  (a  —  b)  —  c  bezeichnen  wir  auch  mit  dem  Symbol 
a  —  b  —  c. 

h".   a  —  b  —  c  =  a  —  c  —  b  (b,  §9;  Bez.). 

Bern.  IL  Die  Eigenschaft  {a  —  b)  —  c  ^^  a  —  {b  +  e)  kann  man  das  Associations- 
gesetz  der  Subtraction  nennen. 

i.   (a  —  b)  +  (a  —  V)  «  (a  +  a)  —  Q>  +  V) 

(a>b,  a>V). 

Denn  wenn  man  eine  aus  zwei  Untergruppen  a  und  a'  zusammengesetzte 
Gruppe  von  Elementen  hat,  so  ist  es  dasselbe,  ob  man  von  ihnen  bezüglich 
die  Untergruppen  b  und  6'  wegnimmt  Ader  ob  man  die  Untergruppe  6  +  ^' 
von  der  gegebenen  Gruppe  a-^-  a  wegnimmt,  weil  man  die  beiden  resultirenden 
Ghoippen  sich  eindeutig  einander  entsprechen  lassen  kann  (d',  1,  §  48). 

§  52.   Die  MuUiplicaiion. 

Bern.  L  Ist  eine  Gruppe  von  a  Elementen  gegeben,  so  können  wir  die  Gruppe  selbst 
als  neues  Element  betrachten.  Die  neue  Einheit  ist  daher  die  der  Gruppe  entsprechende 
Anzahl  (Def.  I,  §  45).  Wie  wir  durch  Wiederholung  der  Einheit  und  Vereinigung  derselben 
mit  der  schon  gegebenen  Einheit  die  Zahlen  der  Reihe  (7)  erhalten  haben,  so  erhalten  wir 
durch  Wiederholung  der  neuen  Einheit  eine  andre  Reihe  von  Zahlen.  Offenbar  ist  aber 
jede  dieser  Zahlen  eine  Zahl  der  Bt^ihe  (7).  . 

Denn  betrachten  wir  die  Zahl  b  in  Bezug  auf  die  neue  Einheit  a ,  so  ist  sie  nichts 
Anderes,  als  die  Summe,  die  aus  der  6 mal  wiederholten  Zahl  a  gebildet  wird,  oder,  wie 
man  auch  sagt,  der  soviel  mal  wiederholten  Zahl  a ,  aU  Einheiten  in  b  sind. 

Def.  L  Die  Operation,  mittelst  welcher  die  Zahl  a  soviel  mal  zusammen- 
gezahlt wird  als  Einheiten  in  einer  andern  Zahl  h  sind,  heisst  Multiplication. 

Bern.  IL    Die  Multiplication  ist  daher  nur  eine  abgekürzte  Addition. 
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Df^f.  IL  Das  Resultat  der  Multiplication  heisst  Product  und  wird  mit 
a  X  h  bezeichnet,  a  und  h  sind  die  Fadoren,  n  der  Multiplkandj  h  der  MuU 
tiplicator,  wahrend  x  das  Zeichen  dieser  Operation  ist.  Das  Product  wird  auch 
mit  a  .  h  oder  ah  bezeichnet. 

a.  Die  MultijjlicatUm  der  Zaid  a  durch  die  Zahl  b  ist  eine  eindeutige 
Operation. 

b.  Das  Product  ändert  sich  nicht,  wenn  die  Ordmuig  der  Fadoren  ver- 
tausdit  tcird, 

c.  Wenn  a  x  b  =  c,  so  gibt  es  keine  andre  Zahl  b'  '^h  derart^  dass 
axb'  '=^  c  ist 

c.  Wenn  die  Produde  der  beiden  Zahlen  a  und  h  mit  einer  dritten  oder 
mit  gleichen  Zahlen  gleich  sind,  so  sind  a  utid  b  gleich, 

d.  Für  die  Midtiplication  gilt  das  Associationsgesetz,  das  ist  («  x  fc)  x  c  = 
ax(bx  c). 

Bez.  I.  Das  Product  (ax.b)xc  wird  desshalb  auch  mit  dem  Symbol 
ax.b  X.  c  bezeichnet. 

Diese ;  wie  andre  Eigenschaften  der  Multiplication^  beruhen  auf  den  ana- 
logen Sätzen  der  Addition. 

e.  (a'  +  ö")fc  =  ö'fe  -r  a"b  ( Distributionsgesetz J. 

Wenn 

a  -\-  a   =  tty 

so  ist  offenbar  (m  und  Anm.  zu  Bew.  3,  §  48) 

(a'+  n')h  =  (a'+  a\  +  (a'+  a'\  -\ h  («'+  «")* 

=   «1    +   «i    +    •  •  •  «A    +   ^1     +  f/j     H Qh 

und  desshalb 

=  ah  +  a"b . 

Für  das  Zeichen  —  reicht  es  aus,  die  Beziehung  i,  §  51  anzuwenden  und 
die  Sätze  d,  f,  §  47  zu  beachten. 

Def\  HL  Die  Zahl  a  .  h  heisst  Vielfaclies  von  a  in  Bezug  auf  die  Zahl  6 
und  ha,  Vielfaclies  von  h  in  Bezug  jftif  die  Zahl  a\  a  und  h  heissen  die  Fcui- 
toren  von  ah  oder  ha. 

Dez.  LL.  Das  Product  von  a  mit  a  wird  auch  «-  geschrieben,  das  Product 
von  a^  mit  a  wird  a*  und  im  Allgemeinen  wird  das  Product  von  a*~"^  mit 
a  durch  a"  bezeichnet. 

Def.  LV.  Die  Zahl  a"  heisste  die  n''  Potenz  von  a,  n  der  Exponent  der 
Potenz  und  a  die  Basis. 

§  53.     Die  Division. 

Def.  L.  Die  umgekehrte  Operation  der  Bildung  einer  Gruppe  aus  mehreren 
gleichen  Gruppen  ist  diejenige  der  Zerlegung  einer  Gruppe  in  gleiche  Unter- 
gruppen, das  heisst,  in  Untergruppen  von  einer  gleichen  Anzahl  von  Elementen, 
vorausgesetzt  dass  es  möglich  ist  (§§  12,  31).  Sie  führt  uns  zu  der  umgekehrten 
Operation  der  Multiplication  und  heisst  Division,  Das  heisst,  wenn  das  Product 
ah  =■  c  und  der  Factor  h  gegeben  sind,  so  ist  die  Division  diejenige  Operation, 
mittelst  welcher  der  andre  Factor  a  bestimmt  wird. 


§  68]  Division.  49 

Def.  IL    Das  Resultat  wird  Quotient  genannt,  c  der  Divident,  b  der  Divisor 

und  man  schreibt 

c  :  b  =  üj 

wobei  :  das  Zeichen  der  Division  ist. 

Def.  r.  Man  kann  auch  sagen:  Eine  Zahl  c  durch  eine  andre  b  dividiren 
heisst  eine  Zahl  a  derart  finden,  dass  das  Product  derselben  durch  die  Zahl  b 
gleich  c  ist  oder  die  Zahl,  die  angibt,  wie  viel  mal  b  in  c  enthalten  ist. 

Daraus  geht  hervor,  dass  c  ein  Vielfaches  von  b  in  Bezug  auf  die  Zahl  a 
sein  muss. 

a. .  Die  Dimsion  ist  eine  eindeutige  Operation. 

Nehmen  wir  an,  es  wäre 

a  =*  c:bf  a'=  c  :  i, 
so  muss 

/ix6  =  c,  a  xb  =  c  (Def.  I) 

sein  oder 

bxa  =  Cybxa=c,  (t,  §  52) 

woraus  sich  ergibt 

a  =  a.  (c,  §  52) 

b.  Gleiche  ZaJden  durch  gUiclie  Zahlen  dividirt  geben  gleieJie  Zahlen. 

Denn  wenn  a:b  =  Cy  a'ib'  =  c',  a  =  a',  b  =  ft',  so  ist  cb  =  c'fc',  woraus- 
c  =  c'  folgt  (c',  §  52). 

c.  Für  die  Division  güL  das  Commutationsgesetz  nicht  (Def  I). 

d.  Wenn  zwei  Zahlen  durch  gleiche  Zaiden  dividirt  gleiche  Quotienten  gd)cn, 
so  sind  die  beiden  Zdlüen  gleidi. 

Das  heisst,  wenn  a:b  =  a'  :b'  und  b  «=  i',  so  ist 

a^=^  a . 

Denn  man  setze  a:b  =  c,  a'  ib'  =  c  (Def.  I),  woraus  a  =  b  •  c^  a  =  b'-  C] 
da  aber  b  =  b'  ist,  so  ist  a  =  a'  (d,  §  47  und  Def.  11,  §  52). 

e.  a»  b  :b  =  a. 

Dann  setzt  man  a  b  :b  =  c,  so  ist  a  -b  =  c  b  (Def.  I),  woraus  a  «=  c 
(c-,  §  52)  folgt.  . 

f.  (a-  c)  :(b  '  c)  =  a:  h. 

Denn    setzt    man    ((i '  c)  :  (b  -  c)  =  d,   so    ist   a  -  c  =  d  -  (b  »  c)  =  {b  •  d)  •  c 

(b,  d,  §  52),  woraus 

'a  =  d'b  '  '  (b,  c ,  §  52) 

folgt  imd  daher  a:b  =  d  (Def.  I),  mithin  auph  a  ib  =  {a  -  c)  :  (h  -  c)  (d,  §  47 
und  Def.  H,  §  52). 

g.  {a:  c)  \  Q)  :  c)  =  a  ib. 

Man  setze  d  -  c  =  a^  e  •  c  ^=b  (Def.  I),  so  hat  man  (d  -  e)  :  (e  -  c)  =  a:b 
(b)  und  auch  (d '  c)  :  (e  -  c)  =  die  (f);  es  ist  aber  d  =  aic,  e  =  b  :c  (Def.  I), 

also: 

(aic)  i(bic)  =  aib.  (b) 

Veronose,  Geometrie.  4 
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h.   Für  die  Division  gilt  das  Associatuynsgesetz  nicht 

Es  ist  nämlich  nicht  a  :  (6  :  c)  =  (a  :b)  :  c,  weil  a  :  (i  :  r)  =  a  •  c  :  b  und 
(a :  h) :  c  ~1  a  :(ch)  ist  (f ),  im  Aligemeinen  aber-  nicht  (a  -  c)  :b  =  a:  (c  'b)  ist. 

i.   Für  die  Division  gilt  das  Distributionsgesetz 

Denn  es  ist  (a  :  c  +  b  i  c)c  =  a  +  b  (e,  §  52;  Def.  I).  Indem  man  die  Glieder 
der  Gleichung  durch  c  dividirt  erhält  man  mithin: 

(a  +  6)  :  c  =  a  :  c  +  6  :  c.  (h;  d,  §  8) 

Bern.    Es  ^drd  hier  Torausgesetzt,  dass  a  und  b  durch  c  theilbar  sind  (Def.  I). 

§  54.    Die  ZaU  Null. 

a.  Die  Zahlen  der  Beüie  (i)  kann  nian  durch  Subtraction  einer  Zahl  van 
einer  andern  erhalten. 

Denn  wenn  a.  eine  beliebige  Zahl  von  (l)  ist  und  man  vereinigt  mit  a 

eine  andre  Zahl  6 ,  so  ist  a  +  6  =  c ,  woraus  a  =^  c  —  6  folgt. 

Bern.  I.  Hier  bietet  sich  ein  besonderer,  bemerkenswerther  Fall,  der  uns  dazu  führt, 
eine  neue  Zahl  einzuführen.  Wenn  man  von  einer  Zahl  eine  andre  ihr  gleiche  Zahl  weg- 
nimmt, das  heisst  wenn  man  von  ihr  abstrahirt  (§  7),  so  erhält  man  keine  der  Zahlen  äer 
Reihe  (/)  und  die  entsprechende  Gruppe  ist  eine  Gruppe  Null  oder  eine  Gruppe  mit  keinem 
Element  (Def.  I,  §  31).  Da  aber  jede  Subtraction  eine  Zahl  von  (i)  liefert  und  wir  in  Bezug 
auf  diese  Operation,  oder  auch  in  Bezug  auf  den  Zusammenhang  mit  den  Gruppen  keine 
'Ausnahme  machen  wollen,  so  wollen  wir  übereinkommen  zu  sagen,  die  Subtraction  a  —  a 
gäbe  eine  /neue  Zahl. 

Def.  I.     Die  Zahl  a  —  a  (Bem.  I)  heisst  die^  Zahl  Null,  sie  wird  mit  0 

bezeichnet,  also:  ^  .,     „'    v 

(7  —  a  =  0.  (o?  §  9) 

b.  a  —  a  =  b  —  6  =  0,  worin  a  und  b  beliebige  Zahlen  vofi  ( J)  sind. 
Denn  wenn  man  zu  der  Gruppe  Null,  die  man  erhält,  wenn  man  b  Elemente 

von  einer  Gruppe  von  b  Elementen  hinwegnimmt,  a  Elemente  hinzufügt,  so 
bekommt  man  eine  Gruppe  von  a  Elementen,  weil  sonst  die  Gruppe  Null  selbst 
Elemente  der  Voraussetzung  zuwider  enthalten  müsste  (11,  §  29).  Man  erhält 
daher  für  die  entsprechenden  Zahlen 

b  —  b  -{-  a  =  a. 

Nimmt  man  aber  von  der  resultirenden  Gruppe  die  Gruppe  von  a  Elementen 
hinweg,  so  erhält  man  die  ursprüngliche  Grupj)o,  da  die  Operation  des  Weg- 
nehmens  eindeutig  ist  (a,  §  11);  daher  ist 

b  —  h  =  a  —  a. 

Bein.  II.  Wir  bemerken,  dass  die  Bedeutung  des  Zeichens  0  durchaus  verschieden  ist 
von  derjenigen,  die  0  hat,  wenn  es  in  dem  Symbol  einer  Zahl  auftritt,  wie  z.  B.  in  der 
Zahl  10.  In  diesem  Fall  folgt  es  auf  die  Einheit  der  einfacheren  Bezeichnung  oder  Nume- 
rirung  wegen. 

c.  Die  Zahl  Null  ist  Meiner  als  alle  Zahlen  der  Beihe  (/). 

Denn  sie  wird  durch  eine  Gruppe  dargestellt,  die  keine  Elemente  hat 
(Def.  I  und  H,  §  49). 

Bern.  III.  Will  man  alle  Zahlen  in  eine  neue  Keihe  ordnen  und  dabei  die  Eigenschafb 
von  (!)  bestehen  lassen,  dass  die  einer  Zahl  a  voranstehenden  Zahlen  kleiner  sind  als  a. 
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die  folgenden  grösser  (c\  §  46;  f ,  §  öO),  so  muss  die  Zahl  0  die  erste  Stelle  einnehmen  und 
man  erhält  die  Reihe  (/') 

0,  1,  2,  3,  ...,  10,  ...,  20,  ...,  100,  ...,  200,  ... 

d.  a+0  =  a,  0  +  a  =  a. 

Denn  pian  kann  die  beiden  Beziehungen  schreiben: 

ff  +  (a  —  d)  =  Uy  {a~  d)  '\-  a  =  a. 

Die  linke  Seite  der  ersten  Gleichung  sagt  uns  auf  Gruppen  bezogen,  dass 
man  zur  Gruppe  a  kein  Element  hinzugefügt  hat  oder  dass  man  von  der  Gruppe 
von  a  Elementen  kein  Element  weggenommen  hat;  in  dem  einen  wie  dem 
andern  Fall  ist  daher  das  Ergebniss  eine  Gruppe  von  a  Elementen. 

Die  liüke  Seite  der  zweiten  Gleichung  sagt  uns  dagegen,  dass  von  der 
Gruppe  a  dieselbe  Gruppe  weggenommen  wurde,  was  kein  Element  zum  Re- 
sultat hat  (Def.  I,  §  31),  und  dass  man  diesem  Resultat  eine  Öruppe  von  a 
Elementen  zugefügt  hat.  Auch  in  diesem  Fall  ist  das  Endergebniss  eine  Gruppe 
von  a  Elementen  (ü,  §  29). 

e.  0xa==0x6  =  0. 

Denn  wiederholt,  man  eine  Gruppe,  die  keine  Elemente,  hat,' so  oft,  als 
Einheiten  in  der  Zahl  a  enthalten  sind,  so  erhält  man  immer  eine  Gruppe  ohne 
Elemente  (§  15;  Bem.  I,  §  52;  11,  §  2i)). 

e'.   a  X  0  =  6  X  0  =  0 . 

Denn  eine  Gruppe  a  kein  mal  wiederholen  oder  setzen  bedeutet,  dass  man 

sie  überhaupt  nicht  in  Betracht  zieht  (§§  7,  31  und  Def.  I,  §  15). 

Bern.  IV.  Wenn  man  eine  Gruppe  Null  keinmal  betrachtet,  was  so  viel  heisst,  als 
-dass  man  sie  nicht  in  Betracht  zieht,  so  erhält  man  in  diesem  Sinn  kein  Itesultat  (Def  I, 
§  31)  und  es  ist: 

0  X  0  =i  0. 

f.  0:0  =  0:6  =  0. 

Es  geht  dies  aus  der  Definition  der  Division  (§  53)  und  aus  e  hervor. 

g.  0  :  0  =  a,  0  :  0  =  fc,  0  :  0  =  0  oder  in  Worten:  Die  IHvisioti  von  0 
durch  0  ist  keine  eindeutige  Operation,^) 

Es  geht  dies  auf  ähnliche  Art  aus  e'  und  der  Bemerkung  IV  hervor. 
Der  Satz  e'  genügt  zum  Beweis  des  folgenden  Theorems: 

h.  Wenn  man  mit  gegebenen  Formen  eine  gegebene  Operatuyn  ausführt  und 
dabei  gleictie  Resultate  erhält,  so  geht  daraus  aUein  noch  nicht  hervor,  da^s  die 
beiden  Formen  ,gleielh  sind,  wenn  man  in  den  Besultaten  von  dejfi  gegebenen  Formen 
äbsieJU. 

Bern.  IV.  Wir  verbreiten  uns  nicht  weiter  über  die  Operationen  mit  den  Zahlen  der 
Reihe  (J),  weil  wir  in  den  Fundamenten  der  Geometrie,  uuserm  Hauptziel,  nur  wenig 
Gebrauch  davon  machen  werden  und  überdies  die  hier  entwickelten  Eigenschaften  die 
Grundeigenschaften  dieser  Zahlen  sind.  Mit  den  Zahlen,  die  wir  in  der  Folge  einführen, 
werden  wir  es  ebenso  machen. 


1)  Man  beachte,  dass  g  mit  den  Eigenschaften  b,  c,  e  des  §  8  nicht  im  Widerspnich 
steht,  weil  hier  0  :  0  ein  Zeichen  ist,  das  nicht  eine  einzige  Sache  darstellt,  vielmehr,  wie 
aus  e  hervorgeht,  verschiedene  Zahlen  und  daher  auch  Begriffe  vorstellt  (§  4). 


52  Empirischo  Butrachtungen  über  das  ^^dlinige  Coutinaum  der  Anschauung.      [§  55 


TV.  Kapitel. 

Von  den  Elementensystemen  nnd  insbesondre  von  denjenigen 

von  einer  Dimension. 

1. 

Empirische  Betrachtungen  über  Aas  ;^adIinigo  Continunm  der  Anschauung.  0 

§  55.  Was  ist  das  Coutinuum?  Es  ist  dies  ein  Wort,  dessen  Bedeutung 
Jeder  auch  ohne  irgend  eine  mathematische  Definition  kennt,  da  wir  das  Cou- 
tinuum in  seiner  einfachsten  Form  als  das  gemeinsame  Merkmal  vieler  concreter 
Dinge  misclmuen.  Solche  Dinge  sind,  um  einige  der  einfachsten  anzuführen, 
z.  B.  die  Zeit  und  der  Ort,  den  in  der  äussern  Umgebung  der  hier  gezeichnete 
Gegenstand  oder  ein  mit  einem  Blei  beschwerter  Faden  einnimmt,  wenn  man 
von  seinen  .physischen  Eigenschaften  und  seiner  Dicke  (im  empirischen  Sinn) 
absieht.*)  Wollen  wir  die  Eigenthümlichkeiten  dieses  intuitiven  Continuums 
erfassen,  so  müssen  wir  uns  nach  einer  abstracten  Definition  desselben  umsehen, 
in  welcher  die  Anschauung  oder  die  wahrnehmbare  Darstellung  nicht  mehr  als 
nothwendiger  Bestaudtheil  auftritt.  Diese  Definition  muss  vielmehr  umgekehrt 
dazu  dienen  können,  andre  Eigenschaften  desselben  intuitiven  Continuums  abstract 
mit  voller  logischer  Schürfe  aus  ilir  herleiten  zu  können.  Dass  diese  Definition 
mathematisch  abstract  gegeben  werden  kann,  werden  wir  später  sehen.  Wollen 
wir  auf  der  andern  Seite,  dass  diese  Definition  nicht  eine  reine  Formsache  sei 
und  der  obigen  Anschauung  entspreche,  so  muss  sie  offenbar  aiis  der  Unter- 
suchung derselben  hervorgehen,  auch  wenn  dann  später  die  abstracte,  mit 
mathematisch  möglichen  Principien  übereinstimmende,  Definition  dieses  Cön- 
tinuum  als  einen  besondem  Fall  enthalten  sollte. 

Der  Gegenstand  der  Figur  1  hcisst  gradlinig.     Unter- 
I—  i-  -i — -^ — ^  ■    sucht  man  nun  das  Continuum,  so  sieht  man,  dass  man  es 
j,.iy  j  als  eine  Zusammensetzung  aus  einer  Reihe  consecutiver  iden- 

,^_g  tischer  Theile  «,  6,  c,  rf,  u.  s.  w.,  die  von  links  nach  rechts 

a     X         X'  a'      angeordnet  sind,  erhalten  kajin,  und  dass  dieses  innerhalb 
Flg.  2,  a.  gewisser  Grenzen  der  Beobachtung  richtig  ist.     Die  Theile 

a     X     a  ^^'^^  durch  die  auf  den  Gegenstand  eingezeichneten  Striche 

^'  getrennt  und  sind  ebenfalls  eontinuirlich.    Lässt  man  femer 

^'  '  *  den  Blick  über  den  Gegenstand  von  links  nach  rechts  hin- 

gleiten, so  sieht  man,  dass  die  Theile  üj  fr,  c,  d  wie  auch  «6,  &c,  rrf,  u.  s.  w. 
ahc,  bcd,  u.'s.  w.  von  links  nach  rechts  identisch  sind  und  dass  diese  Eigen- 
thümlichkeiten auch  von  rechts  nach  links  stattfinden. 

1)  Um  die  mathematischen  Begritfe  icstzustellen ,  kümieu  wir  seh^-  wolil  auf  empirisch 
(»rworbeiH*  Keimtnisse  zunlckgreifen ,  ohiu?  desshalb  spfitiT  in  di'n  Detiniticmen  selbst  und 
den  JJ(5weiseu  irgend  welchen  (lebrauch  davon  macheu  zu  miisHen. 

a;  Siehe  emp.  Bern,  zu  §  1,  Theil  T. 
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Es  befindet  sich  femer  zwischen  zwei  cousecutiven  Theilen  a  und  b  und  c 
der  Reihe  ab  cd  u.  s.  w.  kein  andrer  Theil,  während  z.  B.  zwischen  den  Theilen 
a  und  c  der  Theil  b  liegt.  Abstrahirt  man  von  dem  Theil  6,  so  ist  der  grad- 
linige Gegenstand  nicht  länger  continuirlich.  Das,  was  für  die  Theile  a  und  b 
gilt,  gilt  auch,  wie  wij  xms  durch  die  Beobachtung  überzeugen,  für  zwei 
beliebige  conseöutive  Theile  eines  beliebigen  Theiles  derselben  oder  in  andern 
Worten:  Es  gibt  kein  andres  Ganze  mit  denselben  Eigenschaften,  die  der  grad- 
linige Gegenstand  hat,  dessen  Theile  zwei  consecutive  Theile  dieses  Gegen- 
standes oder  besser  des  von  ihm  eingenommenen  Ortes  trennen  (§  23  imd 
Def.  II,  §  25). 

Wir  sehen  weiter,  dass  wir  sowohl  experimentell  (das  heisst  mittelst  einer 
begrenzten  natürlichen  Reihe  ^§  35)  von  Zerlegungen)  als  auch  abstract  (das 
heisst  gemäss  jeder  mathematisch  möglichen  Voraussetzung  oder  Operation,  die 
den  Resultaten  der  Erfahrung  nicht  widerspricht),  zu  einem  Theil  gelangen 
können,  der  weiter  in  Theile  nicht  zerlegbar  (unÜieUbar)  ist  und  aus  welchem 
das  Continuum  zusammengesetzt  ist  (wie  es  für  die  Zeit  ein  Augenblick  ist). 

Die  Erfahrung  selbst  dräng^  uns  dann  dazu  das  Untheilbare  auf  solche 
Art  zu  ermitteln,  dass  wir  praktisch  nicht  zu  ihm  kommen  können.  Delin  sie 
zeigt  uns,  dass  ein  in  Bezug  auf  eine  Beobachtung  als  unzerlegbar  angesehener 
Theil,  es  in  Bezug  auf  andre  Beobachtungen  nicht  ist,  die  mit  genaueren  In- 
strumenten oder  unter  verschiedenen  Bedingungen  ausgeführt  werden.  Nehmen 
wir  aber  an,  der  unzerlegbare  Theil  existire,  so  sehen  wir,  dass  wir  auch 
experimentell  dazu  geführt  werden,  ihn  unbestimmt  und  damit  kleiner  als  einen 
beliebigen  gegebenen  Theil  des  gradlinigen  Gegenstandes  zu  lassen. 

Wir  müssen  femer  einen  gegebenen  Theil  a  des  Continuums  von  den  andern 
Theilen  desselben  unterscheiden,  um  ihn  imabhängig  von  letzteren  betrachten 
zu  können,  und  wenn  wir  von  ihm  abstrahiren,  so  können  wir  den  übrig  blei- 
benden Theil  bcd  u.  s.  w.  in  der  Ordnung  bcd  u.  s.  w.,  den  wir  für  den  Augen- 
blick mit  ä  bezeichnen  wollen,  nicht  so  ansehen,  als  habe  er  einen  Theil  mit 
a  gemeinsam.  Bleibt  der  Theil  a  an  seiner  Stelle  im  Continuum,  so. müssen 
wir  uns,  um  ihn  von  dem  Theil  a  unterscheiden  zu  können,  irgend  Etwas,  ein 
Sieichen  (Punkt)  denken,  das  dazu  dient  die  Stelle  der  Vereinigung  beider  Theile 
zu  bezeichnen,  wobei  jedoch  die  schon  oben  beobachtete  Eigenschaft,  dass 
nämlich  zwischen  a  und  a  kein  Theil  eines  andern  Ganzen  in  dem  angegebenen 
Sinn  liegt,  unverändert  bleibt.  Das  Zeichen,  welches  den  Theil  a  von  dem  Theil 
a  trennt,  ist  daher  ein  Product  der  Function  des  Abstrahirens  unsres  Geistes 
und  der  Zerlegung  des  Continuums  in  Theile  und  ist  nicht  ein  Theil  des  grad- 
linigen Gegenstandes.  Folgt  ein  Theil  a'  von  a  auf  cC  von  links  nach  rechts, 
*  so  können  wir  dieselbe  Betrachtung  zwischen  a  und  a'  wiederholen.  Von  diesem 
Gesichtspunkt  aus  müssen  wir  daher  annehmen,  dass  das  Zeichen  der  Trennung 
oder  Vereinigung  zwischen  a  und  a,  wenn  es  auch  dem  Continuum  angehört, 
doch  kein  Theil  desselben  ist.  Man  kann  es  so  ansehen,  als  gehöre  es  beiden 
Theilen  an,  wenn  man  den  einen  unabhängig  von  dem  andern  betrachtet.  Ver: 
sieht  man  die  Trennimgszeichen  der  Theile  a  und  6,  b  imd  c,  c  imd  d  u.  s.  w. 
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mit  tlpn  Buchstaben  B^  C,  D  u.  s.  w.  (Fig.  1),  so  können  wir  den  Theil  h  mit 
dem  Symbol  (HC),  den  Theil  c  mit  dem  Symbol  (CD)  u.  s.  w.  bezeichnen. 

Dies  Alles  wird  durch  die  folgende  Betrachtung  unterstützt.  Nehmen  wir 
au,  der  Theil  a  des  gradlinigen  Gegenstandes  sei  z.  B.  roth,  der  übrige  Theil  a 
weiss  bemalt  und  es  sei  femer  zwischen  dem  Weiss  und  dem  Roth  keine  andre 
Farbe.  Dasjejiige,  welches  das  Weisse  von  dem  llothen  trennt,  kann  keine  Farbe 
haben  weder  weiss  noch  roth  und  kann  desshalb  kein  Theil  des  Gegenstandes 
sein,  weil  nach  der  Voraussetzung  jeder  seiner  Theile  entweder  weiss  oder  roth 
ist.  Dieses  Zeichen  der  Trennung  oder  Vereinigung  zwischen  dem  Weissen  und 
dem  llothen"  kann  auch  so  angesehen  werden,  als  gehöre  es  entweder  dem 
weissen  oder  dem  rothen  Theil  an,  wenn  man  den  einen  unabhängig  von  dem 
andern  betrachtet.  Abstrahirt  man  nun  von  der  Farbe,  so  kann  man  annehmen^ 
das  Trennungszeichen  zwisch«.»n  den  Theilen  a  und  a  gehöre  dem  Gegenstand 
selbst  an. 

Ein  andres  Beispiel.  Schneiden  wir  an  der  mit  X  bezeichneten  Stelle  einen 
sehr  feinen  Faden  mit  einem  äusserst  scharfen  Messer  durch,  treimen  die  beiden 
Theile  a  und  a  (Fig.  2,  a)  und  nehmen  wir  an,  man  könne  den  Faden  wieder 
so  zusammensetzen,  dass  man  die  Stelle  nicht  bemerkt,  an  welcher  der  Schnitt 
stattfand  (Fig.  2,  b),  mit  «ändern  Worten,  als  ob  kein  Theilchen  des  Fadens 
verloren  ginge.  Man  bewirkt  dies  scheinbar,  wenn  man  den  ^vieder  zusammen- 
gesetzten Faden  aus  einer  gewissen  Entfernung  ansieht.  Betrachtet  man  nun  den 
Theil  a  von  rechts  nach  links,  wie  es  der  Pfeil  über  a  in  Fig.  2,  a  angibt,  so 
ist  das,  was  man  von  dem  Schnitt  sieht,  sicherlich  kein  Theil  des  Fadens,  wie  das, 
was  man  von  einem  Körper  sieht,  nicht  Theil  des  Körpers  selbst  ist.  Analog 
ist  es,  wenn  man  den  Theil  a'  von  links  nach  rechts  ansieht.  Wenn  das  Tren- 
nungszeichen X  des  Theiles  a  von  a,  welches  der  Annahme  nach  dem  Faden 
selbst  angehört,  ein  Theil  des  Fadens  wäre,  so  würde  man,  wenn  man  a  von 
rechts  nach  lin^s  hin  ansieht,  nicht  diesen  ganzen  Theil  sehen,  während  doch 
das,  was  den  Theil  a  von  a'  trennt,  nur  dasjenige  ist,  was  man  au^  die  oben 
angegebene  Art  nach  der  (als  möglich  vorausgesetzten)  Wiederzusaimmensetzung 
des  Fadens  sieht.  ^) 

Die  Hypothese,  der  Punkt  sei  nicht  Theil  des  gradlinigen  Continuums  (und 
habe  an  sich  auch  keine  Theile^))  bedeutet,  dass  alle  Punkte,  die  wir  uns  im 
Continuum  denken  können,  so  viel  es  auch  seien,  zusanimen  vereinigt  das 
Continuum  nicht   bilden.     Und  wählen  wir  einen  so  kleinen  Theil  (XX')   des 


1)  Wir  seihen  mithin,  dass  die  Vorstellung^  des  Punktos,  der  nicht  Theil  des  Continuums 
ist,  durchaus  keine  reine  Ab8tra<*tion  ist,  die  ihre  Rechtfertigung  in  der  Erfahrung  selbst 
nicht  fände.  Wir  maclicn  ja  freilich  von  unsrer  Fähigkeit  des  Abstrahirens  Gebrauch,  aber 
in  <ler  Mathematik  besonders  ist  es  unmöglich  nicht  Gebrauch  von  ihr  zu  machen.  Desshalb 
ist  es  zum  Mindesten  unnütz,  wenn  Pascfi  sich  in  der  Art-  mit  der  Beobachtung  abfindet, 
<hiss  er  annimmt,  der  Punkt  sei  das  kleinste  Wahrnehmbare  des  Empirikers  (siehe  Vorrede 
und  Anhang). 

2)  Wir  haben  also  bei  der  theoretischen  Entwicklung  <ler  Geometrie  nicht  nöthig  fest- 
zustellen, dass  der  Punkt  an  sich  keine  Theile  hat.  Unter  „an  sich"  versteh(?n  wir  nicht, 
was  eine  Sache  unabhängig  von  uns  ist,  sondern  was  sie  in  ihrer  geistigen  Darstellung 
ist  (§  4). 
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Gegenstandes^  wie  man  nur  will  (bei  der  Zeit  einen  Augenblick)  aus,  welcher 
Theil  somit  unbestimmt  ist  (d.  h.  X  und  X',  sind  in  unsem  Gedanken  nicht 
festliegend),  so  zeigt  uns  die  Anschauung,  dass  derselbe  immer  continuirlich  ist 

Lässt  man  nim  den  Blick  von  rechts  nach  links  oder  umgekehrt  über 
den  gradlinigen  Gegenstand  hingleiten,  so  sehen  wir,  dass  jeder  Punkt  eine 
bestimmte  Stelle  auf  demselben  einnimmt  und  dass  man  einen  gegebenen 
Punkt,  bei  dem  man  anfangt  weder  von  rechts  nach  links  noch  von  links  nach 
rechts  wieder  antrifft.     Das  heisst  der  gradlinige  Gegenstand  hat  keine  Knoten. 

Wir  sehen  femer,  dass  ein  noch  so  kleiner  Theil,  z.  B.  der  durch  den  Strich 
X  bezeichnete  scheinbar  imtheilbare  (Fig.  2,  b),  rechts  und  links  von  Theileti 
des  Continuums  und  mithin  von  zwei  Punkten  begrenzt  ist.  Da  nun  ein  von 
«wei  Punkten  begrenzter  constanter  Theil,  der  nach  der  einen  Beobachtung 
untheilbar  ist,  es  nach  einer  andern  nicht  sein  kann,  so  müssen  wir  auch 
praktisch  die  Möglichkeit  zügeben,  dass  jeder  Theil,  der  von  zwei  Punkten, 
die  in  unsem  Betrachtungen  stets  dieselben  bleiben,  begrenzt  wird,  ebenfalls 
in  Theile  zerlegbar  sei. 

Betrachten  >vir  dann  weiter  den  gradlinigen  Gegenstand  von  Ä  aus  nach 
rechts  hin,  so  köimen  wir  annehmen,  dass  die  Reihe  von  Theilen  ah  cd  u.  s.  w. 
in  dieser  Ordnung  unbegrenzt  ist  (Def;  11,  §  32),  denn  die  wiederholte  Erfah- 
rung führt  uns  dazu,  Wenn  nicht  den  gradlinigen  Gegenstand,  so  doch  den 
von  ihm  in  der  äusseren  Umgebung  eingenommenen  O^t  für  einen  Theil  eines 
unbegrenzten  Ganzen  zu  halten.     So  ist  es  auch  von  rechts  nach  links  hin. 

Ueberdies  befindet  sich  zwischen  zwei  Punkten  X  und  X',  welche  ihrer 
Lage  nach  auch  unbestimmt  sein  können,  die  aber  nicht  zusammenfallen 
(Def  V,  §  8),  stets  ein  conUnuhiicher  Theü.  Da  mm  das  Continuum  mathe- 
matisch durch  seine  Punkte  bestimmt  wird,  so  müsseu  wir  annehmen,  dass 
sich  zwischen  zwei  Punkten,  auch  wenn  sie  imbestimmt  sind,  sie  mögen  so 
nahe  aneinander  liegen,  als  sie  wollen,  stets  wenigstens  ein  andrer  von  den 
Endpunkten  verschiedener  Punkt  befindet  (Def.  V,  §  8).  Zu  dieser  Annahme 
werden  wir  auch  durch  die  Betrachtung  geführt,  dass  wir  uns  einen  gegebenen 
Punkt  X  auf  dem  gradlinigen  Gegenstand  und  einen  Theil  des  Gegenstandes 
{AB)  denken  können,  welcher  X  enthält  und  derart  ist,  dass  sich  Ä  und  B 
immer  mehr  dem  X  nähern,  ohne  jemals  mit  X  zusammenzufallen  und  dass 
wir  ims  daher  noch  so  kleine  Theile  mit  imbestimmten  Endpunkten  denken 
können,  welche  ausser  den  Endpunkten  wenigstens  einen  andern  Punkt  X 
enthalten. 

Schliesslich  machen  wir  die  Wahrnehmung,  dass  in  dem  gradlinigen 
Gegenstand  (Fig.  1)  um  einen  seiner  Punkte  B  sich  zwei  Theile  (BÄ)  und 
(BC)  befinden,  die  der  Art  sind,  dass  der  erste  von  B  nach  Ä  hin  mit  dem 
zweiten  von  B  nach  C  hin  betrachtet  identisch  ist  und  dass  der  Theil  (AB) 
von  B  nach  ^  hin  durchlaufen  mit  demselben  Theil  von  Ä  nach  B  hin  durch- 
laufen identisch  ist  (Oef.  HI,  §  9). 

Kann  man  alle  diese  Merkmale  des  gradlinigen  Gegenstandes  abstract 
feststellen,   ohne  auf  die  Anschauung  zurückkonmien  zu  müssen?     Und  wenn 
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so,  reichen  sie  aus,  um  das  Continuum  als  abstracte  Form  von  andern  mög- 
lichen Formen  zu  unterscheiden?  Oder  sind  nicht  einige  von  ihnen,  obwohl 
selbstverständlich,  noth wendige  Folge  der  andern? 

Dies  sind  die  Fragen,  die  wir  in  dieser  Einleitung  zu  lösen  haben.     Wir 
werden  sehen,  dass  die  oben  angegebenen  Merkmale  melir  als  ausreichen.^) 

1)  G.  Cantor  und  Dcdckind  z.  B.  behaupten  in  ihren  werth vollen  Arbeiten,  es  sei, 
wenn  man  von  einem  Punkt  der  Clraden  ausgeht,  dec  eindeutige  Zusammenhang  zwischen 
den  Punkten  dieser  Graden  und  den  das  numerische  Continuum  bildenden  reellen  Zahlen 
willkürlich.  Dieses  Continuum  erhalten  sie  freilich  mittelst  einer  Reihe  abstracter  Zeichen- 
detinitioncn ,  die,  obgleich  möglich,  willkürlich  sind.  Dedekind  scheint  es  auch  (a.  a.  0. 
Seit«  Xn — XIIT),  dass,  wenn  drei  nicht  in  grader  Linie  gelegene  Punkte  A,  B,  C  der  Art 
gegeben  sind,  dass  die  Verhältnisse  ihrer  AbstUnde  algebraische  Zahlen  sind,  dass  dann 
die  Verhältnisse  der  Abstilnde  der  Punkte  des  Kaumes  von  den  drei  Punkten  zum  Abstand 
AB  nur  algebraische  Zahlen  sein  können  —  womit  dann* der  Kaum  zu  drei  Dimensionen- 
und^  daher  auch  die  Grade  discontinuirlich  wilren.  Nach  Vedekind  ist  das  numerische 
('ontinuum  nöthig,  um  die  Vorstellung  des  Continuums  des  Kaumes  zu  klären.  Nach  uns 
dagegen  ist  es  das  intuitive  gradlinige  Continuum,  welches  mittelst  der  Vorstellung  von 
dem  Punkt  ohne  Theile  dazu  dient  uns  die  abstracten  Definitionen  in  Bezug  auf  das  Con- 
tinuum selbst,  von  dem  das  numerische  nur  ein  besondrer  Fall  ist,  zu  geben.  Auf  diese 
Weise  erscheinen  die  Definitionen  nicht  wie  ein  Zwang,  den  man  unserm  Geist  anthut, 
sondern  finden  ihre  volle  Rechtfertigung  in  der  wahrnehmbaren  Darstellung  des  Conti- 
nuums. Man  muss  tiieser  Darstellung  bei  der  Besprechung  der  Grundbegriffe  gewiss  Rech- 
nung tnigen,  jedoch  ohne  desshalb  aus  dem  rein  mathematischen  Gebiet  herauszutreten 
(siehe  Vorrede).  Es  w^äre  übrigens  wunderbar,  wenn  eine  abstracte  so  verwickelte  Form, 
wie  es  das  numerische  Continuum  ist,  welches  man  nicht  nur  ohne  Führung  des  intuitiven, 
sondern,  wie  es  jetzt  vielfach  geschieht,  aus  blossen  Zeichend^tinitionen  erhält,  sich  dann 
spHter  mit  einer  so  einfachen  und  ursprünglichen  Vorstellung  wie  derjenigen  von  dem 
gradlinigen  Continuum  im' Einklang  befinden  sollte. 

Das  gradlinige  intuitive  Continuum  ist  unabhängig  von  dem  Punktsystem,  welches 
wir  uns  an  ihm  denken  können.  Ein  Punktsystem  kann  niemals,  wenn  der  Punkt  als 
Zeichen  der  Trennung  zweier  consecutiver  Theile  der  Graden  oder  als  Ende  einer  dieser 
Theile  gedacht  wird,  in  absolutem  Sinn  das  ganze  intuitive  Continuum  geben,  weil  der 
Punkt  keine  Theile  hat.  Bei  den  geometrischen  Untersuchungen  werden  wir  sehen,  dass 
ein  Punktsystem  das  Continuum  ausreichend,  aber  nur  so,  darstellen  kann.  Das  gradlinige 
Continuum  ist  niemals  aus  seinen  Punkten  sondern  aus  Strecken  zusammengesetzt,  welcbe 
die  Punkte  zu  je  zweien  verbinden  und  welche  selbst  ebenfalls  continuirlich  sind.  Auf 
diese  "Weise  wird  das  Geheimnis»  der  Continuität  von  einem  gegebenen  constanten  auf  • 
einen  unbestimmten  beliebig  kleinen  Theil  der  Graden  zuriickgedrängt-,  welcher  immer 
auch  continuirlich  ist,  in  welchen  es  uns  aber  nicht  gestattet  ist  mit  unsrer  Vorstellung 
weiter  einzudringen.  In  diesem  Geheimniss  Ui  dann  im  Grunde  der  Fundamentalbegrin 
der  Grenze  verborgen.  Mathematisch  a}»er,  das  ist  wohl  hervorzuheben,  hat  dieses  Ge- 
heinmiss  durchaus  keinen  Einfluss,  weil  uns  die  Bestimmung  des  Continuums  mittelst  eines 
gut  definirt^n  geordneten  Systems  von  Punkten  ausreicht.  Auf  der  andern  Seite  ist  aber 
zu  l>eachten,  dass  die  Bestimmung  durch  Punkte  zufällig  ist,  weil  wir  die  Anschauung  des 
Continuums  ebenso  auch  ohne  diese  Bestimmung  haben.  Denn  betrachtet  man  den  Punkt 
als  bestünde  er  aus  keinen  Theilen,  so  erhält  man  wie  gesagt  das  ganze  Continuum  nicht, 
auch  wenn  man  die  Punkte  der  Graden  von  einem  Anfang  ausgehend  allen  bekaiinten 
reellen  Zahlen  entsprechen  lässt.  Wenn  man  den  Punkt  aber  als  beliebig  kleinen  jedoch 
constanten  Theil  betrachtet,  so  lassen  nich  nicht  einmal  alle  rationah^n  Zahlen  auf  dem 
gradlinigen  Segment,  wenn  man  mit  einem  seiner  Punkte  als  Anfang  beginnt,  darstellen 
und  dieses  Segment  behält  trotzdem  in  der  Anschauung  seine  Continuität.  Wenn  man 
schliesslich  den  Punkt  als  unbegrenzt  kleinen  Theil,  das  heisst,  im  Zustund  unbestimmter 
Kleinlieit  betrachtet,  dann  entspricht  jeder  reellen  Zahl  ein  Punkt  ohne  dass  man  ein  be- 
sonderes Axiom  anzunehmen  hat.  Wenn  (A)  die  abstracte  dem  von  dem  gradlinigen  Gegen- 
stand eingenommenen  Ort  entsprechende  Form  ist,  so  gibt  es,  wie  uns  die  räumliche  An- 
schauung lehrt,  im  Grund  genommen  keine  andre  abstnicte  Form  (B)  von  derselben 
Beschaffenheit  wie  (^),  von  welcher  ein  Theil  zwei  consecutive  Theile  von  {A)  trennen 
könnte  (§§  22,  24\  Damit,  dass  man  sagt,  die  Grade  könne  discontinuirlich  und  von  allen 
ans  keinen  Theilen  best-ehenden  Punkten,  welche  z.  B.  von  einem  gegebenen  Anfang  aus- 
gehend alle  algebraischen  Zahlen  darstellen,  gebildet  sein,  nimmt  man  an  sich  schon 
Etwas  an,  was  der  Atxschauung  widerstreitet,  nämlich,  dass  die  abstracte  der  Graden  ent- 
sprechende Form  einer  andern  möglichen  abstracten  Form  angehöre,  die  sämmtliche  reellen 
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2. 

Das  Gmudelemeni  —  Elemente  und  Formen,  die  der  Position  nach  verschieden 

sind  nnd  in  absolutem  oder  relativem  Sinn  sieh  decken.  —  Gesetze  für  die 

Bestimmung  oder  auch  Existenz  oder  Construction  der  Formen. 

§  56.  Wir  nehmen  unsre  Betrachtungen  über  die  •  abstracten  Formen 
wieder  auf. 

Ud)ereinl\  L  Die  geordnete  Gruppe  abc~- n(hc)  ~- (ah)c  (III  und  a, 
§  29)  hat  a]  h,  c;  ah,  hc  zu  Theilen  (Def.  II,  §  27).  Da  die  Art,  in  welcher 
a  in  Bezug  auf  bc  und  daher  auch  der  Theil  ah  in  Bezug  auf  den  Theil  hc 
gegeben  ist,  Merkmal  dieser  Gruppe  ist  (Def.  I,  §  38),  so  wollen  wir  die 
Uehereinkuuft  treffen  von  der  Gruppe  ahc  zu  sagen,  man  erhielte  sie  auch 
durch  Vereinigung  des  Theiles  hc  mit  ah  statt  zu  sagen,  man  erhielte  sie  aus 
der  Vereinigung  von  hc  mit  a  (ÜI,  §  29).  Bei  dieser  Operation  muss  jedoch 
h  nur  einmal  in  Betracht  gezogen  werden.  Wir  sagen,  in  dem  Ganzen  diene 
h  zur  Trennung  oder  Vereinigimg   des  Theiles  ah  von  oder  mit  dem  Theil  bc. 

So  wollen  wir  audi  die  TJehereinTamft  treffen,  von  einer  geordneten  Gruppe, 
die  aus  einer  unbegrenzten  Reihe  von  Formen  ...ahcd...mn...x...  herv(Tr- 
geht  (Def.  I,  §  26  und  Bem.  §  28),    zu  sagen,    man   erhalte  sie   aus    der  Ver- 


zählen in  sich  fasse  und  deren  Elemente  (die  Theile  der  Form  sind  a,  §  27)  diejenigen  der 
ersten  trennten.  Wir  sind  ilieses  Prineips  wegen  nicht,  nur  gezwungen  anzunehmen,  dass 
von  einem  Punkt  der  Graden  anfangend  alle  andern  Punkte  die  reellen  Zahlen  darHtt'Uen, 
sondern  auch  anzunehmen,  dass  es  Punkte  in  der  Graden  gibt,  welche  eventuell  andern 
möglichen  zwischen  den  reellen  Zahlen  liegenden  Zahlen  entsprechen,  wobei  die  andern 
charakteristischen  Eigenschaften  der  Graden  unberührt  bleiben.  Wir  bemerken  noch,  dass 
wir  den  unbegrenzt  kleinen  Theil  unabhängig  von  der  Unterscheidung  der  Zahlen  in 
rationale  und  irrationale  betrachten  werden  und  dass  die  Hypothese,  alle  diese  Theile  ent- 
hielten nicht  .wenigstens  einen  Punkt  ausser  den  Endpunkten,  für  uns  viel  zu  willkürlich 
und  unsicher  wäre.  Femer,  wenn  ein  Geschoss  in  ^rader  Linie  von  dem  Punkt  Ä  nach 
dem  Punkt  JB  fliegt  und  man  theilt  seinen  Weg  in  die  Reihe  von  Theilen 
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80  sehen  wir,  wenn  wir.  das  Geschoss  durch  die  Reihe  dieser  Theile  begleiten,  seine  Spitze 
in  unserm  Gedanken  niemals  aus  dieser  R^ihe  herauskommen.-  Und  doch. haben  wir  die 
Vorstellung  von  der  Thatsache,  dass  das  Geschoss  den  Punkt  P  trifft,  welcher  die  Grenze 
ist,  welche  die  Spitze  des  Geschosses  erreicht.  (AB)  ist  die  Grenze  der  obigen  Reihe  in 
dem  Sinn  dass  die  Spitze  X  des  Geschosses,  so  lange  sie  in  der  Reihe  bieibt,  sich  unbe- 
grenzt dem  Punkt  B  nähert  oder  dass  (XB)  so  klein  wird,  wie  man  will.  Ebenso  verhält 
68  sich  mit  einer  Reihe  consecutiver  stets  wachsender  Theile  auf  der  Graden,  wenn  diese 
Reihe  von  einem  Punkt  A  ausgeht  und  einen  in  unserm  Beobachtungsfeld  liegenden  ge- 
gebenen Punkt  B  nicht  überschreitet.  Um  uns  diese  ganze  R^he  vorzustellen,  müssen  wir 
mit  der  Vorstellung  aus  der  Reihe  heraustreten  undf  müssen  sie  uns  von  einem  andern 
zwischen  A  und  B  aber  ausserlmlh  der  Reihe  liegenden  Punkt  C  begrenzt,  denken,  wenn 
(AB)  selbst  nicht  die  Grenze  der  Reihe  ist.  Auch  in  diesem  Fall  würde  die  entgegen- 
gesetzte Hypothese  der  Anschauung  widerstreiten.  Man  bemerke  überdies,  dass  die  An- 
schauung für  die  Geometrie  ohne  Zweifel  wesentlich  ist,  dass  sie  aber  als  nothwendiger 
Bestandtheil  weder  in  der  Fassung  der  Sätze  oder  Definitionen  noch  in  den  Beweisen  auf- 
treten darf  (siehe  Vorrede). 

Dass  es  discontinuirliche  Punktesysteme  gibt,  die  allen  von  der  Erfahrung  gegebenen 
Eigenschaften  des  Raums  genügten,  ist,  soviel  wir  wissen,  noch  nicht  nachgewiesen  worden ; 
jedenfalls  würde  es  Nichts  gegen  die  anschauliclie  Continuität  des  Raums  bcv^eisen. 
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einigung  des  unbegrenzten  oder  begrenzten  Theils  (mw...a;...)  mit  dem  be- 
grenzten oder  unbegrenzten  Theil  (...abcd..,m)  (a,  §  40),  jedoch  so,  dass  die 
beiden  Theilen  gemeinschaftliche  Form  nur  ein  einziges  Mal  betrachtet 
werden  darf. 

§  57.  Def,  L  Unter  Grundelcnwit  oder  Elonent  verstehen  wir  eine  be- 
liebige gegebene  erste  Fonn  und  nennen  Grundelemente  alle  mit  ihr  identi- 
schen Formen  (Def.Ill,  §  9).^ 

Dcf.  IL     Betrachten    wir    mehrere    verschiedene    (Def.  V,  §  8)   gegebene 

Elemente,   so   sagen  wir  auch,  sie  hätten  eine  verschiedefie  Foaition  (Bern.  DI 

und  Def.  VI,  §  9). 

Bern.  I.  Im  Allgemeinen  also  müssen  wir  der  Art,  in  welcher  die  Elemente  gegeben 
werden,  Rechnung  tragen  (Bern.  I  und  Def.  I,  §  38). 

Def.  III,  Statt  zu  sagen:  ein  Element,  sagen  wir  auch:  zwei  oder  meh- 
rere sich  deckende  Elemente.')  Von  zwei  Elementen  dagegen,  die  nicht  dasselbe 
Element  sind  aber  auf  eine  gewisse  Art  als  ein  einziges  Element  betrachtet 
werden  können,  sagen  wir,  sie  deckten  sidi  in  Bezug  auf  diese  gewisse  ArL 
Wenn  wir  den  einen  Fall  von  dem  andern  unterscheiden  müssen,  sagen  wir 
im  ersten  Fall,  sie  declitcn  sich  in  absolutem  Sinn  oder  absolut,  im  zweiten  da- 
gegen, sie  deckteil  sich  in  relativem  Sinn  oder  relativ. 

Wenn  sie  sich   in  relativem  Simi  auf  verschiedene  Art  decken,  so  muss 

man  angeben,  in  Bezug  auf  welche  dieser  Arten  sie  sich  decken. 

Bern.  II.  Wenn  wir  jedoch  im  Allgemeinen  von  zwei  oder  mehreren  Elementen 
sprechen,  so  meinen  wir,  sie  seien  nicht  dasselbe  Element  und  mithin  verschieden.  Sagen 
wir  zwei  oder  mehrere  beliebige  Elemente,  so  verstehen  wir  darunttjr  verschiedene  Elemente, 
mögen  ihre  Positionsverhilltnisse  sein,  welche  sie  wollen  (Def.  VIII,  §  13j,  es  sei  denn,  es 
werde  Anderes  bestimmt. 

Def.  IV.  Im  Allgemeinen  verstehen  wir  in  der  Folge  unter  Fonn  ein 
bestimmtos  System  von  Elementen  (Def.  I,  §  11),  obwohl  auch  das  Element 
eine  Form  ist  (Def.  I). 

Def.  V.  Durch  verschiedene  Elemente  bestimmte  Fdirmon  heissen  von  ver- 
schiedener Position,  auch  wenn  sie  identisch  sind  (Bern.  III  und  Def.  VI,  §  9) 
und  zusammenfallend  oder  sich  decketul,  .  wenn  sich  ihre  Elemente  decken 
(Def.  in). 

Bez.  Wir  bezeichnen  im  Allgemeinen  die  Elemente  mit  grossen  und  die 
Formen  mit  kleinen  Buchstaben. 

§  58.  Def.  I.  Die  Gesammtheit  der  nöthigen  Merkmale  einer  Form,  die 
ausreichen,  um  sie  von  den  andern  Fonnen  zu  unterscheiden  (Def.  I,  §  0  imd 
Beisp.  §  10)  und  die  uilabhängig  von  einander  sind,  lieisst  Gesetz  der  Bestim- 
mung der  Form. 

Def.  II.  Wird  die  Form  als  gegeben  betrachtet,  so  heisst  das  Bestiim- 
mungsgesetz.  Gesetz  der  Existenz,  wird  sie  dagegen  als  construirt  betrachtet 
(Def.  n,  §  10),  Gesetz  der  Cotistruction  oder  Erzeugung  der  Form. 


1)  Hier  meinen  wir  also  nicht,  dass  das  Element  an  sich  keine  Theile  habe. 
•2)  Siehe  auch  Def.  V,  §  8. 
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Bern,  T.  Wenn  die  Elemente  einer  Form  zuerst  mittelst  des  Constructionsgesetzea 
construirt  werden,  so  können  wir  sie  nachher  als  gegeben  voraussetzen  (I,  §  18)  und  das 
Constructionsgesctz  wird  Existenzgesetz;  wenn  sie  dagegen  gegeben  sind  und  man  will 
sie  construiren,  so  wird  das  Existenzgesetz  Erzeugungsgesetz. 

Def,  HL  Die  Darstellung  des  Bestimmimgsgesetzes  einer  Form  in  Worten 
heisst  Definition  der  Form. 

Bern.  II.  Es  können  verschiedene  Formen  eine  gemeinschaftliche  Eigenschaft  haben, 
dann  dient  aber  diese  Eigenschaft  zur  Definition  ihres  Ganzen  oder  ihrer  Gcsanmitheit 
und  nicht  zur  Bestimmung  irgend  einer  von  ihnen  einzeln  genommen  und  ausser  der  ge- 
meinschaftlichen sind  noch  andre  specielle  Eigenschaften  nöthig,  um  jede  von  ihnen  zu 
bestimmen. 

Def.  TV.  Eine  Form  auf  andre  Formen  beziehen  heisst  die  durch  die  erste 
gegebene  Gruppe  mit  den  gegebenen  Formen  zusammen  betrachten.  Die 
letzteren  heissen  Bezugsfonnen. 

Bern.  III.  Daraus,  dass  wir  bei  den  identischen  Formen,  jedoch  nicht  etwa  bei  den 
Gruppen  identischer  Formen  (Def.  III,  Bem.  III,  §  9;  Bem.  und  Def.  I,  §  38;  §41),  die  Ver- 
schiedenheit ihrer  Position  in  Bezug  auf  andre  Formen  nicht  in  Jlechnung  ziehen  können, 
folgt,  dass  ihr  Bestimmungsgesetz  dasselbe  ist,  wenn  diese  Formen  an  sich  betrachtet, 
nicht  aber,  wenigstens  im  Allgemeinen,  wenn  sie  auf  andre  Formen  bezogen  werden.  Denn 
bezeichnet  man  die  beiden  identischen  Formen  mit  a  und'  h  und  mijt  c  eine  Bezugsform, 
so  ist  möglicher  Weise  .die  Form,  ac  nicht  identisch  mit  der  Form  hc. 

•  Def,  V.  Statt  zu  sagen,  die  Elemente  einer  Form  wären  gegeben  oder 
würden  mittelst  eines  gegebenen  Gesetzes  construirt,  sagen  wir  auch,  man 
erzeuge  oder  erhalte  vermöge  dieses  Gesetzes  aus  einem  oder  mehreren  Elementen 
die  übrigen  Elemente  der  Form. 

Def,  VI,  Man  sagt  auch,  jede  Form  sei  die  Darstellung  ihres  Bestim- 
tnungsgesetzes. 

m 

§  59.  Wir  geben  hier  einen  speciellen  Fall  des  Satzes  a,  §  37,  von  dem 
wir  erst  in  der  Folge  Gebrauch  machen: 

a.     Wenn  aus  der  Definition  einer  Fonn  A  nidit  hervorgeht,  dexss  alle  mög- 

liclief^  Elemente  der  Fonn  A  angeJwren,  so  lassett  sieh  Elemente  denketi,  die  eine 

andre  Position  als  die  Elemente  von  A  liaben   (d,  h,  ausserhalb  A  liegen)   und 

unabhängig  von  A  sind, 

Bern.  Wenn  wir  künftig  von  einer  Form  sprechen,  so  meinen  wir,  wenn  nicht  Anderes 
bestimmt  wird,  dass  sie  nicht  alle  Grundelemcnte  enthalte. 


3. 

Bestimmung  der  Formen.  —  Ideutititszusammenhang  der  Formen.  —  Begriff 

von  „grSsser"  und  „kleiner". 

§  60.  Bern.  I.  Wir  merken  uns,  dass  die  Elemente  einer  Form  A  (Bem.  §  59)  als  gemein- 
same Elemente  derjenigen  Formen,  welche  sie  enthalten  und  welche  keine  andern  Elemente 
ausserhalb  der  gegebenen  Form  A  gemeinsam  haben,  bestimmt  sind.  Wir  können  daher 
festhalten,  dass  eine  Form  auf  diese  Weise  durch  andre  Formen  bestimmt  wird. 

a.    Gegebene  Formen,  die  durch  identische  Formen  bestimmt  sind,  sind  identisch, 

Bern,  II.  Die  Ordnung  und  die  Art,  wie  einige  der  bestimmenden  Formen  gegeben 
sind  (Def.  I,  §  38),  kann  man  sich  durch  andre  bestimmende  Formen  bestimmt  denken 
(Bem.  I,  siehe  Bem.  in  und  IX). 
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a^.  Wenn  identische  Formen  andre  Fornicfn  bestimmen,  so  sind  diese  Formen 
identisch. 

Denn  die  beiden  resultirenden  Formen  sind  durch  identische  Formen  be- 
stimmt (a). 

a^^.  Woin  durch  andre  Formen  bestimmte  Formen  nicht  identisch  sind,  so 
sind  die  ersten  Formen  nicht  idoUisch, 

Denn,  wären  sie  es,  so  würden  sie  identische  Formen  bestimmen  (a*). 

a^".  Farmen,  welclie  mittelst  derselben  Opcratimi  aus  identisdien  Formen 
co)istnnrt  werden,  sind  identisch. 

Bern.  III,  In  der  Operation  denken  wir  uns  auch  die  Ordnung  der  erzeugenden 
Formen  und  die  Art,  wie  sie  gegeben  sind  (Def.  1,  §  38)  enthalten,  wenn  auf  die  letzteren 
nicht  auadriloklich  hingewiesen  wird.  Ks  ist  nicht  uöthig  zu  henierken,  dass  die  Operation 
eindeutig  ist  (Def.  II,  §  11);  denn  lieferte  sie  die  Resultate  Y,  Y\  Y"  u.  s.  w.,  so  wäre  sie 
in  Bezug  auf  das  ganze  R^isultat  Y,   Y\  Y"  u.  s.  w.  eindeutig. 

Die  Sätze  a  und  a^i  »ind  unmittelbare  Folge  der  Definition  der  Identität  (Def.  VI, 
§  8;  Def.  ni  und  Bem.  lü,  §  9);  denn  aus  a  oder  a"i  folgt,  dass  die  Bedingungen  der 
Bestimmung  der. Formen  sämmtlich  gleich  sind  (Def.  I,  §  11)  und  daher  auch  alle  Merk- 
male, die  dazu  dienen  die  beiden  Formen  von  den  andern  zu  unterscheiden  (Def.  I,  §  9). 
Mithin  sind  diese  Formen  identisch  (Def  III,  §  9). 

a^^.  ^ichi  identische  Formen  liefern  mittelst  derselben  •  Operation  nicht  iden- 
tische Formen. 

Denn  die  Bestimmmigsbedingungen  der  resultirenden  Formen  sind  nicht 
alle  identisch  (Def.  VKI,  §  8;  Def.  I,  §  11). 

a^.  Wenn  man  ans  gegebenen  Formen  durch  dieselbe  Operation  identisctte 
Formen  erhält,  so  sind  die  gegebenen  Formen  identisch. 

Wenn  sie  es  nicht  wären,  so  waren  es  auch  nicht  die  resultirendcQ  For- 
men (a^^). 

a'^'^.  Wenn  mun  aus  gegebenen  Formen  durch  dieselbe  Operation  nicht  iden- 
tische Formen  erhält,  so  sind  die  gegebenen  Formen  nicht  identisch. 

Denn,  wären  sie  es,  so  wären  es  auch  die  resultirenden  Formen  (a"*). 

cjVii  We7in  man  aus  identischeti  Frrmoi  durch  gegebene  Operationen  idenr 
tische  Formen  erhält,  so  sind  die  Operationen  identisch. 

Denn,  wenn  sie  es  nicht  wären,  so  wären  die  Bestimmungsbedingungen 
nicht  dieselben  (Def.  ü,  §  10)  und  die  resultirenden  Formen  darum  nicht  iden- 
tisch (Def.  VIII,  §  8). 

Bcw.  IV.  YjH  ist  zu  b(;morken,  wie  wir  schon  am  andern  Ort  (g,  §  54)  gethan  haben, 
dass  aus-  a^'  nicht  folgt,  dass  zwi*i  nicht,  identische  Foniieii  durch  dieselbe  Operation  iden- 
tischem Formen  nicht  bestimmen  könnten.  Es  ist  di(?s  jedoch  nur  dann  der  Fall,  wenn  die 
rcsultirendcmn  Formen  unabhängig  von  den  erzeugenden  betrachtet  werden.  Es  liegt  darin 
kein  Widerspruch  mit  a^v  (Bem.  V,  §  9). 

b.  Den  Formen  einer  gegebenen  Form  kann  man  identische  Formen  einer 
andern  mit  der  gegdjenen  identischen  Form  eindeutig  und  in  derselben  Ordnung 
entsprechen  hssen. 

Denn  wenn  zwei  Formen  a  und  b  identisch  sind,  so  entsprechen  sie,  jede 
an  sich  betrachtet,  demselben  Begriff  c  in  Bezug  auf  alle  ihre  Merkmale 
(Def.  VI,  §  8;  §  4;  Bem.  III,  §  !>;  Bem.  II,   §  58).     Jedem  Element  A  von  a 
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• 

entspricht  eine  Vorstellung  C  in  c  oder  ein  Element  von  c  und  diesem  das 
Element  A  sowie  auch  ein  Element  B  von  b  (Beisp.  2,  §  42).  Die  Formen 
a  und  fe,  welche  durch  Gruppen  von  Elementen  gegeben  sind  (Def.  IV,  §  57) 
entsprechen  so  eindeutig  der  Form  c  und  daher  auch  einander  (e,  §  42).  Wenn  • 
femer  eine  Beihe  von  Elementen  von  a  gegeben  ist,  so  entspricht  derselben 
eine  Reihe  von  Elementen  von  c  und  diese  entsprechen  den  ersten  eindeutig 
und  in  derselben  Ordnung  (Beisp.  2,  §  42).  Der  Reihe  von  c  entspricht  in 
derselben  Weise  eine  Reihe  von  Elementen  von  6;  es  entsprechen  sich  also 
die  Elemente  der  beiden  Reihen  a  und  b  eindeutig  und  in  derselben  Ordnung 
(f,  §  42).  In  diesem  Sinn  entsprechen  den  Formen  von  a  die  Formen  von  b 
eindeutig  und  in  derselben  Ordnung. 

Man  kann  auch  so  verfahren.  Da  man  bei  den  Formen  a  imd  b  die  Ver- 
schiedenheit ihrer  Position  in  Bezug  auf  andre  Formen  nicht  in  Betracht  zieht 
(Bem.  IQ,  §  9;  Bern.  III,  §  58),  so  kann  man  bei  dem  I4entitätsverhiiltniss, 
nachdem  man  von  dieser  Verschiedenheit  abgesehen,  sich  denken,  dass  jedes 
Element  der  einen  sich  mit  einem  Element  der  andern  decke  und  umgekehrt, 
das  heisst  dass  es  ein  Element  der  andern  sei  (Def  HI,  §  57). 

Def.  L  Zwischen  den  Elementen  und  den  Formen  zweier  identischer 
Formen  besteht  so  ein  eindeutiger  in  derselben  Ordnung  stattfindender  Zu- 
sammenhang, der  2hisamnienh(mg  der  Identität  oder  Gleichheit  heisst. 

Bern.  V.  Es  ist  nicht  ausgeschlossen,  dass  ein  solcher  Zusammenhang,  zwischen  zwei 
Formen  sich  auf  verschiedene  Art  feststellen  lilsst. 

Bem.  VI.  Die  entsprechenden  Formen  zweier  identischer  Formen  sind  identisch,  wie 
aus  b  und  Def  I  hervorgeht. 

b'.  Wenn  man  in  identischen  Formen  mit  identisdien  Formen  dieselbe 
Operation  ausführt,  so  sind  die  resultirendeh  Formen  identisch. 

Wenn  man  atis  entsprechenden  Formen  zweier  identischer  Formen  durch  die- 
selbe Operation  andre  Formen  erhält,  so  sind  diese  identisch  (b  und  a^"). 

b".  Wenn  die  Theile  eigner  Form,  in  eine  unbegrenzte  Hcihv  geordnet,  ein- 
deutig und  in  derselben  Ordnung  den  der  Beihe  nach  mit  ihnen  identischen  Theilen 
einer  amlem  Form  entsprechen,  so  sind  die  beiden  Formen  gleich  in  Bezug  auf 
die  Beihen  der  gegebenen  Theile. 

Denn  wenn  man  zwei  Reihen   identischer  sich  entsprechender  Theile  der 

zwei  Formen 

...ABCDEF... 

...A'B'CD'E'r... 

betrachtet,  die  der  Art  sind,  dass 

A  =  A\  B7iF.B\... 

AB  =  A'B\  AC^  A' C\,.. 

BC=B'C',  BDi^B'D',... 
u.  s.  w. 

ABC^A'B'C,...    ABCD—.A'B'CB^.^ 

BOB  1-  B'  C'D\ . . .    BCDE—  B'  CD'E\ . . . 
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SO  bestimmen  die  beiden  Reihen  zwei  gleiche  Formen,  weil  diese  in  derselben 

Art  durch  der  Reihe  nach  identische  Formen  oder  besser  durch  die  zwei  Reihen 

bestimmt  werden  (a). 

Wir  haben  sie  gleich  in  Bezug  auf  die  Reihe  von  Theilen  (Def.  IV,  §  9) 

genannt,  weil  die  Formen,  unabhängig  von  den  Reihen,  nicht  identisch  in  dem 

Sinn  sein  können,  dass  die  eine  ein  Theil  der  andern  ist,  ohne  die  ganze  andre 

zu  sein,  das  heisst  ohne  dass  jedes  gegebene  Element  der  zweiten  auch  Element 

der  ersten  sei  (Def.  11,  §  27 ;  Bem.  U,  §  0). 

Bern.  VII.  Wenn  eine  oder  beide  Formen  aus  einer  begrenzten  Reihe  von  Theilen 
zusammengesetzt  ist,  welche  unter  den  Bedingungen  des  Satzes  b''  als  Theil  eine  un- 
begrenzte Reihe  von  Theilen  enthält  (b,  §  37;  Def.  U,  §  27;  Def  I,  §  38),  alsdann  besteht 
die  Gleichheit  nur  in  Bezug  auf  die  Reihen  der  gleichen  Theilc  (Def  III,  IV,  §  9). 

c.  Mit  einer  dritten  identische  Formen  sind  einander  identisdh  (e,  §  8; 
Def.  m,  §  9;  Def.  I,  §  38). 

Bern.  VIII.  Diese  Sätze  gelten  offenbar  auch  im  Fall  der  Gleichheit  in  relativem 
Sinn,  wenn  man- nur  die  Merkmale  ins  Auge  fasst,  die  den  in  Vergleich  gezogenen  Formen 
gemeinschaftlich  sind  (Def.  II ,  §  9),  weil  man  in  diesem  Fall  die  Formen  in  Bezug  auf 
diese  Merkmale  in  dem  Verhältnis»  der  Gleichheit  einander  substituiren  kann  (Def.  IV,  §  9). 

Bem.  IX.  Offenbar  geben  die  obigen  Sätze  die  Identität  zweier  Formen  mittelst  der 
Identität  andrer  Formen.  Wenn  sie  also  dazu  dienen  sollten,  die  Identität  edler  Formen 
festzustellen,  so  enthielten  sie  eiiie  petitio  principii.  Wir  werden  im  §  71  sehen,  wie  man 
sie  bei  der  Betrachtung  der  Grundform  verwenden  kann.  Siehe  die  Thoile  I  und  II  z.  B. 
I.  Kap.  14. 

§  61.    Def.  L  Wenn  man  eine  Form  c  aus  der  Vereinigung  einer  Form 

h  mit   einer  Form  a  erhalten   hat   (Def.  I,  §  20),   so   heisst  die  Form  c  (das 

Ganze)  grösser  als  a  und  b  (die  Theüe)  und  a  und  b  Meiner  als  c  und  man 
schreibt: 

(1)  c>  a  oder  a  <  c;  c  >  fe  oder  ft  <  c. *) 

Def.  IL  Wenn  man  c  aus  a  erhält,  indem  man  in  derselben  Weise,  wie 
b  mit  a  vereinigt  wurde,  V  mit  d  vereinigt  und 

(2)  a  =  a\b  =  b' 
ist,  so  ist: 

(3)  c-;c'.  (a^\§60) 

Wir  sagen  c  ist  grösser  als  a  und  //  und  a,  V  sind  kleiner  als  c  und 
schreiben 

(4)  c  >  a'  oder  a  <CCj  c  >  &',  //'  <  r. 

Bem.  I.     Aus  demselben  Grund  sind  a  und  b  kleiner  als  c   und  daher 

(5)  c'  >  a  oder  a  <  c',  c  >  h  oder  b  <  c\ 

a.  Der  Begriff  grösser  und  Meiner  ist  bei  den  Farmen  unabhängig  vopi  der ' 
relativen  Position  der  Formen  unter  sich. 

Denn  nach  (1),  (2),  (3),  (4)  können  wir  in  der  Relation  c  >  a  oder  a<c 


1)  Es  ist  also  nicht  nöthig,  wie  Euclid  es  thut,  ein  Axiom  aufzustellen,  da«  Ganze 
sei  grösser  als  sein  Theil  und  der  Theil  kleiner  als  das  Ganze.  Es  ist  dies  eine  Definition 
und  (1)  beruht  aujL  der  Operation  des  Vereinigen«  in  ihrer  einfachsten  Gestalt  (I,  §29), 
von  der  auch  Eucttd  in  seinen  andern  Axiomen  oder  „gewöhnlichen  Begrilfen"  ohne  jede 
Erklärung  Gebrauch  macht. 
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dem  c  oder  a  eine  beliebige  identische  Form  c'  oder  a    substituiren  (Bern.  III, 
§  58;  Def.  Vm,  §  13). 

b.  Wenn  a>h  oder  a<b^  so  ist  nicht  a  ^  _-  h  (f,  §  8). 

b'.    Wenn  a^b,  so  ist  nicht  a^h  ^), 
weil,  wenn  a^b  wäre,  nicht  a^Eb  sein  könnte  (b). 

c.  Wenn  a^b,  so  ist  nicht  a^b. 

Denn  im  ersten  Fall  erhält  man  a  aus  der  Vereinigung  einer  Form  y  mit 
der  Form  b  oder  einer  mit  b  identischen  Form  (Def.  I  oder  II)  und  wäre 
a  <  6  so  erhielte  man  b  durch  die  Vereinigung  einer  Form  x  mit  der  Form  a 
oder  einer  mit  a  identischen  Form,  man  erhielte  also  b  durch  die  Vereinigung 
der  Form  x  mit  der  Form  (by)  und  es  wäre  also 

b(yx)^b  (a,  §40) 

was  widersinnig  ist  (Def.  III,  §  8;  Def.  I  und  b). 

Wenn  a  <  ft,  so  ist  nicht  a  >  &,  denn,  wäre  es  der  Fall,  so  wäre  nach 
dem  eben  Gesagten  nicht  a<b. 

d.  Wenn  a>b,  6  >  c,  so  ist  a>  c. 

Denn  in  a  ist  ein  Theil  a'  identisch  mit  ft,  ohne  dass  a'  das  ganze  a 
wäre,  sonst  wäre  a'E^b  (Def.  I  und  b).  In  b  ist  ein  Theil  V  identisch  mit  r, 
welcher  nicht  b  ist;  folglich  ist  in  a  ein  Theil  identisch  mit  c  imd  daher  auch 
in  a  (b,  §  60).     Es  ist  also  a>  c. 

d'.    Wenn  a  <b,  b  <€,  so  ist  a  <.c  (d). 

Bern.  II.  Wenn  a>6  und  b<^c,  so  geht  daraus  nur  hervor,  dass  in  a  und  in  c 
mit  b  identische  Theile  sind  aber  es  folgt  durchaus  nicht,  dass  in  c  ein  mit  a  identischer 
Theil  oder  in  a  ein  mit  c  identischer  Theil  sei. ") 

4. 

System  einer  Dimension.  —  Segmente  des  Systems,  ihre  Enden.  —  üntheilbares 

Segment.  —  Richtungen  des  Systems.  —  Einfach  geschlossenes  und  offenes 

System  einer  Dimension.  —  Verlängemngen  eines  Segments  im  System. 

§  62.  Def.  L  Die  durch  eine  beliebige  Reihe  von  Elementen  und  die 
umgekehrte  Beihe  gegebene  Form,  welche  ein  erstes  imd  ein  letztes  Element 
hat  oder  nicht  hat  und  derßn  Ordnung  von  einem  beliebigen  ihrer  Elemente 
(Def.  §  21)  an  gegebenes  Merkmal  der  Form  (Def.  I,  §  38)  ist,  heisst  System 
einer  Dimension.^) 

Bern.  I.  Consecutive  Elemente  der  Form  sind  diejenigen,  welche  consecutiv  in  der 
gegebenen  oder  der  umgekehrten  Ordnung  sind  (§  24;  Def.  I,  §  Sd),   so  dass  also,   wenn 


1)  Mit  diesem  Doppelzeichen  meinen  wir,  dass  entweder  die  eine  oder  die  andre  Un- 
gleichheit stattfindet. 

2)  Aus  dem  was  wir  in  den  §§  3  und  9  und  über  die  Operation  des  Vereinigens- 
(%i  ^^1  ^8)  41)  und  in  diesem  Paragraph  gesagt  haben,  geht  klar  hervor,  wie  unbestimmt 
die  sogenannten  Axiome  EuclidH  über  die  Grössen  sind,  welche  Heiher g  in  seiner  lieber- 
Setzung  des  griechischen  Textes  gewöhnliche  Begriffe  nennt  (siehe  die  Vorrede). 

3)  Man  beachte,  dass  hier  der  Begriff  der  Dimension  nicht  dei\jenigen  des  Masses  enthält, 
der  später  erklärt  werden  wird.     Ks  wird  gut  sein,  wenn  der  Leser  sich  bei  seinem  Studium 
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man  die  Elemente  in  einer  andern  Ordnung  betrachtet,  die  consecutiven  in  dieser  neuen 
Ordnung  es'  nicht  mehr  für  die  gegebene  Form  sind,  weil  die  Ordnung  der  Reihen  von 
Elementen  der  Form  von  einem  ihrer  Elemente  an  bereits  festgesetzt  iut  (Def.  I,  §  26). 

Bern.  IL  Die  Theile  der  Form  sind  ausser  den  Elementen  . . .  A,  B,  C,  D, . . .  auch 
AB,  BC\  CV  u.  8.  w.  ABC,  BCJJ ...  u.  s.  w.  (Def.  I,  §  38;  Def.  ü,  §  27). 

Bern.  III.  Die  Ordnung  der  Elemente  'der  Form  bestimmt  sowohl  die  Ordnung,  in 
welcher  sich  alle  ihre  Theile  AB,  BC\  CD  u.  s.  w.,  ABC,  BCD,  u.s.w.  folgen,  als  die 
Ordnung  eines  jeden  dieser  Theile,  weil  in  der  Ordnung  der  Form  C  auf  B,  D  auf  C  u.  s.  w. 
folgt  (I,  §  18;  Def.  I,  §  21;  Def.  n,  §  39\ 

Def.  IL  Die  gegebene  und  die  umgekehrte  Ordnung  in  Bezug  auf  ein 
beliebiges  Element  des  Systems  heissen  die  Eiditimgen  oder  cfer  Sinn  des  Systems 
und  eine  beliebige  heisst  der  andern  entgegengesetzt. 

Def.  III.  Jeder  Theil  des  Systems,  der  wenigstens  zwei  verschiedene 
Elemente  enthalt,  heisst  Segment  des  Systems. ') 

Def.  IV.  Die  Elemente  A  und  B,  die  ein  Segment  begrenzen,  heissen 
Enden  oder  Grenzen  des  Segments.     Wir   bezeichnen  das  Segment  mit  (AB). 

Wenn  es  nicht  anders  bestimmt  wird,  so  meinen  wir  inmier,  dass  ein 
Segment  von  zwei  bestimmten  Elementen  begrenzt  wird. 

De/l  F.  Wenn  zwischen  den  beiden  Elementen  A  und  B  in  der  g^ebenen 
Form  und  in  ihrer  Ordnimg  keine  andern  Elemente  dieser  Form  enthalten  sind 
(§  23),  so  heisst  das  Segment  (AB)  untheilbar. 

Def.  VI.  Wenn  in  einem  System  einer  Dimension  das  Element  A  gegeben 
ist  und  wir  construiren  das  consecutive  jB,  dann  das  consecutive  C  u.  s.  w.  in 
der  Richtung  ABC,  so  sagen  wir  auch,  tcir  wendeten  von  dem  Element  A  an 
in  der  gegebenen  liichtung  das  Cmistructionsgesetz  des  Systems  an  (Def.  11,  §  58). 

Def.   VII.     Unter  eonsecHiiven  Segmenten  in  einer  gegebenen  Richtung  des 

Systems  verstehen  wir  zwei  Segmente,  fiir  welche  das  zweite  Ende  des  ersten 

das  erste  Ende  des  zweiten  Segments  in  der  gegebenen  Riehtimg  ist. 

Bern.  IV.  Wie  jede  Form  von  ihrem  Bestimmungsgesety.  abhängt  (§  68),  so  hiUigen 
von  diesem  Gesetz  auch  die  Verhältnisse  der  Position  der  Elemente  der  Form  ab.  Wenn 
desshalb  zwei  »Systeme  einer  Dimension  zwei  Elemente  A  und  B  gemeinschaftlich  haben, 
so  geht  daraus  im  Allgemeinen  nicht  hervor,  dass  die  von  A  und  B  in  beiden  Systemen 
bestimmten  Segmente  identisch  sein  müssen,  weil  man  a  priori,  ohne  sich  zu  widersprechen, 
annehmen  kann,  dass  die  Bestimmungsgesetze  verscliieden  seien.  Eine  Bestätigung  dieser 
Bemerkung  werden  wir  in  Kurzem  a  posteriori  erhalten  (siehe  ^Vnm.  zu  §  64).  Uebrigens 
finden  wir  in  unsrer  äussern  Umgebung  viele  Beisi)iele  solcher  VersHiiedenheit. 

§  63.  Def.  I  Wenn  man  das  Constnictionsgesetz  anwendet,  indem  man 
mit  einem  Element  A  eines  Systems  einer  Dimension  beginnt  und  wenn  man 
dieses  Element  A,  nachdem  man  alle  andern  Elemente  erhalten  hat,  wieder 
erhält  (reproducirtj,  so  heisst  das  System  geschlossen,  im  andern  Fall  offen. 


gegenwärtig 
(JL>ef.  ' 

(§ 

Wort 

geordnete  (jiruppe  genannt  werden,  wenn  man  es  nur  in  einer  einzigen  Richtung  betrachtet 

(^siehe  auch  die  Anm.  zu  §  4). 

1)  J)ieses  der  (ieometrie  entlehnte  Wort  soll  nicht  etwa  bedeuten,  dass  vrir  hier  ein 
gradliniges  oder  krummliniges  oder  auch  continuirlichos  Segment  meinen;  denn  die  Elemente 
ABCIJ .  ..  sind  verschieden  und  beliebig. 
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a.  Das  geschlossene  System  einer  Dimension  kann  man  als  ein  Segment  he- 
tradUen,  dessen  Enden  mit  einem  beliehigen  Element  des  Systems  zusammenfallen. 

Diese  Eigenschaft  geht  unmittelbar  aus  Def.  I,  Def.  III,  IV,  §  62  und 
Def.  III,  §  57;  Def.  VIII,  §  13  hervor. 

a'.  Ein  System  einer  Dimensum,  welches  ein  erstes  Element  hat  und  un- 
bf^enzt  ist,  ist  immer  offefi. 

Denn,  wäre  es  geschlossen,  so  könnte  man  es  als  ein  Segment  betrachten, 
dessen  beide  Enden  mit  dem  ersten  Element  des  Systems  zusammenfallen.  Es 
hätte  mithin  ein  letztes  Element  und  wäre  folglich  nicht  unbegrenzt  (Def.  II, 
§  32  und  Bem.  §  28). 

Def.  IL  Wenn  in  einem  geschlossenen  oder  offenen  System  einer  Di- 
mension kein  Element  wiederholt  wird  (bei  einem  geschlossenen  System:  bevor 
man  aUe  übrigen  Elemente  erhält),  so  heisst  das  System  einfach  oder  auch 
einfach  geschlossen  oder  einfadi  offen. 

Ist  das  System  oflfen  und  wird  nicht  Anderes  bestimmt,  so  meinen  wir, 
das   System   habe   kein   erstes   und  letztes  Element   oder  auch  es  habe  k^ine 

Elemente,  die  es  begrenzen. 

Bern.  I.  Betrachtet  man  das  geschlossene  System  als  gegebenes  Ganze,  so  hat  es 
keine  Elemente,  die  es  begrenzen,  wie  es  bei  einem  Segment  (Ali)  der  Fall  ist  (Def.  IV, 
§  62).  Dagegen  hat  es  sofort  begrenzende  Elemente,  wenn  man  es  von  einem  seiner 
gegebenen  Elemente  an  betrachtet.  Im  ersten  Fall  können  wir  es  tmbegrenzt  nennen,  es 
ist  aber  zu  beachten,  dass  es  dies  nicht  in  dem  Sinn  ist,  dass  seine  unbegrenzten  Reihen 
(Def.  I,  §  62)  ein  erstes  oder  letztes  Element  haben  oder  von  einem  ihrer  Elemente  an  un- 
begrenzt in  dem  (Def.  II,  §  32  und  §  38)  festgesetzten  Sinn  sind.  So  angesehen  ist  das 
geschlossene  System  vielmehr  von  zwei  mit  einem  beliebigen  seiner  gegebenen  Elemente 
anisammenfallenden  Elementen  begrenzt  (a). 

b.  Das  geschlossene  System  kann  von  einem  beliebigen  seiner  gegebenen 
Elemente  an  als  ein  unbegrenztes  System  angesehen  werden. 

Denn,  nachdem  man  von  einem  gegebenen  Element  ^  an  in  einer  fest- 
gesetzten Richtung  alle  andern  Elemente  imd  somit  von  Neuem  das  Element 
A  (Def.  I)  erhalten  hat,  genügt  es,  nach  dieser  Operation  A  als  ein  von  A 
verschiedenes  Element  A'  zu  betrachten  (Bem.  III,  §  9)  und  es  ebenso  mit 
allen  andern  Elementen  zu  machen,  die  man  durch  Wiederholung  der  obigen 
Operation  erhält.  Konmit  man  dann  wieder  zu  A\  so  bezeichnet  man  es  mit 
A"  und  so  weiter  ohne  Ende  (Def.  11,  §  32). 

c.  Ein  einfach  offenes  System  einer  Dimension  wird  von  einem  Element  in 
zwei  unbegrenzte  Tlieile  zerlegt,  die  keifie  andern  Eletnente  gemeitiscliaftlich  haben, 
den  einen  in  der  einen,  den  andern  in  der  entgegengesetzten  Bichtuyig  von  dem 
gegd)enen  Eleiyient  an. 

Es  geht  dies  immittelbar  aus  der  Definition  des  Systems  selbst  hervor, 
dass  es  nämlich  keine  Elemente  habe,  die  es  in  den  beiden  Richtungen  be- 
grenzen (Def.  n). 

d.  Wenn  man  in  einem  einfachen  System  einer  Dimension,  dessen  Eletnente 

...^(-'-l)...^(-')...^(-»)...yl(-^)...^^(l)...^(«)...^(')..J) 

1)  Die  Zeichen  ...(—6)  ..(—-*)  (—1)  (1)  (2)  . . .  (s)  ...  haben  für  den  Augenblick 
keine  numerische  Bedeutung. 

VoroDOte,  Geometrie.  5 
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sind,  ein  erstes  Element  Ä  inid  eines  seiner  conseaUiren  Elemente,  wenn  ein  sMies 
existirt,  z.  B.  A^^^  als  zweites  Element  auswählt,  so  ist  die  Biehtung  des  Systems 
bestimmt. 

Das  System  hat  in  Bezug  auf  jedes  seiner  Elemente  zwei  Richtungen 
(Def.  n,  §  62).  Weim  das  zu  A  consecutive  A^^\  das  auf  A  folgen  muss, 
gegeben  ist,  so  ist  eine  der  beiden  Richtungen  des  Systems  YoUständig  be- 
stimmt. Denn  wenn 'das  System  geschlossen  ist,  so  kann  man  jedes  andre 
seiner  Elemente  X  nach  A  und  A^^^  betrachten.  Dieses  X  geht  einem  be- 
liebigen andern  Element  Y  des  Systems  voran,  wemi  es  zwischen  A  und  Y", 
A^^^  und  Y  liegt  (§  23)  und  diese  letztere  Bedingung  ist  gegeben  (Def.  I,  §  62). 
Wenn  das  System  oifen  ist,  so  theilt  A  es  in  zwei  Theile,  die  kein  Element 
gemeinschaftlich  haben,  da  es  sich  um  ein  einfaches  System  handelt  (c).  Be- 
trachtet man  mithin  A  als  das  erste  Element  des  Theiles,  in  welchem  sich  A^^^ 
befindet,  so  steht  jedes  andre  Element  X  desselben  hinter  A  imd  A^^^  und*  X 
geht  jedem  andern  Element  Y  voran,  wenn  es  zwischen  A  und  Y  liegt.  Die 
Elemente  des  andern  Theils  gehen  A  und  A^^^  voraus  und  jedes  beliebige 
Element  X  von  ihnen  folgt  auf  jedes  andre  F,  wenn  X  zwischen  1"  und  A 
liegt.     Auf  diese  Weise  ist  also  die  Richtung 

bestimmt.     Die  Elemente 

A      A^-^^      ji<-*)      A^-'^ 
bestimmen  die  entgegengesetzte  Richtung. 

e.  Eine  Bicktumi  des  SysU'ms  von  einem  Elemetit  A  an  bestimmt  vinr  Bieh- 
tung van  jedem  acutem  Elemetit  B  des  Systetns  an. 

Denn  es  sei 

die  Richtung  von  A  an.  Wenn  B  z.  B.  hinter  A  steht,  nehmen  wir  an,  es  sei 
A^*\  so  ist  die  Richtung  A^''K,,A^*~^^K..  bestimmt.  Wenn  es  nicht  hinter  A 
steht  und  z.  B.  A^~'^  ist  und  wenn  das  System  geschlossen  ist,  so  erhält  man 
wieder  den  vorigen  Fall.  Denn  man  kann  dann  B  so  betrachten,  als  ob  es 
auch  hinter  A  in  der  gege})enen  Richtujig  stände  (Def.  11).  Man  erhält  so,  wie 
vorhin,  die  Richtung  A^~'K ..A^~*'^'^K.  .A,. ,  Weim  das  System  offen  ist,  so 
ist    das    zum    vorigen    umgekehrte    System   . . ,  A . . ,  A^~~ ^K , ,  A^~''K  , .    bestimmt 

(Def.  I,  §  33)   und  damit  seine  Richtung  A AS~^> .  .,A^'~''K..  und  also   auch 

nach  dem  vorigen  Fall  die  Richtung  ^1^""'^. . .  J.(~"*~^). . .,  womit  dann  auch  die 
umgekehrte  Richtung  -^l^""^...^!^^^^..  .-^  bestimmt  ist  (Def  11,  §  62). 

f.  Wenn  ein  einf'aelas  System  einer  Dimension  ß  in  einem  amiern  analoyen 
System  a  enthalten  ist,  so  bestimmt  eine  beliebige  Biehtung  des  ersten  eine  Bieli- 

m 

tung  des  ziceiten, 

A  und  B  seien  zwei  consecutive  Elemente  des  Systems  /3,  die  in  der 
gegebenen  Richtung  desselben  liegen  (Def.  I,  §  2h  und  Def.  II,  §  62).  Wenn 
zwisclien  A  und  B  in  «  (§  23)  keine?  andern  Elemente?  entlialten  sind,  so  sind 
A  und  B  auch   in  a  consecutiv  (§  24)   luid  die  Ordnung,   in    welcher  AB  sich 
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in  ß  folgen,  bestimmt  mithin  auch  die  Ordnung,  in  der  sich  dieselben  Elemente 
in  a  folgen  (d).  Wemi  dagegen  in  «  zwischen  A  und  B  andre  Elemente  (§  23) 
z.  B.  A'A'\.,Ii'  enthalten  sind,  alsdann  bestimmt  die  Ordnung  AB  des  Systems 
ß  die  Ordnung,  in  der  sich  die  Elemente  AA'A"...B'Ji  von  a  folgen.  Ist 
dagegen  die  Ordnung  der  Elemente  AA'A'\,,B'B  von  a  gegeben,  so  ist 
offenbar  die  Ordnung,   in  der  sich  die  Elemente  AB  von  ß  folgen,  bestimmt. 

f.  Man  kann  im  vorigefi  Fall  sagen,  die  Systeme  ß  und  a  liätten  dieselbe 
Richtung  oder  gleidie  Riefikingen. 

Wir  wollen  mit  , , ,  A^^  ,  .  .  Aj^  . . .  A^' ...  die  von  den  Elementen  von  a 
eingenommenen  Stellen  bezeichnen  (§  20).  Eine  Richtung  von  a  bestimmt  eine 
Richtung  des  Systems  ..,A^...  A^  . . .  A^' .  .  .  und  die  nämliclie  Richtung  wird 
durch  die  entsprechende  Richtung  des  Systems  ß  bestimmt,  wenn  man  mit 
einem  beliebigen  Element  desselben,  welchem  Element  von  a  ist,  beginnt.  Man 
kann  desshalb  sagen^  die  in  Betracht  gezogenen  Richtungen  von  a  und  ß  wären 
gleidhy  weil  sie  derselben  Richtung  des  Systems  .  .  .  yl^  .  . .  A^  .  . .  A^' . . .  ent- 
sprechen, oder  auch  weil  man  die  eine  der  andern  bei  der  Bestimmung  der 
Richtung  von  . . .  yl^  . . .  ^1/  . . .  A^' . . .  substituiren  kann  (Def.  VII,  §  8). 

f".  Bie  Miehüim/en  eines  einfachen  Systems  sind  unahluingig  van  dem  ge- 
gfipenen  Element,  von  welchem  an  sie  in  Betracht  gezogen  werden. 

Denn  betrachtet  man  das  System  a  von  zwei  beliebigen  Elementen  B  und 
C  an,  so  bestimmt  eine  Richtung,  die  mit  B  anfangt,  eine  Richtung,  die  mit 
C  anfängt  (e)  und  mau  erhält  so  zwei  Systeme  ß  und  y,  die  mit  B  und  C 
beginnen,  dem  System  «  angehören  und  eine  Richtung  desselben  bestimmen 
(Def.  I,  §  62;  Def.  U,  §  27  und  f).  Die  beiden  Systeme,  dfe  mit  B  und  C 
beginnen,  haben  dieselbe  Richtung  (f);  das  heisst  also,  dass  es  gleichgültig 
ist,  ob  man  bei  der  Bestimmung  der  Richtungen  von  a  mit  B  oder  mit  C 
beginnt. 

f".  Jedes  Segment  des  einfachen  Systems  eiiier  Dimensimi  liat  zwei  Bieh' 
hmgen,  die  die  Micfdungen  des  Systeme  sind. 

Denn  jedes  Segment  des  Systems  ist  ein  System,  welches  dem  gegebenen 
angehört  (Def.  lU,  I,  §  62;  und  §  27). 

§  64.  a.  Wenn  ein  begrenztes  Seginent  eimis  einfachen  Systems  einer  Dimensioti 
mit  den  beiden  Enden  A  utid  B  gegeben  ist,  so  kann  man  eitw  der  liiehtiingefi 
des  Seffifients  als  durch  das  eifie  seiner  Emlen,  die  andre  aU  durch  das  übrig 
bleibende  Ende  bestimmt  amelien. 

Das  Segment  kann  keinen  geschlossenen  Theil  enthalten,  sonst  würde  ein 
Element  des  Segments  und  mithin  des  Systems  wiederholt  werden,  während 
das  System  noch  andre  Elemente  ausserhalb  des  Segments  enthiUt.  Das  System 
wiire  mithin  nicht  einfach  (Def.  III,  §  62  und  Def.  11,  §  63). 

Eine  der  Richtungen  des  Segments  (AB)  kann  man  offenbar  als  durch 
das  Element  A  und  die  entgegengesetzte  Richtung  als  durch  das  andre  Ende 
bestimmt  ansehen;  deim  betrachtet  man  A  als  erstes  Element,  so  folgen  die 
andern  Elemente  des  Segments  auf  A  und  ein  Element  Jt  steht  einem  andern 
Y  voran,  wenn  X  zwischen  A  und  Y  liegt  (Def.  I,  lU,  §  62). 
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Bcj3.  L  Wenn  wir  nicht  Anderes  bestimmen,  so  meinen  wir,  dass  das 
Symbol  (AB)  auch  eine  Richtung  dieses  Segments  bestimme,  nämlich  diejenige, 
welche  man  erhält,  wenn  mau  mit  A  anfangt.  Die  umgekehrte  Richtung  erhalt 
man,  wenn  man  mit  dem  Element  B  beginnt. 

b.  In  dem  einfach  ojfenai  System  reichen  zwei  Elemente  mis,  um^  ein  von 
ihnen  hegretiztes  Segment  za  bestimmen. 

Denn  es  sei  das  System 

(  X  )  ...  jO   ...  .^.  ...  Jlj  ...  O  ...  JL>     .  .  . 

gegeben.  Wenn  man  zwei  Elemente  A  und  C  betrachtet,  so  bestimmen  diese 
in  dem  System  die  drei  Theile 

.^X.         •       •       •        ^Lß         •       •       •  V^      «  .^X.         •       •       •        mM-ß  •       •       •    A  \^        •       •       •         J-ß  •       •       •    A 

von  denen  nur  einer  A  und  C  zu  Enden  hat;  die  beiden  andern  haben  ein 
einziges  Ende  und  sind  unbegrenzt  (c,  §  03). 

b'.  Eine  Richtung  des  einfach  offenen  Systems  ist  dxwch  die  Ordnung  zweier 
Elemente  bestimmt 

Es  seien  A  und  C  die  beiden  Elemente  in  der  Ordnung,  in  der  sich  ihre 
Zeichen  folgen;  sie  bestimmen  das  Segment  {Aü)  und  die  Richtung  von  A 
nach  C  und  daher  aucl\  eine  Richtung  des  Systems  (a.  Bez.  I;  f",  §  63). 

c.  Zwei  Elemente  eines  einfach  gesddossenen  Systems  einer  Dimension  he- 
stimmen  zwei  Segnmite,  die  miteinmuler  in  einer  gegehencfi  Biehtung  vereinigt  da^ 
ganze  System  geben. 

Es  geht  dies  aus  der  Erörterung  zu  Satz  b  hervor,  wenn  man  in  (1)  B' 
und  B"  zusammenfallen  lässt  (Def.  II,  §  57).     Man  erhält  die  beiden  Segmente: 

♦  A,..B,,.(J,  C,,.B\,.A,') 

c.  Um  ein  Segment  des  einfach  geschlossenen  Systems  zu  hestimmefi,  genügt 
eSj  ausser  den  Enden  ein  andres  Eletnfmt  des  Systems  zu  gcjtcn, 

•  Denn,  wenn  man,  lun  das  Segment  A.,,B.,,C  zu  individualisiren,  ausser 
den. Enden  A  und  C  das  Element  B  gibt,  so  kann  dieses  Element  nicht  in 
dem  andern,  durch  A  und  C  bestimmten  Segment  C...B\.,A  enthalten  sein, 
da  es  ein  einfaches  System  ist  (Def.  II,  §  63). 

Bez,  II,  Ein  durch  die  drei  Elemente  ABC  bestimmtes  Segment  dieses 
Systems,  dessen  Enden  A  und  C  sind,  bezeichnen  wir  mit  dem  Symbol  (ABC). 

—  • 

1)  Wir  haben  hier  eine  Bestätigung  imsrer  Beni.  IV  in  §  02,  «lans  nämlich  die  beiden 
Segmente  A...B...('^  (■ . . .  B' . . .  A  ,  di«  durch  zwei  Kiemente  A  und  (^  in  der  einfach 
geschlossenen  Form  bestimmt  sind,  nicht  gleich  zu  sein  brauchen.  Dt^nn  wären  sie  es,  so 
genügte  es  in  einem  der  Segmente,  z.  B.'A  . . .  B  . .  .  (\  ein  von  A  und  (■  verschiedenes 
Element  A'  zu  nehmen,  man  hätte  <lann: 

^A'...B...C)<C{A...B. 
und  auch 

{C...B'...A'):^{C...B'. 


und  da  nach  der  Voraussetzung 

{A...B...C).z,(C...B'. 
so  ist 

{A\..B...C)<((\..B'. 

und  daher: 

{A'...B...(^)<{(^...B\..A').  id',  §  Gl) 


0) 

(Def.  I,  §  Ol) 

^) 

(Def.  T,  §  Cl) 

A) 
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Bern,  I.  Wenn  man  daher  das  Segment  getrennt  von  dem  System  als  Ding  an  sich 
betrachtet,  so  genügt  das  Symbol  (ÄC) ,  betrachtet  man  es  dagegen  mit  dem  System,  zu 
dem  es  gehört,  zusammen,  so  muss  man  es  mit  dem  Symbol  (ABC)  bezeichnen.  Man  kann 
es  auch  in  diesem  Fall  mit  dem  erstem  Symbol  bezeichnen;  dann  muss  man  aber  aus- 
drücklich sagen,  in  welcher  der  beiden  Richtungen  von  Ä  an  man  das  Segment  betrachten 
soll,  um  jede  Unbestimmtheit  zu  entfernen. 

d.  Eine  Bichtung  eines  einfach  gesddossenen  Systems  wird  durch  drei  Elemente 
ABC  bestimmt;  die  entgegengesetzte  RidUimg  wird  durch  die  Elemente  CBA  in- 
der  Ordnung,  in  welclier  sicli  ihre  Zeichen  folgen,  bestimmt. 

Denn  da  das  Segment  (ABC)  vollständig  bestimmt  ist  (c'),  so  ist  auch 
eine  seiner  Richtungen,  wenn  man  mit  A  anfangt,  bestimmt  (a)  und  die  ihr 
entgegengesetzte,  wenn  man  mit  C  anfängt.  Somit  werden  auch  die  Richtungen 
des  Systems  mittelst  der  drei  geordneten  Elemente  ABC  und  CBA  bestimmt 

(f ",  §  63). 

d'.  Wenn  ABC  drei  geordnete  Elonente  eines  einfadt  geschlossenen  Systems 
sind,  so  bestimmen  die  geordnetai  Gruppen  BCA,  CAB  dieselbe  Richtung  tvic 
ABC,  während  die  Gruppen  CBA,  BAC,  ACB  die  entgegengesetzte  Richtung 
bestimmen. 

In  der  That  sind  die  Elemente  B  und  C  des  Segments  (ABC)  die  Enden 
eines  einzigen  Segments  (BG),  das  dem  gegebenen  Segment  angehört  (§  27), 
und  die  Richtung  von  (AG)  von  B  an  ist  dieselbe  wie  die  dos  Segments 
{ABC)  von  A  an  (a;  f  und  f",  §  03).  So  verhält  es  sich  auch  mit  dem 
Segment  {AB)  von  {ABC).  Der  zweite  Theil  des  Satzes  geht  aus  diesem 
Beweis  und  aug  d  hervor. 

§  65.  a.  Ist  ein  Segnicnt  {AG)  in  einem  einfaeJien  System  einer  Dimension 
gegeben,  so  sind  die  andern  Segmente,  die  mit  A  anfangen  und  in  der  Richtmig 
{AG)  liegen,  Meiner  oder  grösser  als  {AG). 

Wenn  das  System  von  A  an  unbegrenzt  ist,  so  gibt  es  in  der  gegebenen 
Richtung  immer  ein  Segment  {AG'),  welches  {AG)  enthält,  ohne  dass  C  ufid  G 
zusammenfallen. 

Die  erste  Eigenschaft  geht  unmittelbar  aus  der  Definition  des  einfachen 
Systems  einer  Dimension  (Def.  ü,  §  63  und  Def.  I,  §  G2)  oder  aus  den  Eigen- 
schaften der  Reihe  von  Elementen  (Def.  I  und  b,  §  36)  und  aus  Def.  I,  §  61 
.  hervor.  Der  letzte  Theil  des  Satzes  ist  aych  einleuchtend,  da  das  System,  wenn 
C  und  G  ein  einziges  Element  wären,  nicht  länger  unbegrenzt  sein  könnte, 
insofern  wir  immer  vorausgesetzt  haben,  dass  es  sich  um  verschiedene  Elemente 
handelt  (Def.  I,  §  62;  Def.  11,  §  32;  Def.  V  und  Bem.  I,  §  8  oder  Bem.  II,  §  57). 

Ben?.  I.  Die  letzte  Eigenschaft  gilt  auch  für  das  geschlossene  System,  wenn  man  es 
von  einem  Element  Ä  an  als  unbegrenzt  im  Sinn  des  Satzes  b,  §  G3  betrachtet. 

b.  Wenn  die  Riditung,  in  welcher  sich  die  Elemente  eines  beliebigen  Systems 
einer  Dimension  folgen,  gegeben  ist,  so  hinn  das  System  immer  als  ein  einfaches 
afigesefwn  werden  (Def  II,  §  63;  Def.  I,  §  62  und  a,  §  36). 

§  66.  Def.  Es  sei  {AB)  ein  Theil  des  Segments  {A^B^)  eines  einfachen 
Systems  einer  Dimension  in  der  Richtung  {A^ABB^),  Wenn  Ai  und  A,  B 
und  IJj  nicht  dasselbe  Element  sind,  so  heissen  die  Theile  {AA^),  {BBi)  Ver- 
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länyerinKjni  des  Sej^inents  (AB)  in  den  beiden  Richtungen  des  Systems,  nämlich 
der  Theil  (BB^  in  der  Richtung  A^ABB^  und  der  Theil  {AA^  in  der  entgegen- 
gesetzten Richtung. 

5. 

Anwendung  der  Sprache  der  Bewegung  auf  die  Systeme  einer  Dimension. 

§  ()7.  Dcf,  L  Ansttitt  zu  sagen,  man  wende  von  einem  Element  A  an  das 
Constructionsgesetz  eines  Systems  einer  Dimension 

an  und  erhalte  so  in  einer  gegebenen  Richtung  die  Elemente  A^^\  A^'^\  u.  s.  w. 
des  Systems  (Def.  VI,  §  02),  werden  wir  sagen,  A.,,A^'^K,.A^''^...  seien  vor- 
schicdeyie  Lagen  des  nämlichen  Elements  X,  welches  sich  nach  dem  Gesetz  des 
Systems  bewegt,  so  wie  ein  Körper  seine  Lage  in  der  Aussenwelt  ändert. 
Damit  meinen  wir  jedoch  nicht,  das  Element  besitze  in  der  That  diese  Eigen- 
scliaft,  denn  das  Element  ist  eine  abstracte  Form  und  ohne  jede  besondere 
Bedeutung  oder  Inhalt  (Def.  I,  §  57). 

Def.  IL  Wie  wir  in  dem  einfachen  System  einer  Dimension  zwei  Rich- 
tungen haben,  die  von  einem  beliebigen  Element  desselben  an  bestimmt  sind, 
so  sagen  wir  auch:  Ein  Element  liann  ein  gegebenes  System  einer  Dimension 
in  den  zwei  entgegengesetzten  Richtungen  erzeugen,  indem  es  sidi  von  einem 
Element    desselben    an   nach  dem  Erzeugungsgesetz  des  Systems   bewegt  (Def. 

n,  §  58). 

Def'.  HL  Der  Satz:  das  System  einer  Dimension  /J,  welches  dem  analogen 
System  a  angehört,  hat  dieselbe  Bewegungsrichtung  wie  a  —  heisst:  ß  und  a 
haben  dieselbe  Richtung  (f,  §  63). 

Def,  IV,  Der  Satz:  die  Verlängerungen  eines  Segments  (AB)  eines  Systems 
einer  Dimension  werden  von  einem  Element  erzeugt,  welches  sidi  nach  dem 
Gesetz  des  Systems  in  der  einen  oder  andern  Richtung  heivcgt,  indem  es  von 
den  zwei  Enden  desselben  misgeht,  bedeutet,  dass  man  die  Verlängerungen 
(BB^)y  (AA^)  (§  fiO)  in  einer  oder  der  tmdern  Richtung  erhält,  indem  man 
von  den  Endelementen  von  (AB)  an  (Def  IV,  §  62)  das  Constructionsgesetz 
des  Systems  anwendet  (Def  11,  §  58^  Def  VI,  §  &2). 

m 

Def,  V,  Der  Satz:  wenn  man  von  einem  Element  A  ausgeht  und  das 
ganze  System  in  einer  gegebenen  oder  der  entgegengesetzten  Richtung  durdi- 
läuft,  so  l'ehrt'  man  in  dem  einfach  geschlossenen  System  zu  dem  Ausgangs- 
elenient  zurück  olme  mehr  als  einmal  durch  ein  andres  Element  des  Systems 
gekonnn^n  zu  sein  —  und  der  Satz:  wenn  ein  Element  von  dem  Element  A 
an  in  einer  oder  der  entgegengesetzten  Richtung  ausgeht  und  das  ganze  System 
(hurchMuft,  so  lehrt  es  in  seine  ursprüngliche  oder  Anfangs-  oder  Ausgangslfige 
zurück  ohne  mehr  als  einmal  durch  eiji  andres  Element  gekommen  zu  sein  — 
geben  in  andern  Worten  die  Definition  des  einfach  geschlossenen  Systems 
(Def.  U,  §  63). 
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Def.  VI.    Wenn  man  in  einem  System  einer  Dimension  die  Segmente 

in  einer  gegebenen  Richtung  betrachtet  und  man  sieht  A^"*^,  ^c«»— i)^  ...^  J^d) 
successive  als  Lagen  eines  und  desselben  Elements  X  an  (Def.  I),  so  sagt  man, 
X  näJiere  sich  A.  Sind  dagegen  die  Lägen  von  X  successive  A^^^A^'^K,.A^"'\ 
so  sagt  man,  X  entferne  sich  von  A. 

Def.  VII.  Wenn  wir  die  in  derselben  Richtung  consecutiven  Segmente 
(-4^^'^),  (^(^^-4^*^),  u.  s.  w.  betrachten,  so  können  wir  sagen,  sie  seien  ver- 
schiedene Lagen  eines  Segments  (XY),  welches  sich  in  der  gegebenen  Rich- 
tung bewegt  oder  in  dem  System  variirt.  Das  Segment  (XY)  heisst  in  diesem 
Fall  variables  oder  veränderliches  Segment,  um  es  von  einem  gegebenen  Segment 
(AA^^^)  zu  unterscheiden,  welches  bei  unsem  Betrachtungen  immer  dasselbe 
bleibt  und  constant  heisst. 

Die  Segmente  (J.^^*)),  (AA^'^^)y  (AA^^^),  u.  s.  w.  heissen  Zustände  des 
variablen  Segments  (-4X). 

Bern.  Wir  meinen  damit  jedoch  nicht,  dass  die  Segmente  {AA^^^)^  (J.(*>-4<^*^),  u.  s.  w. 
identisch  sein  müssen. 

In  diesem  Paragraphen  haben  wir  nicht  vor,  neue  Sätze  einzuführen,  sondern  schon 
erklärte  oder  definirtc  durch  neue  Worte  auszudrücken,  so  dass  wir  den  Paragraphen,  wenn 
wir  gewollt,  hätten  weglassen  können.*) 


V.  KapiteL 

Von  der  Grundform. 
1. 

Definition  des  in  einer  gegebenen  Richtung  homogenen  Systems  einer  Dimension 

und  seine  ersten  Eigenschaften. 

§  68.  Def.  I.  Wenn  es  in  einer  Richtung  eines  Systems  einer  Diniension 
zwei   Segmente   gibt,    die  jedem   in    derselben   Richtung   gegebenen   Segment 

1)  Eine  der  einfachsten  concreten  Formen  einer  Dimension  ist  die  Zeit.  Die  Zeit  ist 
nicht  eine  Aufeinanderfolge  von  Dingen,  sondern  die  Zeit  ist  nöthig,  um  successive  an 
diese  verschiedenen  Dinge  denken  zu  können  und  damit  die  Begebenheiten  in  der  Aussen- 
und  Innenwelt  successive  stattfinden  können.  Wenn  ein  System  einer  Dimension  gegeben 
ist,  so  können  wir,  wenn  wir  wollen,  voraussetzen,  man  erhielte  die  betrachteten  Elemente 
in  demselben  Zeittheil,  indem  wir  das  Constructionsgesetz  des  Systems  in  der  Art  anwenden, 
dass  A'  aus  A  entsteht  (Def.  V,  §  58)  und  in  demselben  Zeittheil  A"  aus  A'  und  so  weiter. 
Bei  dieser  Voraussetzung  werden  die  Segmente  {AA')^  {A'  A")  u.  s.  w.  in  demselben  Zeittheil 
abgeleitet;  daraus  folgt  aber  nicht,  dass  sie  gleich  sein  müssen,  während  sie  andrerseits  in 
angleichen  Zeittheilen  erzeugt  und  doch  identisch  sein  können.  Unser  Geist  kann  die  con- 
secutiven Elemente  oder  die  Segmente  eines  Systems  einer  Dimension  successive  in  verschie- 
denen Zeittheilen  betrachten.  Wir  legen  in  der  für  die  Bewegung  üblichen  Ausdrucksweise 
dem  Element  diese  Fähigkeit  des  Gedankens  bei  und  nehmen  mithin  an,  das  Element  selbst 
oder  das  Segment  nehme  successive  die  Lagen  der  übrigen  Elemente  oder  der  übrigen 
Segmente  ein,  auch  wenn  das  System  nicht  continuirlich  ist  (I,  §  18).  Das  Resultat  ist 
dasselbe,  nur  der  Ausdruck  gewinnt  an  Klarheit  und  Bequemlichkeit;  doch  ist  es  der 
genauen  Unterscheidung  wegen  gut  diese  Sprache  in  der  Geometrie  mit  der  gehörigen 
Vorsicht  zu  gebrauchen,  um  diese  noinineUe  Bewegung  nicht  mit  der  reellen  der  Körper 
zu  verwechseln  (siehe  Vorrede  und  Theil  I). 
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identisch  sind  und  von  denen  das  eine  zum  ersten  Ende  das  andre  zum  zweit-en 
ein  beliebiges  gegebenes  Element  A  hat,  so  wird  das  System  in  der  getidßcnen 
Ilk'htung  honußgen  genamit.  *) 

a.  Wenn  das  in  eitler  gegebenen  Richtung  homogene  System  offen  istj  so  ist 
es  von  einem  heliehigen  seiner  Elemente  an  in  Iteiden  Bichtungen  unhegrefizt 

Denn  in  der  gegebenen  Richtung  kann  es  von  einem  seiner  Elemente  A 
an  kein  letztes  Element  X  (§  1^2)  geben,  denn  gäbe  es  ein  solches  letztes 
Element  X,  so  existirt  in  der  gegebenen  Richtung  ein  Segment  (XI'),  das 
j(»dem  beliebigen  andern  Segment  des  Systems  in  der  gegebenen  Richtung  z.  B. 
(^IX)  identisch  ist  (Def.  I).  Auch  in  der  entgegengesetzten  Richtung  kann  das 
System  nicht  begrenzt  sein;  denn  jedes  Element  X  des  Systems  ist  auch  zweites 
Ende  eines  zu  (AX)  in  der  festgesetzten  Richtung  identischen  Segments. 

BetH.  I.    Auch  wenn  «lan  System  geachloösen  ist,  können  wir  es  als  offen  betrachten 
(b,  §  03). 

b.  Wählt  man  ein  heliehiges  Element  X  des  in  einer  gegebenen  Richtung 
homogenen  Sgstetns  und  ist  ein  Segment  {AB)  von  dieser  Richtung  gegeben,  so 
gibt  es  in  derselben  Richtung  nur  ein  einziges  {AB)  gleiches  Segment,  von  welchem 
X  entweder  das  erste  oder  das  zweite  Ende  ist 

Denn  das  homogene  System  einer  Dimension  kann,  wemi  die  Richtung 
gegeben  ist,  stets  als  ein  einfaches  System  angesehen  werden  (b,  §  ßo).  Wenn 
man  nun  in  der  betrachteten  Richtung  von  X  als  erstem  Element  ausgeht,  so 
gibt  es  ein  zu  {AB)  identisches  Segment  (XY)  (Def.  I),  und  weil  jedes  andre 
Segment  in  derselben  Richtung  von  X  aus  grösser  öder  kleiner  als  (XY)  ist 
(a,  §  05),  so  ist  (XY)  das  einzige  zu  {AB)  in  der  Richtung  des  Systems 
identische  Segment,  denn  die  Beziehimgen  A>  B  oder  A<B  schliessen  die 
Beziehung  Atb'.B ^vlus  (b,  §  (51). 

c.  Wenn  zivei  in  dem  homogenen  System  ge/ffbene  Segmente  (AC),  {A'C) 
in  der  gegebenen  Richtung  in  cofisecutive  TJieile  {AB){B(.'),  {A' B')(B  C)  zerlegt 
tverdcn  uml  es  ist  {AB)  :  -  {A'B'),  {BC)  -  _  {B'C),  so  ist  {AC)  '.:    {A'C). 

Denn  wenn  man  in  der  gegebenen  Richtung  von  A'  ausgeht,  so  gibt  es 
ein  und  nur  ein  {A  C)  gleiches  Segment  (b),  welches  sich  wegen  des  Zusammen- 
hangs der  Identität  mit  {AC)  in  zwei  Segmente  {A'B"),  {B'' C^)  zerlegen  lässt^ 
die  {AB)  bezüglich  {BC)  identisch  sind  (b,  §  ßO).     Man  erhält  daraus 

{A'B")  =  {A'B')  und  {B'T)     ..{B'C) 

(c,  §  6()).  JB"  muss  daher  mit  B'  imd  C"  mit  C  (b)  zusammenfallen  und 
daher  auch  {A'C)  mit  {A' C)  (Def.  V,  §  57;  b,  a,  §  65;  Def.  I,  §  Gl). 

c'.   Das  hom<)gene  System  ist  ein  einfach  geschlossenes  oder  offenes  System, 

1)  Wir  werden  in  der  Folge  untersuchen,  ob  die  Theile  dieser  Definition  unabhängi|^ 
Hin<l.  Wir  wollen  nur  bemerken,  dass  der  Begriff  des  Systems  einer  Dimension  allgemeiner 
uIh  dc»r  des  homogenen  Systems  ist;  denn  es  fehlt  nicht  an  Systemen  einer  Dimension  — 
zu  welchen  z.  B.  der  grössere  ITieil  der  geometrischen  Curven  gehört  — ,  die  die  Eigen- 
Hchaft  des  h(Mii(>genen  Systt^ms  nicht  besitzen.  Dass  femer  ein  einziges  gegebenes  Segment 
nicht  ausreicht,  sieht  man  sofort,  wenn  man  anniumit,  das  System  bestehe  aus  einer 
b(;gn?nzt<'n  oder  unbegrenzten  K^ihe,  welche  als  Theil  eine  unbegrenzte  Reihe  enthält 
(siehe  Bern.  11,  §  öl). 
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Nehmen  wir  an,  A  sei  ein  im  System  wiederlioltes  Element  und  (BA), 
{AC)  seien  zwei  in  der  Richtung  des  Systems  liegende  Segmente,  die  das 
Element  A  gemeinschaftlich  haben.  Zu  dieser  Annahme  ist  man  berechtigt, 
weil  das  System  in  seinen  beiden  Richtungen  unbegrenzt  ist  (a).  Jedes  andre 
Element  A'  kann  man  als  gemeinschaftliches  Element  zweier  andrer  Segmente 
{Ii'A')y  (A'C)  von  derselben  Richtung  betrachten,  die  (BA)  bezüglich  (AC) 
identisch  sind  (Def.  I).  Da  nun  {B C)  z~  {B' C)  (c),  so  hat  das  Element  A' 
in  (B'C)  dieselbe  Eigenschaft,  welche  A  in  (BC)  hat  (b,  §  (50).  Wenn  daher 
A  wiederholt  wird,  so  wird  es  auch  A'  und  mithin  reducirt  sich  efiiweder  das 
System  auf  ein  einziges  Element  —  und  dieses  ist  durch  den  Begriff  selbst 
des  Systems  einer  Dimension,  welches  aus  verschiedenen  Elementen  zusammen- 
•gesetzt  wird,  ausgeschlossen  (Def.  I,  §  62  und  Bem.  I,  §  57)  —  oder  das  System 
wird  mehrere  mal  betrachtet.  Im  letzten  Fall  ist  das  einmal  betrachtete  System 
einfach  (Def.  I,  §  62). 

c".  Man  kann  die  Elmwnte  des  Systems  sidi  in  der  gegebenen  Riehtmuj  von 
zwei  gegebenen  Eletnenten  A  uml  A'   aus  einander  eindeutig   uml   in  derselben  ; 
Ordnung  entspreclien  lassen. 

Es  genügt,  A  dem  A'  und  A'  dem  A  und  jedem  Element  X,  das  von  A 
aus  in  der  gegebenen  Richtung  liegt,  das  Element  X',  das  von  A'  aus  in  der- 
selben Richtung  liegt,  der  Art  entsprechen  zu  lassen,  dass  {AX):2z(A'X') 
(Def.  I).  Wenn  X  dem  A  in  der  gegebenen  Richtung  vorausgeht,  so  genügt 
es  ein  solches  X'  in  Betracht  zu  ziehen,  dass  in  dieser  Richtung  (X-^)  i  (X'yl') 
ist  (Def.  I).  Auf  diese  Weise  ist  der  eindeutige  Zusammenhang  vollständig  fest- 
gestellt.    Er  ist  auch  von  derselben  Ordnung  (Def.  IH,  §  42);  denn,  wenn 

{AB)<(AX)<{AC) 
ist,  so  muss  auch 

(A' B')  <  (A'^X'X  {A' C) 
sein  (a,  §  61). 

c'".   Die  unOietlbare^i  Segfnenfe  sind,  wenn  sie  existiren^  gleieh. 

(AB)  und  (XY)  seien  die  untheilbaren  Segmente  (Def.  V,  §  62).  In  der 
Richtimg  von  (X  Y)  können  wir  von  X  ausgehend  ein  Segment  (XY^)  ee  (AB) 
betrachten  (Def.  H,  §  61;  Def.  I).  Wenn  (AB)  und  mithin  (Xr^)  dem  (Xl^ 
nicht  gleich  ist  (h,  §  8),  so  ist  (XY^)  entweder  grösser  oder  kleiner  als  (XY) 
(c';  a,  §  65).  Wenn  (XY^)  <  (X  Y),  so  würde  das  Element  Y^  dem  Segment 
(XY)  angehören  (Def.  I,  §  61;  Def.  I,  §  &2',  Def.  U,  §  27)  und  mithin  wäre 
der  Voraussetzimg  zuwider  (X  Y)  nicht  untheilbar.  Ebenso  ist  es,  wenn  (X  Y) 
kleiner  als  (AB)  wäre. 

Def,  IL  Von  jetzt  an  verstehen  wir  unter  conseeutiven  Ele^nenten  eines 
homogenen  Systems  auch  diejenigen  eines  andern  in  derselben  Richtung  ge- 
gebenen Systems,  das  dem  ersten  angehört  (Def.  I,  §  27;  Def.  I,  §  62;  Def.  I) 
und  dessen  consecutive  Elemente  durch  Elemente  des  ersten  Systems  getrennt 
sind  (§  23). 

Bem.  I.  Aus  dieser  Definition  geht  unmittelbar  hervor,  dass  die  Enden  der  conseeu- 
tiven, gleichen  in  der  Richtung  des  homogenen  Systems  gelegenen  Segmeute  auch  als 
consecutive  Elemente  betrachtet  werden  können. 
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§  (V,).  u.  Wenn  zwei  Se(jmente  {Ali),  (CD)  eines  oder  zweier  heliehiger 
Systeme  einer  Dimension  in  einer  gegebenen  Biehtung  hetr achtet  ideniisch  sind^  so 
sind  sie  es  auch  in  der  entgegengesetzten  Biehtung. 

Deiiu,  stellt  mau  den  Zusammenhang  der  Identität  zwischen  beiden  Segmenten 
fest  (b  und  Def.  I,  §  60),  so  entspricht  Ä  dem  C,  B  dem  D  und  {BA),  (DC) 
erhält  man  aus  den  Segmenten  {AB)j  (CD)  durch  dieselbe  eindeutige  Operation, 
indem  man  sie  von  den  sich  entsprechenden  Elementen  B  und  D  aus  in  um- 
gekehrter Richtung  betrachtet  (b',  §  60). 

b.  Das  in  einer  gegebenen  Biehtung  homogene  System  einer  Dinwnsian  ist 
audi  in  der  entgegengesetzten  Biehtung  homogen. 

Denn,  ist  ein  dem  System  entgegengesetzt  gerichtetes  beliebiges  Segment 
(/iyl)  gegeben,  so  kann  man  von  einem  beliebigen  Element  X  aus  zwei  mit 
{AB)  in  der  gegebenen  Richtung  des  Systems  identische  Segmente  {ZX)  imd 
{XY)  betrachten  (Def.  I,  §  iyS)  und  mithin  sind  die  in  der  entgegengesetzten 
Richtung  verlaufenden  Segmente  {XZ),  {YX)  mit  {BA)  identisch  (a).  Damit 
ist  der  Satz  bewiesen  (Def.  I,  §  68). 

b'.  Sind  ein  beliebiges  Element  X  des  homogenen  Systems  iuid  ein  SegfuetU 
{AB)  mit  einer  bestimmten  Biehtting  gegeben,  so  gibt  es  in  dieser  Biehtung  nur 
zwei  mit  {AB)  identische  Segmente,  deren  gemeinsames  Ende  X  ist. 

Geht  man  von  X  in  der  gegebenen  Richtung  aus  (Def.  I,  §  68),  so  ist 
der  Satz  nichts  Anderes  als  b,  §  68.  Es  existiren  aber  auch  zwei  und  nur 
zwei  umgekehrt  gerichtete  und  mit  {BA)  identische  Segmente  {YX)  und  (X Y), 
deren  gemeinsames  Ende  X  ist  (b;  b',  §  68). 

c.  Das  homogene  offene  System  ist,  wetin  man  von  einem  seiner  Elemente  A 
in  einer  gegehenen  Biehtung  ausgeht,  in  Bezug  auf  die  Anordnung  seiiier  begren^sien 
Thcile  in  Beihen  identisch  mit  demjenigen,  welches  man  erhält,  wenn  man  von 
rincm  andern  beliebigen  Element  A'  desselben  Systems  in  derselben  Biehtung  ausgeht 

Denn,  lässt  man  dem  Element  A  das  Element  A'  und  den  consecutiven 
Segmenten  von  A  aus  die  consecutiven  gleichen  und  in  derselben  Richtung  von 
A'  aus  liegenden  Segmente  entsprechen,  welche  sich  gegenseitig  begrenzen 
(Def.  Vn,  §  (yj),  so  befinden  sich  die  beiden  Reihen  von  Segmenten  in  dem- 
selben Verhältniss  wie  die  Formen  in  b",  §  60. 

JintL  I.  Man  beaclite  wohl,  das«  die  Theile  des  Systems  von  A  und  von  A'  aus  in 
der  fj(*gebenen  Kiclituiig  nicht  ohne  Weit<;res  d.  li.  ohne  eine  besondere  Ucbereinkunft 
identisch  jjfonannt  werden  können  (Def.  III,  §  D);  man  kiimo  sonst  zu  dem  Widerspruch, 
<hiss  das  (lanze  -1  mit  einem  sein(;r  Tlieile  B  identisch,  d.  h.,  dass  A  A  ist  und  nicht 
ist  (Def.  I,  §  02:  Def.  11,  §  27  und  Def.  VI,  §  8),  weil  <lie  Nidationen  .1  <  7^  A>B  die 
Delation  A        B  ausschliessen  (b,  §  61). 

d.  Wenn  das  homogene  System  geschlossen  ist,  so  gilt  der  Satz  c  in  ah- 
solutem  Sinn. 

Denn  zwei  Elemente  A  imd  B  theilen  das  System  in  zwei  Theile  (c,  §  64). 
Miin  wähle  ein  Element  C  der  Art  aus,  dass  in  einer  gegebenen  Richtung 
(AB)  {BC)  ist.  Da  man  luui  von  C  aus  in  der  Richtung  ABC  ein  Segment 
CB'  betrachten  kann,  welches  mit  dem  zweiten  durch  die  Elemente  A  und  JB 
bestimmten  Segment  {BA)  identisch  ist  (Def.  I,  §  68;  b,  §  60),  so  sind,  weil 
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(AB)  E=E  (BC)  und  (BÄ)  ez5  (CB')  ist,  auch  die  Resultate  identisch  (c,  §  68). 
In  dem  ersten  Fall  fallen  aber  die  Enden  mit  A  zusammen,  desshalb  müssen 
sie  auch  im  zweiten  zusammenfallen,  das  heisst  das  Element  B'  muss  sich  mit 
B  decken. 

Uebercink.  L  Da  wir  das  homogene  System  bei  der  Untersuchung  seiner 
Grundeigenschaften  als  oflFenes  oder  geschlossenes  System  behandeln,  so  wollen 
wir  in,  Bezug  auf  die  Eigenschaften  c  und  d,  ohne  ein  offenes  und  ein  ge- 
schlossenes System  zu  unterscheiden,  die  Uebereinkunft  treffen,  zu  sagen,  auch 
der  Theil  des  offenen  homogenen  Systems  von  einem  seiner  Elemente  A  an  in 
einer  gegebenen  Richtung  sei  dem  Theil  desselben  Systems  von  einem  andern 
Element  A'  an  in  der  betrachteten  Richtung  gleich^  vorausgesetzt  jedoch,  dnss 
die  Gleichkeit  der  leiden  Theile,  wenn  es  nöthig  ist,  in  dem  Sinn  des  Satzes  c 
interpretirt  unrd.^) 

2. 
Erste  Eigenschaften  des  in  der  Lage  seiner  Theile  identischen  Systems. 

§  70.  Bern.  I.  Aus  dem  Vorhergehenden  folgt  nicht,  dass  wenn  in  einer  gegebenen 
Richtung 

ist,  auch 

sei  und  mithin 

{A,..A^'^)li:(Ä^'K..Ä)  iß) 

sei. 

Die  zweite  Relation  würde  offenbar  die  erste  in  sich  schliessen.  Ist  ein  Ganzes  z.  B. 
ABCDE  mit  einem  Ganzen  A' B' C D' E'  identisch,  so  heisst  das  nicht,  dass  dasselbe 
Ganze  ABCDE  mit  dem  Ganzen  E* B' C B' A'  identisch  sei  (Bem.  §  41). 

Wenn  das  Segjment  {AB)  des  homogenen  Systems  demselben  Segment  in  entgegen- 
gesetzter Richtung  (J?-4)*  nicht  gleich  ist,  so  bleiben  die  Eigenschaften  des  homogenen 
Systems  unverändert  (Def.  I,  §  68). 

In  der  Geometrie  findet  man  viele  Beispiele  von  Curvensegmenten,  die  denselben 
Segmenten  in  umgekehrter  Richtung  betrachtet  nicht  gleich  sind.*)    Es  gilt  daher: 

Auch  wenn  das  System  in  einer  gegebenen  und  der  umgekehrten  Bichtung  homogen  ist 
(b,  §  69),  so  bedeutet  dies  nicht,  dass  das  System  in  einer  Bichtung  vmi  einem  beliebigen 
seiner  Elemente  an  identisch  mit  dem  System  in  der  entgegengesetzten  Richtung  sei. 

Jetzt  wollen  wir  unserm  System  auch  diese  Eigenschaft  zukommen  lassen. 


1)  Die  Axiome  in  den  Büchern  über  Elementargeometrie,  die  ausdrücken,  dass  eine 
Figur  sich  so  bewegen  kann,  dass  sie  unverilndert  bleibt  (und  daher  alle  ihre  Verhältnisse 
als  Ganzes  und  Theil  erhalten  bleiben)  und  dass  die  Grade  (welche  als  oifen  angesehen 
wird)  um  einen  ihrer  Punkte  rotiren  kann,  bis  sie  durch  einen  beliebigen  Punkt  des  Raumes 

geht,  vermeiden  den  Widerspruch  in  Bem.  I  nicht,  welcher  jedoch  solange  keinen  Einfluss 
at,  als  man  auf  dem  beschränkten  Gebiet  einer  Einheit  bleibt.    Man  wird  dies   später 
besser  sehen. 

2)  Man  denke  sich  z.  B.  nach  einem  bestimmten  Gesetz  identische  consecutive  Curven- 
bogen  z.  B.  Ellipsenbogen.  Betrachtet  man  nur  die  Enden,  deren  Lageverhältnisse  gerade 
durch  die  Ellipsenbogen,  deren  Enden  sie  sind,  gegeben  werden,  so  bilden  diese  Enden 
ein  homogenes  System  einer  Dimension  in  einer  Richtung,  ohne  dass  dieses  System  von 
einem  Element  ji  an  im  Allgemeinen  mit  demselben  System  in  umgekehrter  Richtung 
identisch  zu  sein  braucht.  Wir  werden  später  (Hyp.  VI,  VIII)  den  Satz  von  dem  Con- 
tinuum  für  das  homogene  System  geben.     Aber  während  wir  mit  ihm  die  Theilbarkeit  in 

Bleiche  Theile  for  ein  gegebenes  Segment  (AB)  und  das  Commutationsgesetz  der  Summe 
er  Segmente  beweisen  können,  haben  wir  zum  Beweis  der  Eigenschaft  (AB)  =  (BA)  gerade 
•die  Definition  des  in  der  Lage  seiner  Theile  identischen  Systems  nöthig. 
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Dvf.  L  Wcnu  ein  lioruogeiies  System  einer  Dimension  von  einem  gegebenen 
Element  A  desselben  an  in  einer  Kiehtung  mit  dem  von  demselben  Element  an 
in  der  umgekehrten  Kiehtung  betrachteten  System  identisch  ist,  so  nennen  wir 
es  ein  in  dir  Lfiffc  schür  Theile  identisches  System,^) 

a.  Der  Theil  de.H  in  der  Laffc  seiner  Theile  idcntisdwn  Stfstems,  d&i  mnn 
von  rincm  ijcijdtcneH  Element  A  desselben  in  einer  beliebigen  liichtunff  ausgehend 
betrachtet,  ist  dem  Thcil  desselben  Systems,  den  man  von  einem  andern  ffegtienen 
bcliehigcn  Element  A'  ans  in  der  eitlen  wie  in  der  andern  liiehtung  befrachtet,  gleich. 

A  sei  das  Element,  in  Bezug  auf  welches  das  System  in  der  einen  Rich- 
tung dem  System  in .  der  entgegengesetzten  Richtung  gleich  ist  (Def.  I).  Da 
das  System  in  der  einen  und  in  der  andern  Richtung  homogen  ist  (Def.  I,  und 
1>,  §  00),  so  ist  der  von  A'  aus  in  der  einen  oder  andern  Richtung  betrachtete 
Theil  des  Systems  dem  von  A  aus  in  derselben  Richtung  (c,  d,  Uebereink.  I, 
§  l)!))  imd  aucli  in  entgegengesetzter  Richtung  betrachteten  Theil  gleich  (Def.  I, 
0,  §  00).  Aus  demselben  Grund  ist  der  Theil  des  Systems,  der  von  A  aus  in 
der  einen  Richtung  liegt,  demjenigen  Theil  des  Systems,  der  von  A'  aus  in  der 
umgekehrten  Richtung  liegt,  gleich. 

a'.  Ist  ein  beliefnges  Element  X  des  in  der  Lage  seiner  Theile  idnitisehen 
Systems  gi-gcbcn,  so  eaistirt  in  der  einen  und  der  andtrn  Richtung  ein  mit  einem 
gtgcbcnen  Segmait  {AB)  identisches  Segment  (a;  b,  §  00). 

a".  Ein  beliebiges  Element  eines  offmen  in  der  Lage  seiner  Theile  identischen 
Systems  thnlt  es  in  zwei  von  dem  Element  ans  betrachtet  gleiche  Theile  (c,  §  63; 
a:  Ueliereink.  I,  §  09). 

Def,  IL  Li  dem  in  der  Lage  seiner  Theile  identischen  System  einer 
Dimension  können  wir  von  einem  als  erstes  Ende  gegebenen  Element  aus  in 
d»^r  einen  wie  in  der  andern  Richtimg  eine  Reihe  begrenzter  identischer  con- 
secutiver  Segmente  betrachten.  Wendet  man  die  Sprache  der  Bewegung  an 
(Def.  Vn,  §  07),  so  kann  man  sagen:  Li  einem  in  der  Lage  seiner  Theile 
identischen  System  einer  Dimension  kann  einer  seiner  Theile  sich  bewegen  oder 


1  l»ie  Eifft^nsthaft.  welche  das  in  einer  pejrebenen  Riohtnn*?  homogene  System  und 
diojouii:»^.  Wf^lohe  ila»  in  iUt  Lage  si»inor  Theile  iilentisclie  System  von  den  andern  Systemen 
«*inor  I'im'.-nMon  unt».*rs('heidet,  baUen  wir  schon  l»oi  dem  gradlinigen  Gegenstand  bei  unsem 
auf  *\w  Be'"»baf}it'inir  eingesehriinkten  Hetraohtungen  angetrotfen.  Hier  ist  nur  zu  beachten, 
da  SS  un?»*r  in  d^r  Lage  seiner  Theile  id»»utische>  System  nicht  nothwendig,  wie  die  be- 
trachtett*  •irail".  oontiniiirlich  sein  nmss  und  dass  unsere  Potinitionen  unabhängig  von  der 
Hcobarhtuuir  "in«!.  Es  ist  ferner  hinzuzufügen,  dass  der  gradlinige  Gegenstand  in  Bezug 
auf  sein»?  L'-n-^-cutiveu  Theile  ein  begn»n/ter  Gegenstanil  der  ersten  Art  ist,  unser  System 
dagegen  «l:---»'  Kisrenvohaft  nii-ht  zu  besitzen  brau«'ht.  Pie  »hireh  die  Definitionen  I,  §  68 
und  I,  ?>  7'.»  Lvtr^^benen  Kigen^cliafton  werden  auch  von  den  Hnchem  über  Elementargeometrie 
in  audn-r  «i^^-talt  für  die  Grade  in  Ans}>rueh  ürenommen  und  sie  machen  dabei  von  dem 
Axiom  d^r  Dfwegunir  iler  Fiiruren  t»hne  I^eformation  Gebrauch.  Man  geht  noch  weiter  und 
vindieirt  ilie  zweite  Kisreusrhaft  jedem  Tunkt  der  iJraden,  während  sie  für  einen  genügen 
würde,  wiv  »:•*  aueh  au^n^ienen  wünle.  ^ie  für  tMU  einziges  begrenztes  Segment  und  seine 
Vielfaeh'»n  in  An-pnuh  zu  nehmen,  <•»  lange  man,  A\ie  in  den  genannten  Büchern,  in  dem 
besehränkten  Gr«!.-.'!  eiutT  Kinlieit  bleibt.  Kbenso  reicht  es  aus.  die  Definition  I,  §  68  für 
ein  einzigem  gvpel>»*ne>  Segnit'nt  un*!  '«eint»  Vielfaehen  gelttMi  zu  lassen  siehe  Bern.  11,  §  81). 
Vl>  Ax-er.i  wir?  auih  ir^^ireben,  dass  \^A1V  ./>-!  ist.  während  wir  es  spater  beweisen 
werden    siehe  ^  yy  und  104  . 
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kann  ein  solcJies  System  durcldaufen  und  dabei  mit  sieh  selbst  identisch  oder  in- 
variabel bleiben, 

Bern,  IL    Aus  dem  Vorstehenden  geht  noch  nicht  hervor,  dass  die  Eigenschaft  (2) 

der  Bemerkung  I  für  jedes  Segment  {A...A^'^)  gilt.  Wenn  {A,..A^*^)  ein  untheilbares 
Segment  eines  in  der  Lage  seiner  Theile  identischen  Systems  ist  (Def.  V,  §  62),  so  kann 

man  von  A^"^  aus  in  der  entgegengesetzten  Richtung  ein  Segment  {^A^^^A')  betrachten, 
welches  mit  {AA^'^)  identisch  ist.  Wenn  A*  nicht  mit  A  zusammenfiele,  so  würde  ent- 
weder das  Element  A*  in  (A^'^A)  und  mithin  auch  in  {AA^'^)  oder  es  würde  das  Element 

A  in  (A^^^A*)  enthalten  sein,  während  das  System  einfach  geschlossen  oder  oifen  ist 
(Def.  I;    c',  §  68;   Def.  11,  §  63;    b,  §  36    und    b',  §  33).      Dies    ist    nicht   möglich,    weil 

(AA^^^)  und  (A^'^A)  nach  der  Voraussetzung  untheilbar  sind  (Def.  V,  §  62).  Damit  wäre 
die  Eigenschaft  (2)  für  das  untheilbare  Segment  bewiesen.  Es  ist  leicht  sie  für  jedes  Seg- 
ment nachzuweisen,  welches  aus  einer  beliebigen  gegebenen  Anzahl  n  von  untheilbareu 
couBecutiven  Segmenten  der  Iteihe  (i)  besteht  (Def.  VII,  §  62);  für  ein  beliebiges  Segment 
können  wir  sie  aber  nicht  beweisen,  ohne  viele  andre  Betrachtungen  voräuszuHchickeu. ') 


3. 

Weitepcs  über  die  Identität  zweier  Formen.  —  Grundform.  —  Ihre  Noth- 

wendigkeit.  —  Hypothese  I  und  II. 

# 

§  71.  Bern.  I.  Die  Sätze  a  und  o^^  in  §  60  über  die  identischen  Formen,  die  wir 
dazu  benutzten,  sie  in  den  übrigen  Sätzen  dieses  Paragraphen  in  andrer  Gestalt  zu  rcpro- 
duciren  oder  auch  diese  Sätze  durch  sie  zu  beweisen,  sind  aus  dem  auf  verschiedene 
Formen  angewandten  Identitätssatz  A  -  A  abgeleitet  (Def.  V  und  VI,  §  8;  Def.  III,  Beni. 
in  und  IV,  §  9;  Def.  I,  §  38;  I3em.  EEI;  §  68)  und  stützen  sich  daher,  wie  wir  schon  im 
§  60  (Bem.  VI)  erwähnten,  auf  die  Identität  atvdrer  Formen. 

Um  daher  nicht  einen  Zirkelschluss  zu  machen  und  um  die  Anwendung  dieser  Sätze 
auf  die  Construction  der  Formen  zu  ermöglichen,  müssen  wir  annehmen,  wenigstens  für 
eine  Form  sei  die  Identität  unter  ihren  Theilen  auf  Grund  der  Def.  VI,  §  8  ohne  Weiteres 
festgestellt  oder  mit  andern  Worten  wir  7nüssen  annehmen,  die  von  uns  betrachteten  Formen 
seien  mit  Ililfe  wenigstens  einer  Form  bestimmt,  construirt  oder  constructionsfähig. 

H^.  L    Es  gibt  eine  Porm,  die  zur  Bestimmung  aller  andern  dient. 

Wir  nennen  diese  Fonn  die  Grundform, 

Die  Grundformen  sind  identisch.^) 

Bem.  II.  Die  Elemente  einer  beliebigen  Form  und  damit  die  Form  selbst,  sind  ihrer 
Position  nach  durch  andre  Formen  bestimmt  (Bem.  I,  §  60).  Auch  in  dieser  Hinsicht  ist 
der  Fall  der  einfachste,  wenn  die  Elemente  von  allen  mit  einer  gegebenen  identischen 
Formen,  welche  sie  enthalten,  bestimmt  werden.  Wir  sagen  in  diesem  und  in  ähnlichen 
Ir^IIen  auch,  sie  würden  von  einer  einzigen  Form  bestimmt,  indem  wir  ein  Individuum  als 
Classe  ansehen. 

Bem.  III.  Bei  den  andern  Foi'tnen  miiss  ihre  Identität  aus  ihrer  Cmistruction  mit  Hülfe 
der  Grundform  hervorgelien  oder  mit  andern  Worten: 

Die  Verhältnisse  zwisclien  den  verschiedefien  Formen  uml  zwisclien  den  Tlieüen  einer 
und  derselben  Form  reduciren  sich  auf  VerMltnisse  zwischen  deri  Tfieilen  einer  oder  mehrerer 
gegebener  Grundformen. 

Die  Crrundform  kann  nicht  durch  andre  Formen  bestimmt  sein. 


1)  Siehe  §§  99  und  104. 

2)  Diese  Hypothese  ist  in  einem  gewissen  Grad  für  die  mathematische  Behandlung 
der  a})stracten  Formen  nothwendig  (§  38),  während  die  übrigen  Hypothesen  sich  mehr  auf 
die  specielleu  Eigenschafben  der  Grundform  beziehen.  Zur  Festsetzung  dieser  Eigenschaften 
dient  uns  stets  das  gradlinige  Anschauungs-Oontinuum  als  Führer. 
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Es  ist  dies  im  Grunde  der  Sinn  der  Hypothese  I. 

Denn  nach  Hyp.  I.  kann  die  Grundform  nur  durch  andre  mit  ihr  identische  Formen 
oder  durch  Formen,  welche  sie  selbst  bestimmt  oder  zu  deren  Construction  sie  dient  oder 
mit  andern  Worten  durch  sich  selbst  bestimmt  werden.  Man  käme  sonst  zu  einem  Zirkel- 
sclilusH.  Ihre  Eigenschaften  können  daher  nicht  von  ihrer  Construction  mittelst  andrer 
Formen  abhängen,   weil  ihre  Construction  von  ihren  Eigenschaften  abhängt  (Def.  II,  §  10). 

Hyp.  IL  Die  Grxindfonu  ist  ein  in  der  Lage  seiner  Theile  identisclies 
System  einer  Dimension. 

Bern.  IV.  Wir  werden  am  Schluss  die  Gründe  dieser  Wahl  angeben.  Die  Grund- 
form ist  jedoch  unter  den  andern  Formen  noch  nicht  vollständig  bestinmit;  wir  wissen 
nur,  dass  sie  ein  in  der  Lage  seiner  Theile  (Def.  I,  §  70)  identisches  geschlossenes  oder 
offenes  (c'  §  68)  System  einer  Dimension  ist.  Solange  wir  uns  unter  diesen  Systemen  noch 
nicht  entschieden  haben,  gelten  die  sämmtlichen  Eigenschafben,  die  wir  in  den  folgenden 
Paragraphen  entwickeln  werden,  ohne  besondre  Erwähnung  auch  für  die  in  der  Lage  ihrer 
Theile  identischen  Systeme  einer  Dimension,  die  nicht  mit  der  Gnmdform  identisch  sind.') 


4. 

» 

Die  Operationen  des  Vereinigens  nnd  des  Weguehmens  bei  der  Grundform  und 
ihre  neae  Bedeutung.  —  Das  Segment  Null.  —  Andre  Bezeichnung  eines  in 
seinen  beiden  Richtungen  durchlaufenen  Segments.  —  Beziehungen  zwischen 

drei  beliebigen  Elementen  der  Form. 

§  72.  Bern.  I.  Nach  dem  Sinn,  in  welchem  wir  bisher  die  Operation  des  Ver- 
einigens aufgefasst  haben  (Def.  I  und  Bem.  §  13;  Def.  I,  §  26  und  I,  II,  §  2y),.muss  die  aus 
der  Vereinigung  eines  Segments  {BC)  mit  einem  Segment  [,AB)^  welches  nur  da«  Element 
B  mit  {BC)  gemeinschaftlich  hat,  bei  der  Grundform  resultironde  Form  alle  Elemente  der 
vereinigten  Formen  zu  Elementen  haben.  Es  ist  jetzt  daher  noch  nicht  möglich,  dass  bei 
dieser  Operation  (-^J^)  und  (BC)  entgegengesetzte  Richtung  haben.  Denn,  da  die  Grund- 
form ein  einfaches  System  ist  und  in  diesem  Fall  C  in  der  Richtung  von  {AB)  vor  B 
kommen  müsste  (Bez.  I,  §  61;  f",  §  63),  so  würde  C  entweder  mit  A  zusammenfallen  oder 
es  wäre  in  {BA)  das  heisst  in  {AB)  enthalten,  oder  A  wäre  in  {BC)  enthalten  (Def.  I, 
§  70;  c',  §  68,  Def.  U,  §  63;  b,  §  36  und  b',  §  33);  auf  jeden  Fall  hätten  mithin  die  Segmente 
{AB)  und  {BC)  mehr  als  ein  Element  gemeinschaftlich. 

Das  Resultat  ferner  der  Vereinigung  des  Segments  {BC)  mit  dem  Segment  {AB)  von 
derselben  Richtung  bei  der  Grundform  ist  das  Segment  {AC\  welches  {^AB)  und  {BC) 
zu  consecutiven  Theilen  hat  (Def.  VII,  §  62). 

Def.  L  {BC)  zu  {AB)  addircn  oder  smnmirm  bedeutet  das  Segment 
{BC)   mit   dem    Segment    {AB)    vefreiuigen.     Diese    Operation    [Addition   des 


1)  Du  Bois  Beymond  (a.  a.  0.  S.  19)  kommt  auch  auf  eine  „Grundform"  zurück,  die 
er  lineare  Grösse  nennt.  Er  hat  jedoch  nur  die  Analysis  also  nur  die  numerische  Grösse 
im  Auge,  während  wir  als  wesentliches  Merkmal  unsrer  Formen  die  Verschiedenheit  ihrer 
Position  ansehen  (Def.  I,  §  38  und  z.  B.  Def  U,  §  45).  Er  nimmt  femer  bei  der  Auf- 
stellung seiner  Sätze  I — VI  über  die  lineare  Grösse  (Seite  44 — 4ö)  nicht  nur  wie  wir  es 
thun  und  gethan  haben  die  wahrnehmbare  Darstellung  der  Graden  zu  Hilfe,  um  die  Eigen- 
schaften des  in  der  Lage  seiner  Theile  identischen  Systems  festzusetzen,  sondern  die 
Fassung  seiner  Sätze  ist  auch  nicht  immer  unabhängig  von  dieser  Darstellung  gehalten 
(wie  bei  Satz  I),  so  dass  er  auf  die  Beobachtung  zurückkommen  muss,  um  mit  den  ge- 
gebenen Sätzen  den  Begriff  seiner  linearen  (jrösse  zu  coustruiren.  Gerade  dies  thun  wir 
nicht  und  dürfen  wir  nicht  thun.  Du  Bois  Beymond  erklärt  allerdings  S.  47,  er  habe  nicht 
beabsichtigt,  seine  Sätze  auf  logischem  Weg  auf  die  möglichst  kleinste  Anzahl  zu  redu- 
ciren.  Wir  bemerken  noch,  dass  die  Grundform  an  sich,  so  lange  wir  von  ihr  als  einem 
in  der  Lage  seiner  Theile  identischen  System  handeln,  nicht  nur  der  Graden  sondern  auch 
z,  B.  dem  Kreis  entspricht. 
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Segments    (BC)   zu   dem  consecutiven   Segment  (AB)  (Def.  VII,   §  02)]    be- 
zeichneh  wir  so: 

indem  wir  für  sie  wie  für  die  Addition  der  Zahlen  (Bez.  I,  §  47)  das  Zeichen  -f 
gebrauchen. 

Dcf.  IL  Das  Segment  (ÄC)  heisst  Summe  des  Segments  (BC)  und  des 
Segments  {AB), 

a.  Die  Addition  zweier  Segmente  hei  der  Grundform  ist  eine  eindeutige 
Operation. 

Die  Position  und  die  Ordnung  der  Segmente  sind  festgesetzt  (Def.  I), 
woraus  a  folgt  (Def.  I;  §§  29  und  41). 

b.  Summeth  bezüglich  gleicher  Segmente  sind  gleich  (Def.  I;  c,  §  08). 

Bern.  II.  Um  daher  das  Segment  AC  zu  erhalten,  genügt  es  bei  gegebenem  {Aß) 
das  Segment  (BC)  in  der  Bichtung  (AB)  von  B  aus  zu  durchlaufen. 

§  73.  a.  Wenn  (AC)  ^  (AB)  +  (BC)  ist  und  mein  wäUt  in  der  Richtmuf 
von  (AC)  das  Segment  (AC)  ^  (BC)  aus,  so  ist  (AC)  <  (AC)  und  umin  man 
das  Segment  (A'C)  ~  (AB)  auswählt,  so  ist  (A'C)  <  (AC), 

Denn  es  ist  (BC)  <  (AC)  (Def.  I,  §  Ol)  und  da  (AC)  =  (BC)  ist  (Def.  I, 
§  68  und  b,  §  69),  so  ist  (AC)  <  {AC)  (Def.  II,  §  Ol). 

Aus  demselben  Grund  ist  (A'C)<(AC)^) 

b.  Sind  zwei  nicJd  identische  Segmente  (AB),  (A' B')  der  Grundform  ge- 
geben, so  ist  das  eine  entweder  grösser  oder  kleiner  als  das  andre. 

Denn  man  kann  in  der  Richtung  (AlB')  von  A'  aus  ein  Segment  (A'B") 
in  Betracht  ziehen,  welches  mit  dem  Segment  (AB)  identisch  ist  (Def.  I,  und 
a'  §  70).  Da  B"  nicht  mit  B'  zusammenfallen  kann,  weil  (A'B")  mit  (AB') 
nicht  identisch  ist  (h,  §  8),  so  muss  es  in  dem  Segment  (A' B')  oder  B'  muss  in 
(A'B'')  enthalten  sein  (Defc  I,  §  70;  c',  §  08;  Def.  U,  §  03  und  b,  §  30).  Im 
ersten  Fall  ist  (A'B')  >  (A'B'')  und  im  zweiten  (A'B')  <  A'B")  (Def.  I,  §  Ol) 
und  mithin  auch  im  ersten  Fall  (A'B')  >  (AB)  und  im  zweiten  (A!B')  <  (AB) 
(Def.  n,  §  Ol). 

c.  Um  zu  sehen,  ob  ein  Segment  (A'  B')  grösser,  ebensogross  oder  Meiner 
als  ein  Seg^tncnt  (AB)  ist,  ist  es  gleichgültig,  ob  man  ein  (A'B')  gleiches  Segment 
in  der  BidUung  (AB)  von  A  als  erstetH  Ei^ule  oder  ton  B  als  zweitem  Emh 
aus  betracJUct. 

Dieses  Theorem  geht  aus  b  in  Verbindung  mit  dem  Satz  a  und  der  De- 
finition n,  §  Ol  hervor. 

d.  Ist  ein  Segment  (AB)  und  einer  seiner  T heile  (CD),  von  dem  kein 
Ende  mit  A  oder  B  zusammenfällt,  gegeben,  so  ist  (AB)  >  (CD). 

Denn  die  Elemente  Aj  Cj  7),  B  folgen  sich  in  der  liichtung  von  (AB) 
von  A  aus  in  der  Ordnung  ACDB  (Def.  UI,  U,  1  und  Bern.  lU,  §  02;  f",  §  03) 
daher  ist: 

1)  Eh  heisst  dies  jedoch  noch  nicht,  dasa  in  dem  ersten  Fall  {C C)  mit  (Ali)  iden- 
tisch sein  muss  (siehe  §§  99  und  104j. 
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(ABy>  (AD),  (AD)  >  (CD)         (§  23,  Def.  I,  §  61) 
und  mithin  (AD)  >  (CD)  (d,  §  (51). 

e.  Wenn  ein  Segment  (AB)  grösser  ah  ein  andrem  Segment  (CD)  ist,  so 
ist  (HA)  grösser  als  (DC). 

(CD)  ist  einem  Theil  von  (AB)  gleicli  (Def.  ü,  §  Gl)  und  diesem  Theil 
können  wir  in  der  Richhmg  Ton  (AB)  das  Segment  (A'B)  —?.  (CD)  substi- 
tuiren  (c).  Nun  ist  (BA)  >  (BA')  (Def.  I,  §  (il)  und  daher  (BA)  >  (DC), 
da  (DC)  ^  (BA')  (a,  §  69  und  Def.  11,  §  Gl). 

f.  WennmanmgleiclienSegttienten(AB),  (A'B')  dieSex)mmte(BC)  —  (B' (7) 
derselben  Riclitmig  addirt,  so  ist 

Der  Satz  ist  einleuchtend,  wenn  (BC)  -^  (irC)  (c,  §  G8;  Def.  I).  Wenn 
{BC)>{B'G')  und  man  betrachtet  (BCr)i-.  (RCf)  in  derselben  Richtung, 
so  muss  das  Element  C"  zwischen  B  und  C  fallen,  weil  {BC)>  {BC") 
(Def.  n,  §  61).     Daher  ist 

(ylC")  -^  (Ä'C)  <  (AC)      (c,  §  68;  Def.  I,  §  61) 

und  analog,  wenn  (BC)  <  (B' C/)  ist. 

g.  Wenn  das  gegebene  Segment  (AB)  grösser,  ehensogross  oder  kleiner  als 
das  gegebene  Segment  {A'B')  ist  und  man  summirt  m  beiden  die  gleichen  Segitwnie 
{BC)  bezüglich  {B'C),  die  mit  ihnen  dieselbe  Bichtung  haben,  so  ist  die  erste 
Summe  grösser,  ebensogross  oder  Meiner  als  die  ztveite. 

Wenn  {AB)  eh  {A'B'),  so  ist  der  Satz  ^wiesen  (c,  §  68). 

Wenn  {AB)  >  {A'B')y  so  betrachte  man  von  A  aus  in  der  Richtung 
{AB)  (Bez.  I,  §  64;  f",  §  63)  ein  {A'B')  gleiches  Segment  {AB")  (a',  §  70). 
Das  Element  B"  ist  zwischen  A  und  B  enthalten,  ohne  mit  B  zusammenzufallen 
(Def.  U,  I,  §  61).  Daraus  folgt,  dass  B  zwischen  B"  und  C  liegt;  denn  da  es 
nicht  zu  {AB")  gehört  (Def  I,  §  70;  c'  §  68;  Def.  H,  §  63  und  b,  §  36)  und 
ein  Element  von  {AC)  ist,  so  muss  es  zu  {B" C)  gehören  (Def.  I,  §  70; 
Def.  I,  §  27  und  II,  §  29),  ohne  B"  zu  sein.  Fügt  mart  zu  {AB)  und  {AB") 
die  gleiclien  Segmente  {BC)  und  {B" C")  hinzu,  so  behaupten  wir,  es  muss 

{AB)  H-  {BC)  >  {AB")  +  {B"C") 
oder 

AC>A  C"     sein. 

Denn  das  Element  C"  muss  in  {B"C)  enthalten  sein,  ohne  C  zu  sein, 
weil  B  in  {B"C)  liegt,  sonst  wäre  das  Segment  {B"C")  grösser  als  *{BC) 
(Def.  I,  §  61  und  d).  Da  C"  in  {B"C)  enthalten  ist,  welches  ein  Theil  von  {ACT) 
ist,  so  liegt  C"  in  {AC)  {c,  §  27;  Def.  I,  §  62  und  Def.  I,  §  70),  daher  ist 
{AC)>{AC")  (Def  I,  §  61).  Aber  {AC")  :e^.  {A'C),  mithin  ist  {AC)> 
{A'C)  (c,  §  68;  Def  U,  §  61).  Damit  ist  zugleich  auch  der  dritte  Theil  des 
Satzes  bewiesen. 

g^    Wenn  in  dem  ersten  Fall  des  Satzes  g 
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{BO)>{B'C');  • 

so  ist  die  erste  Summe  grösser  (ds  die  zweite. 

Wenn  in  der  Richtung  von  (AB)  betrachtet  {BC^):iei{B'C')  (Bez.  I, 
§  04  und  f",  §  r>3),  so  ist  {AB)  +  (Bü^)  >  (A'B')  +  (B'C)  (g);  es  ist  aber 
(AB)  +  {BC)>.{ÄC,)  (f),  ifolglich  ist 

{AB)  +  (BC)  >  (A'B')  +  (B'C).   '  ■    (d,  §  61) 

> 

g".  Je  nach  den  drei  Fallen  (AB)  =  (A'B')  ist 

(AB)  +  (AB)  I  (A'B')  +  (A'B').  (g,  g') 

giii  Wenn  man  dadurdi,  dass  tnan  zu  den  gleirjien  Scgmenien  (AJi)^ 
(A'Bi)  andre  Segmente  (BC),  (B'C)  summirt,  gleiche  Segtncnte  erJüilt,  so  sind 
(BC)  und  (B'C)  gleich. 

Denn  es  ist: 

(AB)  +  (BC)  =  (AC),  (A'B')  +  (B'C)  =.  (A'C). 

Wenn  (BC)^(B'C)  wäre,  so  könnte  (AG)  nicht  gleich  (A'C)  sein 
(f;  b,  §  61). 

g^'^.  Wenn  man  dadurch,  dass  man  zu  den  Segmenten  (AB),  (A'B')  gleiche 
Segmente  addirt,  gleiche  Bestdiate  erluüt,  so  ist  (AB)^  (A'B'). 

Denn  wäre  (AB)^(A'B'),  während  (BC)t^(B'C),  so  erhielte  man 

.  (AB)  +  (BC)  ^  (A'B')  +  (B'  C),  (g). 

was  jedenfalls  widersinnig  ist  (b',  §  61). 

g^.*   Wenn  {AB)  >  {A'B')   und  num  erJüUt  dadurch,   dass  man  zu  den 

Segmenten  {AB),  {A'B')  die  Segmente  {BC)  und  {B'C)  addirt,  gleiche  Re- 
sultate, so  muss  {BC)  <,{B'C')  sein. 

Es  kann  nicht  (JBC)  =  {B'C)  (g,  u.  b','  §  61)  und  auch  nicht  {BC)  >  {B'C) 
sein  (g'  und  b',  §  61),  folgUch  ist  {BC)  <  {B'C)  (b). 

§  74.  Bern.  I.  In  der  Grundform  ein  Segment  {BC)  Ton  einem  Segment  {AC)  weg- 
nehmen, bedeutet  in  dem  bisherigen  Sinn  {AC)  in  zwei  consecutive  Theile  zerlegen,  von 
denen  der  letzte  (BC)  ist  und  alsdann  von  {BC)  abstrahiren;  und  ein  Segment  {AC)  von 
einem  Segment  {A  C)  wegnehmen  bedeutet  von  dem  Segment  selbst  abstrahiren  (§  7 ;  Def.  I, 
üebereink.  §  31). 

Wir  können  auch  sagen: 

In  der  Grundform  ein  Segment  {B  C)  von  einem  grösseren  Segment  {A  C)  wegnehmen 
bedeutet  ein  Segment  {AB)  von  {AC)  so  zu  bestinünen,  dass  man  durch  Addition  von 
{BC)  zu  {AB\  das  Segment  {AC)  erhält. 

Def,  I,  Diese  Operation  nennen  wir  in  einem  solchen  Fall  Suhtraetian 
des  Segments  {BC)  von  dem  Segment  {ÄC)  und  Uezeichnen  sie  so: 

(AB)^(AC)-(BC\  ,  (1)  . 

indem  wir  für  dieselbe,  wie  für  die  Subtraction  der  Zahl|}n  (Bez.  II,  §  51)  das 
Zeichen  —  gebrauchen/ 

Das  Segment  {AB)  heisst  Biffiretiz  oder  Best,  , 

VeronoBO,  Geometrie.  (i 
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a.  Bio^  Opei'nthn  des  Wegnehnmis  mies  Segments  {BC)  .vmi  einem  Segment 
(ÄC)  ist  eindeutig. 

Denn,  nehmen  wir  an,  man  könne  zwei  verschiedene  Segmente  erhalten 
{ÄB)y  (AB'),  so  wäre 

(vlZf)  +  (HC)  =  (AC),  (AB')  +  (B'C)  -  (AC), 
worin  (li' C)  nach  der  Voraussetzung  identisch  mit  (BC)  ist.     Das  heisst,  die 
Addition    der  Fonnen  (BC),  (B'C)   zu   (AB),   (AB')   [welche   eindeutig   ist 
(a,  §  72)J    würde   identische   Formen   ergeben,   was  widersinnig  ist   (g,  §  73; 

l>',  §  öt).   ■ 

Bern.  I.  Um  da«  Segment  (BC)  von  dem  Segment  {AC)  wegzunehmen,  genügt  es 
iilso  das  Segment  {CB)  in  dem  zu*{AC)  entgegengesetzten  Sinn  zu  durchlaufen. 

"   b.    Wemi  von  zwei  gegebenen  Segmmten  (AB)  uml  {A'B')  das  ersie  grösser, 
ehe)iso  gross  oder  Meiner  als  das  zweite  ist  und  man  sieht  von  ihnen  die  gleielten 
Srgmente  (CB)  heziiglieh  (C/ B')  von  derselben  Biclitung  nie  (AB)  und  (A'B') 
ab,  so  ist  die  erste  Differenz  grösser,  ebenso  gross  oder  kleiner  als  die  zweite. 
Da  man 

(AB)  EEi  (AC)  +  (CB),  (A'B')  =  (A'C)  +  (CB') 

erhült,  so  könnte  im  ersten  Fall,  wenn  nicht  (AC)  >  (A'C)  wiire,  das  Segment 
(AB)  nicht  grösser  als  (A'B')  sein  (g,  §  73;  b,  c,  §  (Jl).  Aehnlich  ist  es  in 
den  beiden  andern  Füllen. 

§  75.  a.    (AB)  EE  (AB)  +  (BC)  —  (BC)  =  (BC)  —  (BC)  +  (AB). 

Denn   weim   man   eine  schon   gesetzte   Sache    wegnimmt,   erhält  man  das 
•Resultat  Null   (§§  7  und  31).     Es    bleibt   daher   (AB)   übrig,   wenn  man  den 
Theil   (BC)   zu    ihm    erst   zufügt   und   dann   wegnimmt.     Ebenso  erhält  man 
(AB),  wenn  man  zu  keinem  Segment  das  Segment  (AB)  hinzufügt. 

"b.    In  einer  gegebenen  Biehtung  ist  (AA)ee(A  C)  —  (^C). 

Es  reicht  aus  vorauszusetzen,'^  und  B  fielen  in  (1),  §  74  zusammen 
(Def.  III,  §  57). 

c.  Bas  Bestdtat  der  Operation  (AC)  —  (AC)  ist  von  (kr  Riehtii^ig,  in  weleher 
der  Theil  (AC)  von  A  aus  durchlaufen 'wird,  umd)hängig. 

Qeim,  wenn  (AC)  gegeben  ist,  so  kaftn  man  in  dem  System  in  der  ent- 
gegengesetzten Richtung  von  A  aus  ein  Segment  (AC)  in  Betracht  ziehen, 
welches  mit  (AC)  identisch  ist  (a',  §  70),  und  da  die  Operation  (AC)  —  (AC) 
eindeutig  ist  (a,  §  74  oder  a,  §  11)  (oder  da  man  das  ganze  (AC)  von  C 
aus  in  entgegengesetzter  Richtung  durchläuft),  so  folgt,  -  dass  die  Resultate 
dieser  mit  (AC)  und  (AC)  vorgenommenen  Operation  identisch  sidd  (a^",  §  60 
oder  b,  §  74). 

§  li).  Def  I.     Da  (AC)  —  (BC)  im  Allgemeinen  ein  Segment  der  Grund- 
form gibt,  wemi  (AC)>  (BC)  und  um  keine  Ausnahme  zu  machen  (wie  bei 
der  Zahl  Null),  werclßn  wir  statt  zu  sagen  (A  C)  —  (-4  ( ■)  liefere  kein  Segment 
der  Form  (Def.  III,  §  62),   sagen,  es  liefi^re  ein  Segmfnt  Null.     Wir  schreiben, 
,wie  bei  den  Ztahlen 
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(AA)  =  {AC)  —  {AC)  =  0  (1) 

a.   {AC)  —  (AC)  =  (A'C)  —  (A'C),   wenn   (AC)   und  (A'C)  zwei  he- 

Uebige  Segmente  von  derselben  oder  entgegengesetzten  Richtung  Kind. 

Denn 

(A'Cy-  (Ä'C)  +  (AC).~  (AC),  ^  (a,  §  75) 

woraus: 

(A'C)  -  (A'C)  -  (AC)  -  (AC).'  (b,  §  74) 

Bern.  I.  Weil  alle  Elemente  identisch  sind  (Def.  I,  §  57)  und  die  bis  jetzt  betrach- 
teten Segmente  wenigstens  zwei  verschiedene  Elemente  enthalten  (Def.  III,  §  62),  während 
das  Segment  Null  nicht  Elemente  hat,  so  folgt: 

Das  Element  steUt  das  Segmefit  Null  dar  [b,  §  75  und  (1)]. 

§  77..  Def.  I.  Wenn  man  dem  Verhältniss  von  Ganzem  und  Thßil  nicht 
Rechnung  trägt  (Def.  I,  §  61),  so  kann  man  die  Operation  des  Weguehmens 
des  Segments  {BC)  von  dem  Segment  {ACT)  als  eine  Vereiniguyig  des  Segments 
{CS)  mit  dem  Segment  {AC)  ansehen.  Man  behält  hei  dieser  nea&n  Vereinigung 
dassellße  Zeichen  bei  und  durchläuft  {AC)  und  {CB)  in  ihrer  RichtuDg,  wobei 
{CB)  die  zu  {AC)  entgegengesetzte  Richtung  hat  (Bem.  I,  §  72) 

•  *  jA.  . . .  Jj  . . .  o* 

Bern.  I.  Diese  Definition  findet  ihre  Rechtfertigung  auch  durch  die  folgende  Be- 
trachtung. Man  denke  sich,  {CB)  habe  dieselbe  Richtung  wie  {AC)  und  die  Elemente  von 
(BC)  würden  alsdann  zweimal  wiederholt.  Anstatt  nun  {AC)  +  {CB\  das  letztere  in  der- 
selben Richtung  wie  {AC)^  als  Resultat  der  Vereinigung  anzusehen,  betrachte  man  nur 
das  Segment  {AB)  als  Resultat.  NcUürlich  liefert  in  diesem  Fall  die  Vereinigung  nicht  das 
Gunze  aus  den  Theilen,  weil  {AB)  nicht  das  Ganze  {AC)  -f  {(^B)  ist,  insofern  in  ihm 
der  Theil  {BC)  +  {CB)  —  den  letzteren  in  der  obigen  Art  in  derselben  Richtimg  be- 
trachtet —  'ansgelassen  ist. 

a.  (A C)  +  (CB)  ^(AC)-  (BC),  (1) 

trenn  (CB)  die  entgegengesetzte  RieMung  von  (AC)  Juit  (Def.  I;  Def.  I,  §  74). 
a'.  (BC)  +  (CB)  ^.(BC)-  (BC)  2  =  0.  (2) 

Es  genügt^  in  (1)  ^^  mit  B  zusammenfallen  zu  lassen, 
a".  0-\-(CB)..zO-(BC)  .  (3) 

Efj  genügt,  ifi  (1)  -4  mit  C  zusammenfallen  zu  lassen  [(1),  §  76]. 

Bern.  IT.  Die  Relation  (*2)  bedeutet  jedoch  nicht,  dass  {BC)  und  {CB)  identisch  sind. 
Denn  {BC)  -{-  {CB)  heisst,  dass  man  von  {BC)  das, Segment  (BC)  wegnimmt  oder  von 
(BC)  abstrahirt,  was  zwar  (BC)  ^  (BC)  ergibt,  aber  nicht  (B(^)  _:  (CB). 

Def.  IL  Wie  wir  aber  zu  einem  Segment  {AC)  ein  beliebiges  Segment 
{CB)  nach  der  dieser  Operation  gegebenen  Ausdelmung  auch  dann  addiren 
können  wenn  {CB)  die  entgegengesetzte  Richtung  wie  {AC)  hat,  so  dehnen 
wir  auch  die  Operation  des  Wegnehnuns  aus,  indem  wir  annehmen,  {BC)  sei 
grosser  als  {AC)  und  ah  Bemltdt  der  Std)traetion  das  in  der  Bichtimg  von  (CB) 
durchlaufene  Segment  {AB)  betrachten. 

h.  Das  Segnumt  {BC)  zu  eitwm  Setjment  {AC)  addiren  oder  das  Seg^umt 
{CB)  von  einem  SexfmeM  {AC)  tvegnehmen,  sind  identische  Operationen. 

Dies  geht  unmittelbar  aus  der  den  Operationen  *des  Vereinigens  und  Weg- 
nehmens gegebenen  Ausdehnung   hervor  (Def.  I  und  II). 

6* 
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« 

b'.   Die  Operation  des  Vercinigeiis  in  dem  bleuen  Sinn  i^t  ehenfalls  eindeutig. 
Dies  resultirt  unmittelbar  aus  b  und  deu  Eigenschaften  a,  §  72;  a,  §  74; 
und  c',  §  G8  und  a,  §  G5. 

c.  (4)  +  (CB)  =  —  (BC), 

Dies  folgt,  aus  (3);  dem  Satz  a"',  §  60  und  aus  b. 

Bern.  II L  Das  Zeichen  +  bedeutet,  dass  (CB)  in  der  Richtung  von  C  nach  B 
durchlaufen  werden  muss;  das  Zeichen  —  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (4),  das« 
(/?(')  in  der  entgegengesetzten  Richtung  von  C  nach  B  durchlaufen  werden  soll. 

]k2,  L     Um    anzuzeigen,    dass  ein  von  dem  System  getrenntes   Segment 
(CB)  in  seiner  Richtung  mit  C  beginnend  durchlaufen  werden  soll,  sind  keine 
besondren^  Zeiclien  nöthig  (Bez.  I,  §  G4).     Wir  können  also  ohne  Zweideutig- 
keit setzen: 
(5)  +  {CB)  =  {CB). 

Wollen  wir  aber  das  Segment  {CB)  in  seiner  Richtung  mit  dem  Symbol 
(BC)  bezeichnen,  so  müssen  wir  das  Zeichen  —  vorsetzen,  damit  bestimmt  ist, 
das^  das  Segment  {BC)  von  C  nach  B  also  in  der  entgegengesetzten  Richtung 
zu  durchlaufen  ist.     Es  ist  also: 

c'.      (4')  {CB)  =  -.{BC), 

was  auch  aus  (4)  in  Verbindung  mit  (5)  hervorgeht  (b,  §  9). 

c".        {AC)  +  {CB)    :{AC)  +  {—{BC)^-^.{ÄG)  —  {IiC).     • 

Es  genügt  in  (1)  —  {BC)  in  Klammem  geschlossen '  an  Stelle  von  {CB) 
zu  substituiren. 

Dcf,  IlL  Bisher  haben  wir  consecutive  Segmente  der  Form  betra^^htet, 
die  dieselbe  Richtung  hatten  (Def.  VII,  §  (52).  Nachdem  wir  die  Operation 
des  Vercinigens  ausgedelint  haben,  werden  wir  auch  diejenigen  Segmente  con- 
secutiv  nennen,  die  ein  gemeinschaftliches  Ende  und  entgegengesetzte  Richtung 
haben. 

d.  Für  die  Addition  und  Stibtractian  der  consecutiven  Segmente  der  Grundr 
form  gilt  das  As^ociaiiansgesetz. 

Es  ist  nämlich 

(ü)  [{AB)  +  {BC)]  +  {CD)  -  {AB)  +  [{BC)  +  {CD)l 

In  dieser  Formel  istt  auch  der  Fall  der  Subtraction  enthalten,   wenn  man 

die  Addition  im  Sinn  der  Def.  I  auffasst. 

Denn  es  ist 

{AB)  +  {BC)~.{AC^ 

{BC)  +  {CD)  -  {BD) 

(.46')  +  {CD) :-  {AD)  z^  {AB)  +  {BD),    (b';  e,  §  8  oder  c,  §  CO) 

0.  {AB)  +  {BC)  +  {CA)  -^  0, 

■  • 

dir.  rirci  Elemente  A,  B,  C  mögen  sein,  weldie  sie  tvollcn. 
Demi  man  crliiilt  aus  den  Beziehungen 

{AB)  +  {BC)  :=  (.ICO,  UC)  —  {A  C)  ^  0    (Def.  F uiid  Def.  I,  §  76) 

{AB)  +  {BC)  -  {A C)  r-  0 .  (b,  §  74) 
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Aber  das  Segment  AC  hinwegnehmen,  ist  dasselbe  wie  das  Segment  (CA) 
addiren  (b)^  daher: 

(AB)  +  (BC)  +  (CA)  =  0 .  (Def.  I) 

§  78.  a.  Wenn  inan  das  Segment  (BC)  zu  dem  Segnmit  (AB)  von  einem 
helid>igen  Element  der  Grundform  aus  addirt,  so  erliält  man  identische  Resnltate, 
welclies  audi  die  Bichtmig  sei,  in  der  die  Operation  ausgeführt  wird. 

Nehmen  wir  an,  (AB)  imd  (BC)  hätten  dieselbe  Richtung  (Def.  III,  §  67). 
Das  Element  von  dem  man  ausgeht  sei  zuerst  A  selbst  und  nehmen  wir  au, 
die  Addition  des  Segments  (BC)  zu  dem  Segment  (AB)  sei  von  A  aus  iji 
einer  der  Richtungen  der  Form  ausgeführt.  Man  erhält  (ÄC)^(AB)'{-(BC) 
und  es  gibt  nur  ein  Segment  (AC),  das  in  der  gegebenen  Richtung  diese 
Eigenschaft  besitzt  (b,  §  68;  b,  §  69  und  Def.  I,  §  70). 

Geht  man  in  der  entgegengesetzten  Richtung  von  A  aus,  so  gibt  es  hur 
ein  Segment  (AB^)  =  (AB)  (Def.  I,  §  70;  a',  §  70)  und  auch  nur  ein  Segment 
(B,C,)  =  (BC)  und  schUessHch  nur  ein  Segment  (AC')  —  (AC).  Wir  be- 
haupten, dass  (^C)  ^  (^C,).  • 

Denn  (AC)  muss  wie  (AC)  die  Summe  zweier  consecutiver  Segmente 
von  derselben  Richtung  wie  (AC)  sein  (b,  §  60),  von  denen  das  erste  (AB) 
oder  auch  (AB^)  gleich  und  das  zweite  (B^C)  oder  auch  (B^C^)  gleich  ist 
(b,  §  69  und  Def.-I,  §  70).       . 

Wenn  das  Segment  (BC)  die  entgßgengesetzte  RicTitung  von  (AB)  hat, 
so  gilt  eine  analoge  Schlussweise  (g^^,  §  J3  oder  a,  §  69  und  g^^,  §  73). 

Schliesslich  ist  es  gleichgültig^  ob  man  die  Operation  von  dem  Element 
A  oder  einem  beKebigen  Element  X  der  Form  aus  vollzieht,  weil  das  System 
von  A  aus  in  einSr  oder  der  andern  Richtimg  mit  demselben  System  von  X 
aus  in  derselben  oder  der  umgekehrten  Richtung  identisch  ist  (a  oder  a',  §  70), 

Damit  ist  der  Satz  vollständig  bewiesen. 

a'.  Wenn  man  zu  den  beiden  Seiten  einer  zwischen  cotisecutiven  Segmenten 
hestelienden  Gleichuyig  dasselbe  Segment  addirt  oder  von  ihmn  wegnimmt,  so  siml 
die  Bestdtate  identisch. 

Das  heisst,  wenn 

(AB)  +  (BC)  —  (A'B')  +  (B'C), 
so  ist:  •  ^ 

(AB)  +  (BC)  +  (CD)  ^  (A'R)  +  (B'C)  +  (CD'),  wenn  (CD)  -z  (CD'). 

Denn  es  ist: 

(AC)  +  (CD)  ^  (A'C)  +  (CD'),      (a;  Def.  I  und  U,  §  77) 

b.  Man  kann  zu  einem  *  Segment  (AB)  imtner  ein  und  nur  ein  Segment 
(B  C)  addiren,  .um  ein  gegehenes  Segment  zu  erhalten,  das  grösser  oder  Ideincr  ah 
(AB)  ist  und  dieselbe  oder  die  iim{)ekehrte  Bichtmig  hat  • 

(AC)   sei   das   dem   gegebenen   gleiche  Segment  von   derselben   oder   der 

entgegengesetzten  Richtung  wie  (AB)  (a',  §  70;  f",  §  63).  Sind  die  Elemente 

Af  By  C  gegeben,   so  ist   das  Segment   (BC)   vollständig  bestimmt  und  gibt 

"es  in  der  Grundform  nur  ein  solches  Segment  (Hyp.  II,  Def.  I,  §  70;  c',  §  68 
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und  a  §  Gf)),  so  dass  jedes  andre  Segment  BC  von  derselben  Richtung  wie 
(BC)  zu  (Ali)  addirt  ein  von  (AC)  verschiedenes  Segment  ergibt,  es  sei  denn 
C  und  C  fielen  zusammen  (Def.  III,  §  57;  a,  §  65  und  f,  §  73). 


Segmente,  die  Vielfache  und  Factoren  eines  gegebenen  Segments  der  Gnind- 

form  sind  nnd  ihre  Symhole.  —  Scala,  Einheit,  Anfang  nnd  Gebiet  derselben.  — 

'  Bedingungen  fQr  die  Gleichheit  der  Scalen.  —  Relative  Gleichheit  zweier 

Segmente  in  Bezug  auf  die  Einheit.  —  Segmente,  die  in  Bezug  auf  ein  andres 

Segment  zu  Yernachlftssigen  sind. 

§  7tK  Bern.  I.  Wir  wollen  der  Einfachheit  wegen  annehmen,  die  Grundform  sei 
offen;  08  wird  unH  später  leicht  sein  auf  den  Fajl  der  geHchloMKenen  Form  überzugehen. 

Def.  L  Wenn  man  in  der  Grundform  von  einem  gegebenen  Element  A 
an  eine  Anzalil  n  (Bem.  V,  §  47)  von  consecutiven  Segmenten  derselben  Rich- 
tung betrachtet,  die  einem  gegebenen  Segment  (AB)  dieser  Richtung  gleich 
sind,  so  heisst  das  aus  der  successiven  Addition  der  n  Segmente  resultirende 
Segment  {AD)  Vielfaches  des  gegebenen  Segments  {AB)  nach  der  Zahl  n 
und  wir  sagen  {AD)  mthält  nmal  das  Seywent  {AB). 

Wir  sagen  auch,  ein  Segment  {AC)  sei  Vielfaches  nadi  der  Zahl  n  eines 
andern  Segments  {A'B')  derselben  oder  einer  andern  Grundform  (Hyp.  I), 
wemi  es  die  Summe  von  n  consecutiven  {A'B')  gleichen  Segmenten  ist. 

Bef  IL  .Das  Segment  {AB)  oder  -{A'B')  heisst  dagegen  Factor  von 
{AC)  na<'h  der  Zahl  n. 

Wenn  {AC)  zwei,  drei,  vier,  u. s. w.  nmal  {AB)  enthalt,  heisst  es  das 
dopjndte,  dreifache,  vierfache  u.s.w.  n fache  von  {AB)  oder  von  {A'B')  und 
{AB)  oder  (A'B')  die  Hälfte,  der  dritte,  vierte,  u.^w.  n^  Theil  von  {AC). 

Bez.  I.  Ein  Segment  (AC),  das  ein  Vielfaches  nach  der  Zahl  n  eines 
Segments  {AB)  ist,  bezeichnen  wir  mit  dem  Symbol  (AB)  u. 

Einen    /i**^"  Theil   (AB)   eines.  Segments   (AC)    bezeichnen    wir  mit  dem 

Symbol  oder  auch  (AC)-      oder  {AC)     • 


(AB)  Z-^'-'^-  ?(.lC).i--(.lC')-;- 


a.  [Alf]  ' .■  — 

n  ^        ^    n         ^         '  n 


Denn  -      ,  (AC)-     ,  (AC)       können,  da  sie  denselben  Theil  {AB)  bcr 
zeichnen,    demselben    substituirt   werden,    das  heisst,   sie  sind   einander  gleich 

(b,  §<»).  ••  . 

u'.   {A  H)m  -   ^^f-  m  --  (AC)  ■  ^  m  ^  (AC)  ^  m  {m  ^  n>.     '(a  u.  b,  §9) 

Bem.  J.     "  ---  m   bedeutet,    da««    da«  aus  dieser  Operation  resultirende  Segment   m 
/ti"  Theilc  von  (AC)  enthält. 


Be:2.  IL   Wir  gebrauchen  auch  das  Symbol  (^  C)  ^'^ ,  um  dieses  Resultat  lu 
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b.  (AB)  m  -■    ^"^P  m    r.  "(A  V)  -^-  m  =  {A C)  ^  - 


-  i^(^y-^  +  ucy^,  ('« = '»'  +  »»")• 


Jiean  —   ~m,  {A&)-,(AC)*^ +  {AC)—  stellen  «dasselbe  Segment   clrft 
und  können  mithin  einander  substituirt  werden  (b,  §  D). 

b'.  •  Wenn  m  ^  «,  so  ist  {A  C)  ^  {A  C)  *^-  • 

Denn,   wenn  m  =  n,   so  erhält  man  aus  (^AC)  dasselbe   Segment  (^-IC) 
(Def.    n    und    I).      Wenn    m  >  «,    so  "ist    »»  =  «  +  r  (g,   §  50)   und   daher 

(^C)^--(^C)J  +  (^C'){-"(b),  mithin  (^C)J>(^60   (Def.  I,  §72   und 

Def.  I,  §  61).     Analog  ist  es,  wenn  m  <  n  (Def.  I,  §  74  und  Def.  I,  §  61). 

b".  {AC)^--rO- 

Djemi  die»  heisst,  dass  das  Segment  ^ — -  überhaupt  nicht  betrachtet' wird , 
(Bern.  I,  §  54). 


.{AC)  m f  Arf\    ''• 


c.  ^^^"-'\^(AC) 


n      n         ^        '  nn 


Nehmen  wir  zuerst  an,  der  n^  Theil  {AB)  von  (AC)  sei  Vielfaches  nach 
der  Z%hl  n    eines  Segments  (AB').     Man  erhält: 

(AIi')^-:{ÄB)^  ■  (a> 

und  weil 

.  •'   (AB)-^^^,   .  •  (a) 

SO  ist  •  *         .     • 

(,12^'). -(^i,.  (b,  §0) 

Und  da  (AB')  ein  Factor  von  (AB)  nach  der  Zahl  m'   ist,  ^o  ist  (^C*) 
Vielfaches  von  {AB')  nach  der  Zahl  nn    (Def.  I,  II,  §  52)  oder: 


(^C)  1  _^  (4C)  ^  //^(.x  JL .  •   (Bez.  I  und  a) 


und  daher: 


n     n         nn  ^        ^  nn 


(ÄC)  1  (^0)_.      ,  wn    1 


,  ;,j  5,"  S^/  ni :     (AC)  ~  m  (Bez.  I;  b,  §  D) 

n     n  nn  ^        ^  nn  ^  770/ 


oder: 


<A£)^\:  }A£).m-.{AC)^..  (b) 

n      n  nn  ^        ^  nn  ^   ' 

^^-l--{AÜ)l.        ■  (Bez.  D,  §'52) 


n     n         ^        ^  n' 

m 

n 


Def,  IIL     Das  Segment  {AC)—  heisst  auch  Bruch  von  {AC).^) 


1)  Hier  könnten  wir  die  gebrochenen  Zahlen  definiren,  wie  wir  es  in  unscrn  Funda- 
menten der  Geometrie  al«  geschehen  voraussetzen,  ohne  uns  jedoch  mit  den  Operationen  zu 
beschäftigen,  die  man  mit  ihnen  vornimmt.  , 


88  S«gm*:nte.  die  Vielfach«?  und  Kactoren  eines  gegebenen  Segments  [§  79 

d.  Watn  an  Sfijweiit  drr  GriuUlform  ijrÖHAer.  gleidtgross  oder  kleiner  als 
flu  andns  Sftßmnt  derscVßim  Form  odir  verschiedener  Grundformen  ist  so  ist  ein 
Sf'fjmfHf,  das  Vielfaches  des  erstell  ist,  ^grösser,  gleichgross  oder  kleiner  als  ein 
Segment,  das  Vielfaches  des  zweiten  nach  derselben  Zahl  ist 

E«  sei  (AB)  z.  (A' B')]  wir  behaupten,  dass  man  filr  jedes  beliebige  «, 
wenn  n  eine  gegebene  Zahl  der  Reihe  (/)  (§  46)  ist,  erhält: 

{AB)n^\A'B')n. 

Wir  wissen  bereits,  dass  • 

{AB)  +  {AB)  ^  {A'B')  -\-\a'B')  (g",  §  73) 

oder:  ' 

{AB)2^{A'B')2,  '  (Bez.  I) 

> 

Wenn  nun  die  Eigenschaft  för  eine  gegebene  Zahl  m  besteht,  ist  leicht  . 
zu  beweisen,  dass  sie  auch  für  die  Zahl  m  +  1  besteht.  *  Denn  es  eei: 

{AB)m={A'B')m 

es  ist  dann: 

{AB)  m  +  (AB)^  {A'B')  m  +  {A'B')       (g  und  g^  §  73) 

oder: 

{AB)  (m  +  1)  =  {A'B') {m  +  1)  .         '  (Bez.  T) 

Der  Satz  gilt  aber  für  m  =  2,  folglich  giU  er  allgpmein  für  eine  beliebige 
ge^ebenci  Zahl  n  (c,  §  40  und  1.  §  3J)). 

d'.  Wenn  {AC),  {A'C)  Vielfache  nach  der  Zahl  n  der  Segpnente  (AB\ 
{A'B')  sind  und  {A  C)  ^  {A'C),  so  ist  {AB)  i  {A'Ji'). 

Wenn  {AC)  t  {A'C)  ist,  so  niuss  auch  {AB)  ..  {A'B')  sein,  weil  sonst 
(AC)  nicht  identisch  mit  {A'C)  sein  könnte  (d;  b',  §  (Jl).  Wenn  dagegen 
(AC)<{A'(.'')  ist,  so  kann  nicht  {AB)  --  {A' B')  sein,  sonst  wäre  {AC^^Fi 
{A'C)  (d;  b,  §  ()1).  Wäre  aber  {AB)  >  {A'B'),  so  wäre  (^6^  >  (A'C) 
gegen  die  Voraussetzung  (d;  c,  §  Gl),  daher  ist  {AB)  <C{A' B'),  Daraus  geht 
hervor,  dass  im  dritten  Fall  {AB)>  {A'B')  ist. 

d"..  Wenn  man  n  consccutive  in  derselben  Bichtung  liegende  Segmente 

(AA^),  (vlj  J  j, ...,  {A,,-xAn)  hat  iml  es  ist  {AAJ  <  (vl^yl^)  <  ...  <  (^^i^,), 

sn  ist:  {AA^)n  <,{AA„)  und  {A,t-iA„)7i>{AAn)' 

Es  ist  klar,  dass 

{AAi)2  <  {AA^).  (f,  §  73  und  Bez.  I) 
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Setzen  wir  voraus,  der  Satz  gelte  für  n  —  1 ,  so  gilt  er  für  n  (g^  §  73), 
er  gilt  aber  für  n  =  2,  desshalb  ist  er  für  Jedes  beliebige  n  gültig  (c,  §  46; 
1,  §  39).     Ebenso  beweist  man,  dass 

(Än^iAn)  n  >(AÄn) .         (g^  uud  g,  §  73;  c,  §  46  und  1,  §  39) 

e.  Wenn  (ÄE)  ^  (ÄC)—  und  (AB)^  i^C),  so  i^t  m  =.  n  uful  um  gekehrt. 
Denn,  wenn  {AB)  ^z(AC),  so  ist  m  =  w,  denn  wäre  nt=  n  —  r,  so  wlire 

(^^0;^(^g)-(^^^)i  .       (buiidb') 

und  daher  auch 

<{ÄB),  (Def.  I,  U,  §  61) 

was  widersinnig  ist  (b',  §  61). 

Ebenso  verhält  es  sich,  wenn  man  m  >  n  voraussetzt,  desshalb  ist  m  =  n 
(Def.  n,  §  49). 

Wenn  (AB)  <  (^C),  so  kann  nicht  m  =  n  sein,  sonst  wäre  (AB)  =  {AC) 
(b',  §  79  und  b,  §  61).   Es  kann  auch  nicht  pi  >  n  sein;  denn  wäre  m  =  n  -\-  r, 

so    kann   man   wie    eben   beweisen ,    dass    (^  (7)  —  >  (A  C)    und    daher   auch 

{AB)>(AC)  (Def.  I,  II,  §  61),  was  widersinnig  ist  (c,  §  61). 

Ebenso  beweist  man,  dass,  wenn  (AC)  >  {AB\  m>  n  sein  muss. 
Wenn  umgekehrt  m  =  n,  so  ist  IaB)i^(AC)  (b',  §  79  und  b',  §  61). 

Ist  m  ^  n,  so  ist  nach  den  vorstehenden  Beweisen  (AC)—^(AC),  woraus 

e  folgt. 

§  80.   Bef.  L    Von  einem  Element  A  in  der  Grundform  in  einer  gegebenen 
Richtung  anfangend,  betrachte  man  eine  unbegrenzte  Reihe  erster  Art  von  coi)- 
secutiven  Segmenten,  die  einem  gegebenen  Segment  {AJÜ)  gleich  sind  (Hyp.  II;. 
a,  §  68;  Def.  HI,  §  39). 

Diese  Reihe  heisst  Scala,  (AB)  heisst  ihre  Maasseinheit  oder  EinJieit  und 
das  Element  A  ihr  Anfatig. 

Bern.  1.  Von  dem  Segment  (AB)  selbst  setzen  wir  für  jetzt  nur  voraus,  das«  es  ein 
gegebenes  von  zwei  Enden  Ä  und  B  begrenztes  Segment  ist  (Def.  III  und  IV,  §  62).  Wir 
bemerken  noch,  dass  wir  uns  da,  wo  wir  zur  Führung  der  Beweise  nöthige  Sätze  citiren, 
nnr  auf  das  homogene  System  einer  Dimension  oder  das  in  der  Position  seiner  Theilo 
identische  System  beziehen  und  dass  wir  nicht  jedesmal  daran  erinnern  werden,  dass  nach 
Hyp.  II  die  Grundform  auch  ein  in  der  Position  seiner  Theilo  identisches  System  einer 
Dimension  ist  und  dass  das  letztere  homogen  ist  (Def.  I,  §  70;  Def  I,  §  68). 

Def.  IL  Die  zweiten  Enden  der  der  Einheit  gleichen  Segmente  der  Scala 
nennen  wir  Tlieüungselemente  der  Scala. 

Bef.  HL    Unter  Gebiet  der  Scala  verstehen  wir  das  unbegrenzte  Segment 

der  Grundform,  das  durch  alle  in  der  Richtung  der  Scala  consecutiven  Segmente 

derselben  bestimmt  wird. 

Bern.  II.  Die  Scala  ist  eine  Reihe  und  ihr  Gebiet  das  geordnete  aus  ihr  abgeleitete 
Ganze  (Bem.  §  28).  Wenn  Zweideutigkeiten  nicht  möglich  sind,  können  wir  das  eine  Wort 
dem  andern  substituiren.  ^) 


1)  Siehe  die  zweite  Anm.  zu  §  62. 
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a.  Das  Gebiet  der  Seala  ist  [ßrösser  als  'jedes  Ikegrciizte  Setjment  {BC),  dessen 
Enden  (jegehen  sind  und  der  Scala  angehören,  \ind  als  jedes  ihr  angduirige  unbe- 
grenzte- tyegmaüy  dessen  erstes  Ende  mit  dem  Anfang  nicht  ziisammenfälU. 

Nehmen  wir  zuerst  an,  li  falle  mit  A  zusampien.  Es  ist  klar,  dass  {^C) 
nicht  das  ganze  Gebiet  der  Scala  ist,  weil  die  Reihe,  welche  es  bestimmt, 
unbegrenzt  ist  (Def.  I,  Def.  III).  Wenn  daher  (C..X...)  der  übrig  bleibende 
Theil  ist,  so  ist  das  Gebiet  der  Scala  (AC)  -f  (6'...X...)  und  folglich  grösser 
als  (AC)  und  auch  als  (6\. .X...)  (Def.  I,  §  Ol).  Ist  dagegen  B  nicht  Aj  so 
ist  das  Gebiet  der  Scala 

■  {AB)  +  {BC)  +  {C...X..,) 

und  da  es  grösser. als  (AC)  und  {Aü)  grösser  als  (BC)  ist,  so  ist  das  Gebiet 
der  Scala  Auch  grösser  als- (i?C)  (d,  §  61). 

b.  I)ie  Segmente,  welche  suecessive  durch  den  Anfang  in  Verbindung  mit  den 
TheilnngS'Elanetiten  dtr  Scalu  bestimmt  werden  oder  die  der  Einheit  (AB)  glciclwn 
ennsecutiven  Segmente  selbst  entsjrrechen  eindeutig  und  in  derselben  Ordnung  den 
Zahlen  der  Beihe  (!)  (Def.  I;  b,  Dfef.  UI,  §  4()). 

b'.  Die  Theilungselcmente  der  Scala  von  dem  Anfa^ng  an  entsprechen  ein- 
deutig und  in  derseWen  Ordnung  den  Zahlen  der  Beihe  (/). 

Denn  sie  entsprechen  eindeutig  und  in  derselben  Ordnung  den  {AB)  gleichen 
consecutiven  Segmenten  der  Scala  (c',  §  ü8;  b  imd  Bem.  I,  §  64),  welche  ein- 
deutig und  in  derselben  Ordnimg  den  Zahlen  der  Reihe  (J)  entsprechen  (b). 
Damit  ist  der  Satz  bewiesen  (f,  §  42). 

Bez.  L  Wir  kömien  also  die  Theilungselemente  der  Scala  vom  Anfang  an 
mit  den  Zahlen  der  Reihe  (/)  bezeichnen  und  die  Theilungselemente  der  Scala 
hiellen  mithin  in  der  Grundform  die  Zahlen  der  Reihe  (7)  dar. 

c.  Der  Anfang  stellt  die  Zahl  Nuü  dar. 

Denn  es  ist  (AB)  —  (AB)  ^  0  imd  weim  (AB)  die  Einheit  der  Zahl 
darstellt  (Def.  I,  §  45),  so  ist  1  —  1  =  0  (b,  §  54).  Auf  der  andern  Seite  stellt 
das  Element  das  Segment  Null  daj*  (Bem.  I,  §  76);  folglich  stellt  das  Element 
A  die  Zahl  0  dar.  • 

Bern,  in.  Die  DarHtellung  der  Elemente  einer  lieihc  durch  die  Zahlen  von  (/)  bedeutet 
nocli  nicht,  duös  die  conBecutivon  Segmente  gleich  «ind,  wie  es  bei  der  Scala  der  Grund- 
form der  Fall  ist.  Stellt  {AB)  die  Einheit  1  der  Zahl  dar,  so  wird  jedes  Vielfache  von 
(.1^^  nach  der  Zahl  w,  nilmlich  {AB)n  auf  der  Scala  durch  die  Zahl  n  dargestellt  (Def.  I, . 
Bez.  I,  §  70).  Bei  derartigem  Zu8ammenhang  besitzen  mithin  die  den  Zahlen  entsprechenden 
Segmont^j  dieselben  Eigenschaften  in  Bezug  auf  die  Addition  und  Subtraction  (diese  let-zteren 
im  Sinn  dor"§§  72,  73  betrachtet)  wie  die  Zahlen  der  Reihe  (2).  In  diesem  Fall  gilt  das 
Commutiitionsgescitz  der  Addition  der  Zahlen  ohne  Weiteres  für  die  Addition  der  consecu- 
tiven Seginonti;  der  Scala  (h,  §  48).  Das  bedeutet  jedoch  nicht,  dass  diese  Eigenschaft  auch 
dann  für  die  Addition  zweier  beliebiger  consecutiver  Segmente  gilt,  wenn  die  Form  ausser 
den  der  Einheit  {AB)  gleichen  Segment<?n  oder  Vielfacjien  von  {AB)^  auch  andre  Segmente 
enthält. 

t 

Bez.  IL  Wenn  ein  Segment  (AB')  existirt,  das  der  n^  Theil  von  (AB) 
ist,  so  ist  jedes  (AB)  gleiche  Segment  der  Scala  aus  n  dem  (^AB')  gleichen 
Thoilen  zusammengesetzt  (Def.  I  und  II,  §  79  und  b,  §  60).  Wir  können  diese 
Theile  suecessive  mit 


9  • 
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12  n  —  1      n       •  ^     n  + 1  "*  ry,    R  70^ 

n      w  n         n  In  .    n  v    7  «        / 

bezeichnen. 

d.  Weim  (CD)  einefn  SegmefU  gleich  ist,^  das  t(W»  zivei  gegebenen  Elewenten 
des  G'dnets  der  Scala  mit  der  Eirüieit  {AB)  begrenzt  wird  und  {AB)  <  {CD) 
ist,  so  gibt  es  imm^  eine  soklie  Zahl  n  der  Beihe  (7),  dass 

{AB)n  ^  (CD)  <  {AB)  (n  +  1) . 

Die  Enden  des  Segments,  dem  {CD)  gleich  ist,  sind  gegebene  Elemente 
des  Gebiets  der  Scala  und  weil  dieses  durch  alle  consecutiven  Segmente  der 
Scala  selbst  bestinmit  wird  (Def.  III),  so  sind  seine  gegebenen  Elemente  entweder 
Theilungselemente  (Def.  II)  oder  sie  gehören  zwei  consecutiven  Segmenten  an 
(Def.  I,  §  62  und  11,  §  21)  imd  Def.  I,  §  27).  Denn  wenn  sie  einem  einzigen 
{AB)  gleichen  Segment  angehörten,  so  wäre  nicht  {AB)  <  {CD)  (d,  §  73  und 
Def.  I,  n,  §  61), 

{AA')  sei*  ein  dem  gegebenen  Segment  {CD)  gleiches  Segment  der  Scala 
(Def.  I,  §  68  und  c,  §  60).  Da  das  Ende  A'  ein  gegebenes  Element  der  Scala 
ist,  so  gehört  es  einem  gfegebenen  Segment  derselben  an  und  ist  desslialb' 
entweder  ein  Theilungselement  oder- es  liegt  zwischen  zwei  Enden  eines  solchen 
Segments.  Diese  Enden  entsprechen  zwei  bestimmten  successiven  Zahlen  n  und 
M  +  1  der  Reihe  (7)  (b').     Man  erhält  daher: 

■ 

{AB)n  ^  {AA')  <  {AB){n  +  1) 
•  oder 

{AB)n  ^  {CD)  <  {AB)  {n  +  1) .  (Det  U,  §  61) 

§  81.  a.  Die  Gebiete  zweier  Scalen  mit  zwei  gleieJien  EinJmten  siml  in  Bezug 
a^if  die  BeiJie  der  Segmente  der  beiden  Scalen  gleich. 

Denn  man  kann  einen  Identitätszusammenhaug  zwischen  den  der  Einheit 
gleichen  consecutiven  Segmenten  in  der  einen  und  den  gleichen  consecutiven 
Segmenten  in  der  andern  Reihe  feststellen,  indem  man  die  Anfänge  einander 
entsprechen  lässt  (Def.  I,  §  60  und  d,  §  79).  Daher  sind  in  Bezug  auf  die 
Anordnung  der  Segmente  der  Scalen  in  Reihen  die  Gebiete  derselben  gleich 
(b'  und  Bem.  VII,  §  60). 

'  •  b.  Sind  zwei  Scalen  mit  den  Einheiten  {AB)  und  {A'B')  derart  gegeben^ 
d&ss  {A'B')  <  {AB)  und  {A'B')n  >  {AB),  worin  n  eine  beliebige  Zahl  der  Beihe 
der  natürlichen  Zahlen  ist  so  sind  die  Gebiete  der  beiden  Scalen,  wenn  sie  es  nicht 
in  absolutem  Sinn  sind,  in  Bezug  auf  die  Heihe  der  Segmente  der  beiden  Scalen 
gleich. 

A  imd  A'  seien  die  Anfänge  der  beiden  Scalen..  In  der  ersten  kann  man 
von  A  au*  in  der  Richtung  der  Scala  ein  mit  {A'B')  identisches  Segment  {AC) 
betrachten  (a'  §  70).     Nach  den  Bedingungen  des  Satzes  ist  daher: 

iAC)<{AB)  (1) 

{AC)n>{AB).      ■  (Def.  n,  §61)      (2) 


fi2  h^^Mnsrins^z  rlr  iii*  *jiri..hh«>it  der  Scalen.  [§  81 

Aus  '1  I  folirt  fTir  j*:«!^  b^fhVbiiie  m 

'  jr  w<t.4jK.;H.  (d,  §  79) 

iMh^-r  ht  je«les  S»>graent  des  Gebiets  der  Seala  von  (AC)  vom  Anfang  an  ein 

??-;fTnent  fl»?s  Gebiets  der  Scala  der  Einheit   iAB)  iDef.  HI,  §  80).     Aus  (2) 

ab^T  rfhiilt  man 

AC  iUH>{AB)m.  (d,  §  79) 

E.S  i-.t  desshalb  jedes  Setzmeiir  des  Gebiets  der  Soala  von  (AB)  Segment  der 
rirnU  von  (ACk  .Teiles  Element  der  einen  ist  ein  Element  der  andern,  daher 
fallen  die  Gebiete  der  beiden  Scalen  der  Einheiten  (AB),  (AC)  zusammen 
.  \M\  III,  §  ^'>  und  Def.  m  und  I,  §  &2)  und  ihre  Gleichheit  ist  absolut 
Ih'i.  ffl,  §  Vu 

Nach  dem  Satz  la)  aber  ist  tlie  Soala  der  Einheit  (AC)  in  Bezug  auf  die 
Anordnung  in  Reihen  mit  der  Soala  der  Einheiten  (A'B')  von  derselben  Form 
oder  in  verschiedenen  Grunilformen  identisch  (Hyp.  I  und  c,  Bem.  V,  §  60  und 
L'ebereink.  §  »iO).     Damit  ist  der  Satz  bewiesen. 

Aus  dem  Beweis  erhalt  man  mithin  auch: 

b'.  Zicti  g^jK^x-mn  Stahn  mit  iku  Eitüuitai  {^AB)  und  {A'B'),  neUiie  deii 
lUz'uhmHjfH  (li  and  (2)  in  dtrsiRHn  Grundfonn  mit  demselben  Anfmig  umi  in 
tlf:rst:Uß4.H  lluhtHnn  tfinii'fin^  falUn  zusummm  ^b:  Def  V,  §  57). 

b".    Wrnn  ZH'ti  Seahn  ff*vdt*n  sind  und  die  Einheit  der  einen  ist  ein  Viel- 
fn/h:s  tUr  TÄnheit  der  andern  (»der  die  vim  Einheit  enthält  eine  Anzahl  m  i'on 
fr// form  drr  andern,  so  sind  die   GMtte  der  ln'iden  Sttilen,  leenn  sie  es  nidU' 
oh'io/fit  sind,  in  BiZiiij  auf  die  Eeihen  ihrer  S*ymente  t/leieh, 

Ii**nn  ihre  Eiiüieiten  i^Def  I,  §  1^0)  genügen  den  Bedingungen  des  Satzes  b. 
f.'j  fU-r  That,  wenn  die  Einheit  [^AB)  der  einen  mit  der  Einheit  {AB')  der 
HfnU'.rn  identisch  ist,  so  ist  b"  der  Satz  a. 

V\>nn  (AB)ZFE^-^-\n<{,AB')  ist  (Del  I,  II,  §  79)  und  man  wählt  m' 

t\*'r  Art.,  dass  mm'  >  n  ist  [dazu  genügt  es  wenigstens  m'  =  n  +  1  zu  nehmen 
Ih'i.  I,  §  •'>-;!,  ^o  erhält  man 

(AB)m'  r: :  '-^^ mm'  —  ^B')  '^  >  {AB') .         (b;  b'  §  79) 

(  4  Ji'\  * 

\\'ct)u    djij^pg(»ii     '     -  m  y>  (AB')j   so  ist  Jiuch  m>n  (e^  §  79).     Nimmt 

friH/i  daher  das  Vielfache  von  {AB')  wenigstens  nach  der  Zahl  w,  so  ist 

I 

{AB')m>^'^Pm~i{AB), 

r.  Ist  in  der  Gntnd/hrm  eine  Seala  von  cin<r  {A  D)  (fleiehen  Einheit  geydM^i 
um!  mii-,  audrr.  mit  der  Einheit  {A'B)  und  dem  Anfantj  A'  und  es  gibt  Jccitie 
rolf/ir  Zahl  n,  dass 

(AlJ)n  >  {A'B),  nenn  {AD)  <  {A'B) 
odr.r  duHs 

{Ä'li)n  >  {AB)  ,   ivenn  {AD)  >  {A'B) 
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isty  SO  ist  das  Gebiet  der  Scala  der  Einheit  (AI))  dcfnjenigcn  der  Einheit  (Ä'B) 
nicht  gleidi,  • 

Wir  können  annehmen,  die  Scalen  der  Einheiten  {AD)  und  {AB)  hätten 
denselben  Anfang,  in  derselben  Grundform  imd  derselben  Richtung  (b,  §  70; 
Hyp.  I  und  b,  §  (5Ö).  Im  ersten  Fall  gibt  es  im  Gebiet  der  Scala  von  {AB) 
kein  Segment  {AB)ny  welches  auch  die  Zahl  n  der  Reihe  (/)  sein  mag/  das 
grösser  als  {AB)  und  daher  auch  als  ein  beliebiges  Segment  {AC)  wäre, 
welches    den   Bedingungen    des   Satzes    b    in   Bezug    auf  {AB)    genügt    und 

kleiner   als   {AB)   ist.     Denn,    wenn   man   {AC)m^{AB)   amiimmt   und   es 

wäre  iAD)n  >  {AC),  so  erhielte-  man  {AD)nm  ^  {AB)  (d,  §  79  und  d,  §  61), 

was  der  Voraussetzung  widerspricht.  Es  ist  daher  einleuchtend,  dass  die  unbe- 
grenzte  Reihe  erster  Art  von  consecutiven  {AD)  gleichen  Segmenten,  welche 
das  Gebiet  der  Scala  der  Einheiten  {AD)  bilden  (Def.  lU^  §  80),  keine  Elemente 
ausser  dem  ersten  Segment  in  der  Scala  mit  dem  Anfang  A  und*  der  Einheit 
{AB)  hat.  Der  Satz  ist  daher  in  diesem  Fall  bewiesen  (a;  c  und  Bern. 
V,  §  60). 

Im  zweiten  Fall  dagegen  liegt  {AD)  nicht  vollständig  in  dem  Gebiet  der 
Scala  der  Einheiten  {AB)  und  daher  auch  nicht  in  demjenigen  eines  Segments 
{AC)y  das  grösser  als  {AB)  ist,  dieselbe  Richtung  wie  {AB)  hat  und  den 
Bedingungen  des  Satzes  b  in  Bezug  auf  {AB)  genügt  (b').  Der  Satz  gilt 
auch  in  diesem  Fall  für  (^AD)  und  für  jedes  ihm  gleiche  Segment  (a;  c  und 
Bem.  V,  §  60).  * 

c'.  Wenn  das  Gebiet  der  Scala  der  Einheiten  {A'B')  demjenigen  der  {AB) 
gleich  ist,  so  gibt  es  immer  eine  solche  Zahl  n,  dass 

{A\B'){n  —  1)  ^  {AB)  <  {A'B')n,  wenn  {A'B')  <  {AB).      • 

Das  Segment  {AB)  ist  einem  Segment  gleich,  welches  «den  Bedingungen 

des  Satzes  b'  in  Bezug  auf  {A'B')  genügt,  sonst  wäre  das  Gebiet  der  Scala 

^  der  Einheiten  {AB)  weder  in  absolutem  Sinn  noch  in  Bezug  auf  die  Reihe  der 

Segmente   der   beiden  Scalen  (c;  a,  §  80)   demjenigei^  der   Einheiten   {A'B') 

gleicL     Damit  ist  der  Satz  bewiesen  (d,  §  80). 

Def.  L  Wir  sagen,  ein  Segment  erzeuge  das  Gebiet  einer  Scala  der  Ein- 
heiten {BC),  wenn  das  Gebiet  derselben,  nachdem  man  ein  dem  gegebenen 
identisches  Segment  {BD)  von  derselben  Richtung  wie  diese  Scala  (b',  §  69) 
ausgewählt  hat,  mit  dem  Gebiet  der  Scala  der  Einheiten  {BD)  zusammenfallt 
(Def.  V,  §  57). 

d.  Ein  Segment,  welches  das  Gebiet  einer  Scala  einer  beliebigen  Einheit  {BC) 
erzeugt,  genügt  der  Bedingung  des  Satzes  b  in  Bezug  auf  {BC)  utid  umgekehrt. 

Denn  wir  können  von  B  aus  in  der  Richtung  der  Scala  ein  dem  gegebenen 
gleiches  Segment  {BD)  betrachten  (b',  §  69).'  Das  Gebiet  der  Scala  der  Einheit 
{BD)  fällt  nach  der  Voraussetzmig  mit  demjenigen  der  Einheit  {BC)  zusammen 
(Def.  I).  Es  kann  also  {BD)  den  Bedingungen  des  Satzes  c  nicht  genügen  und 
genügt  daher  denjenigen  des  Satzes  b  (IV,  §  8).     •  ' 
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Wenn  umgekehrt  das  gegebene  Segment  der  Bedingung  des  Satzes  b 
gejiiigt,  so  erzeugt  (HI))  das  Gebiet  der  Seala  der  %linheit  (BC)  (b'  u.  Def.'  I). 

d'.  Jedes  Srgmentj  welches  nicht  das  Gebiet  eitier  Sccda  einer  heliiibigen  Ein- 
heil  (Ji(-)  (r zeugt f  genügt  einer  oder  der  andern  Bedingung  drs  Satzes  c  in  Bezug 
auf  {BC)  uml  ufngeJcehrt 

Denn  das  gegebene  Segment  genügt  der  Bedingung  des  Satzes  b  in  Bezug 
auf  (B(')  nicht  und  es  oder  ein  ihm  gleiches  Segment  muss  daher  einer  der 

Bedingungen  des  Satzes  c  genügen  (d,  §  7t>  und  IV,  §  8). 

• 

e.  Wemi  (AD)  die  licdhvjung  frf'üUt 

{AA,){n  -i)<(AD)<  iAA,)n, 
so  ist  nmh 

.(A  Ä)(n  -  1)  <  (DA)  <  (^i  ^1)«. 

Die  Seala  mit  dem  Anfang  A  und  der  Einheit  (AÄ^)  sei  construirt»    Man  erhalt 

(DA)  <  {A,  A)(:n  -  1)  .-:  (A^^U) 
und  auch  '  ,        , 

(DA)  <  (A,A)n  ~.  (A,A).     (c,  §  73  u.  Def.  I,  §  C;) 

■ 

f.  Wenn  A  und  B  zwei-  in  dem  Gehiet  einer  Scala  gegelmve  Elem^enie  sind, 
so  ist  das  Gehiet  der  Seala  von  A  an  in  der  Riehtung  von  {AB)  dem  Theil 
desselben  Gebiets  von  B  an  m  Bezug  auf  eine  lleihe  cofisecutivcr  Scgnumte  des- 
selben  gleich. 

Denn  betrachtet  man  A  und  B  als  Anfänge  zweier  Scalen  in  derselben 
Richtung  und  mit  derselben  Einheit  {AB),  so  sind  die  Gebiete  dieser  beiden 
Scalen,  in  Bezug  auf  die  Anordnung  in  Reihen  gleich  (a).  Jedes  Element  X 
des  Gebiets  der  Scala  mit  dem  Anfang  B  ist  aber  ein  Elemcnl;  des  Gebiets 
der  Scala  mit  dem  Anfang  A]  denn,  wenn  keine  solche  Zahl  n  existirte,  dass 
(.4 B)n  >  {AX)  wäre,  so  wäre  auch  nicht  {BC)n>{BX),  worin  {BC)  -i.-,  {AB), 
mithin  könnte  auch  X  dem  Gebiet  der  Scala  mit  dem  Anfang  B  nicht  ange-t 
hören  (d,  §  80).  # 

Die  Gleichheit  findet  statt  in  Bezug  auf  die  Anordimng  in  Reihen  (b'', 
Bem.  VII,  §  ()0).  Das  Gebiet  der  Seala  mit  dem  Anfang  A  enthält  dasjenige 
mit  dem  Aj'ifaug  B  als  Theil  (Def.  UI,  §  80  und  Def.  11,  §  27);  dies  schliesst 
die  absolute  Gleichheit  A  ^^  B  aus,  sonst  existirte  der  Widerspruch  „A  ist  und 
ist  7iieht  A'  (III,  §  8  und  Bem.  UI,  §  9). 

Def.  IL  Dass  (.1  j»)  +  (/?...  X ...)  üZf  (//...  X .. .)  ist  in  Bezug  auf  die 
Anordimng  der  Segmente  der  Gebiete  der  Scfdeii  mit  dem  Anfang  A  und  B 
und  der  Einheit  {AB)  in  Reilien,  bedeutet,  dass  man  von  {AB)  abstrahiren 
kann  (§  7).  Wir  sagen  mithin,.  {AB)  sei  in  Bezug  auf  {B,..X,..)  Null  od(r 
zu  vernachlässigen, 

f.  Ein  beliehiges  begrenztes  Segment  {AB)  des  Gebiets  einer  Seala  oder  ein 
ihm  gleirhes  Segment  ist  in  Bezug  auf  das  übrig  bleibende  Segmetit,  das  mit  B 
beginnt  und  dieselbe  Biehtung  wir  die  Seala  hat,  zu  rcrnaehlässigen. 
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Denn,  wenn  auch  die  Einheit  (^A'B')  ist,  so  kann  man  doch  als  Einheit 
dfer  Scala  in  Bezug  auf  das  Gebiet  derselben  das  Segment.  (AB)  selbst  be- 
trachten, sofem.es  der  Bedingung  des  Satzes  b  genügt.  Li  dieseiH  Fall  ist  es 
also  in  Bezug  &uf  den  übrig  bleibenden  Theil  zu  vernachlässigen  (f,  Def.  II). 
Wenn  es  dagegen  diese  Bedingung  nicht  erfüllt,  so  kann  es  nicht  grösser  sein 
als  ii^end  ein  begrenztes  Segment  der  Scala  und  mithin  auch  als  das  Gebiet  der 
Scala;  denn  seine  Elemente  gehören,  wie  gegeben,  diesem  Gebiet  an  (Def.  I, 
*§  61).  Es  muss  desshalb  kleiner  sein,  wie  jedes  Segment  (AB'),  welches  die 
Scala  erzeugt  (d').  Weil  aber  (AB')  zu  vernachlässigen  ist,  so  sind  es  umso- 
mehr  seine  TheUe.  Denn  wenn  (AB')  =  (AB")  +  (B"B')  (Def  I,  J  72),  so 
ist  (AB')  >  (AB")  und  (B"B')  (Def.  I,  §  61)  und  wenn  B'  mit  A  zusammen- 
fiele und  B"  wäre  von  A  verschieden,  so  wäre  (AA)  =  0  (Def.  I,  §  76)  >  (AB"), 
was  widersinnig  ist  (Def.  I,  imd  c,  §  61). 

Bern.  I.  Wie  zu  beachten,  hängt  die  Gültigkeit  der  Sätze  b,  b',  b",  c,  c',  d,  d'  und  e 
davon  ^b,  ob  auf  der  Grundform  Segmente  existiren,  die  Factoren  eines  gegebenen  Scgmeiijbs 
{AB)  sind  oder  ob  kleinere  bezüglich  grössere  Segmente  als  {AB)  existircn,  die  weder 
Factoren  noch  Vielfache  von  {AB)  sind.  •  • 

Bern.  IL  Da  wir  bisher  die  Scala  in  einer  bestimmten  Richtung  von  einem  ge- 
gebenen Element  an  betrachtet  haben  (Def.  I,  §  80),  so  gelten  diese  Sätze  auch  in  dem 
homogenen  System  allein  (Def.  I,  §  68).  Daraus  folgt,  dass  wir  bei  der  Definition  dieses 
Systems f  wenn  es  durich  eine  einzige  Scala  von  Segmenten  gegeben  ist,  die  einem  ge- 
gebenen Segment  {AB)  gleich  sind,  und  wenn  (AI)),  unter  der  Voraussetzung  (AZ>)<^  {AB), 
dem  Satz  c  nicht  genügt^  nur  das  Segment  {AB)  allein  und  die  Vielfachen  von  {AB)  in 
Betracht  zu  ziehen  brauchen.  Nachdem  man  die  Definitionen  von  Vielfachem  und  Factor 
vorausgeschickt  nmd  die  so  eingeschränkte  Definition  des  homogenen  Systems  gegeben  hat, 
unterwirft  man  die  Segmente  des  Systems  der  Eigenschaft  des  Satzes  b  dieses  Paragraphen, 
welcher  das  Axiom  V  des  Archimedes  ausdrückt.  Daiauf  beweist  man  die  Beziehung  d, 
§  SO  zwischen  zwei  Segmenten  und  dann  die  Sätze  der,§§  68  und  69. 

So  kann  man  äie  Definition  des  in  der  Position  seiner  Theile  identischen  Systems 
(Def.  I,  §  70)  nicht  nur  au^  ein  einziges  Element  A,  sondern  auch  auf  ein  einziges  Seg- 
ment {AB)  mit  einem  Ende  in  A  und  seine  Vielfachen  einschränken  d.  h.  der  Art,  dass 
es  ein  andres  Segment  {AB')  in  entgegengesetzter  Richtung  und  identisch  mit  {AB)  oder  , 
einem  seiner  Vielfachen  in  dem  System  gibt,  indem  man  dann  den  Satz  a'  und  darauf  a'' 
und  a  des  §  70  beweist.  Ebenso  werden  die  Sätze  der  §§  72,  78,  74,  7ö,  76,  77„  78,  79, 
80  bewiesen;  man  lässt  dagegen  die  Sätze  c,  c',  d,  d'  des  §  80,  die  in  diesem  Fall  un- 
nOibig  sind,  weg  und  gibt  die  Sätze  b,  b'  für  zwei  beliebige  Segmente  {AB),  {A' B'),  die 
nach  dem  Axiom  des  Archimedes  schon  der  Bedingung  des  Satzes  b  genügen. ') 

Behält  man  dagegtti  die  Def.  I,  §  68  bei  und  kommt  an  §  80,  so  lässt  man  die 
Eigenschaft  der  letzten  Anm.  zu  §  99  folgen.  (Es  ist  dies  das  Princip  III  in  unserem 
Aufsatz:   II  continuo  rettilineo  e  V  ass.  V.  d'  Archimede,  Atti  deUa  R.  Acc.   de\  Lincei, 


1)  Beschränkt  man  sich  auf  das  Gebiet  einer  Scala  ^wie  man  aus  didaktischen  Gründen 
in  einer  für  den  Schulgebrauch  bestinmiten  Behandlung  der  Elementarge«metrie  wenigstens 
in  der  Planimetrie  thun  muss),  so  muss  die  Definition  des  in  der  Position  seiner  Theile 
identischen  Systems  und  mithin  auch  des  homogenen  Systems  in  diesem  Sinn  abgeändert 
werden.  Man  fügt  noch  hinzu,  dass  es  keine  andern  Segmente  ausserhalb  des  Gebietes  der 
Scala  gibt  oder  nyt  aftdern  Worten  man  gibt  noch  das  Axiom,  dass  es^  wenn  {AB)  und 
(CD)  zwei  gradlinige  Segmente  sind,  und  {AB)  <  {CD)  ist,  immer  eine  solche  Zahl  n  gibt, 
dass  {AB)n^  {CD)  (siehe  die  Vorrede). 

Stolz  ist,  soviel  wir  wissen,  der  erste  gewesen, 'der  die  Aufmerksamkeit  der  Mathe- 
matiker auf  diesen  von  ihjji  mit  Recht  „Axiom  des  Archimedes^'^  genannten  Satz  gelenkt 
hat,  welchen  der  grosse  Syrakusaner  in  seiner  berühmten  Schrift:  De  sphaeni  et  cylindro 
behandelte  (0.  Stolz,  Zur  Geometrie  der  Alten,  insbesondere  über  ein  Axiom  des  Archimedes. 
Math.  Annalen  Vol.  XXII). 
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1890).  Nachdem  man  darauf  Hyp.  VI  und  dann  das  Axiom  des  Archimedes  aufgestellt, 
beweist  man  den  Satz  d,  §  80  für  zwei  beliebige  Segmente  (Satz  m,  S.  13  des  citirt^n 
Aufsatzes). 

Man  könnte  sich  auf  das  homogene  System  einer  Dimension  allein  beschränken  und 
die  Definition  des  in  der  Position  seiner  Theile  identischen  Systems  einer  Dimension  erst 
geben,  nachdem  man  die  Eigenschaften  des  continuirlichen  homogenen  Systems  abgeleitet 
hat,  indem  man  die  Theile  dieser  Sätze;  z.  B.  der  vorstehenden,  welche  sich  auf  das  in 
der  Position  seiner  Theile  identische  System  beziehen ,  solange  weglässt  (siehe  den  ciürten 
Aufsatz). 

Beschränkt  man  sich  auf  das  Gebiet  einer  Scala  allein,  so  ist  der  hier  angegebenoi 
Weg  wissenschaftlich  vorzuziehen,  weil  man  auf  ihm  vermeidet,  in  die  Definitionen  über- 
flüssige Eigenschaften  einzuführen,  die  man  aus  den  Prämissen  beweisen  kann  und  daher 
auch  muss. 


VI.  Kapitel. 

Bndliclie,  unendlich  grosse,  nnendlich  kleine,  unbegrenzt  kleine 
nnd  unbegrenzt  grosse  Segmente.  —  Unendlich  grosse  Zahlen. 

1. 

Hypothese  III  über  die  Existenz  von  Elementen  ausserhalb  des  Gebiets  einer 
Scala.  —  Endliche,  nnendlich  grosse,  nnendlich  kleine  Segmente.  —  Variable 
endliche  Segmente.  —  Endliches  Gebiet  einer  Scala.  —  Hypothese  IV  Ober  die 
Bestimmung  *der  nnendlich  grossen  Segmente.  —  Das  nnendlich  Grosse  nnd 
nnendlich  Kleine  von  verschiedener  Ordnung.  —  Ihre  Eigenschaften. » — 
Unendlich  grosse  Gebiete.  —  Grenzelement^  im  Unendlichgrossen  von  ver- 
schiedenen Ordnungen. 

§  -82.  Bern.  I.  Wir  haben  in  Bezug  auf  das  Segment  (-4^),  die  Einheit  der  Scala, 
keine  Voraussetzuug  gemacht  (I)ef.  I,  §  80).  Nach  den  Hypothesen  1  und  II  betrachten  wir 
<1ie  Ci  rundform  als  schon  gegeben  und  an  die  Definition  des  in  der  Position  seiner  Theile 
identischen  Systems  gebunden  und  diese  Definition  ist  unabhängig  von  den  Eigenschaften* 
<1er  Keilien,  welche  in  dem  System  selbst  sind.  Die  Reihe,  welche  die  Scala  bestimmt,  ist 
unbegrenzt  von  der  ersten  Art.  Auf  der  andern  Seite  können  wir  uns  vorstellen,  dass 
begrenzte  und  unbegrenzte  Reihen  existiren,  welche  als  Theil  eine  unbegrenzte  Reihe  erster 
Art.  enthalten  (Def.  III,  §39;  Def.  I,  §  27  und  b,  §  37).  Wir  werden  daher  durch  diese 
Betrachtung  aus  freien  Stücken  dazu  geführt,  die  Grundform  der  folgenden  Bedingung  zu 
unterwerfen: 

Hyji>.  III^  In  einer  Biohtnng  der  Grundform  -existirt  i^enigstens  ein 
Element,  welches  in  Bezug  auf  jedes  begrenzte  Segment  als  Einheit  ausser- 
halb des  Gebiets  der  Scala  liegt. 

a.  Es  gibt  mehrere  verschiedene  Elenmite  ausserhalb  des  Gehkts  einer  SccHa. 
Denn  wenn  eines  dieser  Elemente  gegeben  ist,  so  ist  es  nach  Hypothese  11 

das  Ende  zweier  Segmente,  welclio  einem  gegebeneu  und  beliebigen  Segment 
der  Scala  selbst  gleich  sind  (Def.  I,  §  G8). 

b.  Die  Hypothese  III  widerspricht  der  Definition  tmd  dm  Eigntschaften  des 
in  der  Position  seiner  Theile  identischen  Systems  flicht  und  geht  nicht  aus  ihnen 
hervor. 
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Da  die  Hypothese  die  Form  in  einer  einzigen  gegebenen  Richtung  unab- 
hängig von  der  entgegengesetzten  Richtung  ansieht,  so  reicht  es  aus,  dass  sie 
der  Definition  des  homogenen  Systems  nicht  widerspricht,  damit  sie  derjenigen 
des  in  der  Position  seiner  Theile  identischen  Systems  nicht  widerspreche  (Def.  I, 
§  70  und  Def.  I,  §  68).  Wie  wir  weiter  oben  bemerkt  haben,  ist  nun  die 
Definition  des  homogenen  Systems  unabhängig  von  der  Construction  der  Scala; 
das  heisst,  das  System  braucht  nicht  von  einem  gegebenen  Element  desselben 
an  aus  einer  einzigen  unbegrenzten  Reihe  erster  Art  von  gleichen  Segmenten 
zu  bestehen  und  es  kann  möglicher  Weise  aus  einer  Reihe  von  Reihen  gebildet 
sein,  die  von  jedem  ihrer  Elemente  an  imbegrenzt  von  der  ersten  Art  sind 
(Def.  m,  §  39  und  b,  §  37).  Der  Satz  a  §  68  sagt  ausdrücklich,  dass  das 
homogene  System  nach  seinen  beiden  Richtungen  hin  unbegrenzt  ist;  aber  er 
sagt  nicht,  dass  das  System  durch  eine  einzige  unbegrenzte  Reihe  der  ersten 
Art  gegeben  sei,  wie  er  auch  das  Gegentheil  nicht  feststellt.  Es  erübrigt,  zu 
zeigen,  dass  die  Def.  I,  §  68,  welche  sich  nur  auf  begrenzte  Segmente  bezieht 
(Def.  IV,  §  62),  anwendbar  bleibt,  auch  wenn  das  homogene  System  aus  mehreren 
unbegrenzten  Reihen  besteht. 

Ist  eine  geordnete  Gruppe  N  gegeben,  welche  von  einem  beliebigen 
gegebenen  ihrer  Elemente  an  unbegrenzt  von  der  ersten  Art  ist  (Def.  HI, 
§  39  und  Bem.  §  28)  imd  welche  durch  consecutive  gleiche  Segmente  in  der 
Ordnung  der  Gruppe  gegeben  ist,  so  können  wir  N  als  ein  neues  gegebenes 
Element  und  dann  ein  anderes  N'  dieser  Elemente  betrachten,  das  mit  N 
identisch  ist,  ausserhalb  desselben  liegt,  unabhängig  von  ihm  ist  und  kein 
Grundelement  mit  ihm  gemeinschaftlich  hat  (Def.  I,  §  57  und  a',  §  37).  Wir 
können  femer  die  Formen  N  und  N'  in  der  Ordnung  NN'  betrachten  (§  14). 
In  der  Reihe  iV^iV^'  (§  19)  folgt  JN^'  auf  die  Reihe  N  (§  14)  und  jedes  Element 
von  N  geht  daher  N'  voraus,  das  heisst,  jedes  Element  von  N  geht  jedem 
Element  von  N'  voran  oder  jedes  Element  von  N'  folgt  auf  N  und  mithin 
auf  jedes  Element  von  N  (Def.  11,  §  39  und  §  21).  Bezüglich  der  begrenzten 
Segmente  von  N  oder  N'  ist  der  Def.  I,  §  68  genügt. 

Da  wir  uns  nach  geeigneter  Auswahl  der  Grundelemente  A  und  J5,  ohne 
uns  zu  widersprechen,  die  Reihe  dreier  Elemente  ABC  so  denken  können,  dass 
(AB)  HZ  {BC)j  so  können  wir  uns  eine  Reihe  von  identischen  Gruppen  N^ 
N\  N"y  die  kein  Element  gemeinschaftlich  haben,  der  Art  vorstellen,  dass 
{NN')^{N' N"),  Jedem  begrenzten  Segment  {AA')y  das  seine  Enden  A 
und  A'  m  N  bezüglich  in  N'  hat,  wird  ein  Segment  {A'  A")  mit  dem  zweiten 
Ende  in  If"  gleich  sein  (b,  §  60),  weil  bei  einem  Identitätszusammenhaiig 
zwischen  {NN')y  {N'N")  N  dem  N'  entspricht  und  man  das  Element  A  dem 
Element  A'  und  A'  dem  Element  A''  entsprechen  lassen  kann.  In  dem 
System  gibt  es  von  einem  seiner  Elemente  aus  nur  ein  Segment,  das  einem 
gegebenen  Segment  in  der  Richtung  desselben  gleich  ist  (b,  §  68);  diese 
Eigenschaft  gilt  auch  in  dem  System  (NN'),  Auf  diese  Weise  wird  dem  Satz 
b,  §  60  und  denjenigen  des  §  61,  die  sich  auf  die  begrenzten  Segmente 
beziehen,  genügt. 

Veronaie,  Geometrie.  7 
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Wir  beschäftigen  uns  bei  der  Vergleichung  der  begrenzten  Segmente  nicht 
mit  den  mibegrenzten  Segmenten  von  N  und  N',  weil  die  letzteren  von  den 
begrenzten  Segmenten  bestimmt  werden  und  ihre  relative  Gleichheit,  wie  z.  B. . 
diejenige  der  unbegrenzten  Segmente  {AB ,.,  X ..,),  (B...X...)  von  JAT  durch 
die  Gleichheit  der  begrenzten  Segmente,  welche  sie  bestimmen,  gegeben  ist 
(b",  §  60).  Wenn  in  zwei  Segmenten  (AÄ'),  (BB')  den  begrenzten  gleichen 
Segmenten  in  der  gegebenen  Ordnung  des  einen  eindeutig  und  in  derselben 
Ordnung  gleiche  Segmente  des  andern  entsprechen,  so  sind  wir  berechtigt  die 
beiden  Segmente  identisch  zu  nennen;  denn  wären  sie  es  nicht,  so  bestände 
die  genannte  Eigenschaft  nicht,  wie  wir  oben  bemerkt  haben. 

Da  N'  unabhäugig  von  N  ist,  so  ist  die  Reihe  NN*  unabhängig  von  N^ 
das  heisst,  sie  ist  durch  N  ohne  den  Act,  welcher  N'  setzt,  nicht  gegeben. 
Die  Eigenschaft  der  Hypothese  III  geht  also  nicht  aus  N  allein  hervor.') 

Dvf.  L  Wir  sagen,  die  Grundform  erstrecke  sich  über  jedes  in  ihr  existirende 
Scalagebiet  hinaus. 

Bez.  I.  Um  ein  ausserhalb  des  Gebiets  einer  Scala  gegebenes  Element  zu 
bezeichnen,  gebrauchen  wir  häufig  das  Symbol  cx)  in  Verbindung  mit  einem 
Buchstaben. 

c.  Hin  gegebenes  Segm€7it,  welches  das  eine  Ende  in  dem  Gebiet  einer  Scdla, 
das  andre  ausserhalb  dieses  Gebiets  und  in  der  Richtung  der  Scala  liat,  ist  grösser 
(ds  jedes  von  zwei  gegebenen  Elementen  des  Gebiets  der  Scala  begrenzte  Segment 
utul  unujekehrt. 

A  sei  der  Anfang,  (AA^  die  Einlieit,  A^  ein  ausserhalb  des  (Gebiets  der 
Scala  in  der  Richtung  derselben  gelegenes  Element.  Es  kann  keine  solche  Zahl 
n  geben,  dass  {AA^n>  {AA^  ist,  sonst  würde  A^  dem  Gebiet  der  Scala 
angehören  (b',  §  81).  Wenn  {AB)  femer  ein  beliebiges  begrenztes  Segment^ 
des  Gebiets  der  Scala  von  der  Einlieit  {AA^  ist,  so  fällt  das  Gebiet  der  Scala 
von  der  Einheit  {AD)  mit  demjenigen  der  Einheit  {AA^  zusammen  (b',  §  81) 
und  es  gibt  keine  solche  Zahl  n,  dass  {AD)n  grösser  als  {AA^  ist.  Ist  das 
erste  Element  des  gegebenen  Segments  nicht  A  sondern  ein  andres  beliebiges 
Element  D  des  Gebiets  der  Scala  und  man  betrachtet  von  D  aus  in  der  Rich- 
tung derselben  ein  beliebiges  Segment  {l)D')j  das  von  einem  andern  Element 
BC  der  Scala  der  Einheit  {AA^  begrenzt  wird,  so  ist  das  Gebiet  der  Scala  mit 

1)  Wir  erhalten  eine  erste  Vorstellung  von  der  Reihe  (NN')^  wenn  wir  uns  die  Grade 
in  einer  gegebenen  Richtung  z.  13.  von  links  nach  rechts  und  dann  dieselbe  Grade  in  der- 
selben Richtung  durchlaufen  denken,  sie  bei  dieser  zweitxjn  Operation  aber  mit  N'  bezeichnen 
und  dabei  voraussetzen,  dass  die  Punkte  von  A'  von  denen  von  N  verschieden  sind.  Man 
kann  NA'  auch  als  zwei  parallele  ürade  in  dem  Sinn  Euclids  betrachten  in  der  Art.  dass 
man  zuerst  eine  Grade  in  einer  gegebenen  Richtung  und  dann  N'  in  derselben  Ricntmig 
durchläuft  und  dass  der  Abstand  zweier  Punkte  der  beiden  Graden  in  der  durch  das  Durch- 
laufen der  beiden  Graden  gegebenen  Richtung  gemessen  wird.  Siehe  auch  die  geometrische 
Darstellung  in  der  Anm.  §  105. 

Die  Keihe  der  begrenzten  Segmente  der  Reilien  NN'  N" . . .  besitzt  die  sieben  ersten 
Kigenschaft«*n,  die  Peano  als  Axiome  für  die  Reihe  der  naiiirlichen  Zahlen  aufstellt  (a.  a.  O., 
§  1 ;  siehe;  auch  unsen»  Anm.  §  40).  Wenn  sich  N  auf  ein  erst(»s  Klement  beschränkt,  so 
besitzt  die  Rvihe  NN'N"  auch  die  Eigenschaft  8*. 
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der  Einheit  (DD')  und  dem  Anfang  D  dem  Gebiet  der  Scala  mit  der  Einheit 
{ÄA^)  und  dem  Anfang  A  in  Bezug  auf  den  eindeutigen  in  derselben  Ordnung 
stattfindenden  Zusanmienhang  ihrer  Segmente  gleich  (d,  §  80;  b,  §  81).  Weil 
nun  (DAJ  grösser  als  {DD')  ist  (Def.  I,  §  61),  so  ist  damit  der  erste  Theil 
des  Satzes  bewiesen. 

Wenn  umgekehrt  (AB)  grösser  als  jedes  begrenzte  Segment  des  Gebiets 
der  Scala  ist,  so  kann  B  nicht  in  diesem  Gebiet  liegen  (d,  §  80). 

c'.  Jedes  Segment,  welches  dazu  dient,  das  Gebiet  einer  Scala  zu  erzeugen^ 
ist  kleifier  als  jedes  Segment,  welches  ein  Ende  in  dem  Gebiet  der  Scala  und  das 
andre  ausserhalb  desselben  und  in  der  Bichtung  der  Scala  hcU. 

Denn  das  erste  Segment  ist  einem  Segment  des  Gebiets  der  Scala  gleich,  * 
welches  das  erste  Ende  in  dem  Anfang  der  Scala  hat  (Def.  I,  §  81)  und  mithin 
ist  das  zweite  Segment  grösser  als  das  erste  (c;  Def.  I,  §  61). 

Def.  IL  Um  die  von  zwei  gegebenen  Enden  begrenzten  Segmente,  welche 
das  Gebiet  einer  Scala  von  beliebiger  Einheit  (AA^)  erzeugen  (Def.  §  81)  von 
denjenigen  zu  unterscheiden,  welche  dies  Gebiet  nicht  erzeugen  und  grösser  als 
sie  sind,  nennen  wir  die  ersten  endlicJh  und  die  zweiten  actual  unendlidi  gross  ^ 
oder  unendlich  gross  in  Bezug  auf  die  gegebene  Einheit.  Wenn  die  zweiten 
dagegen  kleiner  als  die  ersten  sind,  so  heissen  sie  actual  unendlich  klein  oder 
nur  unendlich  Mein  in  Bezug  auf  die  gegebene  Einheit.  Es  ist  z.  B.  die  Ein- 
heit {AA^)  oder  ein  beliebiges  begrenztes  Segment  einer  gegebenen  Scala  un- 
endlich klein  in  Bezug  auf  ein  unendlich  grosses  Segment  {AA^)  (d',  §  81). 

Def.  HL  Die  Hypothese  EI  nennen  wir  die  Hypothese  über  die  Existenz 
der  begrenzten  unendlich  grossen  Segmente.^) 


1)  Diese  Hypothese  erfüllt  alle  Bedingungen  einer  mathematisch  möglichen  Hypothese, 
die  im  Grunde  nicht  auf  Betrachtungen  philosophischer  Natur  über  den  Ursprung  der  mathe- 
matischen VorsteUungen,  sondern  auf  der  Abwesenheit  jeden  Widerapruchs  beruhen  (siehe  die 
Vorrede). 

Die  Vorstellung  femer  eines  unendlich  grossen  Segments  erhalten  wir  sicherlich  nicht, 
wenn  wir  uns  auf  das  Gebiet  der  Vorstellung  endlicher  successive  gleicher  Segmeute 
beschränken;  treten  ¥rir  aber  aus  dieser  Reihe  heraus,  so  können  wir  uns  das  begrenzte 
unendlich  grrosse  Segment,  wie  wir  sehen  werden,  so  ziemlich  wie  ein  endliches  Segment 
Torstellen.  Es  ist  dies  ein  ähnlicher  Fall,  wie  bei  der  Reihe  immer  wachsender  Segmente, 
welche  die  Spitze  eines  Geschosses  durchläuft,  welches  vom  Punkt  A  ausgeht  und  den 
Punkt  B  triift  (siehe  die  fünfte  Anm.  zu  §  66). 

Auch  die  Beobachtung  fahrt  uns  übrigens  dazu  die  Existenz  des  begrenzten  unendlich 
grossen  Segments  zuzulassen  (wohl  zu  unterscheiden  von  dem  gewöhnlich  und  eigentlich 
mit  Unrecht  so  genannten  Unendlichgrrossen,  mit  welchem  man  eine  endliche  variable  Grösse 
bezeichnet,  die  grösser  als  jede  gegebene  endliche  Grösse  wird).  Wenn  a  ein  reeller  grad- 
liniger Gegenstand  ist,  z.  B.  die  obere  Kante  des  Hauptbalkens  einer  langen  Säulenballe 
und  unser  Auge  befindet  sich  in  C,  so  ist  die  Scala  von  a,  die  zum  Beispiel  durch  die 
Axen  der  Säulen  gebildet  wird,  scheinbar  keine  Scala  gleicher  Segmente.  Wenn  dann  a' 
der  Durchschnitt  der  Gesichtsebene  Ca  mit  einer  verticalen  Glasscheibe  ist,  so  bringen  die 
Scala  von  a'  und  diejenige  von  a  geometrisch  dasselbe  Bild  auf  der  Netzhaut  hervor,  das 
heisst  a  und  a*  fallen  scheinbar  zusammen.    Die  Scala  in  a'  convergirt  aber  gegen  den 

Punkt  0',  den  Durchschnittspunkt  des  von  C  panillel  zur  Kante  n 

a     A   A^  A^  A^     0      geführten  Strahls.    Wenn  Titius  die  Scala  in  a  misst  und  sich  dabei 

* '    A'  aT'^aJ A~  *~    fortbewegt,  so  wird  sein  Bild  T  immer  kleiner.    Indem  er  sich  nun 

^  1-^3  nach  und  nach   entfernt,    vorausgesetzt  er  bewege  sich   in  einem 

^^'  *•  vollkommen  homogenen  Mittel,  ist  er  überzeugt,  dass  sein  Körper 

immer  derselbe  bleibt,  auch  wenn  es  in  Wirklichkeit  nicht  der  Fall  wäre.     Wir  schätzen 

jedoch  seine  Grösse  nach  den  successiven  Bildern  auf  der  Glasscheibe.    Wenn  sich   nun 
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(1.  Ein  in  Bezug  auf  ein  gegdmies  Segment  {AA^  unendlich  grosses  (oder 
Hn4^n(Uirh  Meines)  Segment  ist  grösser  (kleiner)  ah  ein  beliebiges  andres  Segment 
{Ii(y),  dfis  die  liedingxmg  des  Satzes  b,  §  81  in  Bezug  auf  {AA^  erfullL 

Denn  das  in  Bezug  auf  (AA^)  unendlich  grosse  (oder  unendlich  kleine) 
S<^^incMit  erfüllt  auch  eine  der  beiden  Bedingungen  des  Satzes  c,  §  81  (d,  §  81 
und  Def.  11)  und  daher  auch  in  Bezug  auf  (BC)  (d  oder  d',  §  61). 

d'.  IJin  in  Bezug  auf  ein  gegebenes  Segment  unendli<Ji^  grosses  (oder  unendJich 
kleines)  Segment  ist  in  Bezug  auf  ein  beliebiges  andres  Segment,  das  mit  dem 
gegebenen  endlich  i^t,  nnctidlich  gross  (oder  unendliefi  Mein). 

lJ<»iin  ein  zu  dem  gegebenen  (-4-4,)  endliches  Segment  erzeugt  das  Gebiet 
'dc»r  Scilla  von  der  Einheit  (AA^)  (Def.  11)  und  ist  einem  Segment  dieses  Gebiets 
gl<»ich  (Def.  1,  §  Hl),  welches  die  Bedingung  des  Satzes  b,  §  81  in  Bezug  auf 
das  Segment  {AA^)  erfüllt.     Daraus  folgt  d'  (d). 

(».   Jedes  Segment,  das  grösser  als  ein  unendlich  grosses  Segment  ist,  ist  eben- 
falls  unendlich  gross  und  jedes  Segment,   das  Meiner  als  eifi  unendlich  Meines 
Segment  ist,  ist  ebenfalls  unetullich  Mein  (Def.  II;  d'  und  c,  §  81;  d  oder  d', 
Rg  Ol  und  Def,  §  81). 

f.   Ein  Segment  ist  in  Bezug  auf  ein  amires  entweder  endlich  oder  unendlid^ 
gross  oder  unefullieh  Mein  und  jeder  dieser  drei  Fälle  sehliesst  die  beiden  andern  ot«. 
{AB),  {A'B')  seien  die  beiden  Segmente.     Wenn  sie  gleich  sind,  so  sind 
sie  endlich  (Def.  H;  Def.,  §  81). 

Wenn  dagegen  z.  B.  (AB)  <  {A'B'),  so  erfüllt  (AB)  entweder  die  Be- 
dingung des  Satzes  b,  §  81  oder  nicht  (IV,  §  8).  Im  ersten  Fall  sind  (AB) 
und  {A'B')  endlich  (d',  §  81  und  Def.  U);  im  zweiten  Fall  ist  (A'B')  in  Bezug 


Titius  vorstellen  kann,  daj*s  die  Scala  a  för  uns  scheinbar  einen  Punkt  0'  ausserhalb  der- 
Ht^lbou  hat,  HO  wird  er  offenbar  dahin  geführt  geotnetrüich  zuzugeben,  dass  auch  die  Scala  a 
finou  reellen  l'unkt  habe,  der  auüserhalb  der^^elben  liegt.  Wir  wollen  gleich  hinzufcigeD, 
wie  wir  in  der  Vorrede  bemerkt  haben,  dass  das  actual  Unendlichgrosse  und  mithin 
auch  das  actual  Unendlichkleine  für  uns  eine  rein  abstracte  Existenz  haben  und  nur 
iiiHofeni  reell  sind,  als  sie  ein  l'roduct  unseres  Geistes  sind  und  aus  einer  logisch  möglichen 
Hypothese  heiTorgehen.  Wir  wollen  also  damit  nicht  die  Behauptung  aufstellen,  das 
Uneiidlichgrosse  habe  in  der  Aussenwelt  eine  materielle  Kxistenz,  so  wenig  wie  wir  die 
iiiiiterielle  Wirklichkeit  uni>ereH  allgemeinen  Raumes  behaupten.  Gesetzt  aber,  sie  existirten 
lilr  «'in  andres  Wesen,  das  dieselbe  Logik  besitzt,  wie  wir,  so  i»'ürden  seine  Betrachtungen 
lilitT  das  Unendliche  von  den  uusrigen  nicht  verschieden  sein.  Es  ist  dann  noch  im  obigen 
(•'all  zu  bemerken,  dass  der  gradlinige  Gegenstand  ein  in  der  Poüiition  seiner  Theile  iden- 
tiMches  System  ist  und  dass  mithin,  wenn  man  die  Eigenschaften  der  Graden  wie  bei  der 
Giiindform  unabhängig  von  dem  Begriif  der  Scala  macht,  die  Annahme  die  Grade  sei  immer 
i-iii  in  der  Position  seiner  Theile  identisches  System  nicht  nur  kein  Widerspruch  ist,  sondern 
\ioliuelir  die  entgegengesetzte  Hypothese  weniger  gerechtfertigt  wäre. 

Die  Beweise  einiger  Mathematiker  gegen  die  begrenzten  unendlich  grossen  Segmente 
mit  zwei  Enden  halten  die  Kritik  nicht  aus  (^siehe  die  Anm.  im  Anhang  über  die  Unendlich- 
•.•rossi'n  und  Unendlichkleinen^.  Vedekind  (^Was  sind  und  was  sollen  dieZahlen?  Seite  17)  sagt, 
riii  System  S  von  Elementen  heisse  unendJich  gross,  wenn  sich  ein  eindeutiger  Zusanunen- 
liiuig  1^1  >ef.  II,  §  42)  zwischen  S  und  einem  seiner  Theile  —  der  Theil  in  dem  von  uns 
m'^'obi'ueu  Sinn  verstanden  —  feststellen  lasse;  im  entgegengesetzten  Fall  nennt  er  S  ein 
oiulliihes  rr^ystem.  Diese  Detinition  ist  aber  allen  unendlich  grossen  Systemen  gemein- 
.1  iiiiftlich;  vlenn  das  Unendlichgrosse  lässt,  wie  wir  sehen  werden,  verschiedene  Formen  zu. 
l  um'iv  l>t'tinition,  die  sich  auf  den  Begritf  der  Scala,  des  Grösseren  und  des  Kleineren 
•liu/t,  ist  t'V»enso  unangi'eifbar  und  eignet  sich  überdies  besser  für  unsere  Untersuchungen. 
Ihtltkiml's  r>etinition  allein  würde  nicht  für  die  Hestinuuung  unserer  Segmente  oder  der 
uiifiuUich  gros>fn  Zahlen  G.  Cantor^s  ausreichen. 
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auf  (AB)  imendlich  gross   und  (AB)  in  Bezug   auf  (A'B')  unendlich   klein 
(d',  §  81  und  Def  II). 

Wenn  sie  endlich  sind,  so  kann  das  eine  von  ihnen  in  Bezug  auf  das 
andre  weder  unendlich  gross  noch  unendlich  klein  sein,  weil  sie  alsdann  der 
Bedingung  des  Satzes  b,  §  81  (IV,  §  8)  nicht  entsprechen  würden.  Ebenso 
können  sie,  wenn  das  eine  in  Bezug  auf  das  andre  unendlich  gross  oder  unendlich 
klein  ist,  nicht  endlich  sein.  Schliesslich  ist  das  eine,  wenn  es  unendlich  gross 
in  Beziehung  auf  das  andre  ist,  grösser  als  diesei?,  während',  wenn  es  zugleich 
auch  unendlich  klein  wäre,  es  kleiner  als  dieses  sein  müsste,  was  widersinnig 
ist  (c,  §  61). 

g.  Zwei  mit  einem  dritten  endliche  Segmente  sind  miteifiand^  endlich. 

Denn  wäre  eines  von  ihnen  unendlich  gross  in  Bezug  auf  das  andre,  so 
wäre  es  auch  unendlich  gross  in  Bezug  auf  das  dritte  (d').  Wäre  dagegen  das 
eine  unendlich  klein  in  Bezug  auf  das  andre,  so  wäre  es  unendlich  klein  in 
Bezug  auf  das  dritte,  was  gegen  die  Voraussetzung  ist  (e);  folglich  u.  s.  w. 

h.  Wenn  ein  Segment  in  Bejsiy  auf  ein  andres  endlicli  ist,  so  ist  das  letzte 
in  Bezug  auf  das  erste  endlich. 

Denn  wäre  das  zweite  in  Bezug  auf  das  erste  unendlich  gross  (unendlich 
klein),  so  wäre  das  erste  in  Bezug  auf  das  zweite  unendlich  klein  (unendlich 
gross)  (Def.  II)  und  nicht  endlich  (f ). 

i.  Die  Addition  zweier  endlichen  (unendlich  Meinen  oder  eines  etidlichai  und 
eines  unendlich  grossen)  Segmente  von  derselben  Richtung  liefert  ein  endliches 
(unendlich  Meines  oder  unendlich  grosses)  Segment. 

Es  seien  {AB\  {BC)  die  beiden  endlichen  Segmente  Von  derselben  Rich- 
tung, welche  das  Segment  {AC)  geben.  Dasselbe  ist  ein  Segment  der  Scala 
mit  dem  Anfang  A  und  der  Einheit  (AB)  (Def  11;  Def.  I,  §  81;  d,  §  80;  d,  §  81). 

Wenn  (AB),  (BC)  unendlich  gross  sind,  oder  das  eine  von  ihnen  ist 
unendlich  gross,  so  folgt  die  Eigenschaft  aus  e  (Def.  I,  §  72  und  Def  I,  §  61). 

Sind  sie  unendlich  klein  und  einander  nicht  gleich,  so  nehmen  wir  an 
(AB)  >  (BC),  dann  ist: 

{AB)2>(AB)  +  (BC)  (f,  §73) 

>(BO)  +  {AB).  (g,  §73) 

•  Aber  (AB)2  ist  kleiner  als  jedes  beliebige  endliche  Segment  (Def  II;  c', 
§  81),  um  so  mehr  ist  es  (AB)  +  (BC)  oder  (BC)  +  (AB)  (d',  §  61). 

Folglich  u.  s.  w. 

Def.  tV.  Da  das  Gebiet  der  Scala  vom  Anfang  ausgehend  grösser  als  irgend 
ein  gegebenes  endliches  Segment  derselben  ist  (a,  §  80),  so  nennen  wir  das 
Gebiet  auch  unendlich  gross. 

Bern.  III.  Das  Gebiet  der  Scala  ist  unhegrefist  (Def.  III,  §  80),  weil  es  kein  letztes 
Element  hat,  das  es  in  der  Richtung  der  Scala  begrenzt  (Def.  11,  §  32)  und  ist  unendlich 
gross,  weil  es  g^rösser  als  jedes  gegebene  Segment  der  Scala  ist  (Def.  lY). 

k.  Das  Gebiet  eifier  Scala  ist  in  einem  begrenzten  unendlidi  grosseti  Segment, 
dessen  eines  Ende  in  dem  Anfang  der  Scala  liegt,  enOiälten,  ohne  dieses  Segment 
selbst  zu  sein. 
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I)(Min  (las  Ool)iet  der  Scala  (-^1-ii)  ist  in  einem  begrenzten  unendlich  grossen 
SognuMit  (-i-i^)  enthalten  (Def.  11,  Hyp.  III);  es  fällt  aber  mit  diesem  ganssen 
Si^^iiuMit  nicht  zusammen,  weil  (AAj.)  ausserdem  mindestens  das  Element  -4, 
und  niitlnn  auch  noch  jmdre  von  Aj,  verschiedene  Elemente  enthalt  (a). 

§  S.'i.  Def.  L  Wenn  man  eine  imbegrenzte  Reihe  begrenzter  Segmente 
( J  a"),  O'IX"),  ...  hat  und  es  ist  (^X')  <  {AX")  <  ...,  so  kann  man  in  der 
htM  (Ut  Bowegimg  üblichen  Ausdrucksweise  sagen  (Def.  VII,  §  67),  das  erzeu- 
^t»nde  oder  variable  Segment  {AX)  tcerde  immer  grösser^  (AX)  sei  ein  variables 
immer  ivachsciidcs  Segment  und  X  entferne  sich  mithin  von  A  (Def.  VI,  §  67). 

Weiui  es  dagegen  eine  letzte  Lage  gibt,  das  heisst  wenn  die  gegebene 
Iteiho  der  Segmente  begrenzt  ist,  so  heisst  (^X)  variables  hegrenet  wachsendes 
Segment. 

Dvf.  IL  Hat  man  dagegen  eine  imbegrenzte  Reihe  begrenzter  Segmente 
(^.IX')  >  (-IX")  >  . . .,  so  sagt  man,  das  erzeugende  Segment  {AX)  sei  variabd 
timl  immer  abnehmetid  Oiler  icerde  immer  Meiner  und  das  Element  X  nähere  sich 
mithin  dem  Element  A  (Def  ^^,  §  67).  Ist  die  Reihe  begrenzt,  so  heisst  das 
St^gment  (.IX^i  l^egrenzt  ahiiehmemL 

Die  Def  I  und  II  gelten  auch  in  dem  Fall,  wenn  die  Segmente  kein  gemein- 
schaftliches Ende  haben. 

J)vf\  HL  Wenn  ihe  Reihen  von  einem  ihrer  Segmente  an  unbegrenzt  von 
der  ersten  Art  sind  (Def.  III,  §  'M^\  so  nennen  wir  die  entsprechenden  Variablen 
iodHyrenzt  ton  der  ersten  Art 

Lkf,  IV.  Das  Constructionsgesetz  der  Reihe  in  den  vorigen  Fällen  (Def.  11 
§  r>S^  heisst  Variabilitätsgesetz  des  Segments  {AX\ 

Ihf.  V.  Das  Gebiet  der  Scala  ist  für  uns  ein  gegebenes  constantes  Granze 
^Def.  III,  §  80'.  Wir  wollen  uns  denken,  wir  construirten  dieses  Gebiet  nur 
mittelst  der  Operation  des  Wietlerholens  der  consecutiven  gleichen  Segmente 
der  Si*ala  und  des  successiven  Vereinigens  derselben  mit  den  bereits  gegebenen 
in  ein  (ianzes  tDef.  I,  §  2i\\  wie  wir  es  bei  den  Zahlen  gethan  haben  (Def.  II, 
>5  4t»^  doch  mit  dem  Unterschied,  dass  wir  hier  auch  die  Verschiedenheit  der 
Position  der  versohieilenen  Segmeute  und  ihrt^r  Theile  in  Rechnung  ziehen  (§  38). 
Mit  diest^r  einfachen  Operation  des  Wiederholens  und  Vereinigens  können  wir 
nicht  nur  niemals  aus  der  Scala  heraustreten,  sondern  icir  Mialten  auch  imwer 
ti'xh  tUidn  *  udli'ht  Sf^jmente  zum  litravltten  übrig.  Di4s  Segment  also,  welches 
man  mit  dem  Anfang  beginnend  dun'h  diese  Operation  erhält,  ist  ein  variables 
immer  waohsejides  Segment  ; Def  1\  das  wir  das  endliehe  Gthiit  der  Scala  nennen. 

litti'  L  l»j<  ontlliche  «iebiot  tJor  Soala  ist  desshalb  nicht  wie  da*  laebiet  der  Scala 
oin  ::>'»i^^Knt<  i:nd  constanto-  lianzo,  sondern  ein  Dinc,  das,  wenn  man  es  betnu^tet, 
variaV;':  :>:    Ivt"  VII,  ^  07  . 

l\j.  VL  Villi  jeiiem  endlichen  v;iriablen  immer  wachsenden  Segfment  (-^IX), 
weKhe>  irrr.sst- r  ;»]<  jedes  ^eirebene  endliche  St^gment  wird,  sagen  wir,  es  Kaehse 
•«#j^v»miirT  »iVr  ^rd^  \n»*n<iUKh  «/riv^N  tm  ictnUu  <Kier  hal*e  das  Gdtiet  C  der  Scala 
:xr  (»»Ytirt.     Wir  schrei  ben 

lim  JX^       ('. 
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a.  Das  endliche  Gebiet  der  Scala  hat  das  Gebiet  der  Scala  zur  Grenze. 
Denn  es  ist  nur  ein  Segment,  das  der  Definition  VI  geniigt  (Def.  V). 
Def,  VIL    Wir  sagen  auch,  das  endliche  Gebiet  der  Scala  sei  unbegrenzt 

gross,  meinen  damit  aber  immer,  auch  wenn  wir  das  Wort  sein  statt  des  Wortes 
werden  benutzen,  dass  es  kein  gegebenes  und  constantes  Ganze*  ist. 

"Rem.  IL  Wir  haben  also  unbeg^renzte  Segmente,  wie  das  Gebiet  C  der  Scala,  welches 
gegeben  und  constant  und  auch  unendlich  gross  ist  (Def.  lY,  §  82),  und  haben  unbegrenzte 
nicht  constante  Segmente,  welche  streben  unendlich  gross  zu  werden. 

Man  darf  also  diese  beiden  Formen  nicht  verwechseln,  wenn  man  nicht  in  Wider- 
sprüche gerathen  will. 

b.  Das  endliche  Gebiet  der  Scala  ist  deni  durch  ein  beliebiges  etidlicJics 
Segment  desselben  als  EinJieit  besfimmtefi  Gebiet  gleidi  (f,  §  81  und  Def.  V). 

Def.  VIII.  Der  ganze  Theil  der  Gnmdform,  welcher  die  im  Unendlich- 
grossen liegenden  Elemente  enthält,  heisst  in  Bezug  auf  die  gegebene  Einheit 
oder  die  Scala  dieser  Einheit  das  im  üfiendlicJigrossen  liegetide  Gebiet 

b'.  Das  im  UnendlicJigrossen  liegende  Gebiet  einer  Scalu  ist  atich  das  im 
Unendlichgrossen  liegende  Gänet  einer  andern  Scala,,  deren  Einlieit  ein  otdliches 
Segment  der  ersten  ist  und  deren  Anfang  in  defn  Gebiet  der  ersten  liegt. 

Denn  die  Gebiete  der  durch  die  Segmente  des  gegebenen  Gebiets  erzeugten 
Scalen  fallen,  wenn  man  vom  Anfang  ausgeht,  zusammen  luid  mithin  auch  das 
im  Unendlichgroasen  liegende  Gebiet  (Def.  VIII).  Wenn  nun  der  Anfang  ein 
andres  gegebenes  Element  ist,  so  ist  das  so  erhaltene  Gebiet  der  Scala  in  dem 
ersten  enthalten  und  differirt  von  dem  ersten  nur  durch  das  Segment,  das  die 
beiden  Anfänge  zu  Enden  hat  (a,  §  80  imd  f,  §  81).  Damit  ist  der  Satz 
bewiesen. 

§  84.  a.  Wenn  (ÄD)  endlieli  ist  in  Bezug  auf  eine  Ehiheit  (AA^j  so  ist 
(DA)  endlich  in  Bezug  auf  die  Einheit  (A^A)  (Def.  II,  §  82;  e  und  b,  d,  §  81). 

a'. "  Wenn  ein  Segtnent  {AB)  unendlich  gross  (oder  unendlich  klein)  in  Bezug 
auf  ein  Segme^nt  {CD)  ist,  so  ist  das  Segment  {BA)  utmidUdi  gross  (uncfidlich 
klein)  in  Bezug  auf  {DC). 

.Denn  {BA)  kann  nicht  endlich  sein  in  Bezug  auf  {DC),  weil  sonst  {AB) 
endlich  wäre  in  Bezug  auf  {CD)  (a;  f,  §  82).  Im  ersten  Fall  kann  {BA)  auch 
nicht  unendlich  klein  in  Bezug  auf  (DC)  sein;  denn  Wählt  man  in  {DC)  ein 
mit  {BA)  identisches  Segment  {DD')  aus,  so  wäre  {D' D)  in  {CD)  enthalten 
(b',  §  69;  c',  §  68;  Def.  I,  §  61)  und  mithin  wäre  {CD)  grösser  als  (D'T))  das 
heisst  als  {AB)  (Def.  I,  §  61  und  a,  §  69;  Def.  11,  §  61),  was  gegen  die  Vor- 
aussetzung ist.  Desshalb  muss  {BA)  imendlich  gross  in  Bezug  auf  {DC)  sein 
(f,  §  82).  Ist  dagegen  {AB)  unendlich  klein  in  Bezug  auf  {CD),  so  kann 
(jB^)  weder  endlich  noch  unendlich  gross  in  Bezug  auf  {DC)  sein  (a  und  der 
vorstehende  Beweis),  es  muss  folglich  unendlich  klein  sein  (f,  §  82). 

b.  Ist  mit  Bezug  auf  die  EitiJieit  {AAi)  ein  Segment  {AA^"^^)  gegcbeti  und 
hat  m^an  in  demselben  die  Scala  mit  dem  Anfa'ng  A  und  der  Einlieit  (-^l-^li)  uml 
die  Scala  mit  defn  Anfang  A^''^  und  der  Einheit  {A^A)  construirt,  so  ist  immer 

1)  {AA,)  ~  {J^V A-*^) , 
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wenn  n  eine  hdiehige  ZaJd  der  Beüie  der  natürlicJien  ZaJden  ist,  die  den  Elementen 
etitspricht,  welche  die  Enden  der  Vielfachen  der  gegebenen  EinJieiten  nach  der  Zahl 
n  sind. 

2)  Wenn  X'  ein  Element  des  Gebiets  der  Scala  mit  dem. Anfang  J^*^  ist 
wekhes  zwischen  den  Elementen  An^i,  An  liegt  und  wenn  (J.X)  e£E  (X'^^*^), 
so  liegt  das  Element  X  zwischen  den  Elementen  An-u  An  der  Scala  mit  dem 
Anfang  A. 

•  1)  Vorerst  ist  (A^'^^A)  unendlich  gross  in  Bezug  auf  (A^A)  (a')  und  mithin 
auch  auf  (-l'^Mj^^^)  (Def.  U,  §  82).    Aus  der  Relation 

(1)  (A^-^Ar)  =  {A^) 
erhält  man 

(1-)  (Ä^ Ä^^')  ^  (AA,) .  (a,  §69) 

Dass  das  Segment  (-4.1^* M^*^)  existirt,  geht  aus  der  Definition  des  homo- 
genen Systems  hervor  (Def.  I,  §  68;  a,  §  82).  Construirt  man  die  Scala  mit 
der  Einheit  (-4-4,)  in  der  Bichtimg  (AA^"^^)  und  mit  dem  AnÜEUig  A  und  dann 
die  Scala  mit  dem  Anfang  A^"^^  in  der  entgegengesetzten  Richtung  und  mit  der 
Einheit  (-4^*M/=^0  C^';  §  69),  nämUch 

AQ»)  A  (»)  A  (»)  J^*^ 

UJ.  "^I  %  *  *  *    "^  t       *  *  '  } 

wobei 

und  analog 

(2)  (AÄ,)e^(A,A^)~:...  =  (ä,_U,)'^--- 

ist^  so  behaupten  wir,  es  ist: 

(3)  (^<''^^»')  =  (^-4). 
Denn  (3)  kann  man  auch  schreiben 

(3')  (A^'^A,^'^)  +  (^,<-)^,t->)  -  (A^A,)  +  (^1^).       (Def.  I,  §  72) 

Aus  den  Beziehungen  (1),  (1'), '(2)  erhält  man  aber: 

(A^A,)  =  {A,A)  -  (A^-^Ar)  -  iÄ^'\  A'"),  (c,  §  60) 

und  weil  also  die  Gleichung  (3')  gilt,  so  gilt  auch  (3)  (c,  §  68). 

Aus  (3)  folgt  dann 
(3")  (^^)EEe(^c»)^(.)).  (a,  §69) 

Wenn  die  Relation  (3)  ftlr  «  —  1  besteht,  d.  h.  wenn 

(4)  (^''M':l,)  -  (An-xA), 
so  besteht  sie  auch  für  H,  d.  h.  es  ist: 

(5)  W'A':)  -  iA^A). 
Denn  es  ist 

(6)  (AAn-0  =  (AiAn)  (d,  §79) 
und  daher 

(6')  (A^-iÄ)  =  iA„A,)  (a,  §  69) 

und  mithin  ei^ibt  (4)  mittelst  (6') 

(4')  (^^«Mri-O  =  (^'.^')-  (c,  §60) 

Nun  kann  man  (5)  schreiben 
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(^'-Mri-i)  +  (äTIiAT)  ^  iA„A,)  +  {A,A),       (Def.  I,  §  72) 
weil  aber 

(äTI iäT)  --  (^^*M/'0  =  (A,Ä),     [(1)  und  (2)  und  c,  §  60] 
so  ist  durch  (4')  die  Gleichung  (5)  bewiesen  (c,  §  68). 

Aus  (5)  erhält  man  dann 

(ATA^^^)  =  (AA„) .  (a,  §  69)    (5') 

2)  Es  folgt  aus  (5') 

(A...An-iAn)  =  iATX'AT-i...A'''') 
und  gegeben  ist: 

(AX)  =  (X'^'-')  (7) 

(X'.4^«5)  <  (Af^A<^^),  (Def.  L  §  61) 

mithin  ist: 

(AX)<(AAn).         [(5')  und  Def.  n,  §  61]     (8) 

X  liegt  also  in  dem  Segment  (AA^)  (e,  §  68;  b,  §  36  und  Def.  I,  §  61). 
Es  ist  aber 

(AAn- ,)  -  A':L  ,^<")  [(4'),  a,  §  69  und  (6)] 

nnd  weil  nach  der  Voraussetzung 

(^^*i  1  ^^->)  <  (X'^«-') 
so  ist  {AAn-i)  <  (X'^f))  (Def.  H,  §  61) 

oder  •  (AAn-i)  <  (AX).  [(7)  und  Def.  H,  §  61] 

also  liegt  X  in  dem  Segment  (A„—iAn),  wie  zu  beweisen  war. 

c.  Es  ist  nicht  möglidi,  dass  ein  gegebenes  Element  X'  des  Gebiets  der  Scala 
mit  detn  Anfang  A^"^  in  Satz  b,  es  mag  sein,  wddies  es  woUe,  dem  Gd^iet  der 
Scala  tnit  dem  Anfang  A  angehöre. 

Denn  da  (.4<->X')  in  Bezug  auf  die  Einheit  (A^'^Aj^'^)  oder  {A,A) 
endlich  ist,  so  ist  (X'.^^"')  in  Bezug  auf  die  Einheit  {AAi)  endlich  [a  imd  (1)]. 
Wenn  aber  X'  dem  Gebiet  der  Scala  mit  dem  Anfang  A  angehörte,  so  wäre 
auch  (^X')  und  mithin  das  Segment  (^X')  +  (X'^^-^  ^  C-^^")  ^  Bezug 
auf  die  Einheit  (.^.^i)  endlich  (i,  §  82),  während  es  doch  unendlich  gross  ist 
(f,  §  82). 

§  85.  Ban.  I.  Der  vorstehende  Satz  beweist,  dass  das  Segment  {AA^^^)^  ohne 
gegen  die  Definition  des  einfach  homogenen  Systems  (Def.  I,  §  68)  und  die  Hypothese 
über  die  Existenz  der  unendlich  grossen  Segmente  (Hyp.  III,  §  82)  zu  Verstössen,  kein 
andres  Element  ausserhalb  der  Gebiete  der  beiden  Scalen  vom  Anfang  A  und  ^(•>,  die 
wir  eben  betrachtet  haben,  enthalten  kann.  Wir  müssen  nun  die  Grundform  oder  jeden 
ihrer  Theile  von  einer  gegebenen  Einheit  ausgehend,  auf  Grund  möglicher  Principien  con- 
struiren  oder  setzen  können,  sonst  ist  es  uns  nicht  möglich  ihre  sammtlichen  Eigen- 
schaften zu  bestimmen  oder,  besser  gesagt,  es  bliebe  der  Uebergang  von  einer  gegebenen 
Einheit  zu  einem  unendlich  grossen  Segment,  dessen  Existenz  uns  nur  die  Hyp.  III  lehrt, 
unbestimmt. 

Nimmt  man  auch  an,  in  dem  Segment  (AA^)  gäbe  es  Elemente  der  Grundform,  die 
ausserhalb  der  Gebiete  der  beiden  in  Satz  b  construirten  Scalen  liegen,  so  genügt  das 
nicht;  denn  es  können  in  {AA^^^)  andre  in  Bezug  auf  {AA^)  unendlich  grosse  und  in 
Bezog  auf  (AA^^^)  unendlich  kleine  Segmente  existiren.  Auch  wenn  man  diese  Voraus- 
setzung macht,  so  folgt  daraus  nicht,  in  welchen  Verhältnissen  sie  zueinander  stehen.  Wir 
werden  desshalb  zu  folgender  Hypothese  gefuhrt: 
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• 
H^jp.  IV.     WeDn   man  in  dem   in  Beatig   auf  eine   beliebige   Einheit 

(ÄAi)  im  Unendliohgrossen  liegenden  Gebiet  1)  ein  beliebiges  Element  B^*^ 

answählt,  so  existirt  in  dem  Segment  (AB^^*^)  ein  Bolches  Element  X,  da« 

(AX)   nnd   (XJ?^*^)   ebenfalls  in  Besag  auf  (^^i)    unendlich  gross  sind 

und  2)  existirt  ein  solches  Element  A^"*^,  dass  das  Segment  {AX)  für  jedes 

beliebige  X,  in  Besug  auf  (AA^"^^)  endlich  ist. 

a.  Dk  Hypothese  IV  geht  nicht  aus  den  vorhergehenden  Eigenschaften  der 
Grundform  hervor  uml  widerspricht  ihnen  nicht. 

Die  Existenz  von  X  derart,  dass  (MX)  und  (X5^*^)  in  Bezug  auf  (^^i) 
unendlich  gross  sind,  geht  nicht  aus  den  Prämissen  hervor  (Bern.  I).  Setzt 
man  voraus,  X  existire,  so  gibt  es  zwei  Möglichkeiten,  die  den  früheren 
Voraussetzungen  nicht  widersprechen,  nämlich,  dass  {AB^*^)  in  Bezug  auf 
{AX)  endlich  oder  unendlich  gross  ist.  So  ist  z.  B.  in  der  Reihe  NN"  des 
Beweises  zu  Satz  b,  §  82  ein  begrenztes  Segment  mit  den  Enden  A  und  A' 
in  ^bezüglich  in  N'  in  Bezug  auf  ein  Segment  {AB),  dessen  Enden  in  JV 
liegen,  unendlich  gross,  während  ein  andres  Segment  (CD)  von  N  in  Bezug 
auf  {AB)  endlich  ist. 

Im  zweiten  Theil  der  Hypothese  wird  also  angenommen,  es  ^be  ein 
solches  Element  yl^*\  dass  (-4X)  für  jedes  Element  X,  welches  der  ersten 
Bedingung  genügt,  in  Bezug  auf  {AA^'^^)  endlich  sei.  Dass  dies  für  ein  Ele- 
ment X  möglich  sei,  unterliegt  keinem  Zweifel,  man  braucht  nur  (^1-1^*^)^=^ 
(.4X)2  zu  nehmen.  Wählt  man  irgend  ein  andres  zwischen  X  und  A^'^^  lie- 
gendes Element  Xj  und  es  wäre  (^Ll^*^)  in  Bezug  auf  -.IXi  unendlich  gross, 
so  wäre  es  dies  umsomelir  in  Bezug  auf  {AX)  (Def  11,  §  82).  Es  kann  aber 
auch  nicht  unendlich  klein  sein,  da  es  grösser  als  (-4X,)  ist  (Def.  I,  §  61; 
Def  II,  §  82),  desshalb  muss  es  in  Bezug  auf  (-^IXj)  endlich  sein  (f,  §  82). 
Für  irgend  ein  zwischen  A  und  X  liegendes  Element  X^,  welches  nicht  in 
den  Gebieten  der  Scalen  von  den  Einheiten  {AA^)  oder  {A^A)  und  dem  An- 
fang A  und  X  in  dem  Segment  (^tX)  enthalten  ist,  ist  es  in  unser  Belieben 
gestellt  anzimehmen,  {AX^  sei  endlich  oder  imendlich  klein  in  Bezug  auf 
{AX)  (Def  n,  §  82).  Die  Hypothese  wählt  den  ersten  Fall,  nämlich  {AX^) 
sei  in  Bezug  auf  {AX)  und  daher  auch  auf  (^l^^"^^)  endlich  (g,  §  82).*) 

Def  I     Diese  Hypothese  nennen  wir  auch  die  erste  Hypothese  der  Cmi- 

strudion  oder  der  Bestimmung  der  unendlich  grossen  Segmente  der  Grundform. 

Bern.  II.  Diese  HypothoHe  begreift  noth wendiger  Weise  die  Hypothese  III  über  die 
Existenz  der  unendlich  grossen  Segmente,  nachdem  die  Def.  II,  §  82  gegeben  ist,  in  sich. 

b.  Das  Segment  {XA-^^)  ist  ebenfalls  in  Bezug  auf  {AA^"^^)  e)idlich. 

Denn  es  kaiin  nicht  unendlich  gross  in  Bezug  auf  {AA^^^)  sein,  weil  es 
in  {AA""^)  enthalten  ist  (Def  II,  §  82  und  Def  I,  §  61).  Wenn  es  daher 
nicht  endlich  ist,  so  muss  es  imendlich  klein  in  Beziehung  auf  (^4^^*^)  sein 
(f,  §  82),  während  es  unendlich  gross  in  Beziehiuig  auf  (-^l-^Ij)   ist  (Hyp.  IV). 


1)  Eine  Vorstellung  von  dieser  Hypothese  erhillt  man  z.  B.,  wenn  man  annimmt,  jeder 
Punkt  eines  gradlinigen  intuitiven  Segmentes  stelle  eine  Punktreihe  N  vor,  die  man  auf 
die  in  dem  Beweis  zu  Satz  b,  §  82  angegebene  Art  erhalten  hat. 
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* 
Es   muss  daher  (X^^*^)   auch   unendlich  klein  in  Beziehung  auf  (ÄX)  sein, 

welches  in  Bezug  auf  (AA^^^^)  endlich  ist  (Hyp.  IV;  d',  §  82).  Wir  wollen 
in  diesem  FaUin  (AX)  ein  Segment  (^X')  =  (X^^*^)  betrachten  (Def.  I, 
§  68).  Das  Segment  (A^^^X)  ist  dann  in  Bezug  auf  die  Einheit  (^^*M/"^) 
Elf  (A^A)  unendlich  gross  (a',  §  84),  daher  ist  auch  (^^""^X')  in  Bezug  auf 
(^'*M/*^)  unendlich  gross,  weil  (^^*^X)  nach  der  Voraussetzimg  ein  Theil 
des  Segments  (j:^*^X')  ist^  (Def.  I,  §61  und  Def.  H,  §  82).  Folglich  ist 
(X'^^*>)  in  Bezug  auf  (AA^)  unendlich  gross  (a',  §  84);  aber  (AX')  ist 
ebenfalls  in  Bezug  auf  (AA^)  unendlich  gross,  weil  das  ihm  gleiche  (X^^"^^) 
in  Bezug  auf  dasselbe  unendlich  gross  ist.  Mithin  kann  das  Element  X'  dem 
Gebiet  der  Scala  vom  Anfang  A  imd  der  Einheit  (AAj^)  nicht  angehören. 
Nach  der  Hypothese  IV  muss  aber  (^X')  und  mithin  auch  (XJ.^*^)  in  Bezug 
auf  (AA^"^^)  endlich  sein  (Def.  11,  §  82).  Daraus  folgt  also,  dass  die  An- 
nahme, (XA^'^^)e^(AX')  sei  in  Bezug  auf  (AA^"^^)  unendlich  klein,  wider- 
sinnig ist.    Daraus  folgt  b  (f,  §  82). 

c.  Die  Segmente  (AX)  und  (XA^"^^)  des  zweiten  Theils  der  Hyp.  IV  be- 
sitzen selbst  die  in  der  Hypothese  IV  angegebene  Eige^ischaft 

Denn  wenn  X  in  Bezug  auf  die  Einheit  (AA^  ein  im  Unendlichgrossen 
liegendes  Element  ist,  so  muss  es  in  (^X)  ein  solches  Element  X'  geben, 
dass  (^X')  und  (X'X)  unendlich  gross  sind  imd  dass  (AX')  und  (X'^^*^) 
mit  (AA''^^)  verglichen  endlich  sind  (Hyp.  IV;  b).  (AX')  ist  daher  endlich 
in  Bezug  auf  (^X)  (g,  §  82.). 

Verfahrt  man  ebenso,  wie  bei  dem  Beweis  des  Satzes  b,  so  findet  man, 
dass  (X'X)  in  Bezug  auf  (-4X)  endlich  sein  muss. 

Dies  gilt  auch  för  das  Segment  (XJ.^*^).  Denn  es  ist  mit  (AA^  ver- 
glichen unendlich  gross  (Hyp.  lY)  und  es  muss  in  ihm  ein  solches  Element 
X"  geben,  dass  (XX"),  (X"J.^*^)  in  Bezug  auf  (AA^)  imendlich  gross  sind 
(Hyp.  IV,  1).  Die  Segmente  (^X")  und  (X'A'^^)  sind  in  Bezug  auf  (AA^^') 
(Hyp.  IV,  2  und  b)  und  daher  auch   in  Bezug  auf  (X^^*>)  endlich  (g,  §  82). 

Man  denke  sich  nun,  es  sei  ein  Segment  (AY)-~(XX")  gegeben.  Da 
(XX")  verglichen  mit  (AA^  unendlich  gross  ist,  so  gilt  dies  auch  für  (A  Y) 
(Def.  n,  §  61;  Def.  H,  §  82).  Das  Element  X"  muss  aber  zwischen  Y  und 
A'"^^  enthalten  sein,  weil  (XX")  <  (^X")  (Def.  I,  H,  §  61)  und  mithin  ist 
(r^^'O  >  (X"^'*0  (Def.  I,  §  61)  in  Bezug  auf  (AA,)  unendlich  gross.  (^1  Y) 
ist  daher  endlich  in  Bezug  auf  (AA^*"^)  und  auf  (X"^^*^)  (Hyp.  IV  und  g, 
§  82),  mithin  auch  (XX"). 

d.  Jedes  Segment  (^^1/"^^)  voyi  (^yl^*^),  dessen  Element  ^/*^  in  dem  Gebiet 
der  Scala  mit  dem  Anfang  A^''^  und  der  Einheit  (^i^)  liegt,  ist  in  Bezug  auf 
(AA^'^^)  endlich  und  das  Elenmit  -4/*^  genügt  wie  A^"^^  der  Hypothese  IV, 

Denn  (AA^^'^^)  ist  mit  Bezug  auf  (AAi)  unendlich  gross  (c,  §  84).  Das 
Segment  (AA^^"^^)  kann  mit  (AA^*^)  verglichen  nicht  unendlich  gross  sein, 
weil  es  in  letzterem  enthalten  ist  (Def.  II,  §  82  und  Def.  I,  §  61).  Es  kann 
auch  nicht  unendlich  klein  sein,  weil  (^X)  ein  Theil  von  (AA^^"^^)  (Def.  II, 
§  27  und  Def.  I,  §  62)  in  Bezug  auf  (AA^''^)  endlich  kt  (Hyp.  IV,  Def.  H, 
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§  82);  folglich  ist  (^^/'^  in  Bezug  auf  (ÄA^^^)  endlich  (f,  §  82).  Für  jedes 
Element  X  nun,  welches  derart  ist,  dass  (AX)  und  (XA^^^^)  unendlich  gross 
sind  (Hyp.  IV,  1)],  ist  auch  (AX)  und  (X^^*^)  unendlich  gross  (Def.  11  und 
e,  §  82)  und  sind  (^X)  und  (X^^'^)  mit  Bezug  auf  (^^(*^)  (Hyp.  IV,  2 
ujid  b)  und  mithin  auch  auf  (AAj^=^^)  endlich  (g,  §  82).  (X^/*^),  welches 
in  Beziehung  auf  (AA^)  unendlich  gross  ist,  ist  daher  in  Beziehung  auf  {AAj^*^) 
endlich  (b).     Damit  ist  der  Satz  bewiesen.  ^ 

e.  Jedes  Segment  {AA^^"^^)  >  (J.  J.^*^),  weldies  der  Bedingung 

(^^^*>>(^^/*^) 

genügt,  worin  n  eine  gegebene  b^iehige  Zahl  der  BciJie  (2)  ist,  besitzt  die  zweite 
Eigefischaft  der  Hypothese  IV, 

(^^/*^)  ist  endlich  in  Bezug  auf  {AA^*^)  (b',  §  81  und  Def.  E,  §  82) 
und  (^^1^*^)  ist  endlich  in  Bezug  auf  {AA,^=^^)  (h,  §  82).  Ist  ein  beliebiges 
Element  X  derart  gegeben,  dass  (^X)  und  (X-4^*^)  unendlich  gross  sind, 
während  {AX)  und  (X^l^*^)  in  Bezug  auf  {AA^^^)  endlich  sind  (Hyp.  IV,  b), 
so  sind  sie  es  auch  in  Bezug  auf  (^^i^*^)  (g,  §  82).  Weil  femer  (^^*>^/*^) 
in  Bezug  auf  das  Segment  {AA^"^^)  höchstens  endlich  ist  —  sonst  wäre  {AA^''^) 
in  Bezug  auf  {AA^"^^)  unendlich  gross  (i,  §  82)  —  so  ist  das  Segment  {A^*^X\ 
wenn  das  Element  X  in  (J.^*^-4/*^)  enthalten  ist,  höchstens  endlich  in  Bezug 
auf  das  Segment  (^^*^^/*^)  (Def.  H,  §  82)  und  mithin  auch  auf  das  Segment 
{AA^'^^y^  denn  wäre  es  unendlich  gross,  so  würde  es  dies  auch  in  Bezug  auf 
das  erste  sein  (d',  §  82).  {AX)  ist  also  auch  in  diesem  Fall  bezüglich  {AA^"^^) 
endlich  (i,  g,  §  82)  mid  desshalb  auch  (X^/*^),  wenn  (X-4/'')  bezüglich 
{AA^  unendlich  gross  ist  (b).     Damit  ist  der  Satz  vollständig  bewiesen. 

f.  Alle  in  Bezug  auf  die  Eiiüieit  {AA^  unendlich  grossen  Segmente,  tceldie 
der  Hyjwthese  IV  genügenj  sind  untereinander  endlich. 

Es  seien  {AA^^*^),  {AA^^''^)  zwei  solche  Segmente  und  (^.4,^*^)  >  {AA^^*^). 
Wenn  sie  nicht  endlich  zueinander  sind,  so  heisst  dies,  dass  jI^^*^  nicht  zum 
Gebiet  der  Scala  von  der  Einheit  (^^i^'O  gehört  (Hyp.  HI  und  Def.  H,  §  82). 
(^^1^*^)  ist  mithin  mit  Bezug  auf  U^a^'O  unendlich  klein  (Def.  H,  §  82). 
Alsdann  würde  aber  A^^"^^  die  letzte  Eigenschaft  der  Hypothese  IV  nicht 
besitzen;  (^^^*^)  muss  daher  in  Bezug  auf  (^1^1/*^)  endlich  sein.  Diese  Eigen- 
schaft besitzen  auch  Segmente,  welche  nicht  dasselbe  Ende  A  haben,  weil  man 
den  gegebenen  gleiche  Segmente  mit  dem  Ende  A  und  von  derselben  Richtung 
in  Betracht  ziehen  kann  (Def.  I,  §  68).     Damit  ist  der  Satz  bewiesen. 

g.  Ein  endliches  Segment  ist  in  Bezug  auf  ein  unendlich  grosses  Segment  NulL 

Es  sei  vorerst  {AA^''-)  das  unendlich  grosse  Segment  und  {AD)  das  end- 
liche Segment,  welches  derselben  Scala  angehört  und  sein  erstes  Ende  in  dem 
Anfang  derselben  hat. 

Es  ist  zu  beweisen,  dass  in  Bezug  auf  das  Segment  {DA^"^^) 

{AA^-^)  —  {AD)  +  {DA'^')  =  {DA^^') 
ist.     Das  Segment  {DA^"^^)  enthält  das  Gebiet  der  Scala  mit  der  Einheit  {AD) 
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und  dem  Anfang  2)  (1,  §  82),  für  welches  die  Eigenschaft  f ,  §  81  gilt.     Mit 

einem  begrenzten  oder  nicht  begrenzten  Segment  a  +  6  ein  begrenztes  oder 

unbegrenztes   Segment   c  vereinigen,   ist,   wenn   a   in  Bezug   auf  b   Null  ist 

(Def.  n,  §  81)  das  NJimliche,  wie  c  mit  b  vereinigen,  das  heisst  in  a  -^  {b  -{-  c) 

ist  a  Null  in  Bezug  auf  (b  +  c).    Daher  ist  (AD)  Null  in  Bezug  auf  (D^^'^). 

Man  betrachte  nun  in  (AA^"^^)  ein  Segment  (^^'M/"^^),  das  (^i^)  gleich  ist, 

wenn  (AAi)  die  Einheit  vorstellt  und  es  sei 

(^(co)2)(x))  =  (2)^)  (b',  §69) 

und  mithin 

(2)c<-)^(-))  =  (^2)).  (a,  §69) 

Das  Segment  (DA)  ist  endlich  in  Bezug  auf  (A^A)   (a,  §  84)  und  daher 

auch  bezüglich  (^^'5^/'^)   (Def.  11,  §  82).     Nach  dem  Vorstehenden  ist  aber, 

weil   (A^'^^A)   in   Bezug   auf  (A^A)  oder  auf  (J.^*^-4/*^)   unendlich  gross   ist 

(a ,  §  84) 

(yl^*>^)  =  (i)(*>^) 
oder 

(^(*)2)(o-))  +  (i)(*)^)  =  (2)(*)^) 

oder  auch 

(^D^*>)  +  (7)(*>^(*>)  =  (^D^*^).  (a,  §  69) 

Das  heisst:  Vereinigt  man  mit  einem  unendlich  grossen  Segment  (AD^"^^) 
ein  endliches  (D^*^J.^*^),  so  ist  das  endliche  Segment  mit  Bezug  auf  das  un- 
endliche zu  vernachlässigen. 

Und  wenn  wir  von  dem  in  Bezug  auf  die  Einheit  (AA^)  unendlich  grossen 
Segment  (^^1^*^)  das  Segment  (2)^*^^^*^)  wegnehmen,  so  ist  der  übrig  blei- 
bende Theil  (AD^"^^)  dem  ganzen  Segment  gleich. 

Wir  sehen,  dass  auch  hier  die  Gleichheit  in  relativem  und  nicht  in  ab- 
solutem Sinn  stattfindet  (Bem.  VlI,  §  60). 

Schliesslich  untersuchen  wir  den  Fall,  in  welchem  keines  der  Enden  des 
endlichen  Segments  (XY)  mit  einem  Ende  von  (AA^'*^)  zusammenfiillt  und 
weder  {AY)  noch  (X-4^*^)  in  Bezug  auf  (AAi)  endlich  sind;  denn  ohne  die 
letztere  Bedingung  erhielte  man  wieder  einen  oder  den  andern  der  vorsteheuden 
Falle  (i,  §  82).  (AY)  und  (X^^^^)  sind  also  bezüglich  {AA,)  unendlich 
gross.     Es  ist  aber,  wie  oben  gezeigt: 

(^x;)  +  (xr)-(^z) 

und  daher: 

{ÄA'^')  =-  (^X)  +  (Xr)  +  (TA^"^) 

-  [(^X)  +  (XY)]  +  (r^<-')  (d,  §  77) 

=  (^X)  +  (XZ)t->), 

wenn  (Xi)^-')  =  (^^'"')  »t. 

Bern.  III.  Wir  bemerken,  dass  wir  bei  diesem  Beweis  den  zweiten  Theil  der  Hypo- 
tbese  IV  nicht  benutzt  haben  und  dass  mithin  (AA^^'i)  ein  beliebiges  gegebenes  unendlich 
grosses  Segment  ist. 

Def.  IL  Wenn  man  sagt,  die  Segmente  (AA^"^^),  (AA^"^^)  seien  in  Bezug 
auf  die  Einheit  {A^A)  gleich,   so  bedeutet  dies,  sie  seien   in  Bezug  auf  den 
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Identitäitszusammenhang  zwischeu  den  endlichen  Theilen  in  dem  Gebiet  der  Scala 
dieser  Einheit  gleich  (Bern.  VE,  §  60). 

g'.  Wenn  man  zu  einan  endlichen  Segment  {AA')  ein  unendlich  grosses 
(ÄA^"^^)  von  derseJheti  Richtung  hinzufügt^  so  erh/ilt  man  dasselbe  in  Bezug  auf 
die  Einheit  unendlich  grosse  Segment,  mag  man  von  dem  einem  Ende  A  oder 
dem  andern  Ä  ausgelum. 

g".  Fügt  man  zu  einem  unendlich  grossen  Segment  (AA^"^^)  ein  endliches 
Segment  {A^'^'^Aj^'''^)  von  derselben  Richtung  hinzu  oder  nimmt  fnan  es  u^eg,  so 
bleibt  das  unendlich  grosse  Segment  in  Bezug  auf  die  Einiieit  {AA^)  oder  ein  be- 
liebiges gegebenes  endliclies  Segment  unverändert. 

Das  heisst  {AA^'^^)-^{AA,^^^). 

Es  geht  dies  ans  dem  Beweis  des  zweiten  Falls  in  Satz  g  hervor  (Def.  II). 

Dass  g"  für  jedes  endliche  gegebene  Segment  gilt,  ergibt  sich  daraus^  dass  die 

Gebiete  der  Scala,  welche  untereinander  endliche  Segmente  zu  Einheiten  haben, 

gleich  sind  (Def.  ü,  §  82;  b,  §  81  und  Def.  U). 

Bern.  IV.  Wir  sagen,  die  Segmente  {AA^^^\  (A^*)-!/*))  würden  in  derselben  Rich- 
tung betrachtet,  weil  nach  dem  bis  jetzt  festgesetzten  und  durch  die  Hypothesen  lU  und  IV 
ausgedehnten  BegrüF  der  Scala  die  Segmente  in  derselben  Richtung  betrachtet  werden. 

h.  Der  Unterschied  zunschen  einem  endlichen  und  einem  andern  ebenfalls 
endlidien  Segment  ist,  wenn  er  nicht  Null  ist,  in  Bezug  auf  die  Eifiheit  endlich. 

Wäre    der   Unterschied    (Def.  I,  §  74)   unendlich   klein,   so   würde   er  in 

Bezug  auf  die  Einheit  Null   sein    (g).     Er  kann  nicht  unendlich  gross  sein; 

denn  wählt  man  in  dem  grösseren  Segment  a  ein  dem  kleineren  gleiches  a\  so 

müsste  a  in  Bezug  auf  a   unendlich  gross  sein  (Def.  U,  §  82).     Folglich  muss 

er  endlich  sein  (f,  §  82). 

Betn.  V.  Wir  werden  also  von  nun  an  die  in  absolutem  Sinn  identischen  begrenzten 
Segmente  von  denjenigen  unterscheiden,  die  in  Bezug  auf  die  Masseinheit  gleich  sind.  Die 
Verwechslung  der  einen  Identität  mit  der  andern  führt  zu  Widersprüchen. 

i.  Zwei  begrenzte  unendlicli  grosse  Segmente  sind  in  Bezug  auf  ein  hdidnges 
gegebenes  endliches  Segment  gleich. 

Sind  die  beiden  gegebenen  Segmente  a  und  b  in  absolutem  Sinn  gleich, 
so  sind  sie  es  um  so  mehr  in  relativem  Sinn  (§  9).  Es  sei  also  a  >  6  (das- 
selbe ergibt  sich,  wenn  man  &  >  a  nimmt)  und  c  ein  endliches  Segment.  Bei 
der  Coustruction  der  Scala  von  der  Einheit  c. können  wir  a  nicht  mit  h  ver- 
gleichen, weil  sie  nicht  in  dem  Gebiet  dieser  Scala  liegen  und  auch  dieses 
Gebiet  selbst  nicht  sein  können,  da  sie  begrenzt  sind  (Def.  HI,  §  80  und  1, 
§  82).  Wir  küimen  daher  nur  sagen,  dass  sie  in  Bezug  auf  die  Einheit  un- 
endlich gross  sind,  das  heisst,  dass  sie  demselben  Begriff  entsprechen  und  daher 
'  gleich  sind  (Def.  VI,  §  8  und  Def.  I,  §  {)). 

Oder  auch:  Man  fügt  zu  einem  von  ihnen  z.  B.  zu  b  nacheinander  conse- 
cutive  c  gleiche  Theile  in  der  Richtung  der  Scala  hinzu.  Diese  Theile  sind 
dann  stets  in  Bezug  auf  h  Null  (g")  und  die  resultirendeu  Segmente  in  Bezug 
auf  c  bleiben  sich  gleich.  Auch  werm  man  die  Null  auf  Grund  irgend  eines 
möglichen  Princips  öfter  in  Betracht  zieht,  erhillt  man  stets  Null  als  Resultat 
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(De£  I,  §  31),  weil  aus  NuU,  das  heisst  aus  der  Abwesenheit  jeden  Elements, 
auch  öfter  wiederholt,  kein  Element  entstehen  kann,  so  lange  man  sich  auf 
die  Einheit  bezieht.  Fügt  man  hinzu,  dass  die  in  Bezug  auf  c  unendlich  grossen 
Segmente  es  auch  in  Bezug  auf  jedes  andre  endliche  Segment  sind  (d',  §  82), 
so  ist  der  Satz  bewiesen. 

i'.  Die  im  ünendlichgrossen  liegenden  Elemente  fallen  in  Besfug  auf  ein 
beliebiges  endliches  Segment  als  Mnf^eit  in  ein  einziges  Element  zusammen}) 

Def.  IIL  Das  Element,  welches  alle  Elemente  darstellt,  die  in  Bezug  auf 
eine  gegebene  Einheit  in  der  Richtung  der  Scala  der  Einheit  von  einem  ge- 
gebenen Anfang  an  im  Unendlichgrossen  liegen,  nennen  wir  das  im  ünendlich- 
grossen liegende  Grenzelement. 

i".  In  Beziehung  auf  die  Einheit  kann  man  dem  Gebiet  der  Scaln  von  dem 
Anfang  A  aus  das  Segment  {AA^''^)  subsUtuiren,  wenn  (^^*^)  sein  im  Ünendlich- 
grossen liegendes  Grenzelement  ist. 

Denn    alle    andern    gegebenen   Elemente    X   liegen    mit    Ausnahme   von 

A^*^  in  Bezug  auf  die  gegebene  Einheit  in  dem  Gebiet  der  Scala,  welches, 

wie  wir  wissen,  gegen  J.^'^  hin  imbegrenzt  ist.     Das  Segment  (X-4^*^)  nimmt 

mit  der  Zunahme  von  (AX)  absolut  genommen  ab  und  strebt  danach  endlich 

und  mithin  Null  in  Bezug  auf  die  Einheit  zu  werden  (g).     Wir  können  mithin 

auch  hier  schreiben: 

lim  {AX)  =  {AA'"^^) 

wie  lim  {AX)^C  ist  (Def.  VI,  §  83),  weil  {AA^"^^)  und  G  sich  in  Bezug 
auf  das  variable  endliche  Segment  {AX)  gleichmässig  verhalten  und  man, 
wenn  kein  andrer  Unterschied  zwischen  G  und  {AA^'^^)  in  Betracht  gezogen 
wird,  G=  (-4^^*^)  erhält  (c,  §  60;  Bern.  I,  §  9  und  Def.  VII,  §  8). 

§  86.  Def.  L  Alle  mit  einem  gegebenen  Segment  endlichen  Segmente, 
sind  untereinander  endlich  (g,  §  82).     Sie  heissen  Segmente  derselben  Art. 

Def.  II.  Alle  Segmente  {AA^*^)y  welche  dem  zweiten  Theil  der  Hypo- 
these IV  genügen,  heissen  unendlich  grosse  Segmente  erster  Ordnung  in  Beziehung 
auf  die  Einheit  {AA^. 

Die  in  Beziehung  auf  ein  unendlich  grosses  Segment  erster  Ordnung  un- 
endlich grossen  Segmente  erster  Ordnung  heissen  unendlich  gross  von  der  zweiten 
Ordnung.  Im  Allgemeinen  nennen  wir  ein  in  Beziehung  auf  ein  Segment 
(m — 1)**'  Ordnung  unendlich  grosses  Segment  erster  Ordnung  ein  in  Bezug 
auf  die  Einheit  {AA^  unendlich  grosses  Segment  von  der  Ordnung  m. 

Bern.  L    Für  jetzt  ist  m  eme  Zahl  der  Reihe  (2)  (Def.  III,  §  46). 

1)  Bei  einer  der  Hyp.  III  widersprechenden  Hypothese  würden  natürlich  die  im  ün- 
endlichgrossen liegenden  Elemente  und  mithin  die  unendlich  grossen  Se^icnte  nicht 
ezistiren.  Legt  man  aber  diese  Hypothese  zu  Grund,  so  bestimmt  das  Gebiet  der  Scala 
von  einer  beliebigen  Einheit  i^AA')  und  z.  B.  dem  Anfang  A  allein  schon  das  im  Unendlich- 
grossen liegende  Gebiet,  dem  das  endliche  Gebiet  der  Scala  zustrebt.  Das  heisst,  die  im 
Unendlich^prossen  liegenden  Elemente  cxistiren  auch  in  Bezug  auf  die  Einheit  (AA)  und 
den  Anfang  A.  Bleiben  wir  also  im  Gebiet  einer  einzigen  Einheit,  so  können  wir  uns 
denken,  die  in  der  gegebenen  Richtung  im  Unendlichgrossen  liegenden  Elemente  existirten 
und  fielen  mithin  in  Bezug  auf  diese  Einheit  zusammen  (i'). 
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Def.  HL  Ist  eiii  Segment  in  Beziehung  auf  ein  andres  unendlich  gross 
von  der  Ordnung  m,  so  heisst  das  letztere  in  Beziehung  auf  das  erstere  tm- 
endlich  Mein  van  der  Ordnung  m. 

a.  1)  THe  Segmente,  welehe  derselben  Art  sind,  wie  ein  unendlich  grosses 
Segment  von  gegebener  Ordnufig,  sind  unefidlich  gross  von  derselben  Ordnung. 

2)  Unendlieh  grosse  Segitiente  dersdben  Ordnwng  sind  von  derselben  Art 

Handelt  es  sich  um  ein  unendlich  grosses  Segment  der  ersten  Ordnung, 
so  ist  der  erste  Theil  des  Satzes  nur  eine  andre  Formulirung  der  Satze  c^  d,  e 
des  §  85. 

Die  Unendlichgrossen  m^"  Ordnung  sind  aber  nach  unsrer  Definition  in 
Bezug  auf  ein  Unendlichgrosses  (w — 1)'*'  Ordnung  unendlich  gross  erster  Ord- 
nung. Daher  gilt  für  sie  der  Satz  a,  1).  Weil  aber  die  Segmente  derselben 
Art  wie  ein  unendlich  grosses  Segment  m^^  Ordnung  in  Bezug  auf  die  un- 
endlich grossen  Segmente  (w  —  1)**'  Ordnung  erster  Ordnung  sind,  so  sind 
sie  in  Bezug  auf  die  Einheit  {AA^  unendlich  gross  von  der  w**°  Ordnung 
(Def  H).    . 

Für  den  zweiten  Theil  genügt  die  Bemerkung,  dass  dasjenige  Segment, 
welches  in  Bezug  auf  ein  andres  von  ihnen  unendlich  gross  wäre,  in  Beziehung 
auf  ein  Unendlichgrosses  von  der  nächst  niedrigeren  Ordnung  zugleich  mit  den 
andern  der  Hypothese  IV  nicht  genügen  köimte  (siehe  auch  f,  §  85). 

b.  Ein  in  Beztig  auf  ein  gegeheties  Segment  b  unendlieh  grosses  Segment  a 
von  gegebener  Ordnung  ist  unendlieh  gross  von  derselben  Ordnung  bezüglich  aller 
Segmente  von  der  Art  des  Segments  b. 

Ist  es  ein  unendlich  grosses  Segment  a  von  der  ersten  Ordnung,  so  ist 
der  Satz  einleuchtend,  weil  das  unendlich  grosse  Segment  erster  Ordnung  nur 
von  dem  Gebiet  der  Scala  mit  der  Einheit  b  abhängt  und  nicht  von  dem 
Segment  selbst  (Hyp.  IIT),  da  die  Gebiete  der  Scalen,  die  zwei  endliche  Seg- 
mente zur  Einheit  haben,  gleich  sind  (Def  H,  §  82;  d,  b,  §  81). 

Dieses  trifft  aber  auch  für  die  unendlich  grossen  Segmente  w*"  Ordnung 
zu,  weil  das  unendlich  grosse  Gebiet  w>"  Ordnujig  durch  das  endliche  Gebiet 
der  Einheit  b  mittelst  der  Hypothesen  HI  und  IV  bestimmt  wird  (Def.  II). 

b'.  Alle  Segmente  von  der  Art  eines  Segments  b,  welelws  in  Bezug  auf  ein 
Segment  a  unendlich  Mein  vofi  gegebener  Ordnung  ist,  si^nd  unetuUicI^  Mein  von 
derselben  Ordnung. 

Dies  folgt  aus  Satz  b  und  Def  EI. 

c.  Ein  in  Bezug  auf  ein  Segment  a  unendlich  Meines  Segment  b  von  ge- 
gebener Ordnung  ist  in  Bezug  auf  alle  Segmente  von  der  Art  der  a  unendlidi 
klein  von  derselben  Ordnung, 

Denn  alle  diese  Segmente  sind  in  Bezug  auf  das  Segment  b  unendlich  gross 
von  derselben  Ordnung  m  (a)  und  b  ist  mithin,  mit  ihnen  verglichen,  unendlich 
klein  von  derselben  Ordnujig  m  (Def  111). 

d.  Die  Segmente,  in  Bezug  auf  ivvlche  ein  Segment  a  unendlieh  gt^oss  von 
einer  gegebenen  Ordnung  ist,  sind  von  derselben  Art, 
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Denn  wäre  eines  von  ihnen  c  bezüglich  eines*  andern  b  unendlich  gross, 

so  wäre  das  Segment  a  nicht  in  Bezug  auf  beide  unendlich  'gross  von  der- 
selben Ordnung  (Def.  II). 

d'.   Segmente,  die  bemglieh  eines  Segments  a  unendlich  Mein  von  derselben 

Ordnung  sind,  sind  von  derselben  Art  . 

Denn  a  ist  in  Bezug  auf  die  gegebenen  Segmente  unendlich  gross  von 
derselben  Ordnung  (Def  III,  d). 

Drf.  IV.  Das  Gebiet  der  Scala,  welche  ein  in  Bezug  auf  die  Einheit  (AA^) 
unendlich  grosses  (unendlich  kleines)  Segment  von  der  Ordnung  m  zur  Einheit 
hat,  heisst  das  in  Bezug  auf  (AA^)  im  Unendlicfigrossen  {Unendlichkleinen)  liegende 
(unendlich  ferne)  Gebiet  von  der  Ordnung  m. 

Def.  V.  Das  Gebiet  der  Scala  der  Einheiten  (AA^)  ist  in  jedem  Segment 
{AA^"^^)  der  ersten  Ordnung  enthalten  (1,  §  82);  wir  nennen  es  desswegenauch 
unendlich  gross  von  der  ersten  Ordnung.  Ebenso  ist  das  im  Unendlichen  liegende 
Gebiet  der  Scala  von  der  w**"  Ordnung  in  jedem  unendlich  grossen  Segment  von 
der  (ni  -p  1J*°)  Ordnung  enthalten  und  heisst  unendtidigross  von  der  (m  -j- 1)*®° 
Ordnung. 

Def.  VI.  Das  endliche  Gebiet,  welches  ein  unendlich  grosses  (unendlich 
kleines)  Segment  von  der  Ordnung  m  zur  Einheit  hat  (Def  V,  §  83)  heisst 
unendlich  grosses  (unendlich  kleines)  Gebiet  der  m^^  Ordnung. 

Das  bezüglich   der  ursprünglichen  Einheit   (AA^)   endliche  Gebiet   heisst 

auch  unendlich  grosses  Gebiet  der  Ordnung  Null. 

Bern.  IL  Während  das  im  Unendlichgrossen  liegende  Gebiet  der  Ordnung  m  ein  ge- 
gebenes Ding  ist,  das  bei  unsem  Betrachtungen  constant  bleibt,  ist  das  unendlich  grosse 
Gebiet  der  Ordnung  m,  wie  das  in  Bezug  auf  eine  Einheit  endliche  Gebiet  (Bern.  I,  §  83), 
veränderlich  und  wird  durch  ein  unendlich  grosses  Segment  der  Ordnung  m  dargestellt, 
welches  grösser  als  jedes  gegebene  unendlich  grosse  Segment  derselben  Ordnung  wird  und 
welches  unbegrenzt  in  dem  im  Unendlichgrossen  liegenden  Gebiet  von  der  Ordnung  m 
wächst.  Wir  nennen  es  unbegrenzt  gross  von  der  Ordnung  m  -|- 1 »  dürfen  es  aber  nicht  mit 
dem  unendlich  grossen  Gebiet  von  der  Ordnung  m  + 1  verwechseln. 

e.  Das  in  Bezug  auf  ein  SegmetU  a  unendlich  grosse  oder  unendlich  kleine 
Gebiet  von  einer  gexfebenen  Ordnung  ist  in  Bezug  auf  jedes  Segment  von  derseßmi 
Art  mie  a  unendlich  gross  oder  unendlich  klein  von  derselben  Ordnung  (b,  c,  und 
Def.  VI). 

Def  VII.  Um  das  in  Bezug  auf  ein  unendlich  grosses  Segment  erster 
Ordnung  als  Einheit  im  Unendlichgrossen  liegende  Grenzelement  von  dem 
Grenzelement  in  Bezug  auf  die  ursprüngliche  Einheit  {AA^)  zu  unterscheiden 
(Def  DI,  §  85)  nennen  wir  das  zweite  das  im  ühendlicligrossen  1^'  Ordnung 
und  das  erste  das  im  Ufiendlichgrossen  2^'  Ordnung  liegende  Element 

Im  Allgemeinen  heisst  das  Grenzelement  in  Bezug  auf  ein  unendlich 
grosses  Segment  (m  —  l)*®'  Ordnung  als  Einheit,  das  in  Bezug  auf  die  ursprüng- 
liche Einheit  im  Unendlichgrossen  m^^  Ordnung  liegende  Grenzelement. 

f.  Das  Chrenzelement  m^^  Ordnung  stellt  das  ganze  im  Unendlichgrossen  m*^^ 
Ordnung  in  Bezug  auf  ein  unendlich  grosses  Segment  (;//  —  1)**'  Ordnung  ah  Ein- 
heit  liegende  Gebiet  dar  (i,  i',  §  85). 

Veron«se,  Geometrie  B 
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Jj€ui.  JH.  DicHC  Unterstiheiduug  der  Grenzelemente  in  Bezug  auf  die  ursprfingliche 
Kinln^t  1)0 deutet -nur,  dans  sie  sich  8ucces»ive  auf  unendlich  grosse  Segmente  verschiedener 
Ordnung  aln  Kinlieiten  beziehen,  weil  wir,  wie  wir  schon  wissen,  bei  einer  EinBchränkung 
iinsnT  iit?traclituugen  auf  eine  einzige  Einheit  {AA^\  nur  ein  einziges  Grenzelement  habrä 
{i\  §  Hi)).  So  erklärt  sich  der  scheinbare  Widerspruch,  dass  wir  hier  von  yerschiedenen 
(ircnxelcmenten  sprechen,  während  wir  im  §  85  gesagt  haben,  dass  es  bezüglich  der  £in- 
lu'it  ^-1^1,)  nur  ein  einziges  gebe. 

Auch  wenn  wir  von  Gebieten  sprechen,  die  in  Bezug  auf  die  Einheit  (^^i)  unendlich- 
^rosM  von  gegebener  Ordnung  sind,  meinen  wir  nicht,  diese  Gebiete  seien  in  Bezug  auf 
die  Einheit  (ÄÄ^)  allein  verschieden,  weil  wir  damit  oflfenbar  in  den  Widerspruch  ge- 
riethcn:  A  ist  und  ist  nicht  A,  sondern  sie  seien  in  Bezug  auf  die  wiederholt«  Anwendung 
dt'H  Priucips  der  Hypothese  IV  verschieden. 

Wir  können  endlich  sagen: 

Da  bezüglich  der  Einheit  (AA^)  nur  ein  eitiziges  Grenzelement  existirt,  so  existiren  für 
sie  allein  di4  utiemllich  gi'ossen  Gebiete  2*«',  3**" . . .  n^',  . . .  Ordnung  nicht,  tceldie  sich  auf 
andre  mittelst  der  Hypothese  IV  erhaltene  Einheiten  beziehen. 

Bern.  IV.  Wenn  wir  dahi^r  von  dem  Gebiet  sprechen,  welches  in  Bezug  auf  nur  eine 
Einheit  im  Unendlichen  liegt,  so  müssen  wir  darunter  dasjenige  erster  'Ordnung  in  abso- 
luUini  Sinn  verstehen. 


m 

Unendlich  grosse  und  nnendlich  kleine  Zahlen  verschiedener  Ordnungen, 

ihre  Eigenschaften  und  Symhole. 

m 

§  87.  Bern.  I.  Wie  jedes  Theilungselement  der  Scala  vom  Anfang  aus  eine  Zahl  der 
lk'ihe*(i)  1,  2,  . ..  n  darst^^llt  (b,  !>'  und  Bez.  I,  §  80),  so  stallt  das  Zeichen  oo,  welches 
die  Stolle  eines  Elementes  in  dem  im  Unendlichgrossen  liegenden  Gebiet  angibt,  eine  neue 
Zahl  dar,  «lie  durch  die  Gesammtheit  der  den  zweiten  Enden  der  Segmente  entsprechenden 
.Kinheiton  1,  '2,  . . .  »i,  . . .  oo  gegeben  ist  (Def.  1,  II,  §  45).  Die  Eigenschaften  und  Be- 
/i(>hungeu  der  so  defiuirton  Zahlen  sind  durch  diejenigen  'der  Segmente*,'  welche  sie  dar- 
st«'llen,  gegeben  und  geben  dann  ihrerseits  wieder  die  Eigenschaften  und  Beziehungen  " 
der  St»gmeute,  zu  deren  Bestimmung  diese  Zahlen,*  wie  wir  in  der  Folge  sehen  werden, 
dienen. 

Jkf.  I,  Diese  neue  Zalil  heisst  unemllieJi  ffross  zum  Unterschied  von  den 
Zahlen,  welche  die  Elemente  des  Gebiets  der  Scala  darstellen  oder  darstellen 
können  und  welche  endlich  genannt  werden. 

Um  von  nun  im  die  Zalilen  von  (/)  von  dien  andern  möglichen  endlichen 
Zahlen  zu  imtersAeiden  nennen  wir  sie  yanzc,  oidUchc  ZaUcn. 

Htm,  IL  Um  eine  Zahl  zu  bezeichnen,  welche  nur  unendlich  gross  ist,  wenden  wir, 
wie  gesrhelien,  das  Zeichen  cc  au;  sollen  .si)äter  diese  Zahlen,  wie  die  Elem^te,  durch 
welche  sie  «largestellt  werden,  untereinander  unterschieden  werden,  so  werden  wir  dem 
Zeichen  c»  noch  besondere  Zeichen  beifügen.* 

l>a  noch  andre  unendlich  grosse  Zahlen  möglich  sin«l  ^siehe  z.  B.  §  3),  so  meinen 
^ir,  wenn  nicht  Anderes  bestiniint  wird,  unsre  unendlich  grOi«sen  Zahlen,  die  stets  durch 
\ou  ifwei  Enden  begrenzte  Segmente  dargestellt  werden  und  unsre  Sätze  sind  daher  nw 
für  dir>r  /ahhn  bef^timmt. 

Aus  der  Hem.  1.  erhält  man  inzwischen: 

A.    Eine  tinnuilivh   ffrof^in  Zahl   ist  tfrösscr  als  vhtc  heUebige  endlidie  Zahl 
i- uiiaiVf.  11,  §  Si>l 

b.   /ni^chtft  tinrr  mdliihtu  Zahl  ttml  rlmr  an.^nr  nnrndl ich  ffrossen  Zahlen 
i  m  at'^Jatat  !>inn  amin   um  Nillich  yroast   Zahlni  (^a,  §  82). 
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c.  Ist  eine  bdiehige  besHmmte  unendlich  grosse  Zdfd  gegeben^  so  liegt  zwisdien 
ükr  und  den  endlichen  Zahlen  eine  andre  unendlich  grosse  Zahl  der  Art,  dass 
die  Zahl,  die  eu  ihr  addirt  werden  mms,  um  die  gegebene  zu  erhalten,  ebenfalls 
uiysndlich  gross  ist.  Femer  existirt  imtner  eine  unendlich  grosse  Zald  der  Art, 
dass  alle  aridem  unendlich  grossen  Zahlen,  die  zwischen  ihr  und  Null  liegen,  in 
Bezug' auf  die  als  Einheit  gegebene  Zald  endlich  sind  (Bern.  II). 

In  anSem  Worten:  Wenn  die  erste  Zahl  des  letzten  Theils  des  Satzes  ß 
ist,  und  die  zweite  y  uitd  es  ist 

ß>7, 
SO  gibt  es  immer  eine  solche  Zahl.n,  dass 

yn>ß.  (Hyp.  IV  und  b,  §  85) 

d.  Eine  endlidie  Zahl  ist  in  Bezug  auf  eine  unendlich  grosse  Zahl  Nvdl, 
jedoch  nicht  in  absolutem  Sinn  (Def.  I  und  Bem.  11;  g,  §.85). 

d'.  Wenn  niän  zu  einer  endlicJien  Zahl  a  eine  unendlich  grosse  Zahl  ß 
addirt,  so  erhalt  man  in  Bezug  auf  die  gegebene  Einheit  dieselbe  Zahl  /3  (g',  §  85). 

Das  heisst  a  -|-  /3  =  /J . 

.  d".  Wenn  man  eine  endlictie  Zahl  a  zu  (oder  von)  einer  unendlich  grossen 
Zahl  ß  zuzählt  (oder  abzieht),  SO  ist  ß  die  restdtirende  Zald  in  B^ug  auf  die 
gegOene  Einheit  (g",  §  85).      • 

Das  heisst  /J  +  «  =  /J . 

Bern.  III.  Die  Operation  des  Summirens  ist  hier  im  ursprünglichen  Sinn  gedacht 
(Def.  I,  §  72)  und  nicht  im  Sinn  der  Def.  I,  §  77.  Wir  können  auch  hier  nicht  davon 
sprechen  eine  unendlich  grosse  Zahl  yon  einer,  endlichen  hinwegaunehmen,  weil  wir  den 
Sinn  des  Abziehens  einer  grösseren  yon  einer  kleineren  Zahl  noch  nicht  erklärt  haben,  wie 
es  fijr  die  Segmente  bereits  geschehen  ist  (Def  11,  §  77)  und  wie  wir  es  später  thun  werden 
(siehe  §§  143,  114). 

e.  Die  Differenz  zweier  endlidien  Zahlen  ist  in  Beziehung  auf  die  Einheit 

• 

endlich,  wenn  sie  nicht  Null  ist    In  absolutem  Sinn  kann  sie  unendlicli  klein  sein 
(Bem.  I,  Def.  I,  Bem.  H;  h,  §  85). 

f.  Zwei  unendlich  grosse  ZaJden  sind  in  Bezug  auf  eine  endlicJie  Zald  gleich 
(i,  §  85).  . 

Def.  IL   Die.  Zahl  oo  heisst  unendlich  grosse  Grenzzahl  in  Bezug  auf  die 

Einheit  1  (Def.  HI,  §  85). 

f.    Wenn  x  eine  endliche  •  stets  wachsende  Zahl  ist,  so  erliält  man  in  Bezug 

auf  die  EinJmt 

lima;  =  S=cx),  (i"§85) 

wenn  S  die  der  ganzen  BeUhc  der  noMirUchen  ZaJden  ent^echefide  Zahl  darstellt 
(Def.  n,  §  46  und  Def.  H,  §  45). 

§  88.  Def  L  Die  imtereinander  endlichen  Zahlen  heissen  ZaJden  derselben 
Art  <Bem.  I,  Def.  I,  Bem.  H,  §  87  und  Def.  I,  §  86).       '.      ' 

'Def.  IL  Die  den  unehdlich  grossen  Segmenten  einer  gegebenen  Ordnung 
m  entsprechenden  Zahlen  heissen  in  Bezug  auf  die  ursprüngliche  Zahlen-^ 
einJieit  unendlicli  grosse  ZaJden  der  Orilnung  m  (Bem.  I,  Def.  I,  Bem.  11,  §.87 
und  Def.  H,  §  86). 

8» 
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Def.  HL  Wenn  eine  Zahl  in  Bezug  auf  eine  andre  Zahl  unendlich  gross 
von  der  Ordnung  m  ist,  so  heisst  letztere  in  Bezug  auf  erstere  unendlidi  Mein 
von  ihr  Ordnung  m  (Def.  III,  §  86), 

a.  1)  Zahlen  von  derselben  Art,  wie  ein^i  ufiendlicli  grosse  Zahl  von  gegebener 
Ordnung  sind  unatdlieh  gross  von  derselben  Ordnung. 

2)  Unendlich  grosse  Zahlen  van  derselben  Ordnung  sind  von  derselben  Art 
(Bern.  I,  Def.  I,  Bern.  11,  §  87  und  a,  §  86). 

h.  Eine  in  Bezug  auf  eine  Zahl  b  un^mdlieh  grosse  Zahl  a  van  gegebener 
Ordnung  ist  in  Bezug  auf  alle  Zahlen  von  derseUfen  Art  wie  b  unendlicl^  gross 
von  dcrseHen  Ordnung  (Bern.  I,  Def.  I,  Bern.  II,  §  87  und  b,  §  86). 

b'.    Alle  ZaJden  van  derselben  Art  wie'eifie  Zahl  6,  die  in  Bezug  auf  eine    • 
Zahl  a  unendlieh  Mein  von  gegebener  Ordnung  ist,  sind  unendlich  Mein  van  der- 
selben Ordnung  (b',  §  86). 

c.  Eine  in  Bezug*  auf  eine  gegebene  Zahl  a  unendlieh  Meine  Zahl  ß  van 
gegebaier  Ordnung  ist  in  Bezug  auf  alle  Zahlen  derselbe^i  Art  ivie  a  unendlich 
Mein  von  derselfjen  Ordnung  (Bern.  I,  Def.  I,  Bern.  11,  §  87  und  c,  §  86). 

d.  Die  Zahlen,  in  Bezug  auf  welche  eine  Zahl  a  unetidlich  gross  van  ge- 
gebener Ordnung  ist,  sind  von  derselben  Art  (Bern.  I,  Def.  I,  Bern.  H,  §  87  und 

d,  §  86).     . 

Bern.  I.  Auch  bei  den  Zahlen  sind  die  Gebiete  der  Scalen  der  unendlich  grossen 
Zahlen  von  dem  Gebiet  der  Scala  der  ursprünglichen  Einheit  zu  unterscheiden  (Def.  IV,  V, 
VI  und  Bern.  11,  .§  8C). 

e.  Das  in  Bezug  auf  eine  Zahl  a  unendlich  grosse  oder  unendlich  Meine 
Gebiet  gegebener  Ordnung  ist  in  Bezug  auf  alle  Zahlen  von  derselben  Art  wie  a 
unendlich  gross  oder  unendlich  Mein  von  derselben  Ordnung  (Bern.  I,  Def.  L 
Bern,  n,  §  87  und  e,  §  86). 

f.  Eiyie  wnbegrenzte  Gruj^pe  erster  Art  ist  unendlich  gross. 

Denn  man  kann  sie  eindeutig  und  in  derselben  Ordnung  der  Reihe  der 
eonsecutiven  Segmente  einer  Scala  entsprechen  lassen  (Def  I,  §  80),  deren 
Gebiet  ebenfalls  unendlich  gross  ist  (Def.  IV,  §  82  und  b,  §  43). 

§  89.  Bez.  L  Um  die  Elemente  der  im  Ünendlichgrossen  liegenden  Ge- 
biete verschiedener  Ordhung  zu  unterscheiden,  gebrauchen,  wir  verschiedene 
Zeichen. 

Die  im  Unendlichgrossen  erster  Ordnung  liegenden  Elemente  bezeichnen 
wir  mit  dem  gewöluilichen  Symbol  cx)  *  oder  aucli  cx).  Ist  eines  dieser  Ele- 
mente A^''^  gegeben,  so  bezeichnen  wir  die  Elemente,  die  man  erhält,  wenn 
man  mit  A^^^^  beginnend  die  ursprüngliche  Einheit  iyiA^)  mit  ihm  vereinigt 
oder   von  ilim  wegnimmt,  mit  den  Symbolen 

^1  +  1?  ^1  +  2,  ...,  oo^  +  w,  ... 

XX)  j  —  1,  oo,  —  2,  ...,  cx)^  — w?  •  •• 

Nimmt  man  (ylJ^^'))  zur  Einheit  und  construirt  die  Scala  mit  dem  Anfang 
A,  so  bezeichnen  wir  die  Theiluiigsolemente  mit 

cx>j  -2,  cx),  •  :5,  . . .,  ooj  •  n^  -{-_  n^. 
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Def.  L    Wir  sagen,  {AA^"^"^)  enthalte  <x>\inal  die  Eirüieit  (^^i). 

Bez.  IL  Dagegen  geben  wir.  den  Elementen  des  im  Unendlichgi-ossen 
zweiter  Ordnung  liegenden  Gebiets  das  Symbol  oo*,  indem  wir  mit  cx)j^  das 
Product  ooj  •  ooi  bezeichnen,  das  durch  das  zweite  Ende  des  Segments  (-4-4^*«'^) 
dargestellt  wird,  welches  ooj  mal  das  Segment  (-4  J.(*'>)  enthält  (Def.  I).  Wir 
erhalten  die  Zahlen: 

(»i*  +  oOiW,  +  Wg,  ...,  cx)j*-  2,....,  ooi*  -3,  ...,  cx),-  •  n^  +  oo^w^  +'%?  •••; 

worin  w^,  Wj,  n^  Zahlen  der  Ileihe  (/)  sind. 

Bez.  HL  Im  Allgemeinen  bezeichnen  wir  die  Elemente  des  im  Unendlich- 
grossen liegenden  Gebiets  m^^  Ordnung  (Def.  IV,  §  86)  mit  oo"*  und  setzen 
oo,"*— *  •  oo,  —  ooj"*.  Die  Elemente  in  diesem  Gebiet  sind  mithin  mit  den 
folgenden  Zahlen  bezeichnet: 

"7  ^1"*  +  oOi"*""^Wi  +  •••  +  oc^nm--i  +  n„,,  ... 

wobei  M,  Wj,  W2,  ...^Wm  Zahlen  der  Reihe  (J)  sind  imd  «,,  n^,  ...,  w,,*  Null 
sein  können. 

a.   Es  ist  , 

+  ooi'«-in/  +  •••  +  cx)inV*-i)  +  «m  =  (x>;^n^rn-\-i) 

in  Bezug  auf  die  Zahl  ooj"*  als  Einheit,  «x,  «j,  ...,  n«,  «'i,  n'g,  ...,  n',„  sind 
dabei  Zahlen  der  Reihe  (l)  (d,  §  87). 

Bern.  I.  Die  in  Bezug  auf  die  unendlich  grossen  Zahlen  {in  —  1)**'  Ordnung  uneniUich 
grosse  Grenzzahl  oder  die  unendlich  grosse  Grenzzahl  n\^^  Ordnung  (Def.  11,  §  87)  wird 

durch  daa  Symbol  cx)"*  dargestellt,  welches  iu  Bezug  auf  eine  unendlich  grosse  Zahl  der 
(m  —  1)*«^  Ordnung  alle  unendlich  grossen  Zahlen  der  Ordnung  in  rpprilsentirt  (Def.  II,  §  87 
und  f ,  §  86). 

3.») 

Die  transfiniten  Zahlen  Cantor*s.  —  Wesshalb  sie  sich  nicht  znr  Vergleichnng 
begrenzter  .Segmente  der  Grundform  verwenden  lassen. 

§  90.  Hyp.  I.  Es  ezifitirt  ein  System  2J  einer  Dimension,  in  welchem 
es  stets  ein  Segment  gibt,  welches  mit  einem  beliebigen  in  einer  gegebenen 
Biohtiing  liegenden  Segment  {AB)  identisch  ist,  dessen  erstes  Ende  ein 
beliebiges  Element  X  des  Systems  2J  ist. 

Bern.  I.  Aus  dieser  Hypothese  geht  nicht  hervor,  dass  es  immer  ein  zweites  {AB) 
gleiches  Segment,  dessen  zweites  Ende  X  ist,  in  der  Kichtung  des  Systems  Z  gibt,  wie  die 
Hyp.  n  annimmt  (Def.  I,  §  68). 


1)  Von  den  Zahlen  G.  Cantars  machen  wir  in  den  Fundamenten  der  Geometrie  keinen 
Gebrauch  und  benutzen  sie  in  dieser  Einleitung  auch  nur  zum  Vergleich  mit  unsern  unendlich 
grossen  Zahlen.  Wir  geben  mithin  die  Hyj).  11  wieder  auf;  Hyp.  1  ist  schon  in  Hyi).  U,  §  7X 
enthalten. 
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Mittelst  der  vorstchendeu  Hypothese  können  wir  eine  Scala  construiren  (Def.  I,  §  80) 
und  können  mithin  folgende  Hypothese  aufstellen: 

Hyp.  IL  Das  Gebiet  einer  Scala  im  System  27  {Def.  m,  §  80)  bestiiimit 
in  der  Riohtnng  der  Scala  ein  erstes  Element  ausserhalb  desselben. 

Bern.  U.  Um  die  Möglichkeit  dieser  Hypothese  zu  beweisen,  genügt  es  statt  der  beiden 
voUstüJidigen  Scalen  ^  und  N'  des  Beweises  zu  dem  Satz  b,§  82,  das  heisst,  ohne  ein 
der  ursprünglichen  Einheit  gleiches  erstes  Segment,  sich  zu  denken,  die  beiden  Scalen  N 
und  N'  seien  durch  ihre  Anfänge  begrenzt  und  der  Anfang  von  N'  sei  YoUständig  durch 
N  bestimmt  und  sei  das  einzige  erste  Element,  welches  auf  diejenigen  von  N  folgt. 

Wenn  Ä  der  Uranfang  und  A^  das  Element  der  Hypothese  ist,  'so  stellt  {AA^  daa 
Gebiet  der  gegebenen  Scala  dar. 

Bern.  III.  Das  Symbol  co,  welches  diiases  neue  Element  bezeichnet,  heisst  auch  Zahl 
und  wie  jede  Zahl  n  die  Zahl  der  Theilungselemente  A^A^. . .  A^  der  Scala  ist  (Def.  ü, 
§  80),  so  ist  (D  die  Zahl  aller  Elemente  der  Gruppe 

A,A^.,.A^,,,A^.  (Def.  I,  n,  §  46) 

a.  T)ie  Zahl  (o  ist  grösser  als  aüe  endlwlien  ganzen  Zahlen  und  jede  gange 
ZaMy  die  Meiner  als  to  ist,  ist  endlich. 

Denn  die  Gruppe  A^..\Ao,  enthält  alle  natürlichen  Ghruppen,  aus  denen 
die  natürliclieu  Zahlen  abgeleitet  werden  (Def.  ü,  §  46),  und  eine  natürliche 
Gruppe  kann  nicht  eindeutig  und  in  derselben  Ordnung  der  Gruppe  A^,,. A^j 

•  « 

welche  nicht  natürlich  ist,  entsprechen  (c",  §  43;  Def.  §<J5). 
Der  zweite  Theil  geht  aus  dqr  Hyp.  II  selbst  hervor. 

Def,  L  Die  Zahl  co  heisst  die  unendlich  gnosse^oder  transfinitc  Zahl  Cantor's.*)^ 


1)  Siehe  z.  B.  Acta  mathematica  Vol.  2  Seite  381  u.  f.    Grundlagen  einer  allg.  Mannig- ' 
faltigkeitslehre,  Zeitschr.  f.  Phil.  v.  Fichte  a.  a.  0.  u.  s.  w. 

Cantor  definirt  seine  Zahl  at  als  Zeichen,  welches  die  ganze*  Reihe  (J)  in  ihrer  natür- 
lichen Aufeinanderfolge  darstellt  (Acta  Math.  Seite  385)  oder  auch  als  Resultat  der  Abstraction 
von  der  Gesammtheit  ihrer  Zahlen,  letztere  in  ihrer  Ordnung  als  Elemente  betrachtet  (Zeit- 
schr. f.  Phil.  Vol.  91,  S.  84). 

Indem  er  weitere  Einheiten  nach  demselben  Princip  hinzufügt,  erhält  er  seine  Zahlen 
0)  >|-  1,  CO  -f  *^i  •  •  - 1  ''^f^i  '  '  '  u.  s.  w.  ^ittelst  des  dritten  Bildungsprincips  theilt  er  dann 
seine  transfiniten  Zahlen  in  Classen.  Die  erste  Glasse  ist  durch  die  Zahlen  der  Reihe  (J) 
gegeben.  Die  zweite  Glasse  ist  aus  unendlich  grossen  Zahlen  der  Art  gebildet,  dass  das 
System  von  ^Zahlen,  welche  in  den  Reihen  der  erhaltenen  Zahlen  einer  beliebigen  Zahl  der 
Ciasso,  von  1  angefangen,  vorausgehen,  eindeutig  der  Reihe  (/)  entspricht  oder,  wie  Cantor 
tiiigt,  von  derselben  Potenz  ist  wie  (i).  Er  zei^,  dass  die  Glasse  {II)  nicht  dieselbe 'Potenz 
wie  Classe  (/),  sondern  die  nUchst  höhere  hat.  Das  System  der  Zahlen,  welche  einer  Zahl 
der  dritten  Glasse,  von  1  angefangen,  vorangehen,  ist  von  derselben  Potenz  wie  die  zweite 
Glasse  u-  s.  w.  Die  von  im«  hier  gegebene  Hypothese  gibt  auch  Cantor,  indem  er  sagt 
(Zeitschr.  f.  Phil.  v.  Ficht43  91.  Heft  I,  Seite  97):  denken  wir  uns  aber  statt  der  endlichen 
Linien  AB  m  derselben  Richtung  und  mit  demselben  Anfangspunkte  eine  actual  unendliche 
Linie  ^0,  <lie  ihren  Zielpunkt  0  im  Unendlichen  hat,  u.  s.  w.  und  dann:  da  die  gedachte 
iictual  unendliche  Grade  ^0,  ihrer  Grösse  nach,  der  von  mir  mit  co  bezeichneten  kleinsten 
transfiniten  Ordnungszahl  entspricht,  u.  s.  w. 

Die  Elemente  der  Hcihe  NN'  genügen,  wenn  N  und  JV"  von  ihren  Anfängen  be^prenzt 
sin«!,  wie  die  Elemente  der  ganzen  Reihe  transfiniter  Zahlen  Canfor's,  den  ersten  acht  Axiome» 
Penho9,  (sielie  Anm.  1  zu  §  82).  Für  obige  Reihe  gilt  jedoch  nicht  das  Princip  des  Beweises 
von  n  auf  n-\-\ .  Um  die  Mögliclikeit  der  obigen  Reihe  oder  der  Zahlenreihe  Cantor'^  aus- 
»usc'hlieasen,  braucht  man  dent obigen  acht  Eigenschaften  nur  die  andre  hinzuzufügen :  Wenn 
a  eine  beliebige  Zahl  der  Reihe  ist,  so  ist  auch  a  —  1  eine  von  a  verschiedene  Zahl. 

Daraus  geht  liervor,  dass  bei  den  acht  ersten  von  Peano  aufgestellten  Eigenschaften 
verschiedene  Möglichkeiten  cxistiren:*  die  Reihe  NN'  ist  möglich,  in  welcher  iVund  N'  von 
einem  Element  begrenzt  sind  und  JV'  die  erste  Reihe  nach  N  ist,  ohne  dass  zwischen  N 
und  JV"  andre  mit  N  und  N'  identische  Reilien  liegen  oder  es  ist  möglich,  dass  zwischen 
N  und  N'  andre  mit  N'  identische  Reihen  vorkommen  oder  unsre  Reihe  ist  möglicli,  bei 
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Bern.  IV.  Der  Unterschied  zwischen  unserer  unendlich  grossen  Zahl  und  der  Zahl  o . 
Cantor^B  besteht  darin,  dass  wir  keine  erste  unendlich  grosse  Zahl  kennen  (b  und  Bern.  II, 
§  87),  während  bei  den  unendlich  grossen  Zahlen  Cantor'a  od  die  erste  in  absolutem  Sinn 
igt.  Das  heisst  also:  Wenn  eine  yon  unseren  unendlich  grossen  bestimmten  Zahlen  gegeben 
ist,  z.  B.  ooi»  80  gibt  es  von  oo,  verschiedene  Zahlen  (X>^  — n,  welche  zwischen  den  end- 
lichen Zahlen  und  der  Zahl  oo»  liegen  (§  28). 

b.  Man  kann  in  absolutem  Sinn  mit  der  Zahl  oo  kein  im  ühendlichgrossen 
liegendes  Element  des  hotnogenen  Systems  darstellen. 

Denn  wä^lt  man  ein  Element  z.  B.  ^i  in  dem  imendllch  grossen  Segment 
(ÄÄa)y  so  gibt  es  stets  noch  andfe  im  Unendlichgro^sen  liegende  Elemente, 
die  nicht  mit  Aa  zusammenfallen  z.  B.  alle  Elemente  der  Scala'  von  dem  Anfang 
Ät,  und  der  Einheit  (A^Ä)  in  Satz  b,  §  84. 

c.  Mit  Bezug  auf  eine  endliche  Zahl  als  Einheit  ist  die  Zahl  oo  die  Zahl  o. 
*  Denn  in  Bezug  au{  eine  endliche  Zahl  stellt  die  Zahl  oo  alle  im  Unendlich- 
grossen liegende  Zahlen  dar  (f,  §  87)  und  ist  daher  die  erste  und  auch  die 
letzte  unendlich  grosse  Zahl. 

c'.  Die  ZaM  cd  kann  nian  die  AnzaJil  aller  endliehen  ganzen  Zdlilen  nennen. 
Denn,  bezeichnet  man  diese  Anzahl  mit  Sj  so  ist 

S=co.  .   (f,  §  87  und  c) 

Uebereink,  Die  Zahl  einer  geordneten  Gruppe,  die  man  durch  die  Anwendung 

der  vorstehenden  Hypothesen  erhält,  hängt  nur  von  dem  eindeutigen  und  in 

derselben  Ordnung  stattfindenden  Zusammenhang  zwischen  den  Elementen  der 

Gruppe  und  den  Einheiten  der  entsprechenden  Zahl  ab  (Def.  11,  §  45).    (Siehe 

•Bern.  I,  §  93.)  • 

d.  ^  15^  w  +  CO  =  CO,  ©  +  1.  >  ©. 

• 

Deim  die  Gruppen 

entsprechen  sfch  eindeutig  und  in  derselben  Ordnung,  da  sie  unbegrenzt  von 
der  ersten  Art  sind  (c,  §  46;-  e^  §  39;  b',  §  43).  Daher  entsprechen  sich  auch 
in  derselben  Art 

worin  die  Zahl  co  durch  eine  unbegrenzte  Gruppe  erster  Art  dargestellt  wird, 
die  zum  ersten  Grenzeleinent,  wie  wir  vorausgesetzt  haben  (Hyp.  II)  ein  zweites 
Element  -4«,  hat.  Den  beiden  Gruppen  (1)  entspricht  daher  dieselbe  Zahl  ci 
(De£  n).  In  absolutem  Sinn  erhält  man  aber  die  erste  aus  der  zweiten  durch 
Hinzufügen  der  Elemente  AiA^^^^An^  es  ist  also: 

n  -}-  CO  =  (o. 

Dagegen  können  sich  die  beiden  Gruppen 

oder  auch  nach  unserer  Hypothese 

welcher  N'  kein  erstes  Element  hat  und  zwischen  N  und  N'  andre  an  die  Hypothese  IV 
gebundene  Reihen  N*  sind  —  wie  es  in  (0 ...  1)  unendlich  viele  andre  Zahlen  gibt.  — 
Wählt  man  eines  dieser  Systeme  aus,  so  sind  natürlich  die  andern  zugleich  mit  ihm  nicht 
möglich.  Daraus  folgt  aber  ni^ht,  dass,  wenn  das  eine  möglich  ist,  die  andern  an  sich 
falsch  sind. 


120  Die  transfiniton  Zahlen  Cantor's.  -BW 

« 

A    L      '  i        i  4        Ä    i 

nicht  eindeutig  und  in  derselben  Ordnung  entsprechen;  denn  lässt  man  dem  A^ 
das  Element  A^  in  der  zweiten  Gruppe  entsprechen,  dem  A^  das  Element  A^ 
u.  s.  w.,  so  entspricht  dem  A^  in  der  zweiten  Gruppe  kein  Element  der  ersten, 
es  ist  mithin: 

CO  4"  1  >  ÖJ. 

Bern.  V.  In  absolutem  Sinn  sind  unsre  Zahlen  n  +  cx>i  und  cx>,  +  w  von  00|  ver- 
schieden, sie  sind  jedoch  dieselben  in  Bezug  auf  die  Einheit  1  (oder  eine  endliche  Zahl  als 
Einheit),  wie  in  Bezug  auf  die  Einheit,  welche  der  die  Zahl  oo  darstellenden  Gruppe  ent- 
spricht (d  und  d',  §  87). 

Bern.  VI.  Eine  mit  der  !5^hl  co  ausgeführte  Operation  ist  gleich werthig  mit  einer  mit 
allen  Zahlen  der  Reihe  (i)  in  ihrer  naturlichen  Ordnung  successive  ausgeführten  Operation 
(Bez.  III ,  §  47). 

e.  Es  (jiht  weder  ein  erstes  unendlich  (irosses  Segmeut  von  der  Ordnung  o, 
nmh  ein  Gd/iet  begrenzter  Segmente  z.  B,  (ylyl<*»"'J)  von  der  Ordnung  <o,  wenn 
ein  Elen\ent  X  derart  existiren  soll,  dass  (AX)  und  (X^^'»"'*)  in-  liezug  auf 
(AA^^*'"^)  etidlieh  sind.  Dagegen-  lässt  sicli  hei  einer  ufiendlieM  grossen  Zald 
unsfrer  Beihe  die  Hyp.  IV  über  die  Bestinwuoig  ufmtdlieh  grosser  Segmetite  in 
der  Grundform  anwenden. 

Wenn  (^^4^"^'"^)  das  erste  Segment  von  der  Ordnung  co  in  Bezug  auf  die 
Einheit  {AA^  wäre,  so  würde  jedes  Segment  (-^IX)  von  (.4-4^*'"))  unendlich 
gross  von  endlicher  Ordnung  sehi.  Denn  {AA^"^*"^)  wird  durch  die  K«ihe 
unendlich  grosser  Gebiete  von  endlicher  Ordnung  bestimmt  und  es  fiillt  dess- 
halb  jedes  bestimmte  Element  X  von  (-4-4^'"'^)  in  eines  dieser  Gebiete,  da- 
^.((**")  in  absolutem  Sinn  das  erste  im  Unendlichgrossen  von  der  Ordnung  o» 
liegende  Element  ist. 

Li  dem  Segment  (^.4^*'"^)  können  wir  ferner  ein  Segment  (^4<''^yljf'">)  -" 

{A^A)  (Def.  1,  §  ()H  und  b,  §  ()9)  betrachten,  wobei  -4^^**^  eiil  in  absolutem 

Sinn  von  ^^'"*"^   verschiedenes   Element  ist.    Der  Eigenschaft  des  Elementes  X 

wegen   muss  nun   (J^l/'"^)  in  Bezug  auf  die  Einheit  (-4.4^)  unendlich  gross 

von    endlicher   Ordnung    sein.     Weil    (.4^1^'"')    nmi    z.  B.    in    dem   Segment 

(.4.4/''")) -2,  enthalten  ist,  welches  in  Bezug  auf  (yl^l/*'"^  emUich  ist  (Def. II, 
i,  §  82)  und  mithin  in  Bezug  auf  (-4^1,)  unendlich  gross  von  derselben  Ord- 
nung ist  (Def.  IV,  a,  §  H()),  so  ist  auch  (.4^^'"*^)  luiendlich  gross  von  derselben 
Ordnung  wie  (.4^/'"')),  da  es  weder  von  höherer  Orcbiung  noch  von  niederer 
(Def.  II,  §  S2)  —  was  gegen  di(i  Voraussetzung  wäre  —  sein  kann.  Es  gebe 
nun  ein  Gebiet  von  solchen  Elementen,  dass,  wenn  man  eines  von  ihnen,  z.  B. 
.H'^'"  nimmt,  (ylyl^'^'"*^)  unendlich  gross  von  der  Ordnimg  co  wäre  und  con- 
struirt  man  um  dieses  Element  die  unendlich  grossen  Gebiete  endlicher  Ordnung, 
deren  Elemente  durch  die  Zahlen 

ausgedrückt  werden,  so  müsste  das  Eh^ment  X  für  jedes  beliebige  m  zwischen 
den  Gebieten  endlicher  Ordnung  und  den  Gebieten 

^r'  —  oo{"n^  —  <x>i"'-hi^ n„,+i 


§  91]     Weitere  Hypothese  (V)  über  die  Constniction  der  Segmente  der  Grundform.       121 

liegen.  Es  müsste  daher  (ÄX)  und  (X-4^*»"^)  von  einer  unendlich  grossen 
Ordnung  sein,  die  nach  der  Voraussetzung  weder  co  noch  co  —  n  sein  kann,  da 
fi>  —  n  =  (o  ist.  Denn  X  gehört  nicht  dem  obigen  Gebiet  um  A^''^'"^  an.  (AX) 
kann  auch  nicht  von  einer  niedrigeren  Ordnung  als  (o  sein,  weil  es  sonst  der 
Annahme  zuwider  von  endlicher  Ordnung  wäre.  Damit  sind  die  beiden  ersten 
Theile  des  Satzes  bewiesen. 

Um  den  dritten  Tlieil  zu  beweisen,  beachte  man,  dass  man  in  einem  Seg- 
ment (-4J.^***'J)  immer  ein  Element  X  derart  auswählen  kann,  dfiss  (AX)  und 
(XJ.('***^)  in  Bezug  auf  (^.-4^°"**'^)  endlich  sind.  Es  folgt  dies  aus  der  Eigen- 
schaft der  Zahl  oo^  selbst,  weil  das  Segment  (-4-4^*»**^)  in  Bezug  auf  das 
Segment  (j'l-4^*i**~^^)  unendlich  gross  von  der  ersten  Ordnung  ist  und  die  in 
Bezug  auf  ein  gegebenes  Segment  unendlich  grossen  Segmente  erster  Ordnung 
der  Hypothese  IV  genügen  (Def  II,  §  86). 

Bern.  VII.  Die  Hypothese  IV  bOimal  anwenden,  ist  die  Operation,  mittelst  welcher 
man  aus  {ÄÄ^)  die  Einheit  {AÄ^'^^    '^)  erhält.    Sie  hat  daher  einen  bestimmten  Sinn. 


4 

Weitere  Hypothese  (V)  Ober  die  Coustruction  der  Segmente  der  Grundform.  — 
Unendlich  grosse  Segmeute  und  Zahlen  voü  nueudlich  grosser  Ordnung.  — 
Segmente  die  Vielfache  und  Factoren  nach  einer  nuendlieh  grossen  Zahl  sind. 
—  Das  ahsolnte  Unendlichgrosse,  Endliche  nud  die  absolute  Einheit.  —  Die 

Grundeinheit. 

§  Ol..  Bern.  I.  Im  vorijjfen Paragraphen  haben  wir  gesehen,  dass  sich  die  Hyi)othe8e  IV 
eine  unendlich  grosse  Anzahl  mal  anwenden  lässt  und  dass  diese  'Anzahl  der  früher  betrach- 
teten Reihe  der  unendlich  grossen  Zahlen  von  der  Ordnung  n  angehört,  indem  n  eine  belie- 
bige Zahl  der  Reihe  (/)  ist  (e,  §  90;  Bez.  III,  §  89).  Wir  können  damit  aber  nicht  aus- 
schliessen,  dass  es  noch  andre  Mittel  gibt,  ein  unendlich  grosses  Segment  von  unendlich 
grosser  Ordnung  zu  bestimmen,  ohne  gegen  die  Definition  des  homogenen  Systems,  die 
Hyp.  rV"  und  die  Eigenschaften,  die  sich  aus  ihnen  ergeben,  zu  Verstössen.  Der  erste  Theil 
der  Hypothese  IV  sagt  uns  nur,    dass,    wenn    ein   beliebiges    unendlich    grosses    Segment 

(AÄ^^^)   gegeben   ist,    ein  p]lement  X  (und   mithin    auch    unendlich   viele    andre)    derart 

existiren  muss,  dass  (AX)  und  (XA^^^)  ebenfalls  unendlich  gross  sind,  er  sagt  aber  Nichts 

über  die  Art,  wie  das  Segment  (XA  )  in  Bezug  auf  das  Segment  (^1-4,)  bestimmt  wird. 
Wir  stellen  daher  folgende  Hypothese  auf: 

• 

Syp.  V.  Jedes  unendlich  grosse  Segment,  welches  nicht  mehr  von 
endlicher  Ordnung  m  ist,  erhält  ma^i  dadurch,  dass  man  das  Frincip  der 
Hypothese  IV  eine  unendlich  grosse  Anzahl  mal  anwendet,  welche  Anzahl 
entweder  schon  gegeben  ist  oder  sich  aus  den  neuen  so  construirten  Seg- 
menten ergibt. 

a.   Die  HypoOiesc  V  ist  miahhüngig  von  den  früheren  ffifpothescti, 

Sie  ist  offenbar  von  ihnen  unabhängig,  weil  aus  ihnen  weder  hervorgeht, 
dass  es  Segmente  {AA^"^^)  gibt,  die  der  Hypothese  V  genügen,  noch  dass  es 
solche  Segmente  nicht  gibt  (Bern.  I).  Die  Hyp.  V  schliesst  die  Existenz  von 
Segmenten  (AÄ^''^)  aus,   welclie  man  nicht   mittelst  wiederholter  Anwendung 
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der  Hyp.  IV  auf  die  Segmente  oder  auf  die  unendlich  grossen  Zahlen  erhält, 
welche  sich  ergeben^  wenn  man  die  einen  aus  den  andern  nacheinander  ableitet 

Def,  L  Wir  nennen  die  Hyp.  V  die  Hypothese  über  die-  Cmistrudion  der 
unendlich  grossen  Segmente  der  Grundform. 

I)ef.  IL  nie  imendlich  grossen  Segmente  von  der  Ordnmig  oo^  bilden, 
wenn,  man  vom  Anfang  A  ausgeht,  ein  Gebiet,  das  in  Bezug  auf  die  Einheit 
(^^4^)  das  im  Unendlieligrossen  liegende  (unendlieh  ferne)  Gebiet  voii  der  Ordnung 
cx),"*  heisst.  Die  Einheit  (-^-^li)  ist  in  Bezug  auf  ein  unendlich  grosses  Seg- 
ment von  der  Ordnung  cx)!*"  unendlich  klein  von  der  Ordnung  oo^*". 

Femer  heisst  das  endliche  Gebiet,  welches  zur  Eiijheit  ein  unendlich  grosses 
Segment  von  der  Ordnung  coj^  hat.  unendlich  großs  von  der  Ordnmig  oo^. 

b. .  Die  unendlich  grossen  Segmente  einer  gegebenen  Ordnung  sind  Null  in 
Bezug  auf  die  unendlich  grossen  Segmente  höherer  Ordnmig. 

Denn  sie  sind  in  Bezug  auf  die  Segmente  der  nächst  höheren  Ordnung  zu 
vernachlässigen  (g,  §  85). 

.  b'.  Die  unendlich  Meinen  Segmente  sind  in  Bezug  auf  die  unendlich  Meinen 
Segmente  niedrigerer  Ordnung  auf  die  endlichen  und  wiendlich  grossen  Segmente 
zu  vernachlässigen  (b;  Def.  III,  §  8(>;  g,  §  85)-     • 

Dcf.  HL    Das  Grenzelement  des  unendlich  grossen  Gebiets  der  Ordnung    * 
ooj"*  nennen  wir  das  in  Bezug  auf  die  Einheit  (ÄÄ^)  im  Unendlicfigrossen  der- 
Ordnung  oOj"'+^  liegende  Grcnzeleinent, 

Def.  LV.    Die  den  Elementen  des  unendlich  grossen  Gebiets  der  Ordnung    ' 
ooi"*  entsprechenden  Zahlen  heissen  unetidlich  gross  von  der  Ordnung  c»j"»  und 
werden  mit  dem  Symbol  cx)'»"*  bezeichnet,  so  dass  es  in  diesem   Gebiet   die 
Zahlen 

.       oo,-i'"  +  l,  00,*^"»  + 2,'...,  oo,'-r±n... 

^^^'  mm' 

Bern.  II.   Das  Unendlichgrosse  (X)/"^     •  cx),'*      ist  von  der  Ordnung  001"*  +  oOj* . 
Bern.  III.    So  erhalten  wir  auf  Grund  der  Hypothese  IV  die  unendlich  grossen  Seg- 
mente der  Ordnung  00  j*^*     ,  ein  im  Unendlichgrossen  liegendes  und  ein  unendlich  grosses 

'Hl 

Gebiet  derselben  Ordnung  und  ein  Grenzelement  von  der  Ordnung  00 1   *.  +  1  •     Daraus 
ergeben  sieh  dann  wieder  unendlich  grosse  Zahlen  derselben  Ordnung,  deren  Gebiet  mit 

tl.em  Symbol  cx)''i  ^     bezeichnet  wird.    So  geht  es  unbegrenzt  weiter. 

Bez.  L  Wir  bezeichnen  die  unendlich  grossen  imd  endlichen  Zahlen  mit 
griechischen,  die  endlichen  Zahlen  mit  lateinischen*  Buchstaben.  Eine  unendlich 
grosso  Zahl  der  Ordnung  1^  bezeichnen  wir  mit  cx)"?  und  00^  stellt  in  diesem 
Fall  nicht  eine  einzelne  Zahl  dar,  sondern  definirt  ein  bestimmtes  Gebiet  von 
Zahlen. 

Weim  wir  also  von  einer  bestimmton  Zahl  rj  sprechen,  so  meinen  wir 
damit  eine  absolut  bestimmte  Zahl  der  Classe  der  Zalilen: 


0,    1,   2,   ...,  M,   ...,   OOi  —  1,   OOj,   oo,  +  1,   ...,   CX)/"—  1,   oo,'»,j 


...,  oo^'*!  *     —  1,  ooi*»  '    ,  00/1  *     +  1,  ... 


(jO) 
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Bez^  IL    Jede  Zahl  (fieser  Classe  lässt  sich  durch  das  Symbol 
Z=  oo^f^n^  +  ^i'""'**2  + •••  +  ooi'»n^-.„,_^.i  +  •••  +  «u+i 
wiedergeben,  worin  Wj,  w,,  ...,  w^_^.i  beliebige  gegebene  Zahlen  der  Classe  (/) 
sind  (§  46),  welche  sämmtlich  oder  zum  Theil  =  0  sein  können  und  (i  entweder 
eine  Zahl  von  (!)  oder  eine  der  imendlich  grossen  Zahlen  von  (11)  ist,  die 
man  vorher  mittelst  desselben  Symbols  Z  erhalten  hat. 

Def.  V.  Um  diese  Zahlen  von  andern  Zahlen  ausser  Null  zu  unterscheiden, 
nenne4  wir  sie  ganze  Zdlüen. 

Bern.  IV.  Wir  bemerken,  dass,  wie  bei  der  Scala  der  endlichen  Zahlen  der  Anfang 
A  als  Repräsentant  der  Zahl  0  gewählt  wurde,  so  auch  in  dem  im  Unendlichgrossen  erster 

Ordnung  liegenden  Gebiet  ein  bestimmtes  Element  Ä^'^^^  als  Repräsentant  der  Zahl  oo, 
gewählt  werden  muss.  Dasselbe  muss  bei  jedem  im  Unendlichgrossen  liegenden  Gebiet 
geschehen,  so  dass  wir  sozusagen  soviel' Anfänge  haben,  als  es  solcher  Gebiete  sind.  Es  ist 
zu  bexnerketL,  dass  als  Anfang  im  Gebiet  z.  B.  des  Unendlichgrossen  erster  Ordnung  und 
damit  als  Repräsentant  der  Zahl  oo,  jedes  Element  dieses  Gebiets  gewählt  werden  kann, 
nicht  jedoch  ein  andres  Element  eines  andern  im  Unendlichgrossen  liegenden  Gebiets,  und 
dass  dieses,  wenn  es  einmal  bestimmt  ist,  inmier  dasselbe  bleibt.  Wir  bemerken  femer,  dass 
den  andern  Elementen,  wenn,  wie  wir  voraussetzen,  die  Anfänge  gegeben  sind,  bestimmte 
Zahlen  der  Classe  (11)  oder  andre  noch,  zu  eruirendc  Zahlen  entsprechen  und  dass  man 
daher  bei  der  Vergleichung  der  Segmente  annehmen  muss,  die  Scalen  und  Anfinge  seien 
bereits  gegeben  (siehe  §  108). 

Die  Operation  cx)»   ist  mithin  in  Folge  der  Definition  selbst  der  Zahl  oD,   eindeutig, 

weil  jedes  andre  Segment,  das  verschieden  von  dem  Segment  (ÄA^'^^^)  ist,  mit  einem  ver- 
schiedenen Symbol  bezeichnet  wird,  so  dass,  wenn  {AB)'^(AB')  ist,  {A B) oo ^  "^  {AB') ooi 
ist  (siehe  §  108). ») 

Den  grösseren,  gleichgrossen  odei*  kleineren  Segmenten  entsprechen  grössere,  gleich- 
grpsse  oder  kleinere  Zahlen  und  umgekehrt  (Bem.  I,  §  87  und  Hyp.  V). 

Uehereink.  L   Wir  sagen  auch,  daö  Segment  (AA^,  wenn  iy  eine  bestimmte 

•  Zahl  der  Classe  (77)  ist,  die  derart  bestimmt  wird,  dass  {AAt)  die  Zahl  ri  in 
Bezug  auf  die  Einheit  {AA^  und  den  Anfang  A  darstellt,  etithalte  ri  cmisecutive 
in  derselben  Richtung  liegende  \mi*{AA^)  gleiche  Segmente,  ohne  dass  wir 
diese  Segmente  desshalb  darstellen  könnten,  als  hätten  sie  successive  ein 
gemeinschaftliöhes  .Ende,  d.  h.  ohne  Sprünge  in  der  Darstellung,  wie  er  z.  B. 
von  den  Segmenten  (AAj),  (^j^),  (4^-4^,),  ...,  (AnAn+i)  auf  das  Segment 

•  (^aoj— n-4»j— «+i)  stattfindet* 

c.  Für  die  neuen  Segmente  und  die  wiendlich  grossen  und  unendlich  kleinen 
Zahlen  gelten  die  Sätze  in  den  §§  86  ufid  88. 

Aus  der  Art,  wie  die  Segmente  unendlich  grosser  Ordnung  von  dem  Typus 
oo,"». durch  die  in  §  88  abgeleiteten  Zahlen  dargestellt  werden,* geht  'der  Satz 
a,  §  86  hervor,  der  dann  auch  für  die  aus  ihm  abgeleiteten  Zahlen  gilt  (Bem.  ü, 
§  87)  u.  s.  w.  (Hyp.  V).  Die  übrigen  Sätze  werden  in  derselben  Weise  mittelst 
der  Hyp.  V  bewiesen. 

§  92.  a.  sind  die  Tlmlungseleniente  A^  Au,  Arj,  Au^n  der  Scala  gegeben, 
^^  {.AA,)^-^{A,A,+,). 

1)  Wenn  in  dem  in  Betracht  gezogenen  Gebiet  unserer  Grundform  oder  besser  unseres 
homogenen  Systems  die  Zahlen  Cantor'a  in  Bezug  auf  die  Classe  {II)  nicht  zu  verwendeü 
sind,.  80  kann  man  thun,  was  Cantor  in  Bezug  auf  Classe  (i)  gethan  hat,  d.  h.  eine  neue 
Zahl  Sl  als  erste  Zahl  festsetzen,  die  grösser  als  alle  Zahlen  von  {11)  istj  u.  s.  w. 
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Denn  dies  heisst,  dass  von  dem  Element  Ä^  an  ein  (ÄA»)  gleiches' Segment 
betrachtet  wird  (Def.  I,  §  68). 

b.  Us  gibt  nur  eine  einzige  Zahl  6  oder  eine  einzige  ZaM  fi,  die  der  Glei- 
chung (i  '{'  6  =  rj  gefiiigt  (f  und  g,  §  73). 

Def.  I,  Wemi  iy  eine  bestimmte  Zalil  der  Classe  (IT)  ist  und  ein  ^giftent 
{AB)  gegeben  ist,  so  heisst  das  Segment  (-^6^),  welches  iy  consecutive  in  der- 
selben Richtung  liegende  {AB)  gleiche  Segmente  enthält  (Uebereink.  I,  §  91), 
Vielfaches  twi  (AB)  nach  der  Zahl  rj  und  {AB)  Factor  von  (AC)  nach  der- 
selben Zahl  rj. 

Bezeichnet,  man  (AC)  mit  (AB)v  und  {AB)  mit  {AC)—  oder  ~ \  so 

folgt  aus  dieser  Bezeichnung: 

(ÄC)  -r  {AB)ti ,  {AB)  --  {Aü)^  r_  -^^^^ .  •    (b-,  §  9) 

Bern.  I.  Wenn  wir  von  Vielfachen  oder  Factoren  eincH  gegebenen  Segments  nach  den 
Zahlen  der  ClaHKC  (77)  sprechen,  setzen  wir  voraus,  dass  dieselben  eindeutig  bestimmt  sind. 
Wir  behalten  ims  die  Bestimmung  der  Segmente,  die  Vielfache  oder  Factoren  eines  gegebenen 
Segments  sind,  für  später  vor,  i^ronn  wir  die  Scalen  festgestellt  haben  werden,  wie  wir  dies 
voraussetzen  müssen  (Bepi.  IV,  §  91;  siehe  §  103). 

Bez,  I.  Wemi  ein  Segment.  {AB')  gegeben  ist,  das  ein  Vielfaches  von 
{AB)  nach  der  endlichen  oder  unendlich  grossen  Zalil  fi  ist,  so  bezeichnen  wir 

dasselbe  statt  mit  dem  Symbol  ^ ^  auch  mit  {AC)--.     Es  ist  daher: 

(1.  (AB')  .^  ^^11 :     {AC)'^  -  (AC)^  ± 

+  (^C)'*-(^  =  /  +  ^").  (b,-§9) 

Bern..  IL    Das  Svmbol  --  bedeutet  daher,  dass  das  Segment  {ACJ)  in  13  gleiche  ITieile 

gotheilt   wurde  und  dass  man  ein  Segment  gel)ildt»t  hat,  welches  fi  13*®  Theile  von  (^6^ 
enthält.     Z.  ß.  enthält  {ÄA^)  ri  Kinhoiten  (ÄA^)  (Uebereink.  I,  §  Ol). 

I 

d'.    Wenn  /it^i;,  so  ist  {AC)  =  {AC)^\ 

Dies  geht  aus  der  Bedeutung  des  Symbols  —  (Bern.  11,  Bem.  I)  mittelst  eines 
Beweis  Verfahrens  wie  bei  b',  §  71)  hervor. 

d".  {AC)^F-0. 

Der  Beweis  ist  derselbe  wie  zu  Satz  b",  §  70. 

Bem.  ITl.  Die  Multiplication  einer  Zahl  ri  mit  einer  Zahl  r\'  von  (//)  wird  ebenso 
wie  bei  den  Zahlen  der  Classe  (/)  definirt-  (§  5'2). 

^^'''>i^-  {AC)  ^. 

Der  Beweis  dieses  Satzes  ist  demjenigen  zu  Satz  e,  §  7i>  analog. 

ri      71         ^        ^7]' 
Def  IL  Das  Segment  {AB)      {A  6')— heisst  -dVLch. Bruch  des  Segments  {AC). 
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f.  Jedes  Segmenty  das  ein  Vielfaches  von  {AB)  nach  einer  unendlich  grossen 
Zahl  der  Ordnung  fi  ist,  ist  ein  in  Bezug  auf  {AB)  unendlich  grosses  Segment 
der  Ordnung  /t.  Und  jedes  Seginenty  welcJies  ein  VieJfacJies  eines  wnendlidi  grossen 
Segments  der  Ordnung  fi  nach  einer  unendlich  grossen  Zahl  der  Ordnung  rj  ist, 
ist  ein  Segment  der  Ordnung  /t  -|-  iy. 

Denn  im  ersten  Eall  ist  iie  Zahl  von  der  Form  oo^,  welche  man  aus  oo 
erhält^  indem  man  es  /tmal  mit  sich  selbst  multiplicirt  (Bez.  I^  §  82  und 
Def.  IV,  Bem.  11,  in  und  Bez.  I,  §  91).  Dies  liefert  aber  gerade  aus  {AB)  die 
in  Bezug  auf  {AB)  unendlich  grossen  Segmente  der  Ordnung  /t  (Hyp.  V). 

Die  zweite  Eigenschaft  ist  einleuchtend,  da  oo'*oo''  =  oo'*  +  '/  (Bem.  11  imd 
Bem.  m,  §  91).  ' 

f.  Wenn  {AB)  ein  in  Bezug  auf  {AC)  unendlich  Meines  Segment  der  Ord- 
nung fj  ist',  so  sind  die  Vielfachen  von  {AB)  nach  den  unendlich  grossen  Zahlen 
derselben  Ordnung  rj  mit  {AC)  endlich. 

Denn  die  Vielfachen  von  {AB)  nach  den  unendlich  grossen  Zahlen  der 
Ordnung  i^  sind  in  Bezug  auf  {AB)  unendlich  gross  von  derselben  Ordnung 
und  sind  mithin  untereinander  endlich  (f;  c,  §  91;  a,  §  86). 

{AC)  aber  ist  in  Bezug  auf  {AB)  imendlich  gross  von  der  Ordnung  rj 
(Bem.  m,  §  91  und  Def.  m,  §  86),  folglich  u.  s.  w. 

f".  Ist , An  in  Bezug  auf  {AC)  unendlich  Meines  Segment  {AA^)  der  Ord- 
nung fi  gegeben,  so  ist  jedes  in  Bezug  auf  {AA^)  unefidlich  grosse  Segment  der 
Ordnung  fi(i^  ■=»  f^  +  <^)  *^  Bezfjig  auf  {AC)  unendlich  klein  von  der  Ordnung  6, 

Denn  wenn  in  Bezug  auf  {AA^)  {AC)  unendlich  gross  von  der  Ordnung 
fi  und  {AC)  von  der  Ordnung  i?  =  /*  +  <^  ^st,  so  ist  {AC)  in  Bezug  auf  {AC) 
unendlich  gross  von  der  Ordnung  6  (Def.  U,  §  86  und  Bem.  IQ,  §  91).  Mithin 
ist  (AC)  in  Bezug  auf  {AC)  unendlich  klein  von  der  Ordnung  6  (Def  HI, 
§  86;  Bem.  HI,  §  91). 

g.  Wenn  ein  Segment  der  Grundform  grösser,  ebenso  gross  oder  Meiner  als' 
ein  andres  Segment  derselben  Form  oder  verschiedener  Grundform  ist,  so  ist  ein 
Segment,  das  das  Vielfache  de^  ersten  fiaeh  der  Zahl  r^  ist,  grösser,  ebenso  gross 
oder  Meiner  als  das  Vielfache  des  zweiten  naeh  derselben  Zahl. 

Dies  wird  ebenso  wie  der  Satz  d,  §  79  bewiesen.  Angenommen  der  Satz 
gelte  für  ri  —  1,  beweist  man  ihn  für  ri  auf  Grund  der  Sätze  g  und  g',  §  73, 
welche  unabhängig  von  dem  Begriff  der  Scala  und  mithin  von  der  Unter- 
scheidung in  Endlich,  Unendlichgross,  Unendlichklein  gültig  sind.  Der  Satz 
gilt  aber  für  ein  endliches  iy  (d,  §  79)  und  die  Operation  oo^  ist  an  diesell)e 
Eigenschaft  gebimden  (Bem.  IV,  §  91)  und  da  man  iy  —  1  durch  einfache  Ad- 
dition verbunden  mit  der  Operation  oo^  erhält,  so  ist  damit  der  Satz  bewiesen 
QBem.  I). 

g'.    Wenn  {AC),  {A'C)  Vielfadie  der  SegmetiU  {AB)  und  {A'B')  nach 
der  Zahl  rj  sind  und  es  ist  {AC)  =  {A'C),  so  ist  {AB)  tii  {A'B'). 
Der  Beweis  ist  analog  dem  zu  d',  §  79. 
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h.    Wenn  (AB)  z-:  (AC)-^  und  (AB)  =  (AC),  so  ist  it.  =  ri  und  umgekOrL 

Beweis  wie  Satz  e,  §  79. 

i.  Wefin  ein  miendlicJi  grosses  Segment  (AB)  der  Ordnung  ti  gegeben  ist^  so 
.  existiren  unendlich  mele  Elemente  X  derart,,  dass  (AX),  (XB)  in  Bezug  auf  das 
Segment  (AB)  endlich  sind. 

Ist  rj  eine  endliche  Zahl^  so  ist  der  Satz  eine  unmittelbare  Folge  der 
Hyp.  lY  und  des  Satzes  b;  §  85^  da  (AB)  in  Bezug  auf  das  unendlich  grosse 
Segment  der  Ordnung  (rj  —  1)  imendlich  gross  von  der  ersten  Ordnung  ist 
(Def.  n,  §  86). 

Die  Segmente,  welche  man  dadurch  erhält;  dass  man  die  Hypothese  IV 
eine  unendliche  Anzahl  endlicher  Ordnung  mal  anwendet^  haben  eben&Us  diese 
Eigenschaft.  Denn  ist  z.  B.  die  Zahl  00^"*^  so  sind  die  so  erhaltenen  Segmente 
iii  Bezug  auf  das  durch  (00  "»j  —  1)  malige  Anwendung  der  Hyp.  IV  erhaltene 
Segment  unendlich .  gross  von  der  ersten  Ordnung.  Daher  besitzen  auch  die 
Zahlen  der  unendlich  grossen  Ordnung 

diese  Eigenschaft  und  dann  die  unendlich  grossen  Segmente  der  Ordnung 

"  05  ff)  tu  ,  ^ 

OD  "* 

und  mithin  die  unendlich  grossen  Zahlen  00  j*»*'  *    u.  s.  w. 

Der  Satz  gilt  auch  für  die  unendlich  grossen  Segmente  der  Ordnung  ooj  +  ^1 
unter  n  eine  endliche  Zahl  verstanden;  weil  sie  in  Bezug  auf  ein  Segment  der 
Ordnung  oc^  +  (^  —  1)  unendlich  gross  von  der  ersten  Ordnimg  sind.  Ebenso 
gilt  der  Satz  für  die  unendlich  grossen  Segmente  der  Ordnung  ooj^  +  c»^!!^  -+:«,. 
Und  im  Allgemeinen:  wenn  das  unendlich  grosse  Segment  der  Ordnung  00 1' 
diese  Eigenschaft  besitzt,  so  be^tzen  sie  auch  die  Segmente  von  der  Ordnung 
^^1'' +  ^^i''"'^^*r.i  ooj'^-^n^  +  •••  +  n,j4.i. 

Der  Satz  gilt  also   auch  für  die  Zahl  00 {^^"J   imd   mithin   auch   für  das 

unendlich  grosse  Segment  der  Ordnung  cx>i**''  u.  s.  w. 

Auf  diese  Weise  erhält  man  aber  jedes  unendlich  grosse  Segment  (AB) 
der  Grundform  (Hyp.  V).     Damit  ist  der  Satz  bewiesen. 

Uebrigens  würde  es  auch  genügen,  nur  den  Satz  c,  §  91  und  die  Hyp.  V 
anzuwenden,  nach  welcher  ein  Segment  in  Bezug  auf  ein  andres  Segment 
unendlich  gross  von  der  ersten  Ordnung  ist. 

i'.  Ist  ein  Segment  (AB)  geyelen,  so  gibt  es  immer  ein  Segment  (AX)  JdMner 
(ils  (AB),  für  welclies  ei^ie  endliche  Zahl  m  der  Art  existirt,  dass 

(AX)m  >  (AB) ,  (Def  H,  §  82;  d,  §  BX) 

i".  Ist  eine  unendlich  grosse  Zahl  a  vofi  beliebiger  gegehetvsr  Ordnung  ij 
gegeben,  so  gibt  es  iminer  Zaiden  6,  die  Idciner  als  ajind  derart*  sind,  dass 

6m  >  a 

ist,  tcenn  man  unter  m  eine  endliche  ZaJd  versteht. 
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L  Sind  zwei  beliebige  Segmente  ^J?)  <  (CD)  gegeben,  so  gibt  es  immer 
eihe  bestimmte  endliche  oder  unendlich  grosse  Zahl  ri  derart,  dass 

•  (ÄB)ri  ^  (CD) 

und  {AB)ri  in  Bezug  auf  {CD)  endlich  ist.  Wenn  ij  von  der  Ordnung  fi  ist 
und  man  bezeichnet  die  JEinJieit  (J.^^^^)  mit  1^,,  so  gibt  es  eine  solcJie  Zahl 
rii  von  derselben  Ordnung,  dass 

und  (ÄB)riim  ^  (CD)  <  (ÄB)ri^{m  +  1) 

*  isty  unter  m  eine  endliche  Zahl  verstanden. 

Sind  {AB)  und  (CD)  unendlich  gross  von  derselben  Ordnung,  alsdann 
sind  sie  untereinander  endlich  und  i^  ist  mithin  endlich  (a,  §  86  und  c,  §  91). 
Ist  (AB)  unendlich  gross  von  der  Ordnung  ft,  (CD)  von  der  Ordnung  (i\  und 
f*'  =  ft  +  f*"  und  man  nimmt  ein  Vielfaches  von  (AB)  nach  einer  unendlich 
grossen  Zahl  der  Ordnung  (i*'y  so  erhält  man  ein  Segment  von  derselben  Ord- 
nung wie  (CD)  (f)  und  mithin  endlich  mit  (^CD)  (a,  §  86  und  c,  §  91). 

Wenn  r^'  eine  unendlich  grosse  Zahl  der  Ordnung  ft"  ist,  so  tritt  einer 
der  drei  Fälle  ein 

iAB)f,'^(CD).  (b,  §73) 

Im  ersten  und  zweiten  Fall  kann  man  immer  eine  solche  Zahl  t^  von  der- 
selben Ordnung  wie  ly'  geben,  dass  (AB)ri  >  (CD),  in  jedem  Fall  aber  eine 
solche  Zahl  i^^,  dass 

iÄB)ri,^(CD)<(ÄB)(f),  +  l,). 

Es  ist  nun  klar,  dass,  wenn  (AB)fii  und  (CD)  untereinander  endlich  sind, 
immer  eihe  solche  endliche  Zahl  m  (die  auch  1  sein  kann)  existiren  muss,  dass: 

(^D)i^^m  <  (CD)  <  (^D)i^,(m  +  1) . 

m..  Jedes  yegd>ene  Segment  (AB)  ist  in  Bezug  auf  ein  andres-  grösseres 
Segment  (AC)  unendlich  Mein  von  bestimmter  Ordnung  iy,  wenn  (AB)  in  Bezug 
auf  (ÄC)  nicht  endlich  ist 

Denn  es  muss  eine  bestimmte  unendlich  grosse  Zahl  i^  derart  geben,  dass 

(ÄB)ri'^(AG)y  während- zugleich  (AB)ri  mit  (AC)  endlich  ist  (1).     Mithin 

ist  (AB)  in  Bezug  auf  (AC)  unendlich  klein  von  der  Ordnung  ly,  weil  (AB)ri 
unendlich  gross  von  derselben  Ordnung  wie  (AC)  ist"  (Def.  IQ,  §  86  und 
Bern,  m,  §  91). 

n.  Die  Grundform  von  einem  beliängen  gegebenhi  Element  an  in  einer 
gegd>enen  Richtung  ist  grösser  als  jedes  gegebene  Segment  (AB)  in  derselben  oder 
der  entgegengesetzten  Ricfitung. 

A  sei  der  gegebene  Anfang,  (AB)  das  gegebene  Segment.  Da  es  auf 
der  Form  ein  grösseres  Segment  in  der  Richtung  (AB)  gibt  (a,  §  Ö8),  so  ist 
der  Satz  soweit  bewiesen  (Def  I,  §  61).    Wenn  dagegen  (AB)  in  der  entgegen- 
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gesetzten  Richtung  betrachtet  wird,  so  l^eaclite  man,  dass  die  Form  von  A  in 
einer  Richtung  ausgehend  mit  der  Form  von  Ä  in  der  entgegengesetzten 
Richtung  gehend  identisch  ist  (Def.  I,  b,  §  70;  Hyp.  II).     Folglich  u.  s.  w.f 

Def,  HL    Wir  nennen  daher  die   Grundform  absolut  unendlich  gross  oder 

unendlich   <iross   von   unhestimmter    Ordnuncf   in    der   einen   wie    in   der   andern 

Richtung  zum  Unterschied  von  den  Gebieten  der  Scala,  welche  unendlich  gross  , 

von  gegebener  Ordnung  sind.     Wir  bezeichnen  sie  mit  dem  Symbol  ß. 

Betn.  IV.  Offenbar  ist  dieses  Absolute  in  einem  gewissen  Sinn  auch  relativ.  Demi 
wenn  die  ganze  Grundform  vom  Anfang  A  an  gegeben  ist,  so  können  wir  sie  von  Neuem 
der  Hypothese  TV  unterwerfen.  In  diesem  Fall  wären  die  Zahlen  statt  vom  Typus  oOi  ▼o'» 
einem  andern  Typus  z.  B.  Äj  u.  s.  w.  ^)  , 

Def.  IV.  Absolutes  etuHiches  Gebiet  in  einer  gegebenen  Richtung  von  einem 
gegebenen  Element  an  nennen  wir  dagegen  das  Gebiet  der  begrenzten  Segmente 
mit  zwei  Enden  in  der  gegebenen  Richtung  in  derselben  Weise  wie  wir  das 
endliche  Gebiet  in  Bezug  auf  eine  gegebene  Einheit  (AA^)  haben  (Def.  V,  §  83). 

Es  ist  selbstverständlich,  dass  von  zwei  Segmenten  dieses  Gebietes  das  eine 
imendlich  gross  bezüglich  des  andern  sein  kann. 

Def.  V.  Ein  beliebiges  gegebenes  Segment  (AB)  heisst  desshalb  auch 
absolut  endlicfi  imd  unter  absoluter  EinJieit  versteht  man  ein  beliebiges  gegebenes 
Segment  {AB). 

Def.  VI.  Von  einem  Segment,  das  grösser  als  jedes  gegebene  Segment  (und 
mithin  auch  unendlich  gross  wird)  sagen  wir,  es  wachse  unbegrenzt  oder  es 
sei  unbegrenzt  gross  oder  es  habe  die  ganze  Grundform  vom  Anfang  ^ii  an  in 
der  Richtung  der  absoluten  Scala  d.  h.  das  absolute  Unendlichgrosse  zur  Grenjse 
und  wir  schreiben: 

lim  ^b8  (^^)  ^^Sl.  , 

Def.  VII.  Das  Segment,  welches  der  Euiheil  1  der  Zahlenclasse  (//)  ent- 
spricht, nennen  wir  auch  Grmuleinheit.  Den  ersten  Anfang  nennen  wir  Grund- 
anfan4j  oder  einfacher  Anfatig. 

• 

5. 

Das  Associations-  und  ('ommntationsgesetz  der  Summe;  das  Distribntions-  und 
Commutatiousgesetz  der  Hultiplication  der  Zahlen  der  Classe  {II). 

§  ^}ii.  a.  Für  die  Smmne  von  drei  oder  mehr  Zahlen  von  {II),  die  eine  Zahl 
von  (11)  darstellt^  gilt  das  Associ'ationsgesetz. 

Denn  es  gilt  für  die  Segmente,  durch  welche  sie  dargestellt  werden  (d,  §  77). 

Bez.  I.  Das  Segment  (^„yl,^),  dessen  Enden  die  Zahlen  ft  und  ri  von  {11) 
in  Bezug  auf  die  Grundeinheit  {AA^  und  den  Grundanfang  A  darstellen  (Def.VTI,' 
§  92)  (i/ >  |[t),  bezeichnen  wir  mit  dem  Symbol  — ft  +  ^?  welches  wir  ebenfalls 
Zahl  nennen.  Die  Zahl  —  jt^  +  ^  hat  daher  so  eine  bestimmte  Bedeutung.  Wir 
werden  bald  sehen,  dass  sie  auch  eine  Zahl  der  Chisse  {II)  ist. 

1 )  Wio  OS  vorschiedeno  Classeu  <ler  transfiniten  Zahlen  G.  Canfor^a  gibt  (siehe 
Anm.  -2,  §  yO). 
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b.    Wenn  (i  eine  beliebige  ZaJU  von  (IT)  ist,  so  ist  —  ft  +  ft  ==  0 . 

Denn  wenn  Ä,j  mit  J.^  zusammenfällt,  so  ist  (Af^Ätj)  ^  0  (Def.  I,  §  7()) 
und  mithin  —  ^  +  ^  =  0  (Bez.  I). 

Bern.  I.  Die  Zahlen  sind  geordnete  Gruppen  von  als  Einheiten  betrachteten  Elementen 
(Def.  n,  §  45).  Wenn  zwei  Zahlen  gleich  sind,  so  entsprechen  sie  sich  eindeutig  und  in 
derselben  Ordnung  (b,  §  60);  aber,  wenn  das  Letztere  der  Fall  ist,  so  können  wir  nicht 
sogen,  dass  sie  gleich  sind,  weil  die  eine  ein  Theil  der  andern  oder  einem  Theil  der  andern 
gleich  sein  kann  (Def.  II,  §  27),  während  die  Def.  11,  §  45  diese  Verschiedenheit  durchaus 
nicht  ausschliesst  (c,  §  45).  Die  natürlichen  Zahlen  dagegen  brauchen  sich  nur  eindeutig 
und  in  derselben  Ordnung  (g,  §  48),  ja  auch  nur  eindeutig  (h,  §  48)  zu  entsprechen,  um  auch 
nach  Def.  II,  §  45  gleich  zu  sein,  weil  in  diesem  Fall  die  eine  kein  Theil  der  andern  oder 
keinem  Theil  der  andern  gleich  sein  kann. 

Sicher  ist,  dass  zwei  geordnete  Gruppen,  die  sich  nicht  eindeutig  und  in  derselben 
Ordnung  entsprechen,  nicht  gleiche  Zahlen  haben  können,  weil  die  beiden  Gruppen,  wenn 
die  Zahlen  gleich  sind,  sich  eindeutig  und  in  derselben  Ordnung  entsprechen  (b,  §  60;  b, 
§  45  und  f ,  §  42). 

Wenn  man  die  Zahl  einer  Gruppe  nur  von  dem  eindeutigen  und  in  derselben  Ordnung 
stattfindenden  oder  nur  von  dem  eindeutigen  Zusammenhang  zwischen  den  Elementen  der 
Gruppe  und  den  Einheiten  der  Zahl  abhängig  macht,  alsdann  ist  die  Gleichheit  der  Zahlen 
in  dem  ersten  Fall  durch  den  eindeutigen  und  in  derselben  Ordnung  stattfindenden,  in  dem 
zweiten  durch  den  eindeutigen  Zusammenhang  allein  gegeben  (Bem.  I,  §  45).  ^)  Für  uns 
aber,  die  wir  auch  dem  zwischen  einer  Untergruppe  und  der  Gruppe  bestehenden  Unter- 
schied Rechnung  tragen  (Def.  II,  §  27),  genügt  im  Allgemeinen  der  eindeutige  und  in  der- 
selben Ordnung  stattfindende  Zusammenhang  nicht.  Darin  liegt  kein  Widerspruch  irgend 
welcher  Art. 

In  Bezug  auf  die  Gleichheit  unserer  Zahlen  wie  unserer  Elemente  der  Grundform  (§  71) 
muss  man  daher  die  Sätze  c,  §  45;  b,  §  60  imd  diejenigen  in  §  61  beachten.    Die  Segmente 

{AA^  ...  A^)^  {A^-^  •  •  •  -^yu) 

können  in  absolutem  Sinn  nicht  gleich  sein,  da  das  zweite  ein  Theil  des  ersten  ist.  Ueber- 
dies,  wenn  zwei  geordnete  Gruppen  gleich  sind,  so  ist  jeder  Untergruppe  der  einen  eine 
Untergruppe  der  andern  gleich.  Und  .da  die  endlichen  und  unsere  unendlich  grossen 
Zahlen  eine  einzige  Classe  bilden,  so  können  wir  den  vorstehenden  Bedingungen  ent- 
sprechend festsetzen,  dass  die  Segmente 

{AA^  . . .  A^),  (Aj^A^  . . .  J.^_|_j) 

för  jedes  beliebige  ft  gleich  sind,  wie  dies  für  ein  endliches  ft  der  Fall  ist. 

C.  l  +  ft==ft-fl. 

Denn  die  beiden  Gruppen  AA^  ...A^t,  A^A^  ,..  A^^^  stellen  die  beiden 
Zahlen  1  +  ft,  /i  +  1  dar  (Bern,  ü,  §  87;  Bem.  IH  und  Bez.  I,  §  91). ^j 


1)  Dies  thut  Cantor  bei  der  Definition  der  Gleichheit  seiner  Id^iahahlen  und  daher 
auch  seiner  Ordnungszahlen  und  Cardinal zaJüen  (siehe  Anm.  §  48  und  Uebereiuk.  §  90). 

2)  Wenn  man  sich  z.  ß.  die  Grade  in  dem  endlichen  Gebiet  EucUd's  in  einer  gegebenen 
Richtung  von  A  als  Null  an  und  in  Beziehung  auf  (AB)  als  Einheit  durchlaufen  denkt  und 
man  stellt  die  in  der  gegebenen  Richtung  durchlaufene  Grade  durch  das  Symbol  oo,   dar, 

Q  i  80  wird  der.  Punkt  u4,  nachdem  man  die  ganze  Grade 

ß'  j^         ß  von  A  aus   durchlaufen  hat,   mit  cx)i   bezeichnet,    B' 

mithin,  wenn  (B'A)^(AB)  ist,   mit  cx),   —  1  und  B 


^^*^i        ^     '^'^i  ^"^        mit  1  imd  cx),  +  1  u.  s.  w.  Wenn  wir  von  B  ausgehen 

^*8-  **•  und  die  Grade  bis  A  in  derselben  Richtung  durchlaufen, 

so  erhalten  wir  nicht  die  ganze  Grade ,  weil  die  Strecke  {A  B)  fehlt,  es  ist  mithin 

(1  ••    oo,)  <  cx)j     und    (1  •    -ooi)  +  1  =  cx)j . 

Da  aber  cx),  —  1  -f  1  =  oo, ,  so  ist  (1  •  •  •  cx),)  =  CX),  —  1 ,  weil   die  Addition  auf  der  Graden 
eindeutig  ist. 

Veronese,  (Soumetrio.  U 
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(1.   Für  die  Addition  einer  endliehen  Anzahl  von  Zahlen  der  Classe  {II)  gut 
das  Cmyimutationsgesetz. 
Wenn 

(1)  w  +  /i  =  /*  +  M, 
so  ist  auch 

(r2+  1)  +  ^  =  w  +  (1  +^)  =  n+  (/i  +  1)  =  («  +  /^)  +  1  =  (/*  + w)  +  1  « 

=  ^  +  (n+l).  (a§40) 

Die  Eigenschaft  gilt  aber  für  w  =  1 ,  folglicli  gilt  sie  für  alle  Zahlen  von 
(/)  (c',  §  46  und  1,  §  39).     Daraus  geht  auch  hervor: 

(2)  <y  +  i"*  —  n  =  6  —  n  '\-  ii,\ 
denn: 

und  mithin  auch 

(2')  ;t  +  M=±n  +  |». 

Wenn  m  eine  beliebige  Zahl  von  (J)  ist,  so  erhalt  man  (s  <  ni) 

cx>,"*«i  +  oo/ng  =  cx)i*(cx>i"»-*n,  +  w^), 

wenn  man  unter  oc)j<'(cx>i<''Wi  +  oo/«nj5  +  •••)  versteht,  dass  cx>j<'  zuerst  mit 
(»j^^'n^,  dann  mit  +  ooj*'«»^  u.  s.  w.  multiplicirt  wird  (Bem.  11  und  UI,  §  91) 
und  weil  s  -{-  m  —  s  =  m  ist  (m,  §  48;  §  54  oder  Dcf.  I,  §  7(5)  und  mithin 

(2")  oOi»»n,  +  c5o/w.^  =  oo/(4-  n^  +  «>r~'w,), 

woraus 

(3)  =  +  ooi'n,  +  (»j^'ni . 

Wenn  man  daher  eine  unendlich  grosse  Zald  von  endlicher  Ordnung  au» 
der  Olasse  (II)  d.  li. 

^i^n^  4:cx>i"»-ina4- ..•  4:ooiW,„  +  n«+i       (Bez.  II,  §  91) 

hat,  so  können  wir  in  dem  Symbol  dieser  Zahl  nach  Gleichung  (3)  die  Zahlen, 
welclie  sie  zusammensetzen,  durch  Vertauschen  consecutiver  Elemente  ihre  Stelle 
wechseln  lassen  (c,  §  48). 

Setzen  ivir  voraus,  wir  liätten,  so  fortfahrend,  diese  Eigenscliaft  für  die 
unendlich  grosse  Zahl  q  und  für  die  Zahlen  bewiesen,  die  kleiner  als  q  sind 
und  betrachten  wir  eine  unendlich  grosse  Zalil  fi  der  Orcbmng  q  (Bem.  HI, 
§  Dl),  so  haben  wir: 

^  =  ooj^w,  +  ooj^'-^w^  +  •  •  •  +  oOiM^,    I-  n,,+i .  (Bez.  II,  §  91) 

Nach  der  Voraussetzung  ist  aber 

=  oo/(+w,  +  oo,i'-C''n,)  [(2')J 

AndrorHeits  ist  h    \    r<  \ 

1  +(!•••  CX)i)  =  CX),  , 

folglich 

<X)|  —  1  -}-  1  =  1  +  CX),  -    1  . 

Dieses  i«t  aber  diis  Commnüitionsgesetz.     Sit'.lie  die  letzte  Anni.  zu  tj  !(»'». 
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Mithin  können  wir  in  (i  die  Zahlen,  welche  es  zusammensetzen,  durch  Ver- 
tauschen consecutiver  Zahlen  ihre  Stelle  wechseln  lassen. 

Nach  der  Hypothese  V  nun  lässt  sich  jede  Zahl  von  (//)  in  die  Yorstehende 
Form  bringen  (Bez.  11,  §  91)  und  wird  durch  Wiederholung  aus  q  erlialten  der 
Art,  dass,  wenn  sie  zuerst  endlich  war,  sie  dann  unendlich  gross  von  endlicher 
Ordnung  u.  s.  w.  wird  imd  dass  bei'  jeder  Wiederholung  die  obige  Eigenschaft 
gilt.     Die  Eigenschaft  besteht  daher  für  jede  Zahl  von  (//). 

Man  betrachte  nun  eine  andre  Zahl  rj  von  (//),  die  sich  in  eine  analoge» 
Form  bringen  lässt.  Da  man  die  Zahlen,  welche  die  Summe  /*  +  i?  bilden, 
ihre  Stelle  wechseln  lassen  kann,  so  ist 

i^  +  n  =  n  +  (^'  (4) 

Das  Commutationsgesetz  gilt  für  eine  endliche  Anzahl  von  Zahlen;  denn 
gesetzt  es  gelte  für  ni,  so  lässt  es  sich  für  m  +  1  beweisen  (a,  (4)  und  d, 
§  47);  es  gilt  aber  für  m  =  2,  folglich  gilt  es  für  jede  endliche  Zahl  m  (c\ 
§  46;  1,  §  39). 

e.  Die  ztcischen  zwei  mit  hdiebigeti  Zahlen  von  (//)  bezeichneten  Segmentefi 
liegenden  Segmente  werden  durch  Zahlen  von  {II)  ausgedrückt. 

Denn  es  seien  yL  und  ri  zwei  Zahlen  von  (//),  rj  >  ^i.     Sie  werden  durdi 

zwei  Segmente  der  Grundform  vom  Grundanfang  an  dargestellt.    Das  Differenz- 
segment wird  durch  das  Zeichen 

—  fi  +  1^  =  <y  (Bez.  I) 

ausgedrückt.     Wir  wollen  beweisen,  dass  6  ebenfalls  eine  Zahl  von  (//)  ist. 
Es  ist  nämlich 

=  -  f*  +  ^  +  (/*  -  f*)  =  —  f*  +  ^,  (»7  (4)  und  d,  §  47) 

also: 

welches,  wenn  iy  und  fi  Zahlen  von  (//)  sind,  eine  Zahl  dieser  Classe  ist,  weil 
sie    sich    in    die  allgemeine  Form    einer   dieser  Zahlen    bringen    lässt    (Bez.  I, 

§  91).     Z.  B. 

2  +  <y  =  <^i  y  mithin  6  =  oc,  —  2  . 

Um  aus  2   die  Zahl  ooj   zu   erhalten,   braucht  man   nur  die  Zahl  oo^  —  2   zu 
ihr  hinzuzufügen. 

f.  Für  die  Addition  einer  unendlich  grossen  AnzaJd  von  Zahlen  von  {II) 
giU  das  Conimutaiionsgcsctz ,  wenn  das  Besidtat  eine  Zahl  von  (II)  darstellt,  so 
jedochy  dass  die  Beschaffenfwit  der  Zahl  (»^  Glicht  geändert  wird. 

Nehmen  wir  an,  die  Aiizahl  der  betrachteten  Zahlen  sei  unendlich  gross, 
vorerst  oo^  und  ihre  Summe  stelle  eine  Zahl  von  (//)  dar;  man  hat  dann: 

V'='fH-\'l^i+lh'\ +  f*«i-'»  +  /"^^i-w+iH h  f^»,- 2 -f •/*«>, -1  +  /*«•.•     00 

Diese  Zahl  wird  durch  die  Summe  zweier  Segmente  dargestellt,  vcm  denen 
das  eine  (ft,  +  ft^  +  f^»  +  •••  +  ^*,-i)  Einheiten  und  das  andre  fio^,  Einlunten 
darstellt.     Man  hat  also: 
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(4)  V  =  ((h  +  l^i  +  (h  +  "'  +  f*«.-i)  +  f*»i 

und  daraus 

=  /^-.  +  /^i +  /*.  +  ••• +  /*«,_!  (a,  §  40;  Def.  I,  §  87) 

und  mitbin  auch: 

Fährt  man  so  fort^  so  findet  man: 

(5)    ij  =  ^00,  +  /Aoo, _  1  4- h  1^».-«  +  (f*i  +  ^  -j h  ft«  H h  f*».-«+i)- 

Lassen  wir  n  wachsen,  so  erhalten  wir  als  die  ersten  Zahlen  diejenigen  " 
des  Gebietes  ftoD,_«  (w  =  0,  1,  2  .  . .  w  . .  .)    und    als  letzte  diejenigen,   deren 
Indexe  ...  w  ...  1  sind. 

In  jedem  dieser  Gebiete  kann  man  dann  die  Elemente  ihre  Stelle  unter- 
einander vertauschen  lassen.     Es  ist  femer: 

n  =  (/*«,  +  II,)  +  (ji,  +  •••  +  ftoo,_i)  (a,  §  40;  d,  §  77) 

=  (pi  +  ft«,)  +  (1^-] h  f*oc,_i)  (b) 

=  /*!  +  0*».  +  f*2H hi^»._i). 

Man  kann  mithin  ftoo,  an  die  Stelle  von  ^  setzen  und  mithin  auch  von  jeder 
andern  gegebenen  Zahl  ii„.  Dasselbe  kann  mit  ft«,  — i  geschehen.  Man  kann 
mithin  jede  gegebene  Zahl  des  zweiten  Gebiets  an  die  Stelle  jeder  gegebenen 
Zahl  des  ersten  Gebiets  setzen  und  umgekehrt. 

Der  Satz  ist  mithin  für  die  Zahl  cx)j  bewiesen. 

Bern.  IL    Nach  dem  Kriterium  der  Gleichheit   der  von    einer  Gruppe    dargestellten 
Zalilen  ist  es  unmöglich,  dass  die  Elemente  der  Gruppe 

Ä^Ä^  . . .  A„  . . .  A^_^  . . .  A^^ _j  A^^ 
eindeutig  und  in  derselben  Ordnung  z.  B.  der  Gruppe 

•O-t  ■'lu  ...  jO.^  ...  ja.        .A.  ....  A.  ^  .   .  . 

1«  «  "^V        ^V  —  *■  ^'\  —  ** 

entsprechen  können,  in  welcher  A^  das  erste  Element  ist,  was  auf  die  erste  unbegrenzte 
Reihe  erster  Art  A^A^,.  .A^...  folgt  (c',  §46).    Denn   dem  Element  A^    in  der  zweiten 

müsste  das  erste  Element  mich  derselben  R^iihc  in  der  (ersten  Gruppe  entsprechen.  Dieses 
ist  aber  nicht  vorhanden  iind  mithin  können  die  beiden  Gruppen  nicht  gleiche  Zahlen 
'haben  (Bem.  I).  Damit  also  bei  dem  Stellenwechsel  die  Sniume  sich  nicht  ändere,  mnss 
man  den  obigen  Zusammenliang  zwischen  den  so  erhaltenen  Gruppen  von  Einheiten  fest- 
stellen können,  die  Gruijpe  muss  daher  entgegengesetzte  Reihen  enthalten,  wie  z.  B. 
1  2  3  . . .  n  . . .  oo,  —  n  . . .  oo^ .  Wir  sagen  desswegen,  da^  die  Bescliaffenficit  derZahloo^ 
nicht  yeättdert  werden  darf. 
Wenn  nun 

^  =*  f*i  +  ^i  H 1-  ^x.  +  ^*,  +  i 

ist  und  der  Satz  für  die  ersten  oo,  Zahlen  gilt,  so  gilt  er,  da  man  ft^^  i  j  mit  fi^  ver- 
tauschen kann,  offenbar  auch  für  cx),  -f  1  und  ebenso  fiir  oo,  i  w*  Zahlen. 

Es  sei  nun 
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was  man  schreiben  kann: 

n^(l^i+  th-\ 1*00,)  + (1*00^4.1  H ^»,  .55)- 

Jede  der  Gruppen,  aus  denen  ri  besteht,  enthält  oOj  Zahlen  und  da  der  Satz  für  jede 
dieser  Gruppen  gilt  und  man  das  letzte  Element  der  ersten  mit  dem  ersten  der  zweiten 
Gruppe  vertauschen  kann,  so  ist  der  Satz  auch  für  die  Zahl  cx>i  >  2  bewiesen. 

Ist  die  Zahl  ij  durch  die  Summe  von  cx>i  *  Zahlen  gegeben^  so  besteht,  da  (»j  •  CX),  =  cx),  * 
ist  (§  89),  die  Zahl  ij  aus  oo^  Gruppen  von  00,  Zahlen  /i,  für  welche  unser  Theorem 
Gültigkeit  hat.  Da  dasselbe  fdr  diese  Gruppen  als  Zahlen  betrachtet  gilt  und  man  von 
einer  Gruppe  zur  andern  durch  Vertauschen  des  letzten  Elements  der  ersten  mit  dem  ersten 
der  folgenden  Gruppe  übergehen  kann,  so  gilt  der  Satz  auch  fdr  die  Zahl  oOi*.  An- 
genommen er  gelte  für  00,'^  Zahlen,   so  lässt  sich  auf  dieselbe  Art  beweisen,  dass  er  für 

die  Zahl  00,  "'"^^  und  überdies  fär  die  dazwischen  liegenden  Zahlen  gilt.  Er  gilt  aber 
für  iw  =  2,  folglich  gilt  er  für  jedes  beliebige  endliche  1»  (1,  §  39). 

Es  sei  eine  Zahl  ri  als  Summe  von  cx>i^'  Zahlen  gegeben  und  es  seien 

2 = 00.  «•-'"«,  + 00,  ».-"-1  ^  ± ...  ±  »,__^^j, 

Z'  =  ob.  -'-'  n,  ±  00.  -•-••-»  n.  ±  • .  •  +  n„,_,^., 

die  Zeichen,  welche  in  der  Summe  die  Stellen  zweier  Zahlen  (l  angeben  und  von  denen 
die  erste  z.  B.  grösser  sein  möge  als  die  zweite.  Wir  können  dann  die  Zahlen  ft  der 
Summe  in  die  folgenden  cx>i    successiven  Gruppen  trennen  und  uns  nur  auf  ihre  Stellen 

beziehen.     Die  Zahlen  m  und  n  m  Z  und  Z'  können  auch  unendlich  gross  ^  cx>^  sein. 

(1  .4  .  CX),)  +  (ooi  +  1»  • .  •  ooi«)  +  (00/  +  1,  . . .  CX)/)  H h 

1  2  s 

+  (cx),''-"*-^  ,,,Z—1)  +  {Z.,  cx),**-"'+^)  +  • . .  + 

ocj  — m  »»i  —  m-\-l 

+  (CX)/'-'*"'  . . .  Z'  -  1)  +  (Z' . . .  CX)  *'-'•+')  +  . . .  + 

In  diesen  oo^  Gruppen  können  wir  aber,  ohne  die  Summe  der  Zahlen,  welche  sie  dar- 
stellen, zu  ändern,  die  beiden  Gruppen  (Z  . . .  cx)i**"'"+'),  (Z' . . .  cx),'^»""''+')  ihre  Stelle 
vertauschen  lassen  und  mithin  auch  die  beiden  gegebenen  Zahlen,  welche  die  mit  Z  und 
Z'  bezeichneten  Stellen  einnehmen. 

Ist  Z'  =■  00i*\  so  genügt  es  als  letzte  Gruppe  die  Zahl  cx)i**  selbst  zu  betrachten. 

Der  Satz  gilt  daher  auch  für  die  Summe  von  cx),**  Zahlen. 

Vorausgesetzt,  der  Satz  sei  für  eine  Zahl  fCr  bewiesen,  so  lässt  er  sich  durch  dieselbe 

Schlussfolgerung,  die  für  die  Zahl  cx)i*'  angewandt  wurde,   auch  für  die  Zahl  cx)i''  be- 

weisen.  Man  zerlegt  nämlich  die  geordnete  Gruppe  von  cx)/'  Zahlen  in  ft  Gruppen  und 
in  zwei  von  diesen  Gruppen  mögen  zwei  Zahlen  die  ersten  sein,  deren  Stellen  durch  die 
Zahlen  Z  und  Z'  die  kleiner  als  ft  gegeben  sind  und  von  denen  die  eine  kleiner  als  die 
andre  ist,  bezeichnet  werden.  Besteht  nun  die  Eigenschaft  für  ft,  so  können  die  beiden 
Grupx>en,  denen  Z  und  Z*  angehören,  und  mithin  auch  die  beiden  gegebenen  Zahlen  ihre 
Stelle  vertauschen.  Dasselbe  ist  bei  allen  andern  Zahlen  der  Fall,  nur  muss  man  dabei 
immer  die  Beschaffenheit  der  Zahl  cx),   berücksichtigen.     Derselbe  Beweis  gilt  für  jede 

Zahl  cx)i^,  wenn  p  <  ft  ist. 

Der  Satz  gilt  auch  für  jede  Zahl  cx)/'  n,  ,  unter  Wj  eine  beliebige  gegebene  Zahl  von 
(J)  verstanden;  er  gilt  daher  auch  für  die  Zahl 

Zi  =  CX)/  n,  ±  cx)/"^  w,  ±  . . .  ±  n^_,_, , 
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diiH  heiHät,  wemi  der  Satz  für  ft  g^ilt,  so  gilt  er  auch  für  die  Zahl  Z^ .  Er  ist  aber  für  ein 
(bildliches  ft  bewiesen  worden  (d)  und  mithin  auch  für  unendlich  grosso  Zahlen  von  end- 
licher Ordnung  imd  dcsshalb  auch  für  unendlich  grosse  Zahlen  unendlich  grosser  Ordnung, 
welche  ihrerseits  als  Zahl  betrachtet  unendlich  gross  von  endlicher  Ordnung  ist  und  so 
weiter.  Da  man  nun  auf  diese  Weise  uach  Hyp.  V  jede  Zahl  von  (J/)  erhält  und  der 
Satz  l>ei  jeder  Wiederholung  gilt,  so  gilt  er  im  Allgemeinen. 

Bcisp.  1. 


"1  •   3C-- 


1  +  1 

1        1 


+  li  +  vi+---  + 


+ 


I 


1        +        1         :  + 

y^  —  H  —  1  r,— «  —  1 


1        +        1 


1  +  1 

n  H 


+  '       1      +      1 


+ 


J L|       i      +      1  -Ll    +    l        = 


1  +  1  +  .  .  •  +  1 
1  SS 


H 


,  1  +  1  +  ...  +  1   , 

'        1  S!  r  '    ' 


+  I   i  +  1    •:•+...  + :      i      +      1      ;   j.      1   +     1      +  •  ■  •  + 1 ,  j. 

!it  +  l         M  +  1  :      '  '     :    ■«•,  —  11—1  ■',  — n  — 1    •        '       ',—n         '^j— «  — 1  ■»,  ! 


+  1.^  + 


/,  — n 


/      I 


■  -«+« 


+  •     •  +  ! 


=    1  +  1+..  +  1+       1       +         1         +...+   l|, 
1         :i  H        /:,  — «       -Tj — «4-1  *i  i 


+  •:   1  +  1 

•  ii-fi  »    «-f  1 


1     +     1 

JCj  —  n  —  1         ■'■j — n — l 


+ 


+  •  •  + 

1  +  1-1 _|_"i     4-      1      -) +  1 


+ 


-r,  — « 


j: 


i  . 


Setzt  man     1      und      1      hinter  1  bezüglich  1 , 


und 


vor 


U- 


/.üglich      1      ,  so  erhält  mau  die  obige  Summe  bei  imbegrenzt  wiu:hsendem  n 


1   +    1   +  1+..   +   1   + 
1  2  3  n 


+     1     4--+  1 


+ 


+     1  +  1   +  .-.   +   1  + 1-        1        +  1  -f ^-1 

1  2  n  -c,  —  n-/,  —  «  +  1 


1  ' 


du«  heisst  =  rc>j  •  2. 
Jidsp.  2. 

rc,  =  1  +  1  -^1 +  1  + h       1        +  1  + f-  1 

\  t  n  /j  — n  -^,  —  «4-1 


i  +  1  +  ...  +  i:     I         1     + 1-         1  I 


X, 


^  ,  — N 


+ 


1  -f 


+     1     1  + 

/^,— (1+1)  I    ' 


+      1 


+ 


.   ^i—n 


1  + 


1   +•••+  1+1+1  + 

*i  :  1         » 


+       1       +1+.   1      + 
'i  — «  n  fi  —  1 


•+  1 
+  1 
+  1 

1 

oder 


Mit  dem  Wachsen   von  n  wird  die  Einheit     1     vor  1  und  1 

«-i-l  n  r^-_(n4.l)  *^-_„_i 

hinter      1       gesetzt.     Bei  iml»egreuzt  wachsendem  n  wird  auf  diese  Weise  die  erste  Reihe 
/i  — « 

aufgeljraucht  und  die  zweite  vervollständigt.     Man  erhält  daher: 


OC,  =   1    + 


+       1       + 

■'.  — B 


+    1  1         +-+1 

n     n  —  \  1 


IJvisp.   'i. 


1        2 


••  +  1  +...+     1     + 
"*  «  -f- 1 

+  •••  +       1  +1 

^  i  —  («1 4-1)  ^  i~  in 


+     1         +  1      + 

^i— (t+l)  t^i  —  n 
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1-1 h     1 

n+l  *i— («+1) 


=        1      + 
in  +  1 

und  mithin 


+   1 


+ 
+ 


+  •  •  •  + 


00,  —  n  *,  —  m 


+ 


1  +  1        + 

H         n  —  1 


+  •  •  •  + 


+    1    +      1      + 


«»1 — m 


^1  — n 


n— 1 


+  1 


+  1 

1 


1  +        1  +-+1 

»I — m  «>i — »« — 1  1 


Analog  ist  es  für  0O|  -|-  m. 
Beisp.  4. 
cx>.  « 


1  +  14-1  +  ...  +    1  +    1      +      1      +.••+        1  + 

12  8  2n         2i«-fl  2n  +  2  ysj— J/i  — 2 


+    1         +     1     + 

»1— 2n  — 1  <^i—'in 


+    1+1 

go,  — I  », 


_    1  +  1+    ■+     1     +:l  +  l+-+      1       +      1 

2  4  Xa  -    1  S  2«  — 1  Sk+1 


+ 


1  + 

2n+2 


+    1     + 

■  811+8 


+     1        +1 

»1  —  2«— 3  »,  — 2n— 2 


+ 


+ 


1         +1  H —  +1 

»,— »«— 1  «■,  — X«+l  •»,  — 1 


+   1    + 

^1  —  2« 


+ 


^,—2 


+  1 


1  +  1-1 1-  1  + 

+  1-1    +1    + 


1        +         1  + 

^ij  — 2»         *4  — 2n-|-2 


+    1+1 


+ 


+    1        +1 

üOj  — 2«  — 3  CO,— 2»  — 2 


+ 


1  +  1  + 
1     3 


+     1      +   :        1  + 


+     1     ! 


Wenn  man  nun  in  der  ersten  Abtheilung       1       hinter    1     und        1         vor      1 

2n  +  2  2«  <x,  — 2»  — 2  (Xi  — 2« 

und   in    der   dritten      1      hinter      1      und  1  vor  1  setzt   und    so    ohne 

2«  4- 3  2n-fl  ooj  — 2M--S  «1— 2w— 1 

Ende  fortfährt,  bis  man  die  mittlere  Reihe  aufgebraucht  hat,  so  werden  die  beiden  äusseren 
Keihen  yollstilndig.  Dabei  sind  diese  Reihen  gleich  und  die  ursprüngliche  Reihe  enthält 
doppelt  so  viele  Einheiten  als  jede  von  ihnen;  denn  in  der  ersten  Abtheilung  sind  2n+  1 
Einheiten  imd  ebensoviel  in  der  dritten,  während  aus  der  mittleren  Reihe  die  Glieder  zu 
zweien  successive  in  die  beiden  andern  gebracht  werden. 

Bezeichnet  man  die  diesen  beiden  Reihen  entsprechende  Zahl  mit  00/ ,  so  ist  00,  = 
00,'  '2,  was  wir  auch  schreiben 

• 

Diese  Zahl  gehört  der  Classe  (IT)  nicht  an,  liegt  aber  zwischen  0  und  oo, .  Solange 
man  mithin  nicht  voraussetzt,  dass  diese  Zahl  existirt,  und  solange  nur  die  beiden  Reihen 
1  2  8 ...  n ... ,  oOi  —  n . . .  00,  gegeben  sind,  können  wir  mit  den  beiden  entgegengesetzten 
Reihen  nicht  zwei  Paare  entgegengesetzter  Reihen  bilden.  In  diesem  Fall  ist  n  so  gross 
wie  man  will,  man  muss  es  aber  immer  in  einem  gegebenen  Zustand  betrachten  und  nicht 
in  dem  Sinn,  dass  es  unbegrenzt  gross  wird.  Man  kann  sich  jedoch  alle  gegebenen  Zahlen 
der  mittleren  Abtheilung  in  der  ersten  und  dritten  denken.  *) 

r.     Wenn  man  in  einer  geordneten  Gruppe  eifier  unsrer  unendlidi  grossen 
ZaJüeti  von  Elementen  die  Ordnung  der  Elemente  vertamcht,  ohne  die  Besdiaffhi- 


1)  Wenn  man  in  dem  in  der  vor.  Anm.  gegebenen  Beispiel  der  Graden,   die  ganze 
Grade  von  A  aus  in  der  gegebenen  Richtung  durchläuft  und  lässt  alsdann  Ä  die  Zahl 

-- -  darstellen,  ^  würde  Ä  nach  einem  wiederholten  Durchlaufen  der  Graden  die  Zahl  oOi 

darstellen. 
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hcit  der  Zahl  oo,  su  ändern,  so  stellt  diese  Gruppe  immer  dieselbe  2kiJd  vofi 
(II)  dar, 

g.    Für  die  MtdtipUcatimi  der  Zahlen  ( J7)  gut  das  Distributionsgesebs, 

Denn  wenn  eine  bestimmte  Zahl  Yon  (II)  nämlich: 

gegeben  ist  und  sie  soll  mit  einer  Zahl  rj  multiplicirt  werden,  so  heisst  das, 
dass  die  Zahl  (1)  T^mal  summirt  werden  soll.  Die  Zahl  (1)  und  mithin  auch 
ihr  Product  mit  ri  wird  durch  ein  begrenztes  Segment  dargestellt.  Nach  dem 
Commutationsgesetz  der  Summe  (d  imd  f)  können  wir  nun  zuerst  cx),''  n,  ly, 
dann  +cx),'*""^  W2  ^  u.  s.  w.  betrachten  imd  erhalten  also: 

Ist  dagegen  die  Zahl  ri  mit  (1)  zu  multipliciren,  so  heisst  dies,  dass  man 
das  durch  ri  dargestellte  Segment  so  viel  mal  summiren  soll,  als  Einheiten  in 
(1)  enthalten  sind.     Man  erhält  mithin  nach  dem  Sinn  der  Operation 

+  •  •  •  +  12  ^/'  + 1  • 

Wemi  es  sich  um  die  Midtiplication  zweier  Zahlen  der  Form  (1)  handelt, 
so  gilt  dieselbe  Schlussweise. 

h.  Für  die  Biv^ismi  der  Zahlefi  (II)  gilt  ebenfalls  das  Disfribtitionsgesetz 
(Bem.  m,  §  92  und  Def.  1,  §  53). 

Es  folgt  dies  aus  der  Definition  dieser  Operation,  welche  lehrt  aus  dem 
Product  und  dem  Multiplicator  den  Multiplicand  zu  bestimmen. 

i.  Für  die  Multiplication  zweier  Zahlen  vmi  (II)  gilt  das  CommutaUon^ 
gcsets. 

liew.  I  Das  Product  ft  •  i^  sei  gegeben.  Die  Gruppe,  durch  welche  es 
dargestellt  wird,  enthält  ri  consecutive  Gruppen  (Uebereink.  I,  §  Dl)  von  yi, 
Elementen.     Wir  haben  also 

Betrachtet  man  in  jeder  dieser  Gruppen  die  ursprüngliche  Einheit  und  ordnet 
diese  Einheiten  als  1**",  2''-^  u.  s.  w.  iy*®"  Element  (f)  und  widerholt  diese  Opera- 
tion, bis  man  mit  den  Einlieiten  von  fi  zu  Ende  ist,  so  erhält  man 

ft  iy  =  rf^"^  +  rp^  +  •  •  •  +  ^^^  =  VI"" 

lietv.  II    Wir  haben  gesehen  (Beisp.  1),  dass 

2  00,  =  cx)j  2 

ist.  Lässt  man  den  Satz  für  n — 1  gelten,  so  wäre  er  noch  für  n  zu  beweisen, 
nämlich 

noo^  =oo^  w. 
Es  ist: 

noo^  =  [(7i— 1)  +  1]  00,  =  (w— 1)  00,  +  00,     .  (g) 

=  cx>i(w  — 1)+  00^  =  00^.1».  (d,  §  47) 
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So  erhält  man  auch: 

n  ((x>|  +  ni)  =  cx>j  n  +  mn  =  (ooj  +  w)  n  (g) 

uud  aus 

2^oOj*  =  2  •  ooj  •  cx)j  =  ooj .  2  •  ooj  =  cx)j^  •  2 

lässt  sich  ähnlich  beweisen 
und  mithin 

=  m  (cx),  -  Wi  +  cx)^  w^  +  W3) .  (g) 

Die  Zahl  c»,  **  erhält  man  als  die  Summe  von  oo^  dem  cx>j*i~*  gleichen 
Zahlen.    Wendet  man  daher  den  Beweis  auf  den  Fall  der  Einheit  1  an  (Beisp.  1), 

so  erhält  man 

2oo^*'  =  oOi**.2. 

Ebenso  gilt  derselbe  Beweis  für  oOj'',  welches  die  Sunune  von  cx>j  dem 
oOj^  — *  gleichen  Zahlen  ist;  man  hat  • 

2  .  oOi<"  =  cx)i''  .  2 
und  also  auch 

Sind  nun  zwei  Zahlen  ft  imd  iy  von  der  Ordnimg  fi  bezüglich  rj'  gegeben 
(Def.  n,  §  86  und  Bem.  III,  §  91),  so  gibt  man  ihnen  die  Form 

^^i''  ^  +  ^'''"' * ^2  ~t  •  • '  i  **'/'+i •  (Bez.  I,  §  91) 

Da  das  Distributionsgesetz  gilt  und  oo/'cx)i'?' =  O0i'*'+'?' =  cx>i'/'+^',  so 
erhält  man  nach  dem  Gommutationsgesetz  der  einzelnen  Producte  der  Summe 

1.  Die  Zahlen  der  Glosse  (II)  Idsseti  sich  successive  in  wibeffrenzte  Heiken 
jtor  ^^^  ffruppiren  und  diese  wieder  in  uribegrenste  Heiken  1^^  Art  und  so  weiter 
ohne  Ende. 

Denn  jede  Zahl  der  Classe  (11)  ist  von  der  Form  Z  (Bez.  11,  §  91).  Setzt 
man.  Wj  =  ^ij  =  •  •  •  =  n«  =  0  und  lässt  n,,  4. 1  variiren,  so  erhält  man  die 
Reihe  (7),  die  wir  mit  8^^^^  bezeichnen  wollen.  Ist  nj  ==  n^  =  •  •  •  =  n^— 1  =  0 
und  man  lässt  n^,,  w^-f  1  variiren,  so  erliält  man  für  jeden  Werth  von  w^,  eine 
R^ihe  Si  und  mithin  für  alle  Werthe  n^<  eine  in  Bezug  auf  die  8^  unbegrenzte 
Reihe  l**'^  Art  S^^^\^)  Fährt  man  so  fort,  so  sieht  man,  dass  die  Zahlen  der 
Ordnung  fi  eine  Reihe  8^1  bilden,  die  wir  von  der  fi'°°  Art  nennen  wollen. 

Die  erste  Reihe  8^^^^  ist: 

1)  Wir  meinen  bisher  immer  ganze  und  positive  endliche  Werthe. 


S^w 
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0   1   2  ...  w         iSV"> 

.  -  •  CCj  ///,   .  .  •  CX),   .  •  ■  OOj   -f-  '//*j  • .  •  /S/*) 

.  •  •  oo,  Wj  —  m^  •••(»,  Wj  .  •  •  oo,  W4,  -^  ni.j Si^'"'^ 

OOj  '"^ CX>i  7Wj  Wg  •  •  •  CX>j oo,  7Hj  •  •  •  OO,  ^ OO,  m,  4*  ^2      jSV  **"""'»>  ]  ^  S3<"> 

oo,  ^  —  *^*,  .  • .  poj ^  .  •  •  ooi"  +  m, iS/*»J        [sf^(i) 

oOj*  4*  ^^i  *^*i  —  ^>''2  • .  •  oo/-^  +  OO,  m^  •  • .  oOj ^  4"  ^  '^*i  +  ^^h     S/**+"*'^ 

oo,  -  m,  +  ^^1  *^*2  —  "*a  •  •  •  oo,  -  w/ ,  -[-  oo,  m^  •  •  •  co,  ^m, + oo,  m^  +  *^*j  ^'i  ^  *'  '"»+'"»^ ; 

Bezeichnet  man  mit  S,  eine  beliebige  in  S/^^  enthaltene  Reihe  erster  Art, 
mit  So  eine  beliebige  in  S^^''^  enthaltene  Reihe  zweiter  Art  u.  s.  w.,  so  erhalten 
wir  die  Reihe 

^1    ^2    ^3    •  *  •    *^n    •  •  •  , 

welclie  durch  die  Zahlen,  die  zum  gemeinschaftlichen  Symbol  bezüglich 

^i,  ^i',  ^1%  "y  <^r 

haben,  dargestellt  wird. 

Wir  bezeichnen  diese  Reihe  mit  2,^"^,   sofort  nacli  ihr  kommt  die  Reihe: 


1)  Im  weiteren  Verfolg  der  zweiten  Anm.  zu  §  i)0  und  der  dritten  zu  §  92  geben  wir 
folgende  Sätze: 

1.  Dk  Reilie  gegebcfier  Zdlilen,  wticJic  eiticr  gegebenen  utiendlich  grossen  Ztüd  in  ufiarer 
Classe  (II)  Viirangeiuin,  ist  von  der  ersten  Mächtigkeit. 

Zu  dem  Zweck  beachte  man,  dasa  aus  dem  Symbol  Z  einer  gegebenen  Zalil  von  (//) 
hervorgeht  (Bez.  I,  §  91),-  dass  sie  von  den  endlichen  Zahlen  n  von  (/)  abhängt,  welche 
in  (uullicher  Zahl  vorhanden  sind.  Man  kann  daher  die  Zahlen  von  (//),  welche  von 
keiner  höheren  Ordnung  als  /t  sind,  eindeutig  den  Zahlen  von  (i)  entsprechen  lassen. 

2.  Die  Classe  {II)  ist  nidit  von  derselben  Mächiigkeit  icie  die  Classe  (J). 

Denn  den  Zahlen  (r.  Cantor's  von  der  Form  co,  w' . . .  w«  . . .  to*^  . . .  cö'/  . . .  können 
wir  alle  Zahlengruppen 

oOj  —  n^  (Mj  =0,  1,  2,  ...  n  . . .) 

oo,  -  —  oCj  n^  +  n^  (n,  ,  n^,  =»  0,  1,  2  . . .  n  . . . ;  wenn  n^  =»  0,  muss  bei  positivem  Zeichen 
auch  )tj  =  ü  sein)  u.  s.  w.  ent^jirechen  lassen. 

Dem  a)<"  lassen  wir  alle  Zahlen  entsprechen,  die  oo^  *i  (dieses  oo^  *i  eingeschlossen) 
vorausgehen  und  auf  die  Zahlen  der  unendlich  grossen  Gebiete  von  endlicher  Ordnung 
folgen;  der  Zahl  w;  ferner  alle  Zahlen,  wcdche  man  aus  dem  Symbol  oo^V  erhält,  wenn 
man  an  SUdle  von  r}  unsre  ihm  entsprechenden  Zahlen  setzt  und  alle  diejenigen,  welche 
zwischen  ihnen  liegen. 

Cautor  hat  aber  schon  bewiesen,  dass  seine  Classe  (//)  von  transfiniten  Zahlen  nicht 
von  derselben  Mächtigkeit  wie  (/)  ist  (siehe  z.  B.  Acta  math.  Bd.  IT,  S.  391 — 392);  folg- 
lich ist  auch  die  unsrige  nicht  von  derselben  Mächtigkeit. 

3.  Ifnsre  Classe  {II)  ist  von  derselben  Mäditigkeit  wie  die  Classe  (11)  Cantor*». 
Denn  nehmen  wir  an,  sie  sei  von  derselben  Mächtigkeit  wie  die  Classe  (///)  Cantor'B^ 

welche  von  der  nächst  höheren  Mächtigkeit  wie  die  Classe  (II)  nach  der  Definition  selbst 
der  Classe  {III)  ist  (zweite  Anm.  zu  §  90).  Das  heisst  also,  dass  es  wenigstens  eine  Zahl 
1]  unsrer  Classe  {II)  gibt,  welche  einer  Zahl  der  Clusse  (///)  entspricht.  Damit  dies  aber 
möglich  ist,  müsste  die  Zahlenreihe,  die  ri  vorangeht  von  derselben  Mächtigkeit  wie  (//) 
sein,  was  widersinnig  ist  (1). 

Unsre  unendlich  grossen  und  unendlich  kleinen  Grössen  haben  Aehnlichkeit  mit  den 
unendlich  grossen  und  den  Nullgrössen  Du  Bois  lieymotuV^  (Math.  Ann.  XI.   'Ueber  die 


§  93j  Das  DiätributioiiH-  und  ComniutatioiiHgesct/.  der  Multiplicaiiou  u.  k.  w.  139 

und  jede  Zahl  dieser  Reihe  stellt  eine  Reihe  S  dar,  nämlich 

von  denen  die  erste  alle  vorhergehenden,  durch  die  Zahlen  von  0  bis  zur  Zahl 

gegetenen  Reihen  enthält. 

m.  Die  endliclwn,  mtendlich  Ideifien  uml  wiendlich  grossen  Seyminite  bis 
zur  Ordnumj  fi  mit  Einschluss  aller  derjaüuen,  deren  Ordnungen  suijleieh  mit  ^ 
endlich  sind,  bilden  eine  Gruppe,  die  sieh  in  si<Ji  selbst  transformirt,  ivenn  man 
die  Unendlicligrossen  oder  die  UnendlicJdcleinen  derselben  .Ordnungen  jedes  Seg^ni-ents 
der  Gruppe  eine  endliche  Anzahl  mal  nimmt. 

II  sei  unendlich  gross  von  der  Ordnung  (T;  der  Typus  von  fi  ist  O0j° 
und  mithin  der  Typus  der  unendlich  grossen  Zahlen  von  der  Ordnung  ^ 
csoj'i^'-n, ,  untern,  eine  endliche  Zahl  verstanden.  Dazu  können  unendlich 
grosse  Zahlen  von  niedrigerer  Ordnung  hinzugefügt  oder  weggenommen  werden 
(Bez.  n,  §  Ol). 

Alle  unendlich'  grossen  Zahlen  von  einer  Ordnung,  die  zugleich  mit  den- 
jenigen von  der  Ordnung  fi  endlich  ist,  haben  den  Typus  oo^  *»*'".  Wenn  zwei 
von  diesen  Zahlen  gegeben  sind,  deren  grösste,  typische,  sie  bildende  Zahlen 

von  der  Form  ooi'**'*,  cx)^**''"*  sind  und  man  multiplicirt  sie  miteinander,  so 
erhält  man  offenbar  eine  Zahl  derselben  Qruppe,  nämlich 

Betrachtet  man  ein  unendlich  kleines  Segment  (-4jB),  von  der  Ordnung 
ij,  die  höchstens  mit  fi  endlich  ist,  so  ist  die  Gnmdeinheit  {ÄA^)  iu  Bezug 
auf  {AB)  unendlich  gross  von  der  Ordnung  rj.  Betrachtet  man  ein  Vielfaches 
von  {AB)  nach  einer  imendlich  grossen  Zahl  a  von  einer  Ordnung,  die  in 
Bezug  auf  ^  höchstens  endlich  ist,  so  erhält  man  ein  in  Bezug  auf  (AB)  un- 
endlich grosses  Segment  von  der  Ordnung  a  (f,  §  92),  welches  in  Bezug  auf 
(AAi)  entweder  unendlich  klein,  endlich  oder  imendlich  gross  sein  muss  (f, 
§  82).  In  den  beiden  ersten  Fällen  ist  es  in  dem  obigen  Gebiet  enthalten, 
während   es  im   letzten  Fall  nicht  grösser  als   das  Vielfache   vpn  (AAi)  iiach 

Paradoxen  des  Infinitärcalculs ;  die  allgemeine  Functionentheorie,  Tübingen  188-2,  S.  278: 
„lieber  den  monotonen  Endverlauf  der  Functionen  und  die  infinitüre  Pantachie") ,  wie 
auch  mit  den  Momenten  der  Functionen  von  Stoh.  Für  die  arithmetischen  Grundopera- 
tionen  mit  onsren  Zahlen  und  demjenigen,  welche  wir  später  hinzufügen  werden,  gelten 
die  gewöhnlichen  Regeln.  Unsre  unendlich  grossen  und  unendlich  kleinen  Zuhlen  sind  im 
Grunde  specielle  complexe  Zahlen  mit  unendlich  grossen  Einheiten  der  Art  jedoch,  dass 
sich  das  Product  zweier  von  ihnen  liicht  linear  durch  die  anderen  ausdrücken  lilsst.  Es 
gilt  mithin  für  diese  Zahlen  der  Satz,  dass,  wenn  das  Product  zweier  von  ihnen  Null  ist, 
einer  der  Factoren  Null  sein  muss,  wie  dieser  Satz  fi'ii*  die  gewöhnlichen  complexen  Zahlen 
und  die  Quartemionen  Hamilton'^  gilt. 

Aus. unsren  Hypothesen  über  das  üneudlichkleine,  welche  wir  später  vervollständigen 
werden  (Hyp.  VI,  VII,  VIII),  geht  hervor,  dass  der  Begritt*  der  unoDdlich  grossen  und  un- 
endlich kleinen  Grösse  des  Idealisten  Du  Bois  Beynuynd'a  (Allg.  F.  T.  S.  71—75  und  283) 
nicht  auf  dieselbe  Weise  bestimmt  ist. 
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derselben  Zahl  a  sein  kaun;  denn  dieses  letztere  Vielfache  ist  in  Bezug  auf 
(A  B)  von  der  Onbiung  ^  +  <y  (f,  §  92). 

Ein  Segment,  das  bezüglich  {AB)  imendlich  klein  von  der  Ordnung  c 
ist,  ist  in  Bezug  auf  {AA^)  unendlich  klein  von  der  Ordnung  i?  +  tf;  weil  aber 
?;  und  a  höchstens  endlieh  mit  fi  sind,  so  ist  auch  17  -f~  <^  ^^^  ^  höchstens 
endlich  (i,  §  82  und  Def.  I,  §  87). 

Damit  ist  der  Satz  bewiesen. 


Einheiten  versehiedener  Art.  —  Ein  nenes  Kennzeichen  der  Hasseinheit. 

§  94.  Def.  I.  Unter  Einheit  einer  gegebenen  Art  verstehen  wir  ein  be- 
liebiges der  Segmente  derselben  Art  (Def.  I,  §  86). 

Geht  man  von  einer  gegebenen  Scala  als  erster  Scala  aus,  so  heisst  die 
entsprechende  Einlieit,  die  auch  die  Grundeinheit  ist  (Def.  VU,  §  91),  auch 
EinJieit  erster  Art, 

Die  dem  unendlich  grossen  Gebiet  von  der  Ordnung  ij.  entsprechende  Ein- 
heit nennen  wir  Einlieit  der  Art  ri, 

Bern.  I.  Wenn  die  Grundeinheit  gegeben  ist,  so  wissen  wir  noch  nicht,  ob  sie  un- 
endlich kleine  Segmente  enthält;  man  kann  vielmehr  annehmen,  dass  sie  ausser  A  und  ^ 
kein  andres  Element  enthält  (Def.  VI,  §  62)  oder  auch  dass  sie,  wenn  andre  Elemente 
vorkommen,  kein  unendlich  kleines  Segment  enthält,  da  wir  über  die  Grundeinheit,  von 
der  wir  auBgegangen  sind,  keine  Hypothese  gemacht  haben  (Bem.  I,  §  80). 

Def,  IL  Wir  setzen  von  nun  an  fest,  dass  die  Masseinheit  ein  Segment 
ist,  wddies  wenigstens  ein  unendlich  kleines  Segmetit  erster  Ordnung  enOuüt 

Dasselbe   setzen   wir  von   jedem   Segment   voraus,    wenn   wir   nicht   das 

Gegentheil  bestimmen. 

Be^n,  IL  Offenbar  liegt  in  dieser  neuen  Definition  der  Einheit  keine  Hypothese,  weil 
sie  eine  andre  Benennung  der  Segmente  ist,  die  wenigstens  ein  Uneudlichkleines  haben 
und  nur  bedeuten  soll,  dass  wir  uns  in  Zukunft  nur  mit  solchen  Scalen  beschäftigen,  deren 
Masseinheit  diese  Segmente  sind. 

7. 

Theilnng  endlicher  Segmente  in  endliche  Tlieile.  —  Endliches  stets  abneh- 
mendes Segment.  —  Seine  Grenze.  —  Ein  in  Bezug  auf  eine  gegebene  Ein- 
heit unbegrenzt  kleines  Segment.  —  Hypothese  fiber  die  Stetigkeit  bezfiglich 
einer  Einheit.  —  Grenzelemente  einer  Elementengmppe  in  Bezug  auf  eine 

Einheit  in  der  Grundform. 

§  90.  a.  In  jedem  Segment  {AB)  gibt  es  in  der  Richtung  von  A  nach  B, 
mit  A  angefangen  eine  Reihe  von  n  conseoutiven  in  Bezug  auf  {AB)  endlichen 
TJieUen  für  jedes  beliebige  n. 

Dies  folgt  aus  Def  II,  §  82,  der  Hyp.  IV,  dem  Satz  b,  §  85  und  dem  Satz 
g,  §  82;  man  braucht  Satz  b  §  85  nur  nmal  anzuwenden. 
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a'.  In  jedem  Segment  (AB)  gibt  es  immer  Segmente  (AB'),  derefi  Vielfache 
nach  der  gegd^enen  Zahl  n  kleiner  als  (AB)  sind  uml  andre,  deren  Vielfache  nach 
derselben  Zald  grösser  als  (AB)  sind. 

Denn  (AB)  kann  in  eine  endliche  Anzahl  n  consecutiver  Segmente  (AB'), 
(B' B")  ...  (a)  zerlegt  werden  und  man  kann  immer  annehmen,  dass  wenigstens 
eines  kleiner  als  die  andern  ist.  Denn,  sind  sie  alle  ungleich  und  man  sieht 
von  jedem  Segment,  das  grösser  als  ein  andres  der  n  Segmente  ist,  ab  und 
man  wiederholt  diese  Operation  höchstens^  für  n — 1  der  n  Segmente,  so  muss 
das  übrigbleibende  Segment  das  kleinere  sein.  Sind  sie  dagegen  alle  gleich, 
so  braucht  man  nur  das  erste  in  zwei  Theile  (AB')^  (B'B\)  zu  theilen  und 
(AB')  als  erstes  (B'Hj)  als  zweites  Segment  anzusehen. 

Für  das  erste  ist  offenbar 

(AB')  n  <  (AB).  (d",  §  7J)) 

Ist  das  grösste  der  Segmente  (B^'^^B)  ^  (AB'^)  so  ist  dagegen 

(AB',)n>(AB),  (d",  §79) 

b.  Ein  endliches  Segment  der  Grundform  kann  in  eine  ganze  endliclie  An- 
zahl von  endliclten  eotisecutiven  Theilen  zerlegt  werden,  von  denen  jeder  kleiner 
als  ein  beliebiges  endliches  gegd)enes  Segment  ist 

(AB)  sei  das  gegebene  Segment;  (AB')  et:  a,  (-ß'-ß)  "^  ß  seien  zwei  end- 
liche consecutive  Theile  von  (AB)  (a).  Nehmen  wir  an  ß^  r.^  ß  sei  das  end- 
liche beliebig  kleine  gegebene  Segment.     Ist  a  ^  /5,   so    ist  der   Satz   die    mi- 

mittelbare  Folge  des  Theorems  a.     Ist  dagegen  /3  <  «,  so  gibt  es  immer  eine 
solche  endliche  Zahl  n,  dass 

ßn<a<ß(n+l)         (Dein,  §  82  und  c ,  §  81) 

das  heisst  a  =  jSw  +  y,  (y  <  ß)-    Nach  dem  Satz  a  können  wir  aber  ß,  sei  es 

auch  so  klein  es  wolle   aber   gegeben,   in   endliche   kleinere  Theile   zerlegen. 

Geschieht  dies  daher  mit  jedem  in  a  enthaltenen  Theil  von  ß,  so  ist  damit  der 

Satz  bewiesen. 

Bern.  I.  Die  Reihe  der  in  einem  Segment  {AB)  enthaltenen  endlichen  Segmente 
(AX)  kann  man  sich  durch  ein  variables  stets  abnehmendes  Segment  erzeugt  denken 
(Def.  I,  §  83),  in  welchem  A  immer  dasselbe  bleibt,  während  X  sich  derart  ändert,  dass 
in  jeder  Lage  {A  X)  ein  Segment  der  Reihe  ist ,  welches  kleiner  als  jedes  vorhergehende 
Segment  ist. 

Def.  L  Von  einem  veränderlichen  endlichen  stets  abnehmenden  Segment, 
welches  kleiner  als  jedes  beliebige  endliche  gegebene  Segment  wird  und  bleibt 
(b;  Def.  n,  §  83),  sagen  wir  es  werde  in  Bezug  auf  die  endliche  Einheit  unbegrenzt  klein. 

c.  Das  in  Bezug  auf  eine  Einheit  unbegrenzt  Kleine  ist  von  dem  in  Bezug 
auf  dieselbe  Einheit  unendlich  Klatien  versdiieden. 

Denn  (AX)  ist  in  jeder  seiner  Lagen  endlich  und  tritt  nicht  aus  dem 
Gebiet  der  endlichen  Segmente  heraus  und  kann  mithin  auf  diese  Weise  niclit 
unendlich  klein  werden  (Def.  II,  §  82). 
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Def,  IL  Wir  sage«  auch,  eiu  veränderliches  endliches  Segment  (-4X) 
mit  dem  varial)len  Ende  X,  welches  unbegrenzt  klein  \vird,  str<i>e  danad^  uw- 
emllich  Mein  vmi  dir  ersten  Ordnnnf/  zu  ^Verden,  wenn  in  ihm  andre  unendlich 
kleine  Segmejite  existiren  oder  in  Betracht  gezogen  werden.  Ist  das  Letztere 
nicht  der  Fall,  so  sagen  wir,  n^  sfrrhr  danach,  unetidlich  khin  zu  tcerdefi 
(Def.  II,  §  94). 

Def.  HL  Das  unendlich  kleine  Segment  erster  Ordnung  heisst  Grenze  des 
varia])len  endlichen  Segments  (^X)#mid  man  schreibt 

lim  {AX)         unendlich  klein  erster  Ordnung. 

d.  Ein  endliches  Srifinmit  {AX)   mit  einem  varinhlen  EndCj  welches  ufü)e- 

(ßrcnzt  klein  wird,  hat  mit  liczufj  auf  die  Einheit  das  Seffment  Ntdl  m^r  Grenze 

(1)',  §  91). 

lim  (^X)       0 

I)(f.  IV.  Von  einem  endlichen  Segment  (-^X),  welches  sich  derart  ändert^ 
dass  sich  X  in  Bezug  auf-  die  Masseinheit  unbegrenzt  einem .  andern  Element 
Ji  niihert  (Def.  VI,  §  (37),  sagt  man,  es  habe   (AB)  zur  Grenze  und  schreibt 

lim  (^X)    .  (AB).') 

e.  Ein  Scgmmit  kann  in  Bezug  auf  die  (/rgehene  Einheit  sowohl  in  einer 
liiehUmg  als  in  der  entgegengesetzten  mütegraizt  klein  icerden. 

Denn  man  kann  ein  der  Einheit  (AA^)  gleiches  Segment  {A-,^A)  (Def.  I, 
§  (5S)  in  Betracht  ziehen,  welches  mithin  dieselbe  Richtung  wie  (-^1-4,)  hat. 
Betrachtet  man  X'  in  dem  Segment  (u4__j/l)  und  wuchst  (-4_,  X)  stets,  so 
wird  (XA)  immer  kleiner  (g^,  §  7;^)  und  wird  kleiner  als  jedes  endliche  ge- 
gebene beliebig  kleine  (Ä  A),  wenn  A  in  {A—^A)  enthfilten  ist.  Dasselbe  ist 
der  Fall,  wemi  das  Element  X  in  dem  Segment  {AA^)  liegt. 

f.  Wenn  die  Elemente  X  lind  X'  sieh  in  entgegengesetzten  Hichtungen  un- 

hegrenzt  einem  Element  A  nüheni,  so  wird  das  Segmmt  (XX')   in  Bezug  fii*/* 

die  gegebene  Einheit  nnhegrenzt  klein. 

Denn  es  ist 

(XX')       {XA)  +  {AX') 

und  da  (X«yl)  und  (-1X')  unbegrenzt  klein  Avc^rden  (e),  so  wird  auch  ihre 
Summe?  unbegrenzt  kh»in.  Bli(4)e  z.  B.  (-YX')  grcisser  als  ein  endliches  ge- 
geb(^nes  noch  so  kleines  Segment,  so  lässt  sich  immer  ein  dem  gegebeneu 
gl(Mch(is  aus  zwei  endlichen  Tlieilen  (Y^A),  (yl  V,)  bestehendes  Segment  aus- 
wiilih'ii  (1)',  §  r»9).  {XA)  aber  und  (^lA")  mfisscni  nach  der  Voraussetzung 
klein<;r  als  (1^1)  und  (.1  Y\)  werden,  X  und  X'  müsscm  also  auf  ihrem  Weg 
nach  A  an  d<»n  Elementen  Y^  und  Y\  vorbeikoniuKMi  und  das  Segment  (XX') 
kaini  mithin  nicht  grösser  als  das  gegebene  Segment  (Y^A)  +  {AY^  bleiben 
(d,  §  Vi}).     Damit  ist  der  Satz  l)ewiesen. 

1)  Heschrilni  nmii  sich  auf  das  (JeVnot.  (?iuor  (.'in/igen  Srala,  so  ist  iler  Name  unmä- 
lieh  l'lvin  für  ein  immer  mdlivhcs  variabUis  So^iiont,  welclics  tniheffrmzt  klein  winl,  «n- 
f/cnpwt.  Untorschei<l(?t.  man  aber  wie  wir  die  nctueUcn  Ihirudlichkhinen  von  den  nnbeg^nst 
Kleinen,  welch«',  ]XftcntivUc  UtwruiJivhkhivr  nind  und  woUt-e  man  die  nnbejfi-enxt  kleinen 
Seji^nieiit4'  oinfjudi  nnondlicli  klcMn  nennen,  so  wiVn*  dios  «.»in  schwerer  F»»hler. 
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Bern.  IL    In  diesem  Fall  schreibt  man  ebenfalls: 

lim  (XX)  =  0  . 

g.  Ein  Segm^mt  mit  in  entgegengesetzten  Richtungen  verämlerUehon  Enden, 
welches  in  Bezug  auf  eine  gegebene  Einheit  un})egrenzt  Mein  wird  .und  ausserhalb 
des  Gebiets  der  Veränderlichkeit  seiner  Emlen  ein  Element  A  enthält,  hat  in 
Bezug  auf  diese  Einheit  nur  dns  Element  A  zur  Grenze. 

Es  ist  dies  nur  eine  verschiedene  Fassung  des  Satzes  f  in  Verbindung  mit 
dem  Satz  d  (Bern.  I,  §  76).  i 

h.  Wenn  sich  X  u/nbegrenzt  dem  Element  X'  m'ihert  und  X'  in  derselben 
Sichtung  dem  Element  A,  so  nähert  sich  X  unbegrenzt  dem  A. 

X  ist  in  dem  Segment  (X^)  enthalten  (Def.  11 ,  §  62  und  §  23).  Wenn 
X  sich  nicht  unbegrenzt  dem  A  näherte,  so  gäbe  es  ein  Segment  {ÄA)  derart, 
dass  es  in  {A! A^  keine  Elemente  X  gäbe  (Def.  ü).  Aber  in  {A!  A)  gibt  es 
ein  Element  X'  und  mithin  existirte  der  Voraussetzung  zuwider  in  dem  Seg- 
ment (-4'X')  kein  Element  X.     Polglich  u. s.w. 

i.  Wenn  X  und  X'  sich  in  derselben  Richtung  unbegrenzt  dem  Element  A 
nähern,  so  wird  (XX')  [oder  (X'X)]  unbegrenzt  klein. 

Wenn  (XX')  [oder  (X'X)]  grösser  als  ein  gegebenes  Intervall  b  bliebe, 
so  würde  auch  {XA)  [oder  {X!A)],  welches  (XX')  [oder  (X'X)]  enthält,  grösser 
als  B  bleiben,  was  gegen  die  Voraussetzung  ist  (Def.  I). 

§  96.  Bern.  I.  Wir  haben  vorausgesetzt,  dass  das  variable  endliche  Segment  (XX') 
ein  Element  A  ausserhalb  des  Gebiets  der  Veränderlichkeit  der  Elemente  X  und  X'  be- 
sitze. Wenn  man  aber  mittelst  eines  gegeUenen  Gesetzes  ein  Segment  erhält,  dessen  Enden 
in  entgegengesetztem  Sinn  veränderlich  sind  und  das  unbegrenzt  klein  wird,  so  geht  aus 
den  früheren  Sätzen  nicht  hervor,  dass  es  in  ihm  ein  Element  ausserhalb  des  Gebiets,  in 
welchem  seine  Enden  variiren,  geben  muss,  es  sei  denn  man  wiisste  schon,  dass  ein  solches 
Element  existirt.  Man  kann  sich  in  der  That  eine  Gruppe  von  Elementen,  welche  der 
Definition  des  homogenen  Systems  und,  wenn  man  will,  auch  des  in  der  Position  seiner 
Theile  identischen  Systems  genügen  (Def.  I,  §  68  und  Def.  I,  §  70),  derart  vorstellen,  dass 
jedes  ihrer  Segmente  in  Bezug  auf .  ein  gegebenes  beliebiges  Segment  der.  Gruppe  endlich 
ist  und  dass  wenn  ein  Element  A  gegeben  ist  in  Bezug  auf  die  gegebene  Einheit  in  der 
einen  wie  in  der  andern  Richtung  von  A  an  kein  erstes  endliches  Segment  existirt.  Nach 
der  Definition  des  homogenen  Systems  besitzt  jedes  Element  der  Gruppe  in  der  einen  oder 
der  andern  Richtung  diese  Eigenschaft  (Def.  I,  §  68;  b,  §  69).  Wenn  wir  uns  nun  um 
jedes  Element  unendlich  kleine  Gebiete  denken,  z.  B.  ein  einziges,  dessen  Elemente  in 
Bezug  auf  die  gegebene  Einheit  zusammenfallen  (g,  §  85)  und  so,  dass  die  Element«  des 
unendlich  kleinen  Gebiets  der  Definition  des  homogenen  Systems  genügen,  so  erfüllen  die 
in  Bezug  auf  die  unendlich  kleinen  Segmente  endlichen  Segmente  die  Bedingungen»  der 
Hypothese  IV.  Denn  wenn  man  ein  Unendlichkleines  erster  Ordnung  als  Einheit  betrachtet, 
so  liegt  ein  gegebenes  Element  der  ersten  Gruppe  von  einem  andern  Element  derselben 
Gruppe  aus  im  Unendlichgrossen.  Weil  nun  in  jedem  Segment  dieser  Gruppe  in  Bezug 
auf  die  erste  Einheit  andre  Elemente  der  Gruppe .  existiren ,  welche  mit  den  Enden  in 
Bezug  auf  diese  Einheit  endliche  Segmente  bilden,  so  ist  auf  diese  Art  der  Hypothese  IV 
Genüge  geschehen. 

Obgleich  nun  jedes  Element  Grenzelement  eines  oder  mehrerer  variabler  Segment« 
(XX')  ist,  80  kann  man  doch  umgekehrt  nicht  a  priori  behaupten,  ein  variables  Segment 
(XX'),  welches  in  dem  obigen  Sinn  unbegrenzt  klein  wird  und  dcfsscn  Enden  Element« 
der  Gruppe  sind,  enthalte  andre  Elemente  ausserhalb  des  Gebiets  der  Variabilität  seiner 
Enden  und  habe  mithin  ein  Grenzelement  (g,  §  05).  Auf  der  autloni  Seite  ist  auch  nicht 
ausgeschlossen,  dass  immer  ein  solche«  Element  existiren  kann. 
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Gi'eifen  tr ir  auf  das  intuitive  C&ntinuum  zurOck,  welches  durch  die  Punkte  des  grad- 
linigen Gegenstandes  beRtimmt  wird  (§  55),  ro  werden  wir  zu  der  Annahme  geföhrt,  das 
variable  Segment  (XX')  enthalte  in  jedem  Fall  Elemente  ausserhalb  des  Yariabilitiltfi- 
gebiets  zwischen  X  und  X'.     Wir  stellen  daher  die  folgende  Hypothese  auf. 

Hyp,  VI.  Jedes  endliche  Segment,  dessen  Enden  stets  in  entgegen- 
gesetzten Richtungen  varüren  und  welches  nnbegrenzt  klein  wird,  enthttlt  ein 
seinen  Enden  verschiedenes  Element.^) 

Def.  L  Ein  solches  homogenes  System  nennen  wir  zum  Unterschied  von 
den  andern,  in  welchen  die  Hyp.  VI  nicht  gilt,  hoffwgenes  in  lieztig  auf  die 
fje(jel>ene  Einheit  stetiges  oder  relativ  stetiges  System,  während  wir  jedes  andere  ho- 
mogene System  einer  Dimension  in  Bezug  auf  die  gegd)ene  Einheit  unstetiges 
System  nennen. 

•  a.  In  jedem  Segment  mit  in  etiigegengesetzten  Richtungen  stet&  variablen 
Emlen,  weldies  in  Bezug  auf  eine  gegebetie  Eifüieit  unbegrenzt  klein  wird,  gibt 
es  wenigstens  ein  unendlidh  Meines  Gebiet  von  Elementen,  die  ausserhalb  des 
Variabilitätsgehiets  der  Enden  des  veränderlidiefi  Segments  liegen. 

Denn  wenn  A  das  durch  die  Hyp.  VI.  gegebene  Element  ist,  so  existirt, 
weil  es  stets  in  Bezug  auf  die  gegebene  Einheit  ein  unendlich  kleines  Gebiet 
gibt  (Def.  n,  §  94),  um  jedes  Element  des  Systems  ein  solches  unendlich 
kleines  Gebiet  (Def.  I,  §  68)  und  folglich  auch  um  A,  Kein  Element  dieses 
Gebiets  kann  dem  Variabilitätsgebiet  der  Enden  des  stets  veränderlichen 
Systems  angehören,  weil  sonst  das  Segment  z.  B.  (XJ.),  da  es  imendlich  klein 
ist,  in  Bezug  auf  die  Einheit  Null  wäre  (g,  §  85)  und  das  Element  X  daher 
bezügl.  dieser  Einheit  nicht  stets  variabel  wäre. 

b.  Jedes  Segment  (XX'),  welches  bezüglidi  einer  gegebenen  Einheit  unbegrenzt 
klein  wird  und  dessen  Enden  in  entgegengesetzten  Richtungen  veränderlich  sind, 
hat  ein  einziges  Element  des  Systems  und  in  absolutem  Sinn  ein  unendUdi  kleines 
Gebiet  zur  Grenze. 

Denn  es  sei  (XX')  das  variable  Segment  und  Y  imd  Y*  zwei  Elemente 
desselben,  die  jedoch  nicht  in  dem  Variabilitätsgebiet  der  Elemente  X  und  X 
liegen.  Das  Segment  {YY')  muss  unendlich  klein  sein,  wenn  Y  und  Y*  ver- 
schieden sind  (Def.  E,  §  82  und  Def  H,  HI,  §  57).  Demi  sonst  bliebe  (XX') 
bei  seinem  Sichändem  immer  grösser,  als  ein  endliches  Segment  (Yy),  was 
gegen  die  Voraussetzung  ist. 

b'.  Sind  zwei  variahlr  Sojjmmte,  von  denen  das  eine  {AX)  wäcJist  und  das 
andre  {AX')  abnimmt,  beide  von  derselben  Richtung,  gegetjcfi  und  wird  (XX')  m 
Bezug  auf  die  Einheit  unbegrenzt  klein,  so  gibt  es  ein  einziges  Element  Y  derart, 


1)  In  §  99  werden  wir  die  ünabhilngigkcit  dieser  Hypothese  von  den  früheren  be- 
weisen. Der  Idealist  Du  Bois  ReymoiuV^  (a.  a.  0.  S.  77)  setzt  nicht  fest,  wie  ein  gegebenes 
Sej^iient  aus  unendlich  kloinen  Segmenten  zusammengesetzt  ist  (siehe  Anm.  3,  §  93),  was  aur 
Folg«»  hat,  dass  sein  Beweis  der  Existenz  der  Grenze  zweier  convergirender  Decimalreihen 
niclit  entscheidend  ist  und  eine  petitio  principii  enthält.  Denn  er  setzt  implicite  voraiis, 
das  endliche  Segment  {NN')  (^a.  a.  0.),  welches  kleiner  als  jedes  gegebene  Segment  wird, 
enthalt«',  immer  ein  Unendlichkleines,  dessen  Enden  nicht  Elemente  der  Reihe  der  Punkte 
N  und  N'  sind.  Die  Hypothese  \1  ist  desshaib  in  relativem  Sinn,  die  Hypothese  Vlli  in 
absolutt'ui  Sinn  nothwendig. 
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dass  (AT)  Grmzsegment  der  beiden  variablen  Segmente  ist  Wenn  (AX)  be- 
ständig wächst  und  (AX')  immer  abnimmt,  so  ist  (AY)  Jcein  Zustand  einer  der 
Varidbeten, 

Dies  geht  unmittelbar  aus  dem  Satz  b  und  der  Def.  IV,  §  95  hervor. 

c.  Das  homogene  in  Bezug  a^if  eine  MasseinJieit  stetige  System  ist  stetig  für 
jede  beliebige  unendlich  grosse  Einheit,  kann  es  aber  bezüglich  einer  unendlicti 
kleinen  EinJieit  nicht  sein. 

•  Denn  in  diesem  Fall  sind  die  endlichen  Segmente  in  Bezug  auf  die  un- 
endlich grosse  Einheit  gleich,  weil  sie  Null  sind  (g,  §  85)  und  das  ganze  end- 
liche Gebiet  reducirt  sich  bezüglich  der  unendlich  grossen  Einheit  auf  ein 
einziges  Element.  In  Bezug  auf  eine  unendlich  kleine  Einheit  kann  dagegen 
das  System  in  der  Umgebung  eines  beliebigen  gegebenen  Elements  des  end- 
lichen Gebiets  unstetig  sein  (Def.  I). 

§  97.  a.  Die  successiven  Zustände  einer  immer  wachsenden  oder  abnehmenden 
Veränderlichen,  die  von  einem  dieser  Zustände  beginnend  unbegrenzt  von  der  ersten 
Art  ist,  können  mit  den  Zahlen  der  Beihe  (I)  bezeichnet  werden. 

Denn  zwischen  zwei  consecutiven  gegebenen  Zuständen  (-4X),  {AX') 
eines  variablen  Segments  braucht  man  nur  diejenigen  in  Betracht  zu  ziehen, 
für  welche  (XX')  [wenn  {AX)>{AX')']  oder  (X'X)  [wenn  (^X'>^X)] 
endlich  ist;  denn  wäre  (XX')  oder  (X'X)  unendlich  klein,  so  könnte  man  es 
in  Bezug  auf  die  endlichen  Segmente  vernachlässigen  (g,  §  85);  andererseits 
kann  es  nicht  unendlich  gross  sein  (h,  §  85).  Wenn  mithin  die  Variable  in 
Bezug  auf  die  Massernheit*  immer  wächst  oder  abnimmt,  so  bleibt  im  ersten 
Fall  (XX')  im  zweiten  (X'X),  wenn  es  sich  um  zwei  verschiedene  Zustände 
handelt,  stets  endlich.  Die  Zustände  des  veränderlichen  Segments  bilden  aber 
eine  unbegrenzte  Reihe  erster  Art,  die  man  eindeutig  und  in  derselben  Ord- 
nung der  Reihe  ( J)  entsprechen  lassen  kann  (c',  §  46  und  b,  §  43).  Man 
kann  mithin  die  Zustände  der  Variabelen  successive  mit  den  Zahlen  der  Reihe 
(1)  bezeichnen  (§  47),  dass  heisst: 

{AX^,  {AX^,  ...,  {AXn)  ... 

Bern.  I.  Wenn  wir  von  einer  in  Bezug  auf  eine  Einheit  wachsenden  oder  abneh- 
menden Veränderlichen  (AX„)  sprechen,  so  meinen  wir  damit,  wenn  nicht  Anderes  bestimmt 
wird,  eine  begrenzte  oder  unbegrenzte  Reihe  erster  Art  (Def.,  §  86;  Def.  III,  §  39). 

Ist  {AB)  das  Grenzsegment  eines  veränderlichen  Segments  {AXJ^  so  schreiben  wir 

lim  (AXJ  =  (AB), 

wenn  lim  n  =■  cx),  statt  lim  {AX)  z:  {AB).  *) 

Bern.  II.  Bezeichnet  man  jeden  Zuwachs  der  Variabelen,  wenn  sie  wächst,  von  dem 
ersten  constanten  Element  A  an  mit  x^x^  . . .  x^  . . . ,  so  ist 


1)  Beschränkt  man  sich  auf  das  Gebiet  einer  Einheit,  wie  gewöhnlich,  so  kann  man 

Mm{AX;i  =  {AB) 

schreiben. 

Die«  ist  aber  der  Fall,  wenn  das  Symbol  oo  nicht  ein  actuelles  sondern  ein  poten- 
tielles Unendlichgrosses  bezeichnet,  welches  seinem  Wesen  nach  nicht  constant,  Hondern 
endlich  und  variabel  ist. 

Veronese,  Geometrie.  10 
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und  wir  können  daher  anstatt 


auch  schreiben: 


lim  {AX^)  =  (AB) 
lim  n  ='  cx> 


lim  8  x^=  {AB) 

lim  n  »  cx), 
wenn  S  das  Zeichen  der  Summe  ist. 

b.  Wefin  die  stets  wadiscnde  (wadtöende)  endliche  Variahde  (-4X)  Ujpi^  die 
almehnietide  (stets  ahidmwnde)  endliche  Variabele  {AX')  in  derselben  Richtung 
derart  gegeben  sind,  dass  (ÄX)  [(-4X')]  stets  kleiner  (grösser)  (ds  jeder  ZiMtand 
von  (ÄX')  [ÄX)]  ist  und  jedes  Segment  (ÄY),  wdches  grösser  (kleiner)  ab 
jeder  Zustand  von  (ÄX)  [(J.X')J  ist,  der  zweiten  (ersten)  Variabden  angehört, 
so  mird  das  Segnietit  (XX')  in  Bezug  auf  die  gegebene  Einheit  unbegrenzt  ilem, 

Dass  vor  allem  solche  Yariabelen  möglich  sind,  geht  unmittelbar  aus  a^  §  95 
und  aus  den  Def.  I  und  11  des  §  83  hervor.  Wir  bemerken  femer,  dass  da 
(ÄX)  und  (ÄX')  endlich  sind,  das  Segment  (X'X)  zwischen  zwei  beliebigen 
Zuständen  von  (ÄX)  und  (^X')  niemals  imendlich  gross  sein  kann  (h,  §  85). 
Man  sieht  auch,  dass  ein  Zustand  von  (^X)  das  Grenzsegment  (ÄL)  der  Ya- 
riabelen (ÄX")  nicht  sein  kann.  Wenn  dies  der  Fall  wäre,  so  müssten,  weil 
die  Variabele  (^X)  stets  derart  wächst,  dass  die  DifiPerenz  zwischen  zwei  suo- 
cessiven  Zustunden  (ÄL)^  (ÄL^)  derselben  zwar  noch  so  klein  aber  endlich 
ist  (h,  §  85),  in  (LL^)  Elemente  X'  existiren,  da  (LX')  nach  der  Voraus- 
setzung kleiner  als  jedes  gegebene  Segment  (LL^)  werden  muss  (Def.  IV,  §  95), 
wenn  L  nicht  selbst  ein  Element  X'  ist.  Wir  hätten  mithin  einen  Zustand 
(ÄL^)  der  Variabelen  (ÄX),  der  grösser  als  ein  Zustand  der  Variabelen  (ÄX*) 
wäre,  was  gegen  die  Annahme  des  Satzes  ist. 

Wir  setzen  mm  voraus,  es  sei  immer 

(1)  (XX')  >  (BC) 

unter  (BC)  ein  gegebenes  endliches  Segment  verstanden  und  wollen,  um  die 
Vorstellung  zu  erleichtern,  annehmen,  in  dem  Segment  (XX')  sei  stets  ein 
endliches  gegebenes  mit  {BC)  identisches  Segment  derart  enthalten,  dass 
(XX')  >  (jBC).  Aus  (1)  geht  hervor,  dass,  wenn  (ÄX^)  ein  beliebiger  Zu- 
stand von  (^X)  ist  (Def.  I,  §  83),  die  Variabele  (ÄX')  stets  grösser  als 
(J-Xj) -|- (XjXg)  ist,  welches  mithin  ein  Zustand  von  (ÄX)  ist  [(X^^X^)e= 
bEEi  BC)\,  Denn  wäre  sie  ebensogross  oder  kleiner,  so  würde  die  Relation  (1) 
nicht  bestehen  können.  Da  aber  die  Variabele  (^X)  nur  die  Bedingung  er- 
füllt, dass  sie  immer  kleiner  als  ein  beliebiger  Zustand  der  Variabelen  (ÄX') 
ist,  so  folgt  daraus,  dass,  wenn  man  eüien  Zustand  der  ersten  Variabein 

(^X,)  +  (X,X,)-(^X) 

betraclitet,  da  die  Beziehung  (1)  nach  der  Annahme  zwischen  zwei  beliebigen 
Zuständen  von  (AX)  und  (ÄX')  stets  ihre  Geltung  behält,  auch  das  Segment 

ein  Zustand  der  Variabelen  (ÄX)  ist. 
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Welche  Zahl  aber  n  auch  sein  möge,  wenn  (ÄXi)  ein  bestimmter  Zu- 
stand der  Variabelen  (AX')  ist,  so  ist  (XjX'^)  endlich  (h,  §  85).  Es  gibt  also 
immer  eine  solche  Zahl  n,  dass 

{X,X,)n>{X,X\) 

(Del  n,  §  82;  Def.  I,  c,  §  81). 

Wäre  mithin  die  Beziehung  (1)  richtig,  so  gäbe  es  einen  Zustand  von 
(-4X),  der  grösser  als  ein  Zustand  von  {ÄX')  ist,  was  den  Bedingungen  des 
Satzes  widerspricht.     Mithin  ist  (1)  widersinnig. 

Analog  ist  der  Beweis,  wenn  (ÄX)  wächst  (Def.  I,  §  83)  und  (AX')  stets 
abnimmt. 

c.  Das  Segfnent  (XnX^r),  das  zwisdien  zwei  successiven  Zuständen  (ÄXn), 
(AXn^r)  der  endlichen  Variabelen  liegt,  wenn  die  Variabele  immer  wädist  oder 
das  Segment  (X.+rX,,),  wenn  sie  immer  abnimmt  und  zur  Grenze  das  Segment 
{AB)  hat,  wird  mit  dem  unbegrenzten  Wachsen  von  n  hei  constant  bleibendem  r 
unbegrenzt  Mein, 

Denn  wählt  man  das  Segment  (B'B)  aus,  so  kann  m^  im  ersten  Fall 
zwei  Elemente  X,  imd  X^^-r  in  ihm  betrachten,  weil  bei  hinlänglich  grossem 
n  ein  Element  X»  in  {B^B)  liegen  muss  (Def.  IV  und  b,  §  95)  und  mithin 
auch  X„+r.  Wenn  die  Variabele  abnimmt  und  {AB)  ihr  Grenzsegment  ist, 
so  braucht  man  nur  ein  Segment  {BB")  in  der  Richtung  von  {AB)  zu  be- 
trachten. 

d.  Ein  endliches  veränderliches  immer  wachsendes  (oder  abnehmendes)  Seg- 
ment {AX)  hat  in  Bezug  auf  die  Masseif üieit  immer  ein  und  nur  ein  SegfnetU 
zur  Grenze,  welches  grösser  (oder  kleiner)  als  aUe  Zustände  der  Variabelen  ist 

Wenn  das  Segment  imbegrenzt  gross  wird,  so  hat  es  das  unendlich  grosse 
Segment  erster  Ordnung  zum  Grenzsegment  (i,  §  85  und  Bem.  IV,  §  86). 

Wird  das  Segment  nicht  grösser  als  jedes  endliche  gegebene  Segment,  so 
heisst  dies,  dass  es  ein  Segment  {AB)  in  der  Richtung  der  Variabelen  geben 
muss,  welches  grösser  als  jeder  Zustand  dieser  Variabelen  ist.  Wenn  nun  {AB) 
das  erste  Segment  in  der  gegebenen  Richtung  ist,  welches  diese  Eigenschaft 
in  Bezug  auf  die  Einheit  besitzt,  so  ist  {AB)  das  Grenzsegment  von  (^X); 
denn  damit  ist  gesagt,  dass  {XB)  unbegrenzt  klein  werden  muss  (Def.  IV, 
§  95).  Wählt  man  in  der  That  in  dem  Segment  {AB)  ein  beliebig  kleines 
endliches  Segment  (B'B)  aus  und  es  enthielte  dasselbe  keine  Elemente  X,  so 
wäre  das  erste  Segment,  welches  grösser  als  alle  Zustände  der  Variabelen  (-^X) 
ist,  zum  mindesten  {AB')  und  nicht  {AB), 

Ist  {AB)   nicht  das  Grenzsegment  von  {AX),  so  gibt  es  in  {AB)  andre 

Segmente  {AB'),  {AB'')  . . . ,  so  dass  {AB)  >  {AB')  >  {AB")  >  ...  und  welche 

für  jedes  beliebige  n  grösser  als  {AXn)  sind.     Diese  Segmente  kann  man  als 

Zustände  eines  abnehmenden  Segments  {AX')  betrachten,   welches  grösser  als 

die  Zustände  von  {AX)  bleibt  (Def.  II,  §  83)  derart,  dass  jeder  Zustand  {AY), 

der  grösser  als  {AX)  ist,  dem  (^X')  angehört.     Es  muss  mithin  ein  Grenz 

Segment  {A  Y)  der  beiden  veränderlichen  Segmente  existiren  (b',  §  9G  und  b). 

10* 


In   diesem   Fall  ffehon   d-rr  Z^rTÄ.-. :     J I'    d-rr  hl-r.»*-ijif*aiiKa   Ic-^mr  ai.    -wi 

diese    aus   allen    in      AB      U-r-^rrZ^Lrl.  i>ripL,rLlfrZl    r-^Kr-ll.    L>e    ^TÜ-äB^    wUt   ülfc  ZiL- 

stande  des  uÜ'  ^i-»:. 

Dieselben  r?chl"; -?.-*•   crlvi.   t^^^     -^^     i'.-LJzi.^::.     üii»*   lurs-  ^-a.  X  ifr 
bojxrenzt  dem  A  nlth*rn.     Li   l-ii  Irmi^-rri;  Viul  ijr,   ik-  •7r*n3!*'^nitt3r  Ji 
auf  die  gegebene  Eirhrig  X::!!     i.  $  Iv»  .-^ 

Ufw.  III.     Di  wir  T:.!ri^i**=^3r- .    :i*    i*r   Virli'.-rj*-    -!anfiiE>^jiAiiie 
natüilii-he   begrenzte   oi-rr  ^zi*-rrT»rizrr    :-^'  -r.-«*^i  An    i^rai.  I.  *i   iiiim.   ü? 

die  iuH*h  andn.'  Grenzen  i-k'-TZ.  L-iit-   il-r   >r»r2'r   i-iii»  ^a::zr^    i  ia*'ji    "V 
lioii  </iV  c»i»fre  Oiler  umcer*;  'j-^f^'» 

\^Ji>)uiid  v^.ri?'   seien •!:•?  i-ur.L  ilr  -.-^M-rr  HtjL't^  -.•»scrminysi  St^cmsnB-  -T. 
Wiln- i^Jin  >  ^.1  i>"  ,    s.>  Äb-r  -.    -      AB     rJi    S-piea-     ^-?_  =   ^^ 
(IM.  I,   11,  §  i51  und  b,  ^  r;:«  .     LKr   rr^tr:   Kr-li-T    Li^LsKW    iaifi-     _L5.^ 
(irtMizsegment  haben,  wie  die  rwr::^    A  B\  "»is  wi^iasnnuc  -sc 

iibHimmL  luul  dit  d»rr*.irt  j-ihi.L  '^'..^r  ^/ie;?  .>it^m*in::  f:«  ^  '£9ft  s»  ^  Eitzaamtf 

l>ie  Variabele  «-4X  wä.:':l<   ir-jr^iz*    >:-:•  i-Hezr^nz::    E»e£  I.  i  rä .    !■ 

ersten  Fidl   ist   der  Irizv  Z:ir*Äi:    AC     »  .:.     AX    ^  «ir^aizsesciüauL     Wiob 

die    Veranvlerlieb-^     AX  'j^jrTr::.z\   <.\:..::.::.\ .    **-.    .r.'i*a    ae   muik  -Lsr  Tonas- 

Stützung  dikisflbf  Sr-.z::.'::::  A^,     %.::.  *:r'.V:;.  r^r/::,^r.z  'Vlrr  <:jr*^nzse«cixjaic  fcü)^ 

Denn  wäre  i^C  ■  >    --K,  o.r'^t  ^^//::.f-i.\   .:.:\  Jß  t^.:,  Fi£r:  Ji    '-'-'^.  =0  wsnfc 

Wenn  dagegen  AX' ,  '.'X-  >-'.;.. ;.'..-.'. •..  */,  /corr.rfit  kiäz:  Tietier  anf  «i»  FaD 
des  Satze»  b.  Si<:  }:ÄO':rj  •'\W\kkUu  ^-..u  'j[h::.p-.,:.*j^(:.f>f^,  Or^rjZa#r;^irL-rfi-  J.  Fi  ^b.  $^^ 
welches  iu  tViHrMm  FalJ  '  -1 C^  iÄt. 

Aehnlich  ij-t  e«»,  wenn  (AX)  h^zhXS^näyjt  »ä/th.nt.  Ei»  h^  «iami  ein  Gfcm- 
Segment  M  Y)  (t\),  Betra/:hU;t  man  nu/i  auch  =  y|  y^  als  Zasand  voa  (-IX^ 
s^i  kommt  man  vfn-ÄHr  auf  d*;n  vorigen  FalJ  zunick. 

§  9^*.    /a/-  /.     Ein  Element  -/l  heiü^jt  in  E*-7ug  auf  eine  Einheit 
wic/i^    ein'rr   K-ih«:    von    El«:menten    X,  X^  ...  X,  ...,    die    in    einer   geg 
Uichtung  in  *U:r  Grundform  g<,-<jrdnet  sind,  wenn  es  entweder  das  erste  oder  letzte 
Element  Ai-.r  lUuh:  ist  oder  wenn  die  Reihe  derart  ist,  das»  in  einem  endliehen 

J  I;i«:  V.x'itAt'.uY,  f\t'.'.  Or<.'nz?f';;^ent-  z»v;i*:r  conv.;rßirenfif:r  Keihen  wird  Ton  einigem 
Sthriftf!t*rJI<:rfj  rnjiN:)-!  oin*:-.  J'0-tiiIat.-.  jf ►-;,'»;b*rn .  w<inn  iiuoh  in  v^rrsrhi edener  Form.  Siehe 
z.  IJ.  Stolz  .*..  ii.  0.  .r.  1^1^.  /A'  y-Tio/i^  VArm.  di  Geomrtriii  Po.t.  X  und  XI.  S.  i**.  S»4). 
liit'  J>«rfiijitKiri,  di*-  ,S'/o/j  jfiht.  -*;tzt  aUr  nir  ht  vorau.-;.  da?-^  di.-  Variabele  endlich  sei  oml 
ist  iii\'d.\h\i  d<TJ*-fiij/«rii,  di.-  hfihhiifl  Uriint/.f,  um  initt»-l.-*t.  J.'.filj.m  rationaler  Zahlen  die  ge- 
wuhnlicii»'n  frratioij.tlzahliru   zu   detiuiren. 
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willkürlich  kleinen  Segment  {AM)y  das  die  zu  ihr  entgegengesetzte  Richtung 
hat,  ein  Element  der  gegebenen  Reihe  existirt. 

a.  Wenn  (Ali)  das  Grenssegnient  eines  Segmenis  {AX^)  ist,  so  ist  das 
Element  B  das  Grenzelement  der  durch  die  Elctnente  Xn  gegebenen  Beute. 

Denn  ein  endliches  veränderliches  Segment  kommt  einer  gegebenen  Reihe 
von  Segmenten  gleich  (Def.  I,  U,  §  83),  so  dass  das  Grenzsegment  des  ver- 
änderlichen Segments  das  Grenzsegment  der  Reihe  ist.  Ist  (AB)  das  Grenz- 
segment, so  fallen  in  ein  willkürlich  kleines  Segment  (B' B)  Elemente  X„ 
(Def.  IV,  §  95)  und  mithin  ist  B  auch  das  Grenzelement  der  Elementenreihe 
Xn,  wenn  n  unbegrenzt  wächst  (Def.  I). 

b.  Eine  Gruppe  von  einer  unendlich  (oo)  grossen  Ansalü  verschiedener  Ele- 
mente (X),  die  in  einem  gegabenen  Segment  (AB)  entlialten  sind,  hat  immer  in 
Besag  auf  die  Masseif  Jieit  wenigstens  ein  Grenzelement. 

Wenn  A  nicht  die  Grenze  der  (X)  ist,  so  bedeutet  dies,  dass  es  Segmente 
(A  Y)  von  (AB)  gibt,  die  nicht  unendlich  viele  Elemente  X  enthalten  (Def.  I). 
Wenn  eines  der  Elemente  Y  z.  B.  Y^  nicht  die  Grenze  der  (X)  ist,  so  gibt 
es  ein  Segment  (-41^)  >  (-4y,),  welches  nicht  unendlich  viele  Elemente  X 
enthält.  Wenn  keines  der  Elemente  Y  Grenze  der  (X)  ist,  so  wächst  die 
Reihe  (AY)  in  (AB)  stets  imd  hat  mithin  ein  Grenzsegment  (ACT)  (d,  §  97). 
Das  Element  C  ist  die  Grenze  der  Gruppe  X;  denn  wäre  es  dies  nicht  und 
gäbe  es  in  einem  Segment  (CC)  in  der  Richtung  von  (AB)  nicht  unendlich 
viele  Elemente  X,  so  wäre  (AG')  ein  Zustand  von  (AY),  was  dem  Satz  d, 
§  97  widerspricht. 

Das  Grenzelement  kann  der  Gruppe  selbst  angehören. 

b'.  Eine  Beihe  von  Elementen  (Xn)  auf  der  Grundform,  welche  derart  ist, 
dass  das  Segment  (XnXn+r)  mit  wacJisendem  n  unbegrenzt  Jdein  wird.  Juxt  mit 
Bezug  auf  die  Masseinimt  ein  einziges  Grenzelement 

Denn  die  Reihe  muss  von  einem  Element  Xn  an  in  einer  gegebenen 
Richtung  in  einem  Segment  (X^B)  enthalten  sein,  denn  sonst  könnte  (X„X„+r) 
nicht  unbegrenzt  klein  werden.  In  diesem  Segment  gibt  es  eine  unendlich 
grosse  (oo)  Anzahl  von  Elementen  X,  gerade  weil  (X^X^+r)  unbegrenzt  klein 
wird.  Mithin  hat  (X„)  ein  Grenzelement.  Sie  kann  in  diesem  Fall  nur  ein 
einziges  Grenzelement  haben,  weil  n  ein  einziges  Mal  imbegrenzt  gross  wird, 
das  heisst  die  Reihe  (X„)  unbegrenzt  von  der  ersten  Art  ist  (Bem.  I,  §  97) 
und  mithin  (XnXn-\-r)  ein  einziges  Mal  unbegrenzt  klein  wird. 
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8. 

Zerle/^ng  eines  endlichen  Se^ents  in  n  gleiche  Theile.  —  Commntati^ns- 
gesetz  der  Summe  zweier  oder  mehrerer  consecntirer  Segmente.  —  Dag 
Segment  (AB)  ist  mit  demselben  Segment ,  in  der  entgegengesetzten  Richtung 
dnrchlanfen,  in  Bezug  auf  die  endliche  Einheit  identisch.  —  Orenzelemente 
der  durch  die  successive  Theilung  eines  Segments  in  n  gleiche  'Theile  er- 
haltenen Elementengruppe.  —  Andre  Eigenschaften  der  Orenzelemente  der 

Gruppen  in  Bezug  auf  eine  Einheit. 

§  !»y.  a.  Wefin  das  Segment  [X^X\)  oder  {X^X^,  tcelchcs  durdh  surei 
Sfymente  (-4X,),  (-4X,)  vofi  derselben  Hichtuny  geffebeti  ist.  unhegrenzt  Tdein 
wird,  so  wird  das  durch  die  beiden  Enden  der  Vielfachen  von  (-4X,)  und  {AX\) 
nach  der  nämlichfM  Zahl  n  gegAene  Segment  ebenfalls  unbegretizt  klein.  Ufid 
umgekehrt. 

Es  sei  (^X\)>MXj);  man  erhält 

(1)  {AX\)n>{AX,)n  (d,  §79) 

und  bezeichnet  man  mit  X'«  und  X«  die  zweiten  Enden  dieser  Viel&chen, 
so  ist 

so  dass  also  X«  in  das  Segment  {AX'^  fällt  (Def.  I,  §  61;  c,  §  68;  b,  §  36). 
Ist  ein  beliebiges  Segment  {AC)  gegeben,  so  ist  sein  Vielfaches  nach  einer 
gegebenen  Zahl  in  seiner  Richtung  von  A  aus  bestimmt  und  ein  einziges 
(a,  §  72  und  d',  §  7f>).  Auf  diese  Weise  kann  man  daher  einen  eindeutigen 
imd  in  dersellx^n  Ordnung  stattfindenden  Zusammenhang  zwischen  den  Ele- 
menten Xi  und  den  Elementen  X;,  feststellen,  weil  jedem  Element  X|  mit  A 
beginnend,  ein  einziges  Element  X»  entspricht  und  umgekehrt  einem  dieser 
Elemente  nur  ein  einziges  Element  Xi  entsprechen  kann.  Entspräche  ihm  ein 
andres  z.  B.  X'^,  so  hätte  man  {AX'^n  '-ee  {AX^n  ^  (^X„),  woraus  man 
(ylX'j)2  "(ylXi)  erhält  (d',  §  71)),  folglich  fäMt  X\  mit  Xj  zusammen  (b',  §  69) 
Der  Zusammenhang  findet  auch  in  derselben  Ordnung  statt;  denn  wenn 
(^X\)  <  {AX,)  <  {AX\),  so  folgt  aus  (1):  (^X',)  <  (^X.)  <  (^X",) 
(d,  §  70),  das  heisst,  wenn  X^  zwischen  X',  und  X",  liegt,  so  liegt  X„  zwi- 
schen den  entsprechenden  Elementen  X'„,  X"«  (^Def  I,  §  61).  Wenn  mithin 
(ylX,)  ein  Zustand  der  Variabelen  (-^X)  ist  und  wenn  (X,X'j)  abnimmt,  so 
nimmt  auch  (X„X'„)  wegen  des  eindeutigen  und  in  derselben  Ordnung  statt- 
findenden Zusammenhangs  ab  (Def.  I,  §  61)  und  wenn  (X^X',)  unbegrenzt 
klein  wird,  so  hat  (X„X'„)  ein  Grenzsegment  (X„  Y),  vorausgesetzt,  dass  X^ 
und  mithin  auch  X«  constant  ist  (d,  §  1)7). 

Wir  l)eweisen,  dass   Y  mit  X»  zusammen  fällt. 

Nehmen  wir  zuerst  n  =  2  an  imd  es  sei  {AX\)  >  (-4X^). 

Es  sei  ferner 

(2)  {X\X\)  =  C^XJ  ^.  (X,X^),  {AX\)  .  ;  (X\X\)         (b,  §  69) 
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und  da 

iAX,)  -  {AX,)  +  (X,X,),  iAX'\)  -  (AX\)  +  iX\X'\), 

iAX\)  -  {AX\)  +  (X\ X' ,),  (Def.  I,  §  72) 

SO  erhält  man 

(AX,)<iAX",)<iAX\),  (3) 

weil 

(^X,)  <  {AX\)  und  {X\X'\,)  <  {X\X\)       (Del  I  und  H,  §  61;  f,  g,  §  73). 

Auf  diese  Weise  setzt  man  einen  eindeutigen  und  in  derselben  Ordnung 
stattfindenden  Zusammenhang  zwischen  den  Elementen  X\  und  X'\  und  miir 
hin  auch  zwischen  den  Elementen  X\  und  X\  fest  (f,  §  42).  In  der  That, 
ji    X  X  ^^®  jedem  Element  X\   in  der  Richtimg   von   (AB) 

X'        L  X    X     ^^^  einziges  Element  X'\  entspricht  (b',  §  69),  so  kann 
Flg.  6.  jedem  Element  X'\   nur   das  Element   X\   allein  ent- 

sprechen, weil  es  nur  ein  mit  dem  Segment  (ÄX^)  in  der  gegebenen  Richtung 
identisches  Segment  (X',  X",)  gibt,  dessen  zweites  Ende  X"2  ist  (b',  §  6i|). 
Wenn  ein  Element  dem  X\  vorausgeht,  so  muss  das  entsprechende  Element 
dem  X'\  vorausgehen,  da  das  Segment  zweier  beliebigen  entsprechenden  Ele- 
mente dem  (-4X,)  gleich  ist  (Def.  I,  b',  §  61),  der  Zusammenhang  ist  also 
auch  von  derselben  Ordnung  (Def.  UI,  §  42). 

Wenn  nun  (X^X'j)  unbegrenzt  klein  wird,  so  wird  auch  (XgX^g)  unbe- 
grenzt klein.  Denn  sonst  ^be  es  ein  Segment  (Xgi),  welches  kleiner  als 
(XjX^g)  wäre  und  Elemente  X''^  enthielte  (Def.  IV  und  I,  §  95).  Wählt  man 
daher  zwischen  X^  und  L  ein  Element  Z  aus  (a,  §  95)  und  betrachtet  das 
Segment  {WZ)  ^e  (X^Xg)  in  derselben  Richtung  (b',  §  69),  so  könnte  das 
Element  W  alsdann  niclit  in  (X^X,)  liegen,  fiir  dessen  Punkte  die  entspre- 
chenden Elemente  X^g  ausserhalb  des  Segments  (X.^L)  fallen.  Das  Segment 
(X|  X,)  wäre  also  ein  Theil  des  Segments  ( WZ),  was  widersinnig  ist  (d,  §  73). 
L  muss  folglich  mit  X^  zusammenfaUen. 

Nun  ist 

(AX,)  +  (Z.X'.)  ==  (AX\),  iX\X'\)  +  (X\X\)  :.-  (X'.X;)     (Def.  I,  §72) 

und  nach  (2) 

(X,X'.)  =  (X",X',).  (g^",  §73) 

Wenn  mithin  (XiX\)  imbegrenzt  klein  wird,  so  ist  dies  auch  mit  (X'^X';^) 
der  Fall  (Def.  I,  §  95);  wie  wir  gesehen  haben,  wird  aber  auch  das  Segment 
(^X",)  unbegrenzt  klein,  folglich  auch  (XgX'g)  (h,  §  95),  was  zu  be- 
weisen war. 

Wäre  {AX\)  <C  (AXi) ,  so  hätte  man 

(^X,)  >  (AX\)  >  {AX\)  (d,  §  79  und  f,  §  73) 

A       W  X^         L     X^    und  wenn  es  ein  von   X^  vörschiedenes  Element  L  als 

X\         X',  X''^    Z       Grenze  der  X'\  gäbe,  so  hätte  das  Segment  (WZ)  =:: 

Fig.  6.  ^  ^x^  Xg)  das  Element  W,  welches  von  X,  verschieden 

ist,  in  dem  Segment  J.X,  liegen  (d,  §  73;  Def.  I,  §  61),  während  für  jedes  in 

(TFXj)   enthaltene  Element  X\   das   entsprechende  Element  X\  der  Voraus- 
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Setzung  zuwider  in  {LX^)  gelegen  wäre  (g,  §  73  und  Def.  I,  §  Gl);  L  muss 
daher  mit  X^  zusammenfallen.     Man  hat  in  diesem  Fall: 

(AX,)  -  (X'.X.)  ~  {AX\),  {X\X\)  -  (X\X",)  -  iX\X',), 

woraus 

(X\X.)  =  iX\X\).  (Def.  I,  §  74;  g"',  §  73) 

Folglich  wird  (X'gX'^)  mit  (X'jX,)  unbegrenzt  klein,  dies  ist  aber  auch  mit 
(X'^X^)  der  Fall  und"  mithin  auch  mit  (X'^^X^)  (h,  §  1)5). 

Damit  ist  der  Satz  für  n  =  2  bewiesen. 

Wir  nehmen  nun  an,  dass,  wenn  X\  sich  unbegrenzt  dem  X,  nähert^  sich 
X'n—i  unbegrenzt  dem  Xn—i  nähere  (Def.  I,  §  95)  und  beweisen,  dass  dies 
dann  auch  ftir  die  Elemente  X»  imd  X\  gilt. 

X^_^      X^_i     X,  Gegeben  ist  (AX^)  _..  (X^,Xn_i)  l    (X«_iX«)  und 

*^^-  '■  Wenn  (^X,)  <  {ÄX\),  so  ist: 

(4)  (X«_,X«_0<(X'«-iX'„). 

Es  sei: 

(O)  (Xn^iX'n)  —:  (Xn-^lXn)  . 

Nach  (4)  fäUt  X'\  in  das  Segment  (Xn^iXn)  (Def.  I,  §  61;  c,  §  68; 
b,  §  36)  und  da  {ÄX'n-i)  >  {ÄXn--i)  (d,  §  79),  so  liegt  aus  demselben  Grund 
X'„— i  zwischen  X^^i  und  X'„  und  mithin  liegt  nach  (5)  und  (4)  X"„  zwischen 
Xn  und  X\.  Man  beweist,  wie  für  n  =  2,  dass,  wenn  sich  X«_i  unbegrenzt 
dem  X'«_i  nähert,  sich  X"«  unbegrenzt  dem  X«  nähert. 

Man  hat  überdies: 

(X„_2Xrt_-i)  +  (X»_iX  «— i)  E=  (X»— sX  n—l) 

(X,_,X".)  -f  (X".X'.)  ...  (X'._,X'.). 

Da  aber  (^X'._0  >  (^X^«)  (d,  §  79)  und 

(AX\.{)  >  {AX'n..t)  (f,  §  73),  so  ist: 

(X,_,X',_i)  >  (X'„_2X'„_x)  =  (X',_.X'.)    (c-,  § 68;  b,  § 36  und  Def.  I,  §61). 

Folglich  ist: 

(X._x  X Vi)  >  (X",  X', ) .  [(5)  und  f,  §  73] 

Wenn  (X,_iX\_i)  unbegrenzt  abnimmt,  so  ninmit  um  so  mehr  {X'\X\) 
unbegrenzt  ab  (Def.  I,  §  95;  d',  §  61)  und  also  auch  (X^X'«)  (h,  §  95). ^ 

X_,  X,  Ist  {AX\)  <  (AX,),  so  ist  (^X'„_0  <  (^X,_0- 

X\_i         X'^  X'\        Man  kann  sich  X'„__i  dem  X^—i  soweit  nähern  lassen, 

*'i»  «•  dass  X"„  zwischen  X«— i  X„  fällt,  zu  diesem  Zweck  muss 

nur  (X',_iX._i)  <  (X,_iX,0  sein  (V,  §  69).     Weil  (X'„_iXO  >  (X'^xX".) 

(Def.  I,  §  61)    und  nach   der  Construction   (X'^—iX,,)  <  (X'n__iX"»),  so  liegt 

das  Element  X'\  zwischen  X\  und  X«  (c',  §  68;  b,  §  36  und  Def.  I,  §  61). 

Es  ist  nun 


1)  Der  Beweis  ist  unabhängig  davon,  dass  X',^__o  in  dem  Segment  (X^   ^X^   ^  ent- 
halten ist. 
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{Xn—lX  n)   (X  nX  n)  zrE:  (X  n_lX  «) 

und  das  Element  X,—!  liegt  zwischen  X„_2  und  X^—i,  da  (X„_2X«_i)  f^ 
_z;  (X'«_iX"„)  ist  (d,  §  73).  Wie  früher  beweist  man  nmi,  dass  X"n  zum 
Grenzelement  X«  hat,  wenn  X'„_i  zum  Grenzelement  X^—i  hat  (Def.  I,  §  98). 
Es  ist  aber 

(X^__2X  ,— i)  <  (X  n—iX  „_i)  ^^  (X  n— iX  n)  <C  (X  n— 1  X    »)  , 

weil  (AX^i)  >  {ÄX'n-i)  gegeben  ist  (d,  §  79)  und  (X„_2X«_i)  r£L  (X'„_iX"n). 

Folglich  ist 

(XV,X«_0  >  {X'nX\)  (Def.  I,  §  74;  g^;  §  73) 

und  mithin  wird  (X'nX\)  mit  (X'„-_iX„_i)  unbegrenzt  klein  (Def.  I,  §  i)5  und 
d',  §  61)  und  folglich  auch  (X,X„)  (h,  §  1)5). 

Wenn  der  Satz  also  für  n — 1  gilt,  so  gilt  er  für  w,  er  gilt  aber  für  n«=2 
und  also  auch  für  jedes  beliebige  n  (c',  §  46;  1,  §  39). 

Nimmt  man  schliesslich  an,  X,  sowohl  als  X\  seien  in  entgegengesetzter 
Richtung  oder  in  derselben  Richtung  derart  variabel,  dass  (X^X^)  oder  (X'^X,) 
unbegrenzt  klein  ^vird,  so  bestimmt  (XjX'j)  oder  (X'^X,)  ein  Grenzelemeut  Y^ 
(b,  §  96  oder  d,  §  97).  Wenn  aber  (X^X'j)  oder  (X'^X^)  unbegrenzt  abnimmt, 
so  werden  auch  im  ersten  Fall  {X^Y^)  mid  {YiX\)  oder  (X',  T,)  und  (YiXj) 
im  zweiten  Fall  {X\Y,)  und  (X»  T,)  oder  {Y,X\)  und  (YjX,)  unbegrenzt 
klein  und  umgekehrt  (Def.  I,  und  h,  §  95).  Nach  den  obigen  Beweisen  werden 
mithin  im  ersten  Fall  (X,  F«),  (F«X'n)  oder  (X'„  Y„),  (YnX^)  und  im  zweiten 
(X'«  y»),  (X„  Yn)  oder  (Y«X'„),  (I^nX«)  unbegrenzt  klein,  wenn  dies  mit 
(XiX'O  oder  (X\X,)  der  FaU  ist.  Mithin  wird  auch  (X„X'„)  <ider  (X'„Xn) 
unbegrenzt  klein  (h,  i,  §  95). 

Der  erste  Theil  des  Satzes  ist  damit  bewiesen. 

Wenn  umgekehrt  (X^X'«)  oder  (X'„X;,)  ein  Grenzelement  Y^  hat,  so  hat 
das  Segment  (ÄX)  ein  Grenzsegment  (AY)  (d',  §  79  und  d,  §  97)  und  nach 
dem  ersten  Theil  des  Satzes  muss  (ÄY)  n^  (ÄYn).^) 

b.  Jedes  endliche  Segment  lässt  sich  auf  eine  einzige  Art  in  eine  beliebige 
endliche  Anzahl  n  consecutiver  gleidier  TJieile  derselben  Biditung  in  Bezug  auf 
die  Masseinheit  theüen, 

(AB)  sei  das  gegebene  Segment.  Es  gibt  Segmente,  (^X^*^)  deren  Viel- 
fache nach  n  kleiner  als  (AB)  sind  (a',  §  95).     Es  sei  also 

(^X»')n-(^X<")<(^5). 

Wenn  nun  in  jedem  in  (X^^^JB)    enthaltenen  Segment  {B'B)  nicht  andre 
Elemente    X«  vorkommen,   so  würde,   da   es  Elemente  X\   gibt   derart  dass. 
(AX'n)>  (AB)  (a',  §  95),  dem  vorigen  Satz  zuwider  (X^*^X'„)   zugleich  mit 
(X^'^X,')   nicht  unbegrenzt  klein  werden,  während  X/  zwischen  X^^*^    und   B 
liegt  (dV§  79).     Die  Variabele  (-^X^^^  ^^^  mit^^  (^^)  (P^^-  I^,  §95)  und 

1)  Der  Beweis  ist  lang,  dafür  aber  einfach  und  anschaulich.  Die  obi^e  Eigenschaft 
liegt  den  folgenden  Sätzen,  welche  ebenfalls  Grundeigenschaften  des  Continuums  geben, 
zu  Grunde. 
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die  Variabele  (AX^'^)  das  Segment  (ÄY)  (d\  §  79  und  d,  §  97)  zur  Grenze, 
so,  dass  (AY)n  =  (AB)  (a;  d,  §  97).  ^) 

b'.  Wenn  die  Grundform  geschlossen  ist,  so  kann  nuin  sie  in  n  gleiche 
Theile  theilen. 

Man  braucht  nur  in  b  anzunehmen,  die  Enden  des  Segments  fielen  in  Bezug 
auf  die  Einheit  zusammen  (Def.  III,  §  57  und  Def.  H,  §  85). 

b".   Ist  ein  endliches  Segment  (AB)  gegeben,  so  ffibt  es  immer  ein  Segment 

Es  ist  dies  nur  eine  andre  Fassung  des  Satzes  b  (Bez.  I,  §  79). 
Def.  L  Das  Element  welches  ein  gegebenes  Segment  in  zwei  gleiche  Theile 
zerlegt,  heisst  das  Mittelelement  dieses  Segments. 

c.  Die  Hypotliesc  VI  ist  unabhängig  von  den  früheren  Hypothesen. 

Dies  geht  aus  dem  Satz  b  hervor.  Denn  die  Segmente  eines  Segments, 
die  man  durch  Halbiren  erhält,  genügen  den  früheren  Hypothesen,  auch  wenn 
man  annimmt,  die  unendlich  kleinen  Gebiete  in  der  Umgebung  ihrer  Enden 
seien  gegeben  (Bem.  I,  §  96). 

Ein  jedes  dieser  Segmente   kann  man  durch   das  Symbol  {AA^—   aus- 

drücken,  in  welchem  m  und  n  gegebene  Zahlen  der  Ileihe  (/)  sind  (§  46). 
Ist  nun  eine  Zahl  r  gegeben,  so  kann  man  das  Segment  {AA^)  in  r  gleiche 

Theile  zerlegen  imd  ist  das  zweite  Ende  des  Segments  {AA^)      eines  der  Hal- 

1  tH 

birungselemente,  so  muss  (-4-4,)  -r  "^^  iA^i)  ö^  oder,   wenn   man   das   Viel- 

fache  nach  2**  nimmt,  {AA^)  ^^^{AA^m  sein.  Damit  aber  eine  Zahl  m  existiren 

kaim,  die  dieser  Bedingung  genügt,  muss  r  die  Zahl  2"  ohne  Rest  theilen,  was 
im  Allgemeinen  nicht  der  Fall  ist,  weil  2"  nur  durch  2  und  die  Potenzen  von 
2,  deren  Exponent  nicht  grösser  als  n  ist,  ohne  Rest  theilbar  ist.  2*  ist 
durch  3  z.  B.  nicht  theilbar,  n  mag  jede  beliebige  Zahl  sein. 

d.  Wenn  {AÄ)  der  n*®  und  {AÄ')  der  n'*®  Dieü  eines  beliebigen  Segments 
(AB)  ist  (n'>n),  so  ist  {AÄ')  kleiner  als  (AÄ)  und  wenn  n  unbeg^'enzt  wädist, 
so  wird  {AÄ)  unbegrenzt  klein. 

Wäre  {AÄ)  =  {AÄ'),  so  würde,  weil  (AÄ)  n  =  {AÄ')n' =  (AB)  ge- 
geben ist,  auch  (AÄ)  n  ^5  (AB)  (d,  §  79)  sein  und  mithin  n  =  n .  Wäre 
dagegen  (AÄ)  <  (AÄ'),  so  wäre  auch  (AÄ)n<  (AÄ')n  (d,  §  79),  gegeben 
ist  aber  (AÄ')  n  E^  (AÄ)  n  ^  (AB),  es  wäre  also  (AÄ')  n  <  (AÄ')  n,  wäh- 
rend auf  der  andern  Seite  (AÄ'yn  >  (AÄ')n  sein  muss,  weil  n  >  n  ist 
(d,  §  79).     (AÄ)  ^  (AÄ')  ist  mithin  widersinnig.     Die  Folge  ist,  dass,  wenn 

n  wächst,  (AÄ)  abnimmt. 


1)  Der  von  Stolz  gegebene  Beweis  dieses  Satzes  (a.  a.  0.  S.  83)  hat  zwar  den  Satz 
a  nicht  nöthig,  setzt  jedoch  das  Commutationsgesetz  für  zwei  beliebige  Grössen  des 
Systems  voraus,  welches  wir  dagegen  beweisen  worden.  Auch  T>e  Paolis  (Teoria  dei  gruppi 
geometrici.  Mem.  delhi  R.  Accademia  di  Napoli.  1890.  S.  15—16)  macht  diese  Voraus- 
setzung, obwohl  sein  Beweis,  weil  er  unvoUstäiidig  ist,  zu  dem  Glauben  bringen  kann,  der 
Satz  a  und  auch  das  Commutationsgesetz  seien  nicht  erforderlich. 
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Ist  ein  willkürlich  kleines  endliches  Segment  (AE)  gegeben^  so  hat  man: 

(AE)m  <  (ÄÄ)  :<  (AE)  (w  +  1).      (Def.  H,  §  82;  c,  §  81) 
Theilt  man  daher  (AA')  in  m  +  1  gleiche  Theile,  so  ist  (AA')      ,     <  {AE) 

(a,  d',  §  710  und  {AA')  -~^  --=F.  ^|^^^      (c  und  a,  §  79).     Damit  ist  der  Satz 

bewiesen. 

Bern.  I.  Wir  bemerken,  dass  dieser  Satz  von  der  Hypothese  VI  unabhängig  ist,  so- 
bald man  annimmt,  die  Theilung  eines  jeden  begrenzten  Segments  in  eine  beliebige  Anzahl 
M  gleicher  Theile  sei  möglich,  eine  Hypothese,  die,  wie  man  sieht,  verwickelter  ist  als 
diejenige  über  die  Grenze.  *) 

d'  Wenn  man  ein  beliebiges  Segment  (AB)  in  n  gleiclie  Theile  (w  >  1) 
zerlegt  und  diese  wieder  in  n  gleiche  Tlieüe  u.  s.  w.,  so  werden  dieselben  unbe- 
grenzt  Mein. 

Denn  man  erhiüt  die  Theile    -«  -  ,   -  -%    •  •  ••,  — r~f  •••   ^md  mit  unbe- 

grenzt  wachsendem  r,  wird  n'*  grösser  als  jede  gegebene  Zahl  m,  folglich 
u.  s.  w.  (d).') 

e.  Wenn  man  ein  Segment  {BC)  zu  einem  Segfpumt  (AB)  vofi  B  aus  in 
Bezug  auf  die  MasseiyJieit  addirt,  so  erhalt  man  dasselbe  Besultai,  wie  wenn  inan 
zu  dem  Segment  (BC)  von  C  aus  ein  mit  {AB)  identisclies  Segtnent  addirt,  welches 
dieselbe  Bicktung  wie  {AB)  hat  Das  Besultat  ist  von  dem  Elemetit  wnabhä^igig, 
von  weldicm  an  man  mit  der  Operation  beginnt 

Das  heisst,  wir  schreiben 

(^AB)  +  (BC)  =  (AC),  (BC)  +  (AB)  =  {AC) 

und  meinen  damit  bei  der  zweiten  Gleichung,  dass  von  C  aus  in  derselben 
Richtung  wie  {AB)  ein  mit  {AB)  identisches  Segment  durchlaufen  wird. 

Wir  nehmen  zuerst  an,  {AB)  und  {BC)  hätten  dieselbe  Richtung. 

1)  Wenn  {BC)  in  Bezug  auf  {AB)  unendlich  klein  ist,  so  erhält  man  mit 
Bezug  auf  {AB)  als  Einheit: 

{AB)  +  {BC)  =  {AB)  +  0  =  {AB) 

{BC)  +  {AB)  -  0  +  {AB)  -  {AB).       (g,  §  85;  Def.  I,  §  76) 

In  diesem  Fall  ist  der  Satz  in  Bezug  auf  die  Einheit  bewiesen. 

2)  Nehmen  wir  an,  {AB)  und  {BC)  seien  beide  endlich.  Sind  sie  Viel- 
fache desselben  Segments  {AA')  nach  den  Zahlen  m  und  n  und  zerlegt  man 
{AB)  und  {BC)  in  ihre  m  bezüglich  n  {AA')  gleiche  Theüe,  so  köimen  wir 
davon  zuerst  n  und  dann  nach  dem  Commutationsgesetz  der  Summe  der  Zahlen 
der  Reihe  ( J)  (§  46)  die  übrig  bleibenden  m  betrachten,  ohne  dass  das  Re- 
sultat {ACT)  sich  ändere  (Bem.  I,  11,  §  80).     Aber  n  und  m  consecutive  {AA') 


1)  Das  System  der  Rationalzahlcn  genügt  z.  B.  dieser  Bedingung  ohne  ein  rela- 
tives Continuum  zu  sein. 

2)  Die  Satze  über  die  Zahlen  der  Reihe  (/)  (§  46),  die  wir  bei  dem  Beweis  von  c 
und  d'  benutzten,  lassen  sich  mittelst  der  in  Kap.  III  bereits  gegebenen  Sätze  leicht  be- 
weisen. 
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gleiche  Theile  ergeben  bezüglich  zwei  mit  (BCT)  und  {AB)  identische  Seg- 
mente (Def.  I  und  H,  d^  §  79).  Mithin  ist  auch  in  diesem  Fall  der  Satz  be- 
wiesen. 

3)  Es  erübrigt  der  Fall,  in  welchem  (AB)  und  (BC)  nicht  Vielfache  des- 
selben Segments  sind,  jedoch  dieselbe  Richtung  haben. 

Betrachten  wir  von  Jl  an  in  der  zu  {AB) 
^[^  '^  ^  ^      ^„    ^J^^^J^    und   daher   auch   zu    (BC)    entgegengesetzten 

*^  ^'  Richtung  die  Segmente: 

(1)  iB'Ä)  =  {AB),iC'B')  =  iBC).  (b',  §60) 

Das  Element  B'  ist  nach  der  Construction  in  (CA)  ^  {C'B')  +  (B'A) 
(Def.  I,  §  72)  enthalten.  Man  zerlege  (AB)  in  n  gleiche  Theile  (b)  imd  {AA') 
sei  einer  derselben,  welcher  für  ein  hinreichend  grosses  n  kleiner  als  {BC) 
sein  wird  (d).     Es  muss  dann  eine  derartige  Zahl  m^n  geben,  dass 

(2)  {AA")  m<{AÜ)<  {AA')  (»»  +  !)•       (Def.  H,  §  82;  c',  §  81) 

Das  Element  C  ist  mithin  in  dem  (»«  -\-  l)**"  Theil  enthalten,  den  wir 
mit  (XF)  bezeichnen  und  X  liegt  in  (BC),  weil  na«h  der  Construction 
(^X)  >  (AB)  ist.     Man  betrachte 

(3)  (TA)  =  (A r),  (X'^)  =  (^X) . 

Das  Element  X  liegt  in  dem  Segment  (A  Y)  und  mithin  X'  in  dem  Seg- 
ment (TÄ),  weil  (AX)<{AY)  und  daher  auch  (X'^)  <  (F^)  ist.  Nach 
dem  zweiten  in  Betracht  gezogenen  Fall  ist  auch: 

(4)  (TB')  =  (BY),  (X'JB')  Ef^  (BX) . 

(BY)  ist  nun  grösser  als  (BC)  und  mithin  auch  {YB')  grösser  als  (C 50  [(!)]. 
Aus  demselben  Grund  ist  {X'B')  kleiner  als  (G'B')]  das  Element  C  liegt 
desshalb  in  dem  Segment  (YX"),     Es  ist 

(5)  (Y'X')  =  (XY), 
weil  nach  Fall  2): 

(Y'X')  +  (X'^)  ~j  (TA)  ~  (X'A)  +  (F X')  und 

(^X)  +  (X  Y)  -  (^  Y)-  [(3);  g"',  §  73)] 

Wenn  C\  ein  solches  Element  ist,  dass 

(6)  (AC)  =  (C\A), 

so  muss,  da  (ACT)  grösser  als  {AX)  und  kleiner  als  (-4Y)  ist  [(2)],  auch 
{C\A)  grösser  als  (X'^)  und  kleiner  als  (YA)  sein  [(6);  (3);  e,  §  61],  C\ 
liegt  daher  auch  in  dem  Segment  (Y'X'). 

Wenn  die  Zahl  n  unbegrenzt  wächst,  so  ninunt  (XY)  und  mithin  auch 
(rX')  unbegrenzt  ab  (d).  Weil  (FX')  unbegrenzt  klein  wird  und  (7',  C\ 
stets  in  diesem  Segment  enthalten  sind,  so  müssen  sie  zusammenfallen  (d,  f, 
§  05).     Es  muss  also: 

(CB')  +  {B'A)  =  {CA)  =  {AC) 

das  heisst  (BC)  +  {AB)  ET:  {AC)  in  dem  oben  angegebenen  Sinn  sein. 

4)  Nehmen  wir  nun  an,  {AB)  und  {BC)  hätten  entgegengesetzte  Richtung, 
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betrachten  aber  in  dem  Resultat  die  beiden  Segmente  stets  in  derselben 
Richtung  des  Systems  z.  B.  in  der  durch  (AB)  gegebenen.  Der  Satz  sagt, 
dass  wenn  man  von  A  an  zuerst  das  Segment  {B'A)  ^  (CB)  in  der  Richtung 
von  (CB)  und  dann  von  B'  aus  das  Segment  (B'A')  ^(AB)  in  der  Richtung 
von  (AB)  betrachtet,  dass  dann 

Ti    10  ^'  (^-B)  <  (-4-B),   so  haben  (B'Ä),  (AC),  (AB)  dieselbe 

Richtung  (Def.  III,  §  67)  und  nach  dem  vorigen  Beweis  ist: 

(B'C)  =  (AB)  =  (B'A').         (c,  §  68  und  b,  §  78) 

Geht  man  nun  in  der  einen  und  in  der  andern  Richtung  von  JB'  aus,  so 
gibt  es  nur  ein  einziges  mit  einem  gegebenen  Segment  identisches  Segment 
(b'y  §  69);  es  fallt  mithin  das  Element  A'  mit  dem  Element  C  zusammen,  oder 

(AA')  =  (AC), 
CA       AB  Ist  dagegen  {CB)>{AB),  so  haben  (CA)  und  (AB)  die- 

Fig.  JL  selbe  Richtimg.     Betrachtet  man  daher  ein  Segment  (CA)  in 

der  Richtung  von  (CA),  das  mit  (AB)  identisch  ist,  so  hat  man  nach  Fall  3) 

(CA)  =  (A'B) 
i^S)  +  (BC)  =  (BC)  +  (AB) . 

5)  Der  Satz  hat  auch  Geltung,  wenn  man  die  Operation  von  einem  be- 
liebigen Element  aus  in  einer  beliebigen  Richtung  ausführt  (a,  §  78),  womit 
das  Theorem  vollständig  bewiesen  ist. 

e'.  Wenn  ein  Segment  (AB)  und  eine  Zahl  m  gegeben  ist,  so  gibt  es  immer 
ein  solches  Segment  (AC),  dass 

(AC)  m  <  (AB)  <  (AC)  (m  +  1). 

Wir  setzen  »»  ==  » —  1  und  theilen  (AB)  in  n  gleiche  Theile.  Der  letzte 
TheU  sei  (B'B)  und  der  erste  (AA').  Wir  wählen  in  (B'B)  ein  Element  C 
und  theilen  (SC)  van  —  1  gleiche  Theile;  einer  dieser  Theile  sei  (B'C").  Es 
möge  (A'C)  ^  (B'C")  sein,  das  Segment  (AC)  erfÜUt  die  Bedingimg  des  Satzes. 
Denn  es  ist 

[(AA')  +  (A'  C)]m  =  (AA')  +  (i'  C)  +  •  •  •  +  (AA')  +  (A'  C)  = 

=  (AÄ)m-\-(A'C)m',  (e) 

nach  der  Construction  ist  aber: 

(AA')m  +  (A'C)m<(AB), 
mithin 

[(AÄ) -{- (Ä  C)]  m  <  (AB) . 
Dagegen  ist,  wenn 

(AA')n  =  (AB), 

[(AA')  +  (A' C)]n  =  (AA') n  +  (A'C)n>  (AB) .         (f,  §  73) 

Bern.  II,  Der  Satz  e  gilt  nicht  nur  für  das  in  der  Position  seiner  Theile  identische 
System  (Def.  I,  §  70),  sondern  auch  für  das  homogene  System  allein  (Def.  I,  §  68). 

Es  ist  femer  wichtig  zu  beachten,  dass  der  Beweis  des  Satzes  in  allen  Fällen  und 
besonders  im  dritten  anabhängig  von  der  Hypothese  VI  über  die  Stetigkeit  ißt,  so  dass 
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f;r  aach  frlr  al!^  homofRnrn  <iü«?r^ezi  .S7?t*»xsi^  züt  I»ef.  I.  $  96 .  Denn  im  dritten  FaO 
enthält  dif:  Varia r>rle  X'  Y'  l^r&itÄ  üe  <!i:'Bjp:Anten  Elemente  C,  C^  und  hat  daher  in 
B*iZT3^  auf  dirr  e-?eeb^nr  Einkrit  «ii-rje  z~:  <ann:rnfA!?'»nden  Elemente  zur  Grenze  (g,  §  96). 
Man  mru«  jedoch  in  «üesem  Fall  «üe  Tneü>:*arkrzt  eine«  jeden  endlichen  Segments  in  % 
gleiche  Theile.  aof  welche  sich  der  Beweis  de«  Satze«  itützt.  ToraoMetzen.  Diese  Eigen- 
ächaft  der  Theilbarkeit  schliesst  noch  nicht  di^eni^  der  Continoität  in  sich,  wird  aber 
dir  H^e  der  letzteren  bewiesen  b  . 


£  I)as  S^gmeni^  tedches  Vidfarhts  nnrh  fimer  ZaU  m  des  n*™  Theils  (AC) 
f*uf^  S^jjmefkts  käB)  ist,  ist  Factor  mark  lUr  ZaU  h  eme»*  Segments ,  uekhes 
Vielforhes  roM  iAB)  tiadk  der  ZM  m  ist. 

Ea  ist  also: 

1 1 .  {AC}  ^   "*--  (Bez.  I,  §  79) 

und  (rü  ü^i: 

\AD)  ^  {AC)m, 

(AD)~^m.  (b,  §9) 

Es  sei  ferner: 

Wir  wollen  b^wei-s^n,  dass 

{AD)^[^AD). 

Aus  (l)  folgt 

{^AC^n  =  \,AB)  (Def.  O,  §  79) 

uiid  durch  Substitution  in  (2) 

n  ■  ' 

MJ*fr 

w*-il  (AC)m-n  das  Vitdfaohe  von  ^-K*"!  ii«  nach  der  Zahl  n  und  mithin  (-4t')ii» 
tl*ir  Karrte ir  von  (^  C)  iw  •  w  nach  der  Zahl  w  ist  i^Def.  I,  II,  §  710- 

£>  ist  aber  (AC)m^^{AD}y     mithin 


-^    W  II 

iJenij    A  B)  ^^        ' '      '  IM  ^  b,  §  79)  und  mithin  folgt  aus  &itz  f  die  Relation  f. 

g.    Ein  Mu'hi{ßi:.^  nuiiicht'i>  Segment  {A  B)  ist  in  B^'ziuj  auf  die  Masseinheit 
d^ni.yfU/frn  Sttjmf'ut  iBA)  in  ntUiegetußcsetzivr  Bichtnng  durchlaufen  gleich, 

\his  heisst  {AB)  =  {BA). 

Wir  beweisen  zuerst,  dass,  wenn  {AB)  ^=E\{AB')j 

(BB')zi2{B'B). 

^  _  Die  Segmente   {AB^   und   {AB')   haben  entgegen- 

^    ^^1  ^'  I    ^^'     gesetzte  Richtung,  sonst  wurdt»  B  mit  B'  zusammen- 

'''*'  '*  fallen  (b',  §  Ol»);  mithin  sind  ^B'A)  und  (^if)  gleich 


gerichtet:  man  weiss  aber  nicht,  ob  {AB)  mit  {B' A\  identisch  ist 
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Mau  hat  also:  , 

{B'A)  +  (AW)  EiE  (B'B)  (Def.  I,  §  72) 

aber: 

(B'Ä)  =  (BÄ) , 
weil 

{AB)  BE  {AB')  gegeben  ist.         (a,  §  69)     (1) 
Femer  ist: 

{BÄ)  +  {AB')  EU  {BB') :    {B'Ä)  +  {AB).  (a,  §  78) 

Daher: 

{BB')^{B'B).  (2) 

{AB^  liege  nun  in  derselben  Richtimg  wie  {AB),  und  sei  mit  {BA)  iden- 
tisch. Es  gibt  dann  in  dem  System  in  der  zu  {AB)  entgegengesetzten  Richtung 
von  A  an  ein  Segment 

{AB',)  =  {AB,),  (a',§70)    (3) 

woraus 

{B,A)^{B',A).  (a,  §G9) 

Aus  (2)  folgt  weiter: 

{B,B',)  =  {B',B,)  (4) 

und  nach  der  Voraussetzung  ist 

{BA)  =  {AB,) .  (ö) 

Da  nach  {!),  (5),  (3) 

{B'Ä)  -  {AB,)  =  {AB',) ,     (e,  §  8  od.  c,  §  (50)     (Ü) 
so  folgt 

{AB')  -~  {B,  A)  =  {B',A) .  (a,  §  69)    (G') 

Es  ist  nun 

{BÄ)  +  {AB')  =E  {BR)  -  {AB')  +  {B'Ä),        [(5),  (6')  a,  §  78] 
wenn  man  die  beiden  letzten  Segmente  als  consecutive  Segmente  betrachtet.  Aber 

{AB,)  +  {B',A)  -  {B',Ä)  +  {AB,)  -  {B',B,)  (e) 

das  heisst 

{BF)  -  {B',B,)  =  {B,B',).      (e,  §  8  od.  c,  §  GO)    (7) 

Wenn  JBj  nicht  mit  B  und  mithin  B\  nicht  mit  B'  zusammenfiele,  so 
Ware  das  Segment  {B^B'^  ein  Theil  von  {BB')  oder  das  letztere  ein  Theil 
des  ersten  und  es  wäre  {BB')  entweder  >  oder  <  als  {B^B'^)  (d,  §  73],  was 
widersinnig  ist  (V,  §  61).     Folglich  fallt  B^  mit  B  zusammen,  d.  h. 

{AB)  _  .:  {BA) .  0 

1)  In  den  Lehrbüchern  der  Elementargcometrie  und  auch  in  vielen  Abhandlungen 
Ober  die  Fundamente  der  Geometrie  wird  diese  Eigenschaft  als  Axiom  oder  Tostulat  auf- 
gestellt ebenso  wie  die  Eigenschaften,  die  in  unsrer  Definition  des  in  der  Position  seiner 
Theile  identischen  Systems  enthalten  sind  (Def.  I,  §  70;  Def.  I,  §  68),  als  Axiome  unter 
verschiedener  Form  (und  unter  Benutzung  des  Satzes  von  der  Bewegung  der  Gestalten 
ohne  Deformation)  gegeben  werden.  Der  Satz  b  folgt  aus  der  Definition  I,  §  68  des  ho- 
mogenen Systems  in  Verbindung  mit  der  Theilung  eines  jeden  Segments  in  n  gleiche 
Theile  im  ersten  Fall  (Bem.  I),  während  g  aus  der  Def.  I,  §  70  des  in  der  Position  seim^r 
Theile  identischen  Systems  folgt.  In  den  Elementen  der  Geometrien  von  De  Paulis  z.  B. 
wird  die  Eigenschaft  (AB)  '  .  {BA)  aus  den  Postulaten  II,  Theil  111,  IV,  X,  XI  abgeleiU't, 
von  denen  das  letzte  .die  Continuität  in  dem  Sinn  de«  Satzes  b',  §  Df)  feststellt.  Die  übrigen 
Axiome,  die  für  die  Gerade  allein  gegeben  werden,  lasKen  sich  mit  Hülfe  der  Bern.  1, 
§81  vereinfachen. 
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Bern.  II.  Wir  benutzen  den  Beweis  des  Satzes  c  und  die  dem  Princip  der  Stetigkeit 
(Hyp.  VI)  vorhergehenden  Sätze.  Da  aber  der  Satz  e,  wie  bemerkt,  von  diesem  Princip 
nicht  abhängt,  so  ist  auch  Satz  g  von  ihm  unabhängig. 

h.  Tluiilt  man  ein  Seijment  (AB)  in  n  gleiche  Theile  ufid  die  rcstUtirenden 
TJmle  in  n  gleiche  Theile  und  so  wnter,  so  erhält  nuin  eine  Gruj^pe  von  Elenvenlen 
des  gpgehene^i  Segments  die  Enden  einbegriffen,  deren  ültrige  Elemente  Grenz- 
elauente  der  gegebenen  Grtippe  in  Bezug  auf  die  Masseinlieit  sind, 

Mail  braucht  den  Beweis  nur  für  n  =  2  zu  liefern,  da  das  Verfahren  für 
jedes  beliebige  endliche  n  dasselbe  ist. 

Das  Segment  {AB)  sei  gegeben  und  N^  sei  sein  Mittelelement  (Def.  I). 
N^  sei  das  Mittelelement  des  Segments  (A^,J5),  N.^  dasjenige  von  {N^B)  und 
so  fort.     Man  erhält: 

{N,B):.-.{N,B)l,~iAB)y 

•  ■  • 

•  •  « 

Bei  unbegrenzt  wachsendem  r  wird  (NrB),  da  jedes  Segment  {NrB)  ein 
Mittelclement  hat,  unbegrenzt  klein  (d').  B  ist  mithin  das  Grenzelement  der 
Elemente  Nr.  Ebenso  zeigt  man,  dass  A  das  Grenzelement  einer  analogen 
Gruppe  von  Elementen  N  ist. 

Es  sei  nun  M  ein  beliebiges  Element  des  Segments  {AB),  welches  kein 
Mittelelemeut  eines  der  durch  die  Halbirung  erlialtenen  Segmente  ist.  Es  liegt 
entweder  in  dem  Segment  {AN^)  oder  (JVji^).  Nehmen  wir  an,  es  befinde  sich 
im  ersten  und  N^  sei  das  Mittelelement  von  {AN^)]  M  ist  dann  entweder  in 
dem  Segment  (AN^  oder  in  {N^N^  enthalten.  Ist  es  in  {N^Ny)  mit  dem 
Mittelelement  ^3  gelegen,  dann  liegt  es  entweder  in  {N^N.^  oder  in  {N^N^. 
Offenbar  ist: 

{AN,)    i{AB)\  ■ 

{AN,)  -  {N,N,)  --  {AN,)-\-  -  {AB)  ^ 

{N,N,)  •:  :  {N,N,)       {N,N,)l  :  :  {AB)^,. 

Fährt  man  so  fort,  so  ^vird  sich  das  Element  M  zwischen  zwei  Mittel- 
elementen Nr  und  Ng  derart  befinden,  dass 

{NrN)  =  {AB)^^, 

welches  mit  wachsendem  n  unbegrenzt  klein  wird  (d')  und  mithin  das  gegebene 
Element  M  zum  Grenzelement  hat  (g,  §  95). 
Damit  ist  der  Satz  bewiesen. 
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h'.  Die  Theüe  {AX)  eines  als  Einheit  lebrachteten  Segments  {AB),  dessen 
Elemente  X  Elemente  der  successiven  HaJbirung  van  {AB)  sind,  können  durch 
das  Symbol 

dargestellt  werden,  worin  cfj,  ag,  ...,«„  der  Nidl'oder  1  gleich,  aber  nicht  sämmüich 
Ntdl  sind.  Sind  die  Elemente  X  keine  Theih^ngselemente,  so  können  die  {AX) 
d^rch  das  Symbol 

lün(^^)(?  +  |l  +  -+-^"  +  -) 

mit  lim  n  =  cx> 

dargestellt  werden. 

Dies  geht  aus  dem  Beweis  zu  Satz  h  hervor. . 

Bern,  IV.  In  dem  Fall  «,=«,  =  ...  =  «^  =  ...  =  0  erhalt  man  das  Segment  Null 
(Def.  I,  §  76). 

h".  In  dem  Fall,  in  welchem  n  in  dem  gegebenen  Symbol  keinen  letzten 
Werth  luU  und  wenn  man  sich  die  Operation  ausgeführt  denkt,  können  wir  die 
Theile  des  Segments  {AB)  mit  dem  Symbol 

(AB){^  +  ...  +  ^  +  ...) 

n=l,  2...m...     {n  =  oo)^) 
bezeichnen. 

(OL  '    ^  \  . 

Y  +  •  •  •  +  -^  +  •  ••)    öin   unbegrenztes  Segment, 

welches  kein  letztes  Element  hat  und  mithin  das  Element  X  nicht  enthält;  bei 
unsren  Untersuchungen  können  wir  übrigens  dieses  unbegrenzte  Segment  dem 
Segment  {AX)  substituiren,  indem  wir  ihre  Verschiedenheit  nicht  in  Betracht 
ziehen  (Def.  HI,  §  9). 

Bern,  V.  So  kann  auch  ein  Segment  {AB),  welches  die  Grenze  einer  Variabein  (AX) 
ist  (es  ist  einerlei,  ob  die  letztere  inuner  wächst  oder  inuner  abnimmt,  wenn  sie  nur  die 
Bedingung  erfüllt,  dass  die  Differenz  zweier  successiven  Zustände  unbegrenzt  klein  wird), 
durch  die  ganze  Reihe  der  Zustände  von  (^X)  ersetzt  werden,  obwohl  das  Element  B 
ausserhalb  dieser  Reihe  liegt. 

Analog  verhält  es  sich,  wenn  (AB)  das  Grenzsegment  zweier  Reihen  {AX)  und  (^X') 
ist,  von  denen  die  eine  inuner  wächst,  die  andre  immer  abnimmt. 

Def.  II.    Wenn  {AB){^^  H 1-  ^  -1 )  ^^  Segment  {AX)  bestimmt, 

dessen  Element  X  durch  die  successive  Theüung  des  Segtnents  {AB)  in  n  gleiche 

Theile  erhcdien  wird,  so  heisst  das  Symbol  (y  +  *  *  •  +  -7  +  •  *  )  rational,  im 
andern  Fall  irrational.') 


1)  (D  nach  Cantor  (siehe  Anm.  §  90). 

2)  Will  man  sich  auf  das  Endliche  allein  beschränken,  so  vereinfacht  sich  das  Ver- 
fahren. Man  braucht  nach  den  in  dei  Bem.  11,  §  81  gegebenen  Definitionen  nur  die  folgende 
Hypothese  aufzustellen: 

Veroneie,  0«ometrie  11 
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9. 

Hypothese  fiber  die  unendlich  kleinen  Gebiete  der  Segmente  (VII).  —  Das 
absolute  Unendlichkleine  und  die  absolute  Null.  —  Zerlegung  der  Segmente 
in  eine  gegebene  unendlich  grosse  Anzahl  unendlich  kleiner  Segmente.  — 
Unbegrenzt  klein  in  absolutem  Sinn.  —  Endliche  absolute  variabele  Segmente, 
die  immer  wachsen  oder  abnehmen.  --  Hypothese  Qber  das  absolute  Contiunua 
(VIII).  —  Das  absolute  Discrete.  —  Absolute  Grenzelemente  einer  Omppe 

von  Elementen  auf  der  Grundform. 

§  100.  Bern.  I.  Betrachtet  man  nun  von  Neuem  die  ganze  Grundform  und  das 
Segment  {AB)^  welches  uns  zur  Construgtion  der  ersten  Scala  gedient  hat  (Def.  I  und 
Bem.  I,  §  80),  so  sind  die  folgenden  Hypothesen  möglich: 

1)  {AB)  ist  untheilbar  (Def.  V,  §  62). 

2)  {AB)  ist  die  Summe  einer  endlichen  Anzahl  untheilbarer  Segmente. 

3)  {AB)  ist  in  eine  beliebige  endliche  Anzahl  n  zueinander  endlicher  Theile'  zerlegbar 
und  ist  in  diesem  Fall  sowohl  nach  Def  I,  §  68  als  nach  Ujp.  VI  ein  relatives  Continunm. 

4)  Es  gibt  in  Bezug,  auf  das  ursprüngliche  gegebene  Segment  {AB)  ein  letztes  unendlich 
kleines  Gebiet  z.  B.  von  der  Ordnung  tj  (Bem.  Ul,  §  91  und  Def  VI,  §  86).  In  diesem  Fall 
hätt«  jedes  bezüglich  {AB)  unendlich  kleine  Segment  erster  Ordnung  ein  letztes  unendlich 
kleines  Gebiet  von  der  Ordnung  tj  —  1.  Es  kann  dann  auch  vorkommen,  dass  es  in  dem 
letzten  bezüglich  {AB)  unendlich  kleinen  Gebiet  von  der  Ordnung  ri  ein  letztes  untheilbares 
Segment  gibt,  das  heisst  also,  welches  keine  andern  Elemente  enthält  (Def.  V,  §  62).  In  einem 
solchen  Fall  könnte  die  Grundform  in  diesem  Gebiet  nicht  stetig  sein  (Hyp.  VI). 

ö)  Es  kann  auch  sein,  dass  das  Segment  {AB)  kein  letztes  unendlich  kleines  G^ebiet 
enthält,  so  dass  die  Reihe  der  Ordnungen  der  unendlich  kleinen  Gebiete  unbegrenzt  ist, 
aber  eine  bestimmte  unendlich  grosse  Zahl  nicht  übersteigt.  Dies  würde  der  Fall  sein, 
wenn  die  Ordnungen  der  unendlich  kleinen  Gebiete  durch  die  Zahlen  1,  2,  3,  ...n..,  der 
Reihe  (/)  gegeben  wären  (§  46). 

In  jedem  dieser  Fälle  hätten  die  gegebenen  Segmente  der  Grundform  in  Bezug  auf  ihre 
Zerlegung  in  unendlich  kleine  Gebiete  nicht  dieselbe  Eigenschaft.  Wir  stellen  mifhin^  am 
die  Gleichmässigkeit  der  gegebenen  Segmente  in  dieser  Hinsicht  zu  wahren,  die  folgende 
Hypothese  auf: 

Hyj^.  VIL  Das  Segment  {Äli)j  welohes  dazu  gedient  hat  die  erste 
Soala  EU  oonstruiren  (Def.  I^  §  80),  enthält  Unendliehkleiue  derselben  Ozd- 
nung  wie  diejenigen  eines  jeden  andern  begrenzten  Segments  der  Qrond- 
form,  welohes  grösser  als  {AB)  ist. 

a.   Die  Hypothese  VII  ist  van  den  früheren  HypoÜiesen  unahlüinffig. 

Es  geht  dies  daraus  hervor,  dass  Hyp.  VII  eine  Eigenschaft  widergibt,  die 
in  den  frühereu  nicht  eutlialten  ist.  Sie  kann  desshalb  aus  ihnen  nicht  hervor- 
geheu,   wie  sie  durch  dieselben   auch  nicht   ausgeschlossen  ist.     In   der  That 


Wenn  ein  beliebiges  Segment  {AB)  des  liomogenen  Systems  gegeben  ist,  so  gibt  es  in  ihm 
immer  ein  von  A  und  B  verschied^^ies  ElemetU  C. 

In  diesem  Fall  braucht  man  die  Masseinheit  nicht  zu  berücksichtigen,  da  nur  eine 
einzige  vorhanden  ist.  Aus  dieser  Hypothese  und  den  Deünitionen  des  homogenen  Systems 
leitet  man  die  Sätze  des  §  9ö  ab.  Man  gibt  dann  die  Hypothese  VI  und  beweist  auf  die- 
selbe Art  die  Sätze  in  den  §§  1)6 — 99.  Es  würde  dies  im  grossen  Ganzen  der  Weg  sein, 
den  man  in  einem  für  die  Gymnasien  bestimmten  Lehrbuch  der  Elementargeometrie  einzu- 
schlagen hätte,  um  die  Eigenschaften  der  zuerst  an  sich  betrachteten  Graden  festzustellen 
(siehe  Anm.  §  81,  die  Vorrede  und  die  mit  Kömischen  Lettern  bezeichneten  Anmerkungen 
in  Theil  1).  Einige  dieser  Sätze  z.  B.  h'  und  h"  und  die  Def.  U  dieses  Paragraphen  sind 
nicht  nöthig,  wie  man  in  den  Fundamenten  der  Geometrie  sehen  wird. 
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haben  wir  über  das  ursprüngliche  Segment  {AB),  welches  uns  zur  Construction 
der  ersten  Scala  diente  (Def.  I,  §  80),  überhaupt  keine  Hypothese  gemacht 
(Bem.  I,  §  80),  während  die  Hypothesen  IV  und  V  uns  die  Grundlage  zur  Con- 
struction derjenigen  Segmente  gaben,  die  in  Bezug  auf  ein  Segment  unendlich 
gross  sind,  welches  ebensogross  oder  grösser  als  (AB)  ist,  und  während  die 
Hypothese  VI  uns  zur  Definition  der  Stetigkeit  der  Segmente  der  Grundform 
in  Bezug  auf  eine  Einheit  diente,  das  heisst,  derjenigen  Segmente,  welche  Un- 
endlichkleine  enthalten  und  mithin  in  Bezug  auf  diese  den  Hypothesen  IV  und 

V  genügen.  Wählt  man  ein  Unendlichkleines  von  der  Ordnimg  rj  in  Bezug 
auf  {AB)y  so  kann  man  auf  dasselbe  als  Grundeinheit  die  Hypothesen  IV  imd 

V  anwenden,  wie  man  dieselben  auf  ein  ünendlichkleines  von  der  Ordnung  ri 
in  Bezug  auf  jedes  andre  begrenzte  Segment  anwenden  kann,  welches  grösser 
als  {AB)  ist.     Dasselbe  gilt  folglich  auch  von  der  Hypothese  VI. 

b.  Jedes  begrenzte  Segment  der  Grundform  genügt  der  Hypothese  VIL 
Wenn  ein  beliebiges  Segment  (XF)  gegeben  ist,  so  gibt  es  in  der  Rich- 
tung der  Scala  immer  ein  einziges  Segment  {AC),  welches   (XY)  gleich  ist 
(b-,  §  69). 

Ist  {AC)^{AB)y  so  fällt  der  Satz  mit  der  Hypothese  selbst  zusammen 
(b,  §  60).  Ist  dagegen  {AC)  >  {AB)  (b,  §  73),  so  ist  (AC)  in  Bezug  auf 
{AB)  entweder  endlich  oder  unendlich  gross  (f,  §  82)  und  es  ist  klar,  dass,  da 
{AB)  Unendlichkleine  von  denselben  Ordnungen,  wie  ein  beliebiges  Segment 
{DE)  hat,  um  so  mehr  sie  {AC)  haben  muss  (Def.  I,  §  61). 

Ist  aber  {AC)  <  {AB)j  so  ist  {AC)  in  Bezug  auf  {AB)  endlich  oder 
unendlich  klein  (Def.  11,  f,  §  82).  Besteht  die  Eigenschaft  b,  wenn  es  unendlich 
klein  ist,  so  besteht  sie  um  so  mehr,  wenn  es  endlich  ist  (Def.  I,  §  61  und 
Def.  n,  §  82).  Es  sei  imendlich  klein  von  der  Ordnung  ly  und  nehmen  wir 
an,  es  habe  keine  Unendlichkleine,  deren  Ordnungen  eine  gegebene  Zahl  6  von 
{11)  überschreiten  (§  91).  Alsdann  hätte  {AB)  keine  Unendlichkleine  von 
der  Ordnung  i^  +  <y,  die  unendlich  klein  von  der  Ordnung  6  in  Bezug  auf  {AC) 
sind  (Bem.  HI,  §  91  und  Def.  IE,  §  m\  während  doch  {AB)  solche  Unendlich- 
kleine haben  muss,  weil  es  imendlich  grosse  Segmente  z.  B.  diejenigen  von  der 
Ordnung  iy  +  <y  in  Bezug  auf  {AB)  gibt,  bezüglich  deren  {AB)  unendlich  klein 
von  der  Ordnung  {ri  +  6)  ist  (Hyp.  VII). 

Bern,  II.  Aus  der  Hypothese  selbst  folgt,  dass  es  kein  letztes  gegebeiies  untheilbares 
Segment  {AB)  gibt,  das  heisst,  kein  Segment  (AB),  welches  kleiner  als  jedes  gegebene 
Segment  ist. 

c.  Die  Differenz  zweier  endliclien  ahsoluten  nicht  identischen  Segmente  {AB), 
{CD)  ist  ein  endliches  absolutes  Segment 

Denn  wenn  {AB)  >  {CD)  und  {CB)  in  {AB)  identisch  mit  {CD)  ist,  so 
fallen,  in  {AB)y  A  und  C  nicht  zusammen  (Def.  I,  b,  §  61).  Mithin  ist  {AC) 
ein  endliches  absolutes  Segment  (Def.  V,  §  92). 

Def.  L  Wir  haben  kein  Unendlichkleines  in  Bezug  auf  die  absolute  Einheit 

in  dem  bisher  gebrauchten  Sinn  dieses  Wortes,  sonst  gäbe  es  der  Hypothese  VE 

zuwider  ein  letztes  Unendlichkleines.     Doch  der  Gleichförmigkeit  der  Ausdrucks- 

11* 
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weise  wegen  köunen  wir  sagen,  es  gebe  ein  absolutes  UnencUiehkleine,  dessen  Enden 
wir  mithin  als  ein  einziges  Element  in  absolutem  Siim  (Def.  III,  §  57)  auf 
ßrund  der  früheren  Sätze  ansehen  müssen,  das  heisst,  das  absolute  UnencUich' 
Meine  in  Bemg  auf  die  absolute  Einheit  oder  in  Bezug  auf  jedes  Segment  {AB) 
als  Masseinheit  ist  NuU  (Def.  V,  §  92).  0 

d.  Zwei  Segmente,  welche  um  ein  absolutes  unendlich  kleines  Segment  diffe- 
riren,  sind  in  absolutem  Sinn  gleich, 

Sie  sind  in  der  That  in  absolutem  Sinn  gleich  (Def.  EI,  §  9),  weil  die 
Enden  eines  imendlich  kleinen  absoluten  Segments  für  uns  in  absolutem  Sinn 
zusammenfallen  (Def.  HI,  §  57  und  Def.  I). 

e.  Jedes  Segment  {AB)  der  Grundform  kann  von  A  nach  B  hin  in  eine 
unendlich  grosse  bestimmte  Anzahl  ri  consecutiver  unendlich  kleiner  Segmente  suc- 
cessive  \'on  der  Ordnung  ri^  rj  —  1,  ...,  1  zerlegt  werden. 

Denn  wählt  man  in  {AB)  ein  unendlich  kleines  Segment  {AC)  von  der 
Ordnung  iy  (Bem.  HI,  §  91)  in  Bezug  auf  {AB)  (b),  so  sind  die  unendlich 
grossen  Gebiete  1*®',  2*",  ...,  (iy  —  1)*®'  Ordnung  in  Bezug  auf  {AC)  unendlich 
klein  von  der  Ordnung  iy  —  1,  rj  —  2,  ...  1  in  Bezug  auf  {AB)  (f",  §  92;  d, 
§  93).  .  Wählt  man  mithin  ein  Element  C  in  dem  unendlich  kleinen  Gebiet 
der  Ordnung  rj  —  1  aus,  ein  Element  C"  in  demjenigen  der  Ordnung  r^  —  2 
und  so  weiter  imd  ein  Element  C''~^  in  dem  unendlich  kleinen  Gebiet  der 
ersten  Ordnung,  so  wird  dadurch  das  Segment  {AB)  in  ly  consecutive  Segmente 

(AC),  (CC),  {CG"),  ...,  (C'-B) 

in  dem  in  der  Uebereink.  I  des  §  91  festgesetzten  Sinn  zerlegt. 

Bern.  III.  Beschränkt  man  sich  auf  die  Unendlichgrossen  und  ünendlichkleinen  end- 
licher Ordnung,  für  welche  die  Hyp.  V  nicht  nöthig  ist,  alsdann  ist  ri  eine  endliche  Zahl. 

f.  In  jedem  Segment  {AB)  gibt  es  immer  ein  Segment,  dessen  Vielfaches 
nach  der  gegebenen  Zafd  r^  kleiner  als  {AB),  und  ein  solches,  dessen  Vidfaches 
nach  derselben  Zahl  grösser  als  {AB)  ist. 

Ist  1}  eine  endliche  ganze  Zahl  n,  so  gilt  derselbe  Beweis,  wie  bei  Satz 
a',  §  95. 

Ist  es  unendlich  gross,  so  sei  ft  die  Ordnung  des  ünendlichgrossen  von  ij. 
Alle  Zahlen  derselben  Ordnung  werden  durch  das  Symbol  cx>^  dargestellt  und 
sind  von  derselben  Art  (c,  §  91  und  a,  §  86).  {AB')  sei  ein  Unendlichkleines 
dieser  Ordnung.  Sind  nun  die  Scalen  und  mithin  ihre  Anfänge  schon  fest- 
gestellt, wie  man  bei  der  Vergleichung  unendlich  grosser  Segmente  voraus- 
setzen muss  (Bem.  IV.  §  91)^),  und  nimmt  man  die  Vielfachen  von  {AB')  nach 
den  Zahlen  dieser  Ordnung  von  rj  und  betrachtet  nur  diejenigen,  die  imi  eine 
Zahl  derselben  Ordnung  diiferiren  (wie  z.  B.  cx)j,  ooj  •  2  und  nicht  z.  B.  cx>,, 
cx),  +  w,  die  in  Bezug  auf  die  unendlich  grosse  Einheit  erster  Ordnung  gleich 


1)  Aus  der  Definition  selbst  folgt,  dass,  wenn  Ä  das  absolute  ünendlichkleine  ist,  es 
keine  Zahl  der  Classe  //  derart  gibt,  dass  A  •  7\  einem  beliebigen  Segment  mit  yerschie- 
denen  Enden  gleich  käme  oder  es  überrage.  Es  kann  desshalb  nicht,  wie  das  Grundelement, 
für  sich  allein  zur  Constriiction  der  (i rundform  benutzt  werden  (§  105). 

2)  Siehe  §  103. 
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smd)y    so  liegt  (AB)  zwischen  zweien  dieser  Vielfache,    wenn  es  nicht  eines 
dieser   Vielfache   selbst   ist,    und    ist    mit    ihnen    endlich.     Man   erhält    z.  B. 

(AB')ri^%,{AB)  <{AB'){ri^'{- \f,)y    wenn  man   hier  unter  1^,   die  unendlich 

grosse  Einheit  derselben  Art  wie  die  Zahlen  r^  und  ri^  versteht  (1,  §  02). 

1)  Ist  i^j  ^.  ij,  alsdann  ist 

iAW)ri  ^  (AB^m  ^  (AB) .  (g,  §  92;  d',  §  .61) 

In  diesem  Fall  ist  auch  i?i  +  I/4  >  i?  und  gibt  es  eine  endliche  Zahl  m 
der  Art,  dass  lyw  >  i^j  +  1^,  weil  17  imd  i^^  -f-  l^u  von  derselben  Ordnung  und 
mithin  untereinander  endlich  sind  (c,  §  91;  a,  §  86;  c,  §  81).  Nimmt  man 
daher  ein  Segment  (AB")  ^  (-4JB')m,  so  ist 

iÄB")ri>(ÄB), 

da  iAB')(f),  +  1,)  >  {AB)  (d,  §  61). 

2)  Ist  dagegen  iji  <  4  und  differiren  r^  und  ri^  um  eine  unendlich  kleine 
Zahl  z.  B.  1^  =  1^1  +  <y,  so  ist: 

{AB')irit  +  <}+!,)>  (AB) 
und  wenn 

{AB'){'n,  +  ff)  ^  {AB), 

so  kommt  man,  weil  6  in  Bezug  auf  iy  unendlich  klein  und  {AB)  in  Bezug 
auf  {AB')riy  endlich  ist,  wieder  auf  den  vorigen  Fall  zurück. 

3)  Wenn  femer  1^  und  i^j  wenigstens  imi  eine  Einheit   1^  oder  (AA    f^*) 

diflferiren,  alsdann  ist  oflfenbar  1?  ^  1^1  +  1  ^i  >  mithin 

(AB')ri>{AB),      . 

Um  in  diesem  Fall  ein  Segment   zu  erhalten,   dessen  Vielfaches  nach   rj 

kleiner  als  (AB)  ist,  braucht  man  nur  (AB")  in  eine  Anzahl  m  consecutiver 

Segmente  zu  theilen  (a,  §  05),  von  denen  z.  B.  (AB'')  das  kleinere  ist.     Man 

erhalt: 

(AB'')mri,  <  (AB).  (d",  §  79  und  g,  §  92) 

Ist  nun  m  eine  solche  Zahl,  dass  mi^^  >  ij  ist,  so  ist: 

(AB'')ri  <  (AB'')mri,  (g,  §  92  und  d',  §  60) 

und  um  so  mehr 

(^AB'')ri<(AB).  (d',  §61) 

Wenn  im  zweiten  Fall  (AB')(rii  +  <')  >  (AB)  ist,  so  erhält  man  durch 
ein  analoges  Verfahren  ein  Segment  (AB'')  der  Art,  dass  (AB")i^  <  (AB). 
In  diesem  Fall  genügt  es  m  =  2  zu  setzen. 

Def.  IL  Von  einem  stets  abnehmenden  (Def.  11,  §  83)  endlichen  absoluten 
Segment  (AX)  (Def.  V,  §  92),  welches  kleiner  als  jedes  absolute  gegebene 
Segment  wird,  sagen  wir,  es  werde  in  absolutem  Sinn  unbegrenzt  klein  oder  es 
strebe  danach  absolut  unendlich  klein  zu  werden  (Def.  I)  oder  es  habe  dieses 
Unendlichkleine  zur  Grenze. 

Wir  schreiben 

lim  abi  (AX)  ^  abs.  xmendlich  klein. 
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Def,  IIL  Von  einem  endlichen  absoluten  Segment  (-4.X)  der  Art,  dasB 
sich  X  imbegrenzt  in  absolutem  Sinn  einem  andern  Element  B  nähert,  sagt 
man,  es  habe  das  Segment  {AB)  zur  Grenze.     Man  schreibt: 

limab.  (^X)ee(^£). 

Def.  IV.  Unier  einer  absoluten  immer  wachsenden  oder  immer  abnehmenden 
Variabelen  verstehen  wir  ein  immer  wachsendes  oder  immer  abnehmendes 
variabeles  Segment  (§  83)  der  Art,  dass  die  DiflFerenzen  zwischen  zwei  will- 
kürlichen Zuständen  imd  einem  beliebigen  gegebenen  Zustand  der  Variabelen 
nicht  immer  endlich  zu  einander  bleiben  oder  nicht  immer  unendlich  gross 
oder  unendlich  klein  zu  einander  von  einer  Ordnung  sind,  welche  kleiner  ist 
als  eine  gegebene  Zahl  von  (//)  (§  91). 

g.  Ein  endlicJies  absolutes  Segment  {AX)  mit  dem  variabelen  Ende  X, 
welclies  Meiner  als  jedes  gegebene  endliche  absolute  Segment  toird,  hctt  die  absolute 
Null  zur  Grenze.    Das  heisst: 

limabt  (AX)  ^I:  0. 

Denn  das  absolute  Unendlichkleine  ist  in  Bezug  auf  die  absolute  Einheit 
NuU  (Def.  I). 

h.  Ein  variabeles  Segment  (AX)  kann  in  absolutem  Sinn  in  der  einen  und 
der  andern  Richtung  unbegrenzt  klein  werden. 

Der  Beweis  ist  demjenigen  zu  Satz  e,  §  95  analog. 

i.  Wenn  sich  die  Elemente  X  und  X'  unbegrenzt  in  absolutem,  Sinn  und 
(mtgegengesetzter  BicMmig  einetn  gegebenen  Element  A  nähern,  so  wird  {XX')  in 
absolutem  Sinn  unbegrenzt  klein. 

Beweis  wie  zu  Satz  f,  §  95. 

1.  Ein  Segment,  welches  in  absolutem  Sinn  mit  den  variabelen  Enden  m 
entgegengesetzten  Bichtungen  unbegrenzt  klein  wird  und  ein  Elefnent  ausserhalb 
des  Gebietes  der  Variabilität  seiner  Enden  enthält,  hat  ein  einziges  Element  zur 
Grenze  (Def.  11,  i  und  g). 

m.  Wetm  X  sich  in  absolutem  Sinn  mibegrenzt  einem  Element  X'  nähert 
und  dieses  in  derselben  Bichtung  einem  Element  A,  so  nähert  sich  X  in  absolutem 
Sinn  dem  A. 

Der  Beweis  ist  wie  derjenige  zu  h,  §  95. 

n.  Wetm  sich  X  und  X'  in  absolutem  Sinn  unbegrenzt  und  in  derselben 
Bichtung  einetn  Element  A  nähern,  so  wird  (XX')  oder  (X'X)  in  äbsduiem 
Sinn  unbegrenzt  klein. 

Der  Beweis  wie  zu  Satz  i,  §  95. 

§  101.  Bern.  I.  Die  Hypothese  VI  sagt  uns,  dass,  wenn  (XX')  in  Bezug  auf  jedes 
gegebene  Segment  (AB)  als  Einheit  unbegrenzt  klein  wird,  indem  sich  X  und  X'  in 
entgegengesetzter  Kichtung  nähern,  das  Segment  (XX')  immer  wenigstens  ein  von  X  und 
X'  verschiedenes  Element  Y  enthält.  Nach  der  Hypothese  VH  aber  enthält  es  immer  in 
Bezug  auf  {AB)  Unendlichkleine.  Wenn  dagegen  (XX')  in  absolutem  Sinn  unbegrenit 
klein  wird,  so  wird  es  kleiner  als  jedes  gegebene  unendlich  kleine  Segment  (Def.  ü,  §  100). 
Mithin  sind  die  beiden  Fälle  verschieden  und  aus  der  Hypothese  VI  allein  geht,  wie  wir 
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später  (c,  §  103)  sehen  werden,  noch  nicht  hervor,  dass  (XX')  im  zweiten  Fall  ein  Element 
ausserhalb  des  Veränderungsgebiets  seiner  Enden  ha*t.  Desswegen  und  auch  wegen  der 
Gleichförmigkeit,  die,  wie  uns  die  Anschauung  lehrt,  zwischen  den  unbegrenzt  kleinen 
Theilen  des  gradlinigen  Gegenstandes  in  beschränktem  Sinn  besteht  (§  65),  stellen  wir  die 
folgende  Hypothese  auf: 

Hyp.  VIIL  Jedes  Segment  {XX')  mit  in  entgegengesötsten  Biohtnngen 
veränderlichen  Enden»  welches  in  absolutem  Sinn  unbegrenzt  klein  wird, 
enthält  ein  Element  ausserhalb  des  Veränderungsgebiets  seiner  Enden. 

a.  Es  kann  nur  ein  einziges  Element  in  dem  Segment  {XX')  geben,  ivelclies 
die  Eigenschaft  der  Hyp.  VIII  besitzt. 

Denn,  wenn  es  mehrere  gäbe,  so  müssten  sie  in  Bezug  auf  die  absolute 
Einheit  oder  in  absolutem  Sinn  in  ein  einziges  Ele.ment  zusammeufalleu,  sonst 
bliebe  (XX')  gegen  die  Hyp.  VIII  grösser  als  ein  endliches  absolutes  gegebenes 
Segment  (Def.  11 ,  §  100). 

a'.  Wenn  die  imnien  wachsende  Veränderliclie  {ÄX)  und  die  immer  ab- 
nehmende in  derselben  Richtung  liegende  {ÄX')  gegeben  sind  und  (XX')  in  abso- 
lutem Sinn  unbegrenzt  klein  wird,  so  gibt  es  ein  einziges  Element  Y  derart,  dass 
{AY)  die  Grenze  der  beiden  veränderlichen  Segmente  und  nicht  ein  Zustand  der 
beiden  Variabelen  ist  (a). 

Def.  L  Das  homogene  System,  welches  der  Hypothese  VLLL  genügt,  nennen 
wir  absolut  stetig  und  die  andern  absolut  discret. 

b.  Ein  homogenes  in  dbsolutetn  Sinn  stetiges  System  ist  in  Bezug  auf  jedes 
gegd>ene  Segment  als  Masseinheit  stetig  oder  in  andern  Worten:  Wenn  die 
Hyp.  VIII  erfüllt  ist,  so  ist  es  auch  die .  Hyp.  VI  in  Bezug  auf  jede  Ein)mt 

Denn  wenn  das  Segment  (XX')  in  absolutem  Sinn  unendlich  klein  wird 
(Def.  n,  §  100),  so  wird  es  dies  um  so  mehr  in  Bezug  auf  jedes  Segment  {AB) 
als  Einheit  (Def.  I,  §  95)  und  weil  (XX')  ein  Qrenzelement  in  absolutem  Sinn 
hat,  so  hat  es  ein  solches  auch  bezüglich  der  Einheit  {AB)  (b,  §  06). 

.  §  102.   a.     Wenn  {AB)   das   Grenzsegment   eines  veränderlichen   Segments 
{AXtj)  ist,  so  hat  man 

Um  (^X,)  =  {AB) 

für  lim  12  =  Ä.  (Def  VI,  §  92) 

Denn  mit  wachsendem  iy  nähert  sich  X,y  imbegrenzt  dem  By  das  heisst, 
{AXri)  nähert  sich  unbegrenzt  dem  {AB)  (Def  HI,  §  100). 

b.  Wenn  die  in  absolutem  Sinn  stets  ivaclisende  (waclisende)  Variabele  {AX) 
und  die  abnehmende  (stets  abnehmende)  Variabele  {AX')  derart  gegeben  sind,  dass 
{AX)  [{AX')']  stets  kleiner  (grösser)  als  jeder  Zustand  von  {AX')  [{AX)]  ist 
und  jedes  Segment  {AT),  welches  grösser  (kleiner)^  als  jeder  Zustand  von  {AX) 
[{AX')]  ist,  der  Variabelen  (^X')[(^X)]  angehört,  so  tvird  das  Segment  (XX') 
in  absolutem  Sinn  unbegrenzt  klein. 

Wir  können  uns  denken,  die  beiden  Variabelen  {AX)  und  (^X')  wären  in 
einem  Segment  {AB)  enthalten  und  B  ein  Element  X'.  ^  In  dem  auf  die  Einheit 
{AB)  bezüglichen  Sinn  haben  die  beiden  Variabelen  (^X)  und  {AX')  ein 
Grenzsegment   {AT),    welches  NuU  ist,   wenn    sich  {AX)    immer   unendlich 
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klein  bezgl.  (AB)  hält  (b,  §  9.7  und  b,  §  96).  In  absolutem  Sinn  stellt  Y 
ein  unendlich  kleines  Gebiet  (Y)  erster  Ordnung  in  Bezug  auf  (AB)  dar  (b, 
§  96).  Solange  X  in  dem  ersten  Fall  ausserhalb  des  Gebiets  (Y)  bleibt,  ist 
das  Segment  (XY)  bezüglich  (AB)  endlich.  Mithin  können  zwei  successive 
Zustände  von  (AX)  immer  um  ein  endliches  Segment  differiren;  denn,  ist  ein 
Segment  (AX^)  gegeben,  so  gibt  es  in  (X,  Y)  immer  ein  solches  Element  Xg, 
dass  (X^X^)  ebenfalls  endlich  ist  und  (^X.)  der  Variabelen  (AX)  angehört 
(AX)  ist  aber  nach  der  Voraussetzung  eine  absolute  immer  wachsende  Yariabele 
(Def.  IV,  §  100);  das  Element  X  muss  daher  in  das  Gebiet  (Y)  eintreten. 

Die  Veränderliche  (AX)  kann  sich  nicht  über  das  ganze  Gebiet  (Y)  in 
der  gegebenen  Richtung  erstrecken;  sonst  könnte  die  DiflFerenz  zwischen  zwei 
successiven  Zuständen  derselben  immer  unendlich  klein  von  der  ersten  Ordnung 
sein.  (AX)  muss  desshalb  in  einem  Segment  (AÜ),  wenn  C  ein  Element  d.es 
genannten  Gebiets  ist,  enthalten  sein. 

In  (Y)  muss  es  also  nach  der  Voraussetzung  Elemente  X'  geben. 

Man  kann  in  dem  Gebiet  (Y)  dieselbe  Schlussweise  für  ein  durch  zwei 
gegebene  Elemente  X  und  X'  bestimmtes  Segment  wiederholen  und  erhalt  so 
ein  bezügl.  (AB)  imendlich  kleines  Gebiet  zweiter  Ordnung;  auf  diese  Art  wird 
(XX')  kleiner  als  jedes  Unendlichkleine  von  beliebiger  gegebener  Ordnung. 
Für  diesen  Fall  ist  mithin  der  Satz  bewiesen. 

Wenn  Y  bezügl.  (AB)  z.  B.  mit  A  zusammenfallt,  dann  gibt  es  ein  unendlich 
kleines  Gebiet  (Y)  von  bestimmter  Ordnung  6,  in  welchem  {AX)  variirt.  Wie 
oben  zeigt  man  dann,  dass  in  diesem  Gebiet  Elemente  X'  existiren  und  mithin 
die  obige  Schlussweise  angewendet  werden  kann. 

Aehnlich  verhält  es  sich,  wenn  Y  bezügl.  der  Einheit  {AB)  mit  B  zu- 
sammenfällt. ')     • 

c.  Da^  zwischen  zwei  sti<:cessiven  Zustünden  {AX,i)  und  {AX^^g)  der  Vor 
riahelen  liegende  Segmait  (X,;X,j+^,),  welches  immer  wächst)  oder  das  Segment 
(X,y4.pX,;),   weldies  iminer  abnimmt,   wird,  wenn  {AB)  das  Grenzsegnient  der 
Variahelen  ist,  bei  unbegrenzt  wacliscndefn  rj  ^kleiner  als  jedes  gegd>ene  Seg^nent 

Der  Beweis  wie  c,  §  97. 

d.  Ein  veränderliclies  in  absolutem  Sinn  immer  wachsendes  (oder  abfiehmendes) 
Segment  {AX)  liat  immer  ein  und  nur  ein  Grenzsegment,  welches  grösser  (oder 
Meiner)  als  jeder  Zustand  der  Veränderlichen  ist 


1)  Wenn  {AX)  in  Bezug  auf  eine  Einheit  immer  endlich  oder  unendlich  klein  und 
{AX*)  immer  unendJich  grosH  ist, 'so  erfüllt  {AX)  die  Bedingung,  dass  es  stets  kleiner  als 
{AX')  sein  soll  und  dass  jedes  Segment  {AY),  welches  kleiner  als  alle  unendlich  grossen 
Segmente  ist,  einen  Zustand  der  Veränderlichen  {A  X)  vorstellt.  In  diesem  Fall  wird  jedoch 
(XX')  nicht  kleiner  als  jedes  gegebene  Segment,  weil  es  grösser  als  jedes  endliche  Seg- 
ment bleibt. 

Beschränkt  man  sich  auf  das  Gebiet  der  endlichen  und  unendlich  kleinen  Segmente 
endlicher  Ordnung,  alsdann  ist  r\  eine  endliche  oder  unendlich  grosse  Zahl  endlicher  Ord- 
nung und  wenn  in  diesem  Fall  die  Yariabele  in  absolutem  Sinn  stets  abnimmt  oder  stets 
wächst,  so  genügt  es,  wenn  die  Unterschiede  zwischen  ihren  Zuständen  und  einem  bestimmten 
Zustand  nicht  inmier  endlich  zu  einander  bleiben. 
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Der  Beweis  ist  wie  bei  Satz  d,  §  97.  Nur  ist  im  ersten  Fall  zu  beachten, 
dass  wir  hier  nicht  das  Unendlichgrosse  erster  Ordnung,  sondern  das  absolute 
Unendlichgrosse  oder  das  ganze  System  in  der  Richtung  der  Variabelen  von 
dem  Anfang  A  an  haben.  Es  genügt  den  Beweis  auf  die  Sätze  a',  §  101  und 
b,  statt  auf  die  Sätze  b',  §  96  und  b,  §  97  zu  stützen. 

d'.  Wenn  zwei  in  absolutem  Sinn  stets  wachsende  oder  oimehmende  Reihen 
bezüglich  gleidier  Segmente  zwei  Segmente  {AB)  und  {A'B')  bestimmen^  so  sind 
diese  Segmente  in  absolutem  Sinn  gleich. 

Wie  der  Zusatz  d'  in  §  97. 

Def.  I.  Ein  Element  A  heisst  absolutes  Grenzeleinent  einer  nach  einer  Rich- 
tung der  Grundform  geordneten  Reihe  von  Eletnenten  X,X2 ...  X,; ...  rr  (^v)^ 
wenn  es  in  jedem  ganz  beliebig  kleinen  aber  gegebenen  Segment  {AB)  ein 
Element  der  Reihe  gibt. 

e.  Wenn  {AB)  ein  absolutes  Grenzsegment  eines  veränderlichen  Segments 
{AXr^  ist,  so  ist  das  Element  B  das  absolute  Grenzelement  der  durch  die  Elemente 
X^  gegebenen  Reihe. 

Beweis  wie  für  Satz  a,  §  98. 

10. 

Absolute  Theilnng  eines  Segmentes  in  n  gleiche  Theile.  —  Bestimmung  der 
Scalen  in  Bezog  auf  ein  als  Orundeinheit  gegebenes  Segment.  —  Theilung 
eines  Segments  in  ij  gleiche  Theile.  —  Commutationsgesetz  der  Summe  zweier 
oder  mehrerer  consecutiver  Segmente.  —  Das  Segment  {AB)  ist  identisch 
mit  dem  entgegengesetzten  Segment  {BA).  —  firenzelemente  der  durch  die 
suecessive  Theilung  eines  Segments  in  ij  gleiche  Theile  sich  ergebenden 
Elementengruppe.  —  Andre  Eigenschaften  der  absoluten  firenzelemente  eines 
gegebenen  Segments.  —  Symbole,  weldhe  die  Theile  und  Elemente  eines 
Segments  darstellen.  —  Commensurabele  Segmente  erster  und  zweiter  Art 

und  incommensurabele  Segmente. 

§  103.  a.  .Jedes  Segment  {AB)  ist  in  absolutem  Sinn  auf  eine  einzige  Art 
in  n  gleiche  Theile  zu  zerlegen. 

Der  Satz  a,  §  99  gilt  auch  absolut  genommen;  man  braucht  bei  dem  Beweis 
des  Satzes  nur  anzunehmen,  (X,Xi')  werde  in  absolutem  Sinn,  statt  in  Bezug 
auf  eine  Einheit,  unbegrenzt  klein. 

Um  den  Beweis  in  absolutem  Sinn  zu  führen,  braucht  man  nicht  zu  sagen, 
Xn  habe  einen  (Jrenzpunkt  Y,  der  mit  X„  zusammenfällt,  und  vorauszusetzen, 
Xg"  habe  einen  von  Xj  verschiedenen  Grenzpunkt  i;  es  genügt  die  Annahme 
X^'  nähere  sich  nicht  in  absolutem  Sinn  unbegrenzt  dem  Element  X^.  Man 
kann  dann  ein  Segment  {X^L)  derart  auswählen,  dass  es  in  ihm  keine  Punkte 
Xj"  gibt.   Es  gilt  alsdann  derselbe  Beweis  in  den  beiden  Fällen  {AX{)  ^  (-4X,). 

Ebenso  ist  es  bei  dei*  Schlussfolgerung  von  n  —  1  auf  n. 

Bei  der  Umkehrung  des  Satzes  ist  zu  beachten,  dass  (X„X«')  immer  grösser 
als  {X^X{)  ist,  weil  falls  {AX^')>{AX^,  und  ähnlich  wenn  {AX^ >  {AX^)  ist. 
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(ÄX,')  =  (ÄX,)  +  (X,  X/),  (AX,') n  -  (AX,) n  +  (X.X,').      (d,  §  79) 

Aus  der  letzten  Gleichung  folgt: 

{AX,')  (n-1)  +  (^X/)  ~  (AX,)  («-1)  +  (AX,)  +  (X.X.') 
oder  auch 

(^X/)(n-l)  +  (ylX.)  +  (X.X/j  ~(^X,)(n-l)+  (^X,) -f  (X,X,');  (d, §77) 
es  ist  aber 


daher 


und  mithin 


(AX,')  (n- 1)  >  (AX,)  (n- 1),  (d,  §  79) 

(^X.)  +  (XjX/)  <  (^X,)  +  (X»X.')    (d,  §  77;  g^  §  73) 


(X,X,')<(X,X,').  (f,  §73) 

Der  Beweis  von  a  ist  nun  demjenigen  des  Satzes  b^  §  99  analog,  wenn 
man  den  Satz  a',  §  95  zu  Grunde  legt. 

Bern.  I.  Es  ist  zu  bemerken,  dass  dieser  Satz  mit  b,  §  99  nicht  zusammenfällt,  weil 
in  letzterem  das  zweite  Ende  des  n^^'"  Theils  ein  unendlich  kleines  Gebiet  erster  Ordnung 
vorstellt,  während  in  a  der  n^®  Theil  ein  einziges  Segment  in  absolutem  Sinn  ist. 

b.  Wenn  ein  irrationales  Symbol  a  und  ein  beliebiges  Segtnent  {AB)  ge- 
geben ist,  so  bestimmt  das  Symbol  in  Bezug  auf  die  Einheit  (AB)  eine  Beihe 
unendlich  Meiner  Segmetite  erster  Ordnung,  aber  nidit  ein  einziges  Segment 

Denn  es  bestimmt  in  relativem  Sinn  ein  einzelnes  Segment  {AC):^{AB^  u 
(h",  §  99)  und  mithin  stellt  G  absolut  genommen  ein  unendlich  kleines  Gebiet 
erster  Ordnung  vor  (b'  §  96). 

Wenn  nun  (AX)  ein  Segment  ist,  dessen  Ende  X  sich  in  diesem  Gebiet 
befindet,  so  ist  die  Operation  {AX)  n  vollständig  bestimmt  und  eindeutig. 
Führt  man  aber  die  umgekehrte  Operation  zu  derjenigen  aus,  die  durch  das 
Symbol  a  angegeben  wird,  so  erhält  man  aus  {AX)  nicht  ein  Segment  son- 
dern die  ganze  Beihe  der  Segmente,  welche  A  mit  B  und  mit  allen  übrigen 
Elementen  des  unendlich  kleinen  Gebiets  erster  Ordnung  in  der  Umgebung 
von  B  in  Bezug  auf  die  Einheit  (AB)  bestimmt. 

Bestimmung  der  Scalen  in  Bezug  auf  ein  als  Grundeinheit  gegebenes  Segment 

Bevor  wir  mit  dem  Studium  der  Eigenschaften  eines  Segments  speciell  in 
Beziehung  auf  seine  Unendlichkleinen  fortfahren,  wollen  wir  zeigen,  wie  man 
die  Scalen  feststellen  kann  (Bem.  IV,  §  91),  um  die  Segmente  untereinander 
auf  bestimmte  Art  vergleichen  zu  können  und  um  die  Beschaffenheit  unsrer 
Grössen  besser  erkennen  zu  lassen. 

Zuerst  seien  bei  gegebenem  Grundanfang  A  die  Anfänge  der  unendlich 
grossen  Gebiete  gegeben,  die  mit  den  Zahlen  ooj'^  bezeichnet  werden,  wobei 
fi  eine  Zahl  imsrer  Classe  (17)  (§  91)  mit  Ausnahme  der  Null  ist.  Wir  be- 
merken, dass,  wenn  der  Anfang  ^«>i  festgelegt  ist,  dann  auch  die  Scala  der 
Einheit  (AA^.^)  und  um  jedes  Theilimgselement  die  Scalen  der  Einheit  (AAi) 
bestimmt  sind,  welche  mit  derjenigen  vom  Anfang  A  in  der  gegebenen  Richtung 
und  von  der  Einheit  (-4-4,)  identisch  sind  (c,  d,  §  69). 
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Ist  der  Anfang  A^^^  festgelegt,  so  sind  die  Scalen  in  dem  unendlich 
grossen  Gebiet  zweiter  Ordnung  eindeutig  bestimmt;  denn  betrachtet  man 
z.  B.  ein  Segment  {Aj,^^S)  -.{AA^^  (b',  §  69),  so  ist  {AB)  ein  Vielfaches 
von  (^^i)  nach  der  Zahl  ooj^  +  ^^i  (Def.  I,  §  92)  und  in  der  Umgebung  der 
Theilungselemente,  die  durch  die  unendlich  grossen  Symbole  oo^n  +  oo^n^, 
worin  n  und  «,  endlich  sind,  dargestellt  werden,  liegen  die  Scalen  der  Einheit 
{AA^  in  der  einen  Richtung  und  in  der  entgegengesetzten  diejenigen  der  Ein- 
heit {A^Ä), 

Es  reicht  also  aus  anzunehmen,  die  Elemente  oder  die  Anfänge  -4:^,, 
^^„  ...,  A^n,,  ...,  ^^  »,;  ...,  A^fji  seien  gegeben,  wenn  ^l  eine  gegebene 

Zahl  der  Classe  (II)  iöt  '(§  91). 

Ebenso  genügt  es  in  den  unendlich  kleinen  Gebieten  von  A  angefangen, 
welche  durch  die  Hypothese  VII  bestimmt  sind  und  den  in  den  §§  86 — 92  bereits 
gefundenen  Sätzen  unterliegen,  die  Elemente  oder  Anfange  -4j_,  A  i  ,  ...,  A  i 

in  der  Art  festzusetzen,  dass  das  Vielfache  von  (AA  i   )  nach   der  Zahl  cx>i^ 

das  Segment  {AA^  ist. 

In  den  Umgebungen  der  bereits  erhaltenen  Theilungselemente  seien  dann 
die  Scalen  dieser  Einheiten  gegeben. 

Dies  reicht  aber  nicht  aus.  Wir  haben  gesehen,  dass  ein  beliebiges  be- 
grenztes Segment  z.  B.  (AA^  in  absolutem  Sinn  in  n  gleiche  Theile  getheilt 
werden  kann  (a).  Um  jedes  der  Theilungselemente  Mr ,  die  wir  durch  absolute 
Theilimg  z.  B.  eine  beliebige  Anzahl  w  von  (i)  mal  ausgefiihrte  Halbirung 
(§  46)  erhalten,  construiren  wir  die  Scalen  der  Einheiten  (MrMr)'—{AAj_) 


«, 


und  ebenso  können  wir  um  Mr  und  die  Theilungselemente  dieser  Scalen  die 
unendlich  kleinen  Gebiete  beliebiger  Ordnung  mit  den  Einheiten  {AA  i)  und 

{Aj_A)  u.  s.  w.  construiren  (b',  §  j09).    Nun  wollen  wir  mit  der  Einheit  {MrM/) 
»1* 

die  absolute  Halbirung  eine  beliebige  endliche  Anzahl  nmal  vornehmen  und 
deren  Elemente  von  Mr  an  mit  dem  Symbol 

(MrMr')  (<;•    +    -^1  +  .  .  .   4-  ^)  (h-,    §   99) 

bezeichnen.  Dem  Satz  b',  §  69  zu  Folge  sind  die  diesen  Zeichen  entsprechenden 
Elemente  auch  in  jeder  Einheit  der  Scalen  mit  dem  Anfang  Mr  und  der  Ein- 
heit {MrM;)  und  {M/Mr)  l.  —  {MrM/)  (c',  §  77)  und  so  für  jedes  Element 
Mr  von  {AAi)  vorhanden. 

Von  A  ausgehend  wird  ein  beliebiges  der  so  erhaltenen  Halbirungs- 
elemente  in  dem  unendlich  kleinen  Gebiet  erster  Ordnung  um  Mr  durch  das 
Symbol: 

(AÄ,)  ^  +  {MrMr')  m,  -J.  (m  <  2» ,  m'  <  2"')  (1) 

worin  m,  w,,  m  imd  n  Zahlen  von  (i)  sind  (§  46),  ausgedrückt,  wenn  in  abr 
solutem  Siim 
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(AA,)^  =  (AM.)  ist. 
Das  Symbol  (1)  kann  auch  geschrieben  werden: 

Fahrt  man  so  fort,   so  erhält  man  die  Elemente  der  absoluten  Halbinmg 
in.  der  Grundeinheit  (AAi)^  die  durch  das  Symbol: 


dargestellt  werden,  worin  die  a  nicht  alle  Null  aber  entweder  gleich  Null  oder 
gleich  Eins  sind,  während  n  beliebig  ist.  Es  versteht  sich,  dass  r  und  r  end- 
liche gegebene  Zahlen  sein  müssen  und  daher  bezieht  sich  das  XJnendlichkleine 
von  der  Ordnung  ooj — r  auf  das  durch  die  vorhergehenden  Elammem  be- 
stimmte Element  u.  s.  w. 

Jedes  andre  Element  von  (-4^,),  das  in  Bezug  auf  (AÄi)  kein  Halbinmgs- 
element  ist,  wird  in  relativem  Sinn  durch  das  Symbol 

(2)  ^^^.)(«^.  +  "^+-  +  "-^)  (h",§99)- 

n  =  cx) 
gegeben. 

Bestimmt  dieses  Symbol  ein  Element  X  der  Art,  dass  (ÄX)  ein  n*^  TheQ 
von  (-4^,)  ist,  alsdann  bestimmt  (2)  ein  einziges  Element  in  absolutem  Sinn  (a). 
Ist  dies  nicht  der  Fall  oder  wemi  das  Symbol 

/      (0)  a  (*»  \ 

(2')  «  =  (Y +  ■••+•-  +  •••)'"= ~ 

irrational  ist,  alsdann  bestimmt  es  nicht  ein  einziges  Element,  sondern  ein 
Gebiet  von  Elementen  (b).  Wir  legen  mithin  das  Element  in  diesem  Gebiet 
fest  und  wollen  es  in  absolutem  Sinn  durch  das  Svmbol  a  darstellen.  Bei 
dem  Festlegen  der  übrigen  Elemente  berücksichtigen  wir  nicht  nur  den  Satz  a, 
sondern  lassen,  wenn  von  Ä  an  die  Segmente  gegeben  sind,  die  in  absolutem 
Sinn  den  irrationalen  Symbolen  a  und  ß,  von  denen  auch  eines  rational  sein 
kann,  entsprechen,  und  z.  B.  a>  ß  ist,  dem  Symbol  «  +  ^  das  Segment  ent^ 
sprechen,  welches  die  Summe  oder  Differenz  der  vorhergehenden  Segmente 
und  mithin  voUst^indig  bestimmt  ist.  Hat  man  nun  ein  Segment  (AN)  con- 
struirt,  welches  dem  irrationalen  Symbol  a  in  absolutem  Sinn  entspricht,  so 
denken  wir  uns  von  jedem   in  (AAi)  bereits  gegebenen  Element  an  die  dem 
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Segment  {AN)  gleichen  Segmente  mittelst  des  Satzes  b',  §  69  und  mit  Hülfe 
der  vorstehenden  Operationen  construirt.  Um  das  Element  N  und  die  andern 
Elemente,  die  wir  so  erhalten,  construiren  wir  die  unendlich  kleinen  Gebiete 
und  die  Halbirungselemente. 

Ebenso    verfahren  wir   mit  den  Einheiten  (AA  i  )  ...  (AA  i  ),     So  wird 

z.  B.  ein  Halbirungselement  des  unendlichkleinen  Gebiets  erster  Ordnung  um 
N  mit  dem  Symbol 

n  =  oo 

bezeichnet.  Beschrankt  man  sich  auf  die  unendlich  grossen  Zahlen  endlicher 
Ordnung  allein,  so  kann  man  im  Symbol  Z  bei  der  Zahl  cx^^**  stehen  bleiben, 
wenn  r  eine  beliebige  Zahl  von  (/)  ist.  In  diesem  Fäll  muss  sich  jedes  Ele- 
ment X  von  {AA^}  in  den  unendlich  kleinen  Gebieten  erster  Ordnung  be- 
finden, welche  durch  die  erste  Klanmier  von  Z^  wenn  n  endlich  ist  oder  un- 
begrenzt wächst,  bezeichnet  werden.  Denn  jedes  gegebene  Element  von  ^A^) 
ist  entweder  die  Grenze  der  Gruppe  von  Elementen,  die  man  durch  die  succes- 
sive  Halbirung  erhält  oder  es  ist  selbst  eines  dieser  Elemente  (h,  §  99).  Mithin 
befindet  sich  X  in  dem  unendlich  kleinen  Gebiet  erster  Ordnung  eines  der 
Punkte,  die  durch  die  erste  Klammer  von  Z  geliefert  werden,  vorausgesetzt 
dass  n  unendlich  gross  (oo)  sein  kann,  wenn  es  nicht  selbst  eines  der  durch 
das  Symbol  Z  dargestellten  Elemente  ist.  Wie  wir  sehen,  liegt  also  X  in 
einem  imendlich  kleinen  Gebiet  erster  Ordnung*  zwischen  zwei  Theilimgs- 
elemenien  in  einem  Gebiet  der  Einheit  {AA±^  z.B.  zwischen  An±_  und  A{n-^i)j_, 


OD,  üß,      ,  OC, 


wenn  {AAmlJ  ^  (AAi^)m   für  jedes   beliebige   m.     X   befindet   sich   daher. 


OB.  «, 


wenn  man  dieselbe  Betrachtimg  wiederholt,  in  dem  unendlich  kleinen  Gebiet 
r*"  Ordnung  in  der  Umgebung  eines  durch  das  Symbol  Z  bereits  erhaltenen 
Elements,  falls  n,  n^,  ...,  n^  auch  imendlich  gross  (oo)  sein  können  und  be- 
findet sich  zwischen  zwei  Theilungselementen   JV^,  N^^i  dieses  Gebiets,  wenn 

Bei  unbegrenzt  wachsendem  r  wird  (AA^)    —7,  wenn  man  sich  wie  gesagt 

OOj 

auf  die  unendlich  grossen  und  unendlich  kleinen  Segmente  endlicher  Ordnung 

beschränkt,   kleiner   als  jedes  gegebene  Segment  £.     In   der  That  muss  s  in 

Bezug  auf  {AA^)  unendlich  klein  von  gegebener  Ordnung   s   sein  (m,  §  92). 

1 
Man  braucht  nur  r  =  s4"  1  ^^  setzen;  denn  (AA^)      , .  ^  ist  in  Bezug  auf  jedes 

unendlich  kleine  Segment  der  Ordnimg  s  imendlich  klein  von  der  ersten  Ord- 
nung (Def.  n,  §  86)  und  daher  kleiner  als  a  (Def.  11,  §  82).  Nach  Hypoth.  VUI, 
die  auch  in  diesem  speciellen  Fall  gültig  ist  (§  100),  ist  X  ein  bestimiyites 
Element.  Wenn  also  r  in  Z  unbegrenzt  wächst,  so  wird  in  diesem  Fall  ein 
Element  der  Form  bestimmt. 
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Wenn  man  dagegen  auch  die  Unendlichgrossen  luid  Unendlichkleinen  von 
unendlich  grosser  Ordnung  in  Betracht  zieht,  die  mit  den  vorigen  eine  Gruppe 
im  Sinn  des  Satzes  m,  §  I>3  bilden,  so  stellt  das  Element  X,  welches  wie  ge- 
sagt durch  das  Symbol  Z  bestimmt  wird,  ein  unendlich  kleines  Gebiet  von 
unendlich  grosser  Ordnung  dar.  Legt  man  die  Elemente  X,  die  den  Symbolen 
Z  bei  unbegrenzt  wachsendem  jedoch  stets  endlichem  r  entsprechen,  durch 
dasselbe  Verfahren  fest,  welches  wir  oben  für  die  irrationalen  Symbole  der 
Form  (2')  benutzt  haben,  so  können  wir  andre  Elemente  des  Systems  be- 
stimmen. 

I)ef.  L  Wir  nennen  Elemente  der  absoluten  sticcessiven  Halbiruny  von 
{AA^)  diejenigen,  welche  man  aus  dem  Symbol  Z  durch  das  obige  Verfahren 
erhiilt,  falls  ft  eine  gegebene  beliebige  Zahl  der  Classe  (//)  ist,  auch  wenn 
die  n  imd  r  unendlich  gross  (oo)  sind. 

Diese  Theilung  heisst  von  der  ersten  Art,  wenn  n,  w^,  u.  s.  w.  r,  r,  u.  s.  w. 
endliche  Zahlen  sind,  dagegen  von  der  ziveiten  Art,  wenn  ein  Uebergang  zur 
Grenze  stattfindet. 

Bie  so  festgelegten  Elemente  der  absoluten  successiven  Halbirung  der 
Einheit  (AA^  sind  es  zugleich  auch  für  jede  andre  Einheit  {AnAn^i)'^(AA^ 
der  Scala  vom  Anfang  A  und  der  Einheit  {AA^,  Man  hat  dann  dasselbe 
unter  Befolgung  der  nämlichen  Kriterien  mit  den  Einheiten  (AA^^)^  {AAj,r)^ 
...  {AA    ^)    zu   thun    und   erhält  so  die  Vielfachen  der  erhaltenen  Segmente 

nach  einer  Zahl  von  (//).     So   denkt  man  sich,  dass  z.  B.  das  Vielfache  des 

durch  Z  dargestellten   Segments  nach  der  Zahl  iy  mittelst  derselben  durch  Z 

angegebenen  Operation  in  dem  Segment  (A  A ,)  ^^  iA-^i)  V  erhalten  wird,  welches 

auf  diese  Art  vollständig  bestimmt  ist,  ohne  dass  man  mit  den  Sätzen  d,  §  79 

und  g,  §  92  in  Widerspruch  tritt. 

Bern.  IL  Die  Zahlenclasse  (ii)  ist  durch  das  Hinzutreten  der  Symbole  (Zahlen)  fSr 
vervollständigt  zu  erachten,  welche  man  durch  die  absolute  successive  Halbirung  der  un- 
endlich grossen  Einheiten  in  Uebereinstimmung  mit  Hyp.  IV  und  den  übrigen  Hypothesen, 
aus  welchen  diese  Theilung  abgeleitet  wird,  erhält. ') 

c.  Wenn  diis  durch  die  zivei  Segnunte  (AX),  {AX)  gegebem  Segmeni 
{XX')  oder  {X' X)  unbegrenzt  Mein  unrd,  so  wird  das  durch  die  zweiten  Enden 
der  Vielfachen  von  {AX)  und  {AX')  nach  derselben  Zahl  rj  gegebene  Segment 
ebenfalls  in  absoluiefu  Sinn  unbegrenzt  klein  und  wngekelirt 

Jedes  andre  gegebene  Element  X^  der  Grundform  ausser  den  Elementen 
der  absoluten  Halbirung' liegt  in  dem  unendlich  grossen  Gebiet  einer  gegebenen 
Einheit  z.  B.  {AA^)  zwischen  A^  und  An^i-  Wenn  man  ähnlich  wie  vorhin, 
als  wir  uns  auf  die  unendlich  gfossen  und  unendlich  kleinen  Segmente  end- 
licher Ordnung  beschränkten,  schliesst,  so  ündet  man,  dass  X^  in  einem  Gebiet 
einer  unendlich  kleinen  Einheit  der  unendlich  grossen  Ordnung  fi  zwischen 
den    beiden    Theilungselementen    JV^,    Na^i    dieses    Gebiets    liegt,    so    dass 

{N„Na-^i)--  {AA^)  -^-~y  wenn  (i  eine  gegebene  Zahl  von   {II)  ist.     Bei  in 
1)  Siehe  Beisp.  4,  §  93  und  die  geometrische  Darstellung  in  der  Aiun.  §  105. 
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absolutem  Sinn  unbegrenzt  wachsendem  ft  hat  das  Segment  (N„Na-{.i)  das  Ele- 
ment X|  zum  absoluten  Grenzelement  und  mithin  ist  auch  X,,  das  Grenzelement 
des  entsprechenden  Segments  [{Na),j(Na-^i)  ti^j  wenn  z.  B. 

[A(No),']-i=(ÄNa)v  ist. 
Man  kann    in  der  That,    wie  früher  für  ein  endliches  ft,    beweisen,    dass 
— —j    bei  absolut  unbegrenzt  wachsendem  ft  kleiner  als  jedes  gegebene  Seg- 
ment £  der  Form  wird  (Hyp.  VIII).     Das  Segment  (ÄX^)  ist  in  diesem  Fall 
durch  das  Symbol  Z  für  fi  =  Si,  bestimmt;  jedoch  ist  im  Anfang  (AAj)n  hinzu- 
zufügen, da  X^  zwischen  An  und  An-^i  liegt. 

Um  zu  beweisen,  dass  auch  [{Na)ti{Na-\-i)tj]  unbegrenzt  klein  wird,  verfährt 
man  folgendermassen.  Das  Segment  (NaNa-\-i)  kann  bezüglich  {AN„)  endlich, 
unendlich  klein  oder  imendlich  gross  sein. 

In  dem  ersten  Fall  ist  die  DiflFerenz  zwischen  [-4(JVö+i)iJ  und  [A{Na)t^, 
wenn  rj  von  der  Ordnung  iy'  ist,  bezügl.  (NaNa-^i)  höchstens  von  der  Ord- 
nung Tjfj  weil  dieselbe  bezügl.  [A(Na),i^  höchstens  endlich  ist  (c,  §  91;  a,  §  86). 

In  dem  zweiten  Fall  sind  (ANa),  (ANa^i)  und  mithin  auch  [A{N„)ti], 
\A{Na-\-i)ii^  imtereinander  endlich.  Ihre  Differenz  ist  daher  bezügl.  (NaNa+i) 
höchstens  von  der  Ordnung  rj\ 

Ist  schliesslich  (NaNa+i)  bezügl.  (ANa)  unendlieh  gross  von  der  Ordnung 
p,  so  ist  (ANa^i)  bezügl.  (ANa)  unendlich  gross  von  der  Ordnung  q  und 
also  [A'{Na-{.i),j\  bezügl.  (ANa)  unendlich  gross  von  der  Ordnung  iy'  +  (»  und 
bezügl.  [A{Na),i]  von  der  Ordnung  q.  Die  Differenz  [(Na),,  (Na^i),]]  ist 
mithin  bezügl.  [A(Na),,^  unendlich  gross  von  der  Ordnung  q  und  bezügl. 
(ANa)  von  der  Ordnung  rf  +  q  und  folglich  bezügl.  (NaNo^i)  von  der  Ord- 
nung 17'. 

Das  Segment  [(JN'a),;(^a  +  i)iy]  wird  daher  auf  jeden  Fall  bei  unbegrenzt 
abnehmendem  (NaNa^i)  d.  h.  bei  in  absolutem  Sinn  unbegrenzt  wachsendem 
II  unbegrenzt  klein. 

Ist  dagegen  X,^  gegeben  und  liegt  dasselbe  in  dem  genannten  Segment, 
so  ist  das  Element  X^  des  Factors  {AX^)  von  (AXtj)  nach  der  Zahl  iy  zwischen 
Na  und  Na+i  enthalten  (g,  §  92). 

Wenn  sich  das  Element  X^'  dem  Element  Xj  in  absolutem  Sinn  unbegrenzt 
nähert;  so  tritt  es  in  einem  gegebenen  Augenblick  in  das  Segment  (^«X,) 
oder  {X^No+i)  ein  und  mithin  auch  X^  in  das  Segment  [(^o)»/X,,]  oder 
[X^{Na-{.i)fi]  (g,  §  92)  und  wenn  ft  in  absolutem  Sinn  imbegrenzt  wächst,  so 
hat  X*,  das  Element  X,y  zum  Grenzelement  (Def.  I,  §  102).  Der  umgekehrte 
Satz  ist  einleuchtend. 

So  beweist  man  für  (X,X/),  wenn  X^  und  X^'  in  absolutem  Sinn  varüren, 
analog  wie  bei  Satz  a,  §  99,  dass  (X,jX',y)  in  absolutem  Sinn  unbegrenzt  klein 
wird  (Def.  11,  §  lOOj  und  umgekehrt;  man  bezieht  sich  dabei  statt  auf  die 
Sätze  h  und  i,  §  95  auf  die  Hypothese  VIII,  den  Satz  b,  §  162,  die  Sätze 
m,  U;  §  101  imd  auf  den  vorstehenden  Beweis. 
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d.  Si7id  die  Scalen  festgestellt^  so  lässt  sich  jedes  gegebene  Segment  {AB)  auf 
eine  einzige  Art  in  eine  beliebige  unendlich  grosse  AnzaJd  ri  consecutiver  gleicher 
Theile  zerlegen. 

Der  Beweis  ist  ähnlich  wie  bei  Satz  b,  §  99,  wenn  man  den  Torigen  Satz 
und  d,  §  102;  Uebereink.  §  91  zu  Grunde  legt. 

d'.  Wenn  die  Grundform  geschlossen  ist,  so  kann  man  sie  nach  Feststellung 
der  Scalen  auf  eine  einzige  Art  in  eine  beliebige  Anzahl  iy  consecutiver  gleidter 
Tlieile  zerlegen. 

Man  braucht  nur  anzunehmen,  die  Enden'  des  in  a  und  d  betrachteten 
Segments  fielen  zusammen. 

d".  Ist  ein  Segment  (AB)  gegeben,  so  existirt  immer  ein  Segment  (AB)—, 
welches  ein  Factor  des  Segments  {AB)  von  der  Ordnung  iy  ist. 

e.  Wenn  (AÄ)  der  rj^  und  (AA'')  der  rf^  Theii  von  (AB)  ist  {r(  >  ly), 
so  ist  {AÄ')  Meiner  als  {AA)  und  wenn  rj  in  absolutem  Sinn  unbegrenzt  wächst, 
so  wird  {AÄ)  in  absolutem  Sinn  unbegrenzt  \lein. 

Der  erste  Theil  wird  wie  der  analoge  des  Satzes  d,  §  99  bewiesen,  indem 
man  statt  d,  §  79  den  Satz  g,  §  92  benutzt.  Für  den  zweiten  Theil  nimmt 
man  1,  §  92  statt  c    §  81  zu  Hilfe. 

§  104.  a.  Wefin  man  zu  eifiem  Segment  {AB)  voti  B  aus  ein  Segment 
{BC)  derselben  oder  entgegengesetzter  Riditung  addirt,  so  erh/ät  man  dasselbe  Be- 
sultat  wie  wenn  man  zudetn  Segifient  {BC)  von  C  aus  das  mit  {AB)  identische 
Segment  von  derselben  Riditung  wie  {AB)  addirt.  Das  Resultat  ist  von  dem 
Element,  vmi  wdchan  aus  man  beginyit  die  Operation  auszuführen,    unabhängig. 

Wir  schreiben 

{AB)  +  {BC)  -^'{ACr),  {BC)  +  {AB)    -  (AC). 

Der  Beweis  ist  demjenigen  des  Satzes  e,  §  99  analog.  Wir  stützen  uns 
dabei  auf  dieselben  Sätze  §  G9;  Def.  1,  §  61;  1),  §  78,  welche  unabhängig  von 
dem  Begriff  der  Scala  und  mithin  des  Endlichen,  Unendlichgrossen  und  Un- 
endlichkleinen sind  (Def.  11,  §  82),  femer  statt  auf  c,  §  81  auf  Satz  1,  §  92 
und  statt  auf  g,  §  95  auf  Satz  i,  §  100. 

Der  erste  Fall  ist  hier  ausgeschlossen,  weil  es  kein  absolut  unendlich 
kleines  Segment  {BC)  mit  verschiedenen  Enden  gibt  (Def.  I,  §  100). 

In  dem  zweiten  Fall  legen  wir  das  Commutationsgesetz  der  Summe  der 
Zahlen  von  {II)  zu  Grunde  (d,  f,  §  93). 

Man  erhält  in  diesem  Fall,  wenn  man  dem  Beweis  des  Satzes  e,  §  99  folgt: 

(AA')^^m<{A C)  <  {AA') ^ {m  + 1) .  (1,  §  92) 

Mithin  stellt  {XY)  anstatt  {AA)  gleich  zu  sein,  ein  Vielfaches  von  {AA') 
nach  der  Zahl  fi  dar.  Ebenso  ist  es  mit  (X'  Y),  welches  mit  {X  Y)  identisch 
ist  Wenn  die  Zahl  iy  unbegrenzt  wächst,  so  nehmen  nicht  nur  {AA')  son- 
dern auch  {AA')  II  (weil  ft  eine  gegebene  Zahl  ist)  in  absolutem  Sinn  un- 
begrenzt ab.     Der  Satz  ist  also  auch  für  den  Fall  3)  bewiesen;    die  Fälle  4) 

und  5)  beweist  man  auf  dieselbe  Weise. 

Bern.  I.   Die  Identität  wird  hier  in  absolutem  Sinn  betrachtet  (Def  lU,  §  9;  Def.  V,  §  91). 
Bern.  II.    Aehnlich  wie  Bern.  1,  §  99. 
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a.  Ist  ein  Segmetit  (AB)  gegeben,  so  gibt  es  immer  ein  solches  Segment 
(ÄC),  dass 

(AC)ii<{ÄB)<{AC)(^+l). 

Der  Beweis  ist  ähnlich  wie  derjenige  des  Satzes  e',  §  99.  Es  ist  zu  be- 
achten, dass  bezüglich  des  Commutationsgesetzes  das  Product  [{AA')  +  (A'Cyifi 
dasselbe  ist,  als  wenn  (A'C)  einem  Factor  von  {AA')  gleich  wäre  und  da  in 
diesem  Fall  das  Distributionsgesetz  gilt  (d,  §  I>3),  so  gilt  es  auch,  wenn  von 
(AA')  und  (A'C)  nicht  das  eine  ein  Vielfaches  des  andern  ist. 

Betn.  HL  Um  z.  B.  durch  (AÄ^)  die  Hälfte  des  durch  das  Symbol  Z  dargestellten 
Segments  (AX)  auszudrücken,  genügt  es  die  Hülfte  der  durch  die  Glieder  des  Symbols  Z 

gegebenen  Segmente  zu  nehmen  und  sie  zu  addiren;   denn  die  Hälfte  von  {AA^)     ^   ist 

2 

a         1  a 

(AA^)-'^  '  -^-ZZ  (AA^)    ^^j    (c  und  a,  §  79).     Daraus  folgt,  dass  die  Hälfte  von  (AX) 

durch  das  Symbol 


m^    (a,^^    ,  ■      "nf.  y\,u  =  Sl' 

f  CL.  CCn  I     .   • 

bestimmt  ist.     Will  man  femer  das  dem  Symbol  l  "t  "f"  •  *  *  +  ~^  +  •  •  •   )   in  Bezug  auf 

{AX)  entsprechende  Segment  bestimmen,  so  führt  man  dieselbe  Operation  in  Bezug  auf 
dämmtliche  Glieder  dieses  Symbols  aus  und  addirt.  Man  erhält  immer,  wie  man  sieht, 
ein  Symbol  derselben  Form  wie  Z,  welches  mithin  bei  unbegrenzt  wachsendem  n  ein  Ele- 
ment bestinmit,  welches  das  zweite  Ende  des  betrachteten  Segments  ist.     U.  s.  w. 

a".  Sind  die  Scalen  der  Grrundcinhcit  {AA^)  festgelegt,  so  sind  die  Scalen 
in  Bezug  auf  jedes  andre  Segment  als  Grundeivlmt  von  einem  beliebigen  gegäjenen 
Element  als  Grwndanfang  aus  vollständig  bestimmt 

Denn  hat  man  wie  vorausgesetzt  die  Scalen  in  Bezug  auf  die  Einheit 
{AA^)  festgestellt  so  sind  die  Vielfachen  und  Factoren  jedes  Segments  (AX) 
eindeutig  und  mithin  die  Scalen  in  Bezug  auf  dieses  Segment  (^IX)  von  dem 
Element  A  als  Qrundanfang  aus  vollständig  bestimmt,  weil  jede  mit  den  obigen 
Symbolen  in  (AX)  ausgeführte  Operation  sich  auf  eine  analoge  mit  (AA^) 
vorgenommene  Operation  reducirt.  Die  Eigenschaft  gilt  auch  bezüglich  eines 
andern  beliebigen  Punktes  als  Grundaufang  (c,  §  üi>). 

b.  Das  Segment,  iveldies  Vielfadws  des  rj^''  Theiles  {AC)  eines  Scgmmts 
{AB)  nach  einer  Zahl  ft  ist,  ist  Factw  nadi  der  Zahl  rj  eines  Segments,  wcldics 
Vielfaches  von  (AB)  nadi  der  Zahl  ft  ist. 

Beweis  analog  wie  bei  f,  §  1)9,  wobei  man  sich  auf  die  Bezeichnungen 
der  Def.  I,  §  92,  statt  auf  die  Bez.  I,  §  79  bezieht. 

b'.  *•     (AB)^:-^^^.^.^., 

Veronese,   Oeometria.  12 
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deiui  .  (^jy)  J=,(^)p.  (d,  §92) 

c.  Em  beliebiges  Segment  {A  li)  ist  mit  demselbm  Segment  in  entgegengesetzter 
Richtung  durcldaufen  identisch;  d.  h,  (AB)  ^  (BA). 

Beweis  analog  wie  bei  g,  §  09,  wobei  man  a,  §  69;  a,  §  78;  Def.  I,  und 
b;  §  70,  das  Princip  e,  §  8,  welche  unabhängig  vom  BegriflF  der  Scala  mithin 
in  absolutem  Sinn  gelten  und  den  obigen  Satz  a  statt  e,  §  99  zu  Grunde  legi 

d.  T heilt  man  ein  Segment  {AB)  in  iy  gleiclie  Theile  und  die  sich  ergAenden 
Theile  in  iq  gleiclie  Theile  u.  s.  w\,  so  erMit  nuin  eine  Elenmitengruppe  des  ge- 
gebenen Segmejits  die  Enden  einbegriffen,  dessen  übrige  EletPiente  in  absolutefn  Sinn 
Grcmzelemente  der  gegebetien  Gruppe  sind. 

Wenn  {AB)  durch  das  Symbol  Z  gegeben  ist  (§  103),  so  haben  wir  in 
dem  Fall,  dass  die  n  endlich  oder  unendL'ch  gross  (oo)  sind  imd  dass  ft  gegeben 
oder  11^  Sl  ist  (Bem.  ü),  gefunden,  dass  die  Vielfachen  und  Factoren  von  {AB) 
nach  den  Zahlen  von  {II)  mittelst  der  vorher  festgelegten  Scalen  bestimmt 
sind  und  dass  die  Segmente,  welche  die  Mittel  demente  darstellen,  mittelst  der 
ursprünglichen  Einheit  (^1-4,)  gemäss  der  zur  Bestimmung  der  Scalen  (§  103) 
aufgestellten  Uebereinkunft  bestimmt  werden  kömien.  Es  gilt  daher  für  {AB)^ 
was  für  {AAj)  gilt  (a",  §  103)  luid  der  Satz  ist  für  ly  =  2  bewiesen. 

Die  Elemente  von  {AA^)  können  durch  das  Symbol  Z  des  §  103  bezeichnet 
werden,  wenn  man  die  successive  Theilung  in  p  gleiche  Theile  vornimmt.  Auf 
ähnliche  Weise  wie  vorher  beweist  man,  dass  dies  auch  für  {AB)  gilt.  Der 
Satz  bestellt  also  auch  für  ri=p. 

Ist  iy  =  oo,,  so  bemerken  wir,  dass  die  erste  Reihe  in  dem  Symbol,  welches 
die  durch  die  Division  mit**oOi  erhaltenen  Elemente  angibt,  die  folgende  ist: 

worin  n  endlich  ist  und  die  a  die  Zeichen  0,  1, . . .,  n, . . . ,  oo^  ( f/  +  •  •  •  H — ^)  + 

4-  m  •  •  •  cx>j^  —  1  haben  köimen  (/3  =  0,  1,  den  Fall,  dass  alle  /3  ==  0  sind,  aus- 
geschlossen). Wenn  n  unbegrenzt  wächst  und  man  beschränkt  sich  auf  die 
unendlich  grossen  und  mithin  auch  unendlich  kleineu  Zahlen  endlicher  Ordnung 
allein,   alsdann  muss  man   mit  den  oo,    bei   dieser  Reihe  stehen   bleiben.     Sie 

bestimmt  ein  Grenzsegment  (zahl),  welches  durch  das  Symbol  Z  des. §  103  aus- 

/p(o) 
gedrückt  werden  kann.    Substituirt  man  z.B.  dem  a/"^  das  Symbol  ^^il    ö~"h 

_|_  . . .  _|_  _.r_  »[_  . . .  j  ^  ^^  ^  0,  1),  und  den  übrigen  a  das  Symbol  0,  so  erMIt 

man  genau  eine  beliebige  in  der  ersten  Klammer  des  Symbols  Z  des  §  103 
enthaltene  Zahl.     Wenn  man    der   obigen  Zahl   -h  m   zufügt,    so   erhält    man 

noch  H . 

Wemi  man  dagegen  auch  unendlich  kleine  Segmente  unendlich  grosser 
Ordnung   betrachtet,  so  muss  man   z   B.   zu  dem  unendlich  kleinen  Gebiet  der 
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Ordnung  oOj  —  r^  übergehen  und  man  erhält  mithin  von  dem  vorher  auf  die 
besprochene  Art  gegebenen  Anfang  an  noch  die  Symbole: 

H ^ — ("*      H h— -)  + 


Die  Elemente^  welche  den  einzelnen  Gliedern  entsprechen,  wenn  n^,  n^, 
...,  n,  imbegrenzt  Wachsen  (lim  w  =  c»),  werden  auf  dieselbe  Weise,  wie  das 
dem  Symbol  (1)  in  absolutem  Sinn  entsprechende  Element  bestimmt. 

Beschrankt  man  sich  bei  wachisendem  s  auf  die  unendlich  grossen  Zahlen 
von  einer  mit  oo*»  endlichen  Ordnung,  welche  eine  geschlossene  Gruppe  im 
Sinn  des  Satzes  m,  §  93  bilden,  so  stellt  das  obige  Symbol  ein  Element  oder 
ein  Segment  der  Grundform  vom  Grundanfang  A  aus  dar. 

Ist  ri  ein  mit  oo^  endliche  Zahl,  so  ist  es  ij"  auch  und  wir  haben  mithin 
für  iy  in  diesem  Fall  dasselbe  Symbol,  wenn  man  ri  an  die  Stelle  von  (x>.^  setzt. 

Für  die  Zahl  oOj*'  erhält  man  ein  dem  vorigen  analoges  Symbol;  man 
braucht  nur  cx>,^  dem  oo^  zu  substituiren,  wobei  die  a  der  Null  und  allen 
ganzen  Zahlen  von  1  bis  oo,*'  —  1  und  allen  Zeichen,  welche  man  durch  die 
successive  Halbirung  in  Bezug  auf  die  Segmente  {AA  a,  {AA  a—i)  u.  s.  w. 
als  Einheit  erhält  (h',  §  99),  gleich  sind. 

Ist  ri  bezüglich  ooj*'  endlich,  so  genügt  es  ij  an   die  Stelle  von  ooj^  zu 

setzen  imd  maj[i  erhält 

/„  (0)         ^(0)  •     «(0)  \ 


±^:-^.(v  +■■■  +  #+■•)* 


•  •  •  •  •  • 

•  «  •  •  •  • 

•  •  •  •  •  • 
■                           •                                •                                •                           •  • 

•  •  •  •  •  • 

Die  a  können  darin  die  Zahl  0,   die  ganzen  Zahlen  1,  2,  .  .  .,  iq  —  1  und  die 
Zeichen,  die  man  durch  die  successive  Halbirung  in  Bezug  auf  die  Segmente 

12* 
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(AA(x>^")  u.  s.  w.  als  Einheiten  erhält,  sein.  Die  n  und  s  sind  ganze  endliche 
gegebene  oder  unbegrenzt  wachsende  Zahlen  und  die  r  ganze  endliche  gegebene 
Zahlen. 

Def.  I,  Wenn  ft  eine  gegebene  Zahl  ist,  so  liefert  das  Symbol  ^,  ein 
Elenictit,  welches  wir  daa  Element  der  successiven  Theüung  von  {AA^  in  ^ 
gleiche  Theile  nennen. 

Da  jedes  andre  Element   zwischen   zweien    von   diesen  Elementen,    deren 

Segment  gleich  -; ä^~fj,^r~   ^^^;  ^^^g^;  ^^  ist  das  Element  X  bei   einem  in 

absoluteih  Sinn  unbegrenzt  wachsenden  /i  das  Grenzelement  der  durch  das  obige 
Symbol  angezeigten  Operation  —  und  der  Satz  d  ist  somit  bewiesen. 

Bew,  I.  Für  die  unendlich  grosHCn  Zahlen  ist  wie  man  sieht  das  Symbol  Z^  Ton  dem 
Z  des  §  103,  welches  für  endliche  Zahlen  gilt,  etwas  verschieden.  Es  ist  leicht,  den  Grund 
einzusehen.    Substituirt  mau  nämlich  z.  B.  in  dem  Symbol  Z  der  2  die  Zahl  CX)|,  so  liefern 

die  zweite  Klammer  und  ebejiso  die  folgenden  bis  zu  derjenigen,  die  neben  -  '-__  '  steht, 
Zahlen  des  Symbols  (1). 

d'.  Die  Theüe  eines  gegel)enen  Segments  (AB)  von  A  aus  Tcöniifn  durc/t  das 
Symbol  Z  des  %  103,  in  welchem  an  die  Stelle  von  2  eifie  helid>ige  ganze  endliche 
Z(M  p  gesetzt  werden  kann,  oder  auch  durch  das  Sgmhol  Z^   dargestellt  werden. 

Dies  geht  aus  dem  Beweis  des  Satzes  d  hervor. 

e.  Eine  Gruppe  einer  tmendlieli  grossen  Anzahl  {il)  von  Elementen  (X),  die 
in  einem  gcgchene^i  Segment  {AB)  entlialten  v^t,  hat  wenigstens  ein  GrenzelenienL 

Es  genügt  {AB)  in  iy  gleiche  Theile  zu  theilen  (d,  §  108);  wenigstens  in 
einem  derselben  sind  il  Punkte  der  Gruppe  (X),  wenn  man  sich  die  Classe  {11) 
im  Sinn  der  Bem.  II,  §  103  vervollständigt  denkt.  {A' B')  sei  dieser  Theil.  Man 
kann  ri^  hinreichend  gross  wählen,  so  dass  in  (A'B')  wenigstens  zwei  Elemente 
Ä'j  B"  der  Theilung  von  {AB\  in  i^i  gleiche  Theile  vorhanden  sind,  welche  von 
A'  und  B'  verschieden  sind.  I^  einem  der  Segmente  {A'A''),  {A"B"),  {B"B') 
müssen  Sl  Punkte  X  sein.  Dasselbe  ist  der  Fall,  wenn  in  {A'B')  eine  grössere 
Anzahl  Punkte  der  Theilung  in  ri^  gleiche  Theile  fällt.  Lässt  man  i^j  zunehmen, 
so  gelangt  man  zur  Construction  einer  Reihe  von  Segmenten  von  der  Form 

,  die  successive   das  eine   in  dem  andern  enthalten  sind  und  eine  Anzahl 

ß  von  Punkten  enthalten.    Bei  unbegrenzt  wachsendem  ly  wird   — -  unbegrenzt 

klein  (e,  §  103)   und  die  genannte  Reihe  von  Segmenten  bestimmt  mithin  ein 

Element  L  derart,  dass  in  jedes  willkürlich  kleine  Segment  —  •,  welches  L 
enthält,  Elemente  X  fallen;  daraus  ergibt  sich  e. 

Jieni.  IL  Für  Sl  =  oo  gilt  dieser  Beweis  auch  bezüglich  einer  Einheit  an  Stelle  des 
in  §  98  gegebenen  Beweises. 

f.  Die  Uypoiliese  VIII  ist  von  den  frü/icreti  unabhängig. 

Diese  Unabhängigkeit  geht  aus  dem  Symbol  Z  hervor.  Um  einen  besseren 
Anhaltspunkt  für  die  Vorstellung  zu  erhalten  ohne  die  Allgemeinheit  der  Hypo- 
these zu  beeinträchtigen,  wollen  wir  annehmen,  nur  die  unendlich  grossen  und 
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unendlich  kleinen  Gebiete  endlicher  Ordnung  seien  gegeben,  welche  wie  wir 
wissen  der  Eigenschaft  der  Hypothese  VU  genügen  (m,  §  93).  Wir  betracliten 
dann  die  geordnete  Elementengruppe,  die  man  aus  dem  Symbol  Z  erhält,  wenn 
in  eine  beliebige  gegebene  Zahl  ist.  —  Wir  haben  alle  Halbirungselemente 
(Def.  I,  §  103).  Es  ist  nun  leicht  einzusehen,  dass  diese  Elementengruppe 
genau  den  der  Hyp.  VllI  vorausgehenden  Hypothesen  entspricht,  vorausgesetzt, 
dass  die  Hyp.  V  alsdann  auf  die  genannten  Gebiete  beschränkt  wird. 
Denn  betrachtet  ^man  zwei  durch 

^-(-.)[(4^'+-)±"^;("-i^+-)±-±$(^?+-)] 

gegebenen  Elemente  X'  und  X",  so  stellt  die  Differenz  zwischen  Z'  und  Z" 
gerade  das  Segment  (X'X")  dar  (a)  und  jedes  Halbirungselement  von  (X'X") 
ist  ebenfalls  in  dem  Symbol  Z  enthalten  (§  46),  worin  r  eine  gegebene  Zahl 
von  (/)  ist  (Seite  172).  Wenn  (X'X")  unendlich  klein  z.  B.  von  der  Ordnung 
s  ist  (s  >  0),   so  erhält  man   ein  Element    F,   welches  derart  ist,    dass  z.  B. 

2(X'F)  =  (X'X'),  aus  Z\  wenn  man  in  der  auf  folgenden  Elanmier  die 

oo,' 

Hälfte  der  Differenz  (X'X"),  welche  durch  das  Symbol  Z"  =  Z"  —  Z'  aus- 
gedrückt wird,  hinzufügt. 

Wenn  dagegen  r  unendlich  gross  (c»)  ist  oder  wenn  man  Z  während  seines 
Entstehens  bei  unbegrenzt  wachsendem  r  betrachtet,  so  erhält  man  ein  Symbol, 
welches  bei  gegebenem  r  nicht  auf  Z  zurückzuführen  ist,  wie  das  Symbol 


bei  unendlich  grossem  n  sich  nicht  auf  dieselbe  Form  wie  bei  endlichem  n 
reduciren  lässt.  Denn  bei  zwei  gleichen  durch  Z  ausgedrückten  Segmenten 
müssen  die  a,  n  und  r  bezüglich  in  der  Ordnung,  in  der  sie  gegeben^sind, 
gleich  sein.  Dies  ist  unmöglich,  wenn  r  bei  einem  der  Segmente  eine  gegebene 
Zahl  von  (J)  ist  (§  46),  bei  dem  andern  dagegen  grösser  als  jede  gegebene 
Zahl  wird. 

§  105.   a.   Das  Segment  (ACT)-    ist  in  Bezug  auf  (AC) 

1)  endlich,  wenn  ft  und  ri  endlich  oder  unendlich  gross  von  derselben  Ord- 
nung sind; 

2)  unendlich  gross  von  der  Ordnung  fij  —  i^j ,  wenn  ft  unendlich  gross  von 
der  Ordnung  ^^  und  rj  une^idlich  gross  von  der  Ordnung  ly,  und  ftj  >  i?,  ist; 

3)  unendlich  klein  von  der  Ordnung  ri^  —  ft^,   wenn   in  detn  zweiten  Fall 

iji  >  11^  ist. 

(AC)      '     .      ' 
Denn  w  ist  eine  Zahl  des  Gebiets  oo*?'  und       --  mithin  ein  Unendlichkleines 
'  n 

von   der  Ordnung  tj^.     Ein  Vielfaches  von  ^      ^  nach  einer  unendlich  grossen 
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Zahl  von  der  Ordnung  ly^  ist  in  Bezug  auf  (ÄC)  endlich  (f,  §  92)  und  wenn 
daher  ft  unendlich  gross  von  der  Ordnung  ft^  >  r|^  ist,  so  ist  (Ä  C)  —  ein  Un- 
endlichgrosses von  der  Ordnung  (i^  —  i^,  (f",  §  92  und  d,  §  93).  Aehnlich  im 
dritten  Fall. 

Def.  L  Zwei  Segmente,  welche  einen  Factor  nach  einer  ganzen  Zahl  von 
(77)  enthalten,  heissen  conimenswrabd  erster  Art,  Zwei  Segmente  dagegen,  von 
denen  man  das  eine  aus  dem  andern  oder  aus  einem  dritten  durch  die  unbe- 
grenzte Theilung  in'iy  gleiche  Theile,  die  aber  in  absolutem  Sinn  nicht  unbe- 
grenzt ist,  erhält,  heissen  commensurabel  von  der  zweiten  Art  Die  beiden  Arten 
nennt  man  commensurabel  in  absolutem  Sinn. 

In  allen  andern  Fällen  heissen  die  Segmente  incommensurabd  in  abso- 
lutem Sinn, 

Bern.  I.    Beschränkt  man  sich  auf  eine  einzige  Masseinheit,  so  fehlen  die  commensu- 
rabelen  Segmente  zweiter  Art.  *) 

b.  Segmente,  die  mit  einem  dritten  cofnmensurahel  erster  Art  sind,  sind  unkr 
sich  commensurahd. 

Denn  wenn  sie  einen  dem  dritten  gleichen  Factor  enthalten,  das  eine  nach 

der  Zahl  fi,  das  andre  nach  17  und  fi  =  rj,   so  haben  sie  einen  gemeinsamen 

Factor.    Ist  dagegen  fi>  ri,  so  sind  die  Factoren  nach  der  Zahl  (i  •  r^  des  einen 

und  des  andern  dem  Factor  des  dritten  nach  derselben  Zahl  gleich. 

Bern.  IL  Daraus  folgt  jedoch  nicht,  dass  zwei  mit  einem  dritten  incommensurabele 
Segmente  auch  unter  sich  incommensurabel  sind;  vielmehr  können  zwei  commensurabele 
Segmente  mit  einem  dritten  incommensurabel  sein. 

Def,  IL  Die  den  commensurabelen  Segmenten  erster  imd  zweiter  Art  und 
den  mit  der  Grundeinheit  unmessbaren  entsprechenden  Symbolö  heissen  bezüglich 
absolute  Ratiünalzahlen  der  ersten  und  zweiten  Art  mid  absolute  Irrationalzahlen. 

c.  Si7id  zwei  Segmente  (AB)  titid  (AC)  tmd  {AB)<(AC)  g^eben,  so 
exisUrt  immer  eine  sölcJie  Bationalzatd  iy,  dass 

iAB)ri^iAC)<(AB)if,+  l) 

ist,  tjfkter  1  die  Grwndeinlieit  verstanden. 

Denn  wenn  (AB)  in  Bezug  auf  {AC)  unendlich  klein  von  der  Ordnung  q 
ist,  so  gibt  es  immer  eine  Zahl  17,  von  der  Ordnung  q  derart,  däss 

(ABH^iACXiABK'm  +  h) 

ist,  wenn  l^  =  oo/s'  ist  (1,  §  92).  Wir  wollen  dieses  Vielfache  von  (AB), 
welches  zwischen  den  beiden  Vielfachen  (AB)ri^  und  (•^J:?)(i^,  +  1^)  liegt^ 
mit  (A^'A^  v)  und  den  Theil  von  {AC),  welcher  in  dem  Segment '(-4i'-A»  0 
enthalten  ist,  mit  (A^  C^)  bezeichnen.  Es  genügt  in  {AA^  q)  die  Unendlich- 
kleinen von  der  Ordnung  q   zu    betrachten,   welche   mit   (^^,),    welches   die 

1)  Für  unsere  Untersuchungen  über  die  Fundamente  der  Geometrie  haben  wir  nicht 
nöthig,  die  Existenz  der  in  relativem  oder  absolutem  Sinn  incommeusurabelen  und  mithin 
iiuch  nicht  der  commensurabelen  Segmente  der  zweiten  Art  zu  beweisen.  In  beiden  Fällen 
«genügt  uns  die  Hyp.  VI  oder  VIII.  Wir  bedürfen  übrigens  auch  der  Hyp.  V  nicht,  ebenso- 
wenig wie  der  Sätze,  die  von  ihr  abhängen,  und  der  Symbole,  welche  die  verschiedenen  Seg- 
meute der  Graden  von  einem  Anfang  aus  und  in  Bezug  auf  eine  gegebene  Einheit  darstellen. 
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Einheit  1  darstellt,  endlich  sind  (a,  §  86- und  c,  §  91).  Wenn  C^  kein  Element 
ist,  das  man  durch  die  Zerlegung  in  gleiche  Theile  in  den  verschiedenen  in 
Bezug  auf  {A^'A^  c)  unendlich  kleinen  Einheiten  1*®',  2*®',  ...,  p*®'  Ordnung 
erhalten  hat  —  in  welchem  Fall  rj  eine  absolute  oder  relative  (Def.  II)  Ra- 
tionalzahl und  derart  wäre,  dass  (Ali)rj  ^l{AC)  —  so  würde  das  Element  C^ 
dem  unendlich  kleinen  Gebiet  q^  Ordnung  in  der  Umgebung  eines  Elements 
1^2  von  (A^'A^  c)  angehören,  welches  durch  eine  absolute  oder  relative  Ratioiial- 
zahl  dargestellt  wird.  Weil  man  nun  das  unendlich  kleine  öebiet  um  dieses 
Element  rj^  dadurch  erhält,  dass  man  auf  der  einen  oder  andern  Seite  suc- 
cessive  die  Einheit  1  aufträgt,  so  sieht  man,  dass  das  Element  C^  zwischen 
zwei  durch  die  Zahlen  ly^  +  m,  rj^  +  (ni  -j-  1)  oder  auch  ly^  —  w,  ij^  —  (ni  +  1) 
bezeichneten  Elementen  liegen  muss. 

d.  Als  erste  das  absolute  (relative)  üontinuum  büdetide  Form  kann  man  das 
in  absoluten  (relativem)  Sinn  uribegrenzt  Kleine  betrachten.  Handelt  es  sich  um 
das  relative  ConHnuum,  so  kann  man  in  absolutem  Sinn  auch  ein  Unendlichkleines 
von  bestimmter  Ordnung  als  solche  anseheti. 

Zuerst  wollen  wir  das  relative  Continuum  betrachten  und  (AH)  sei  ein 
endliches,  {AA')  ein  unendlich  kleines  Segment  erster  Ordnimg.  Dann  ist 
(AA')oo^.em  in  Bezug  auf  (Ali)  endliches  Segment  (f,  §  1^2).  Und  weil  wir 
im  Gebiet  nur  einer  Einheit  bleiben  und  keine  andern  unendlich  grossen  Gebiete 
betrachten,  so  kann  man  hier  auch  sagen,  (AA')(x>  gäbe  ein  in  Bezug  auf  (AB) 
endliches  Segment. 

Wir  theilen  nun  (AB)  in  Bezug  auf  (AB)  als  Einheit  in  n  gleiche  Theile 
(b,  §  99)  und  bezeichnen  dieselben  successive  mit  jp  ,  p.,,  ...,p„,  während  wir 
einen  beliebigen  dieser  Theile  p  nennen.     Es  ist: 

(AB)  =j),  +ft  +ÄH \-Pn 

oder  auch 


rm 


m=l 


(AB)   =^p,n,  (1) 


wenn  wir  mit   ^.Pm  die  Summe  der  n  Theile  p  bezeichnen. 

Lassen  wir  nun  n  unbegrenzt  wachsen,  so  nimmt  p  seinerseits  unbegrenzt 
ab  (d,  §  99)  und  man  erhält 

{Ali)r='^P„.  (2) 

Hier  wird  also  (AB)  als  eine  Sunmie  unbegrenzt  kleiner  Theile  dargestellt. 

Dasselbe  gilt,  wenn  wir  (AB)  in  Bezug  auf  die  absolute  Einheit  betrachten 
(§92). 

Denken  wir  ims  nun  ein  Unendlichkleines  (AA'),  das  z.  B.  rj^'"  Ordnung 
in  Bezug  auf  {AB)  ist.     Dann  ist  z.  B. 

^iÄA'),    . 
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ein  in  Bezug  auf  (Ali)  endliches  Segment  (f,  §  91).     Nimmt  man  (ÄA')  zur 
Grundeinheit,  so  erhält  man: 

^  {AA'),  <  (AB)  <^  (AÄ), ,  (1,  92) 

worin  7}  eine  ganze  Zahl  von  (II)  ist  (Def.  V,  §  91)  oder  auch: 

"^(AÄ)!,  ^  {AB)  <5  (AA'), ,  (a) 

worin  rj  eine  absolute  Rationalzahl  ist  (c). 

Bern.  IIL^  Wir  bemerken  jedoch,  dass  man  in  diesem  Fall  aus  dem  Gebiet  der  Ein- 
heiten derselben  Art  wie  {AB)  heraustreten  muss  (Def.  I,  §  86),  da  das  ünendlichkleine 
nicht  als  Null  betrachtet  wird  und  die  noch  so  oft  wiederholte  Null  inmier  Null  gibt.  Es 
ist  desshalb,  wenn  man  in  dem  Gebiet  nur  einer  Einheit  bleibt,  vorzuziehen,  sich,  wie  es 
gewöhnlich  geschieht,  an  den  ersten  Fall  zu  halten. 

Es  folgt  daraus,  dass  eine  Construction  der  absoluten  Grundform  mittelst  des  absoluten 
Unendlichkleinen,  welches  für  uns  die  absolute  Null  ist,  unmöglich  ist  (Def.  I,  §'100). ') 


1)  Geometrische  Darstelhiny  eitles  Theils  des  absoluten  Continuums. 
Wir  wollen  zuerst  das  unendlich  grosse  Gebiet  erster  Ordnung  und  die  Scalen  auch 
in  entgegengesetzter  Richtung  von  dem  Grundanfang  aus  betrachten.    Die  Zahlen  Ton  (//) 

lassen   sich  in  die  Serien  5f/®\  5/^^  ...,  Si^"*\  ...  gruppiren  (1,  §  93).    Jedem  Segment 

der  Form  (AÄ,)  —  ^    entspricht  eine  Reihe  S^^  und  mithin  jedem  Segment  Ton  der  Form 

n 


(^^•)<».(n-  +  &+---+^  +  ---)' 


wenn  lim  w  =  oo,  «  =  0,  1,  . . . ,  n  —  1  ist,  eine  Reihe  S^.  Daraus  geht  hervor,  dass,  wenn 
man  von  den  ünendlichkleinen  in  Bezug  auf  die  Grundeinheit  absieht  und  nur  die  unendlich 
grossen  Segmente  erster  Ordnung  betnichtet,  man  die  Segmente  dieses  Theils  der  Grund- 
form den  Punkten  der  gewöhnlichen  J^McZiVrschen  Ebene  (xy)  entsprechen  lassen  kann, 
indem  man  nämlich  die  Werthe   von  y   den  Scalen  S^  deren  Anfänge   bezilglich   mit  0, 

— - ,  •••oo,  •••2oo,  •••oo,(—    -\ — J--| 1-    ^  -\ )  bezeichnet  sind,  und  diejenigen 

von  X  den  Segmenten  der  Reihen  «S  selbst  von  ihren  Anfllngen  aus  entsprechen  lässt.  Um 
auch  <lie  negativen  Werthe  von  y  benutzen  zu  können,  muss  man  ilie  Scalen  6'i,  die  man 
für  die  negativen  Segmente  des  Grundcontinuums  erhält,  in  Betracht  ziehen  (§  112).     Zwei 

unbegrenzt  nahe  Elemente   liegen  in  diesem  Continuum  in 
^  einer  Reihe  Ä, .    Zweien  solchen  Elementen  entsprechen  zwei 

unbegrenzt  nahe  Punkte  der  Ebene;  diese  Eigenschaft  darf 
jedoch  nicht  umgekehrt  werden,  weil  die  zwei  entsprechenden 
Elemente  in  der  Grundform  zwei  unbegrenzt  nahen  Reihen 
5,  angehören. 

Die  zur  Axe  der  x  i^arallelen  Graden,  welche  sänmitlich  vom 
Y  Grundanfang  an  dieselbe  Richtung^  haben,  stellen  die  Reihen 
i9,  dar,  die  ihren  Anfang  im  Du rcfi schnitt spun^t  mit  der  Axe 
der  y  haben.  Wenn  wir  uns  alle  parallele  Linien,  die  in  der 
Ebene  liegen,  welche  von  den  durch  0  und  cx)i  gezogenen 
Parallelen  begrenzt  wird,  von  0  bis  zum  Punkt  cx),  in  der- 
selben Richtung  durchlaufen  denken,  so  erhalten  wir  eine 
klare  Vorstellung  von  dem  endlichen  und  unendlich  grossen 
(xebiet  erst^T  Ordnung.  Dabei  müssen  wir  uns  aber  denken, 
die  Parallelen  lägen  nicht  iWereifuinder  und  seien  voneinander 
unabhängig,  sondern  sie  folgten  hintereinander  und  würden  die  eine  durch  die  andre  bestimmt; 
das  hcisst  also  sie  hätten  nicht  denselben  gemeinschaftlichen  Punkt  im  Unendlichen  und 
bildeten  ein  untrennbares  Ganze.     Wenn  man  sich  dann  das  Segment  (0  •  •  •  oOj)  in  dem 
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11. 

Proportionalitätsznsammenhang  zwischen  den  Segmenten  einer  oder  mehrerer 

Grundformen. 

§  106.  Def,  L  Sind  zwei  Segmente  {AG),  (A'C)  zweier  verschiedener 
oder  zusammenfallender  Grundformen  gegeben  (Hjp.  I,  II  und  Def.  V,  §  ö7), 
so  kann  man  einen  Zusammenhang  zwischen  ihren  Elementen  und  den  Elementen 
ihrer  Vielfachen  derart  feststellen,  dass  den  Enden  A  und  C  von  (AC)  die 
Elemente  A'  und  C  von  (A'C)  und  den  Enden  der  Vielfachen  von  (AC)  oder 
der  durch  successive  Theilung  in  eine  gegebene  Anzahl  ri  gleicher  Segmente 
(e,  §  91)  und  d,  §  103)  aus  (AC)  erhaltenen  Theile  die  Enden  derselben  Viel- 
fachen oder  derselben  gleichen  Theile  von  (A'C)  derart  entsprechen,  dass  einem 
zwischen  zwei  der  obigen  Elemente  der  ersten  Form  gelegenen  Element  wenig- 
stens ein  zwischen  zwei  entsprechenden  Elementen  der  zweiten  Form  gelegenes 
Element  entspricht. 

Einen  solchen  Zusammenhang  nennen  wir  Frajx/rtionalitätssusammenhafig 
zwischen  den  beiden  Grimdformen,  in  welchen  die  beiden  Segmente  (AC)  und 
(A^C)  liegen  und  welche  durch  (AC)  und  (A' C)  bestimmt  sind. 

Die  entsprechenden  Segmente  heissen  einander  proportionale  Segmente. 

a.  Wenn  (BD)  und  (EF)  mit  (AC)  commensurahele  Segmente  sihdy  die  nian 
durch  die  successive  TJieilwng  von  (AC)  in  rj  gleiche  Theile  erhalten  hat  und  (B'D'), 
(E'F')  sind  die  den  beiden  ersten  in  detn  durdi  (AC),  (A'C)  bestimmten  Fro- 
portiönalitätszusammenhang  entsprechenden  proportionalen  Segmente,  so  ist,  je  nach- 
dem (BD)  =  (EF)  ist,  (B'D')  =  (E'F), 

Denn  es  ist  (BD)~.(AC)^  und  (EF)~.(AC)^  und  mithin  auch 

(B'D')  =  (A'C)^-\mi(E'F)  =  (ÄC')^  (Def.I).  Jenachdemnun  (BD)  =  (EF), 

ist  (AC)-^  =  (AC)^  (Def.n,  §  (51)  und  auch  U (7)^-  =  (AC)  ^'/-  (h\  §  79; 

d,  §  92)  und  daher  (^'C')—  ^  (ÄC)  ^-  (a,  §  79  oder  a,  §  92;  d,  §  79  oder 

g,  §  92),   woraus  man  (ÄC)^  =  (ÄC)^   (b',  §  79    und  d',  §  92)    oder 

(B'D')  =  (E'F)  erhält  (Def.  H,  §  61). 
< 

b.  Dem  Grenzelement  einer  immer  waclisenden  oder  abnehmenden  Reihe  von 
Segmenten,  tvelche  (in  absolutem  Sinn  erster  Art)  conumiiisurabel  und  durch  die 


Segment  (AB)  condensirt  denkt,  so  erhält  man  ein  Continuum,  dessen  Grundeinheit  (1 ...  0) 
ein  actuelles  ünendlichkleines  ist.  Auf  dieselbe  Weise  können  wir  mit  den  unendlich  grossen 
Gebieten  der  Ordnung  1,  2  ...  w  verfahren  und  erhalten: 

Wenn  man  von  den  in  Bezug  auf  eine  Grundeinheit  Unetidli^hkleinen  absieht,  so  kann 
man  alle  Segmente  des  endlichen  und  unendlich  grossen  Gebiets  endliclier  Ordnung  m  eindeutig 
und  in  derselben  Ordnung  in  einem  System  paralleler  Graden  des  Euclid'schen  Raums  zu 
m  Dimensionen  durstellen. 
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successive  Theilimg  von  (ÄC)  in  ri  gleiche  Thede  vntstandefi  sind,  in  einer  Grund- 
form entspridht  das  Grenzelement  der  Rei/w  der  proporfiofi(den  Segmente  in  einer 
anderfi  oder  derselben  Grufidform. 

Wenn  eine  imiüer  wachsende  (oder  abnehmende)  Reihe  (in  relativem  und 
absolutem  Sinn)  commensurabeler  Segmente,  welche  Symbole  von   der  Form 

(A  C)  —  haben  und  durch  die  successive  Theilung  in  rj  gleiche  Theile  erhalten 

wurden,  ein  Grenzelement  X  hat,  so  ist  die  Reihe  der  entsprechenden  Segmente 
(A'C)      immer  wachsend  (oder  abnehmend)  (Def.  I)  und  hat  ebenfalls  ein  Grenz- 

dement  X'  (a;  d,  §  97;  oder  d,  §  102).  Wir  behaupten,  dass  X'  und  nur 
X'  dem  X  entspricht  imd  umgekehrt.  Das  Element  X  ist  Grenzelement  einer 
andern  immer  abnehmenden  (oder  immer  wachsenden)  Reilie  commensurabeler 

Segmente  von  der  Form  (ÄC)—  (h,  §  91)  und  d,  §  104).     Die  entsprechende 

Reihe  muss  X'  zum  Grenzelement  haben,  denn  hätte  sie  ein  Grenzelement  Y, 
das  von  X'  verschieden  ist,  so  gäbe  es  zwischen  X'  und  Y'  ein  von  X'  und 
y  verschiedenes  Element  Z'  der  successiven  Theilung  durch  iy  (h,  §  99  oder 
d,  §  104),  welchem  ein  von  X  verschiedenes  zwischen  den  beiden  oben  genannten 
Reihen  gelegenes  Element  Z  entsprechen  müsste  (Def.  I),  was  unmöglich  ist 
(a;  b,  §  96  und  a,  §  101). 

c.  Wenn  (HD)  und  (EF)  Segmente  sind,  denen  bezüglich  (B'D')  und  (ß'F) 
in  dein  durch  (ÄC),  (Ä'C)  bestimmten  ProportiomditätszusammenJiang  entspred^en, 

so  ist,  je  nachdem  (BD)  ^  (EF)  ist,  (R D')  =  (E'F'), 

(AB')  sei  das  in  der  Richtung  von  (AC)  und  in  der  Grundform  von  (AC) 
dem  (BD)  gleiche  Segment  (b',  §  69  oder  a',  §  70  und  Hyp.  I  u.  ü).  Wenn 
(AB')  <  (AC),  so  ist  das  Element  B'  in  (^6^  enthalten  (c',  §  68;  b,  §  36 
und  Def.  I,  §  61)  und  mithin  auch  die  Reihe  der  commensurabelen  Segmente, 
welche  es  von  A  aus  bestimmt  (b;  h,  §  99  oder  d,  §  104);  folglich  sind  auch 
die  Reilie  proportionaler  Segmente  in  der  Grundform  von  (A'C)  und  ihr  Grens- 
element  in  {A'C)  enthalten  (b;  d,  §  97  oder  d,  §  102).  Ist  (AB')>(AC), 
so  liegt  (AB')  zwischen  zwei  successiven  Vielfachen  von  (AC)  nach  den  Zahlen 
fi  und  f*  +  1,  wenn  es  nicht  eines  dieser  Vielfachen  selbst  ist  (c',  §  81  oder 
c,  §  105)  imd  man  kommt  damit  wieder  auf  den  vorigen  Fall  zurück. 

Ist  (BD)--  (EF),  so  folgt  also  (B' D)  (F/ F')  (b;  Def.  H,  §  61  und 
Def.  I).  Wenn  (BD)  >  (EF)  ist,  so  nimmt  man  die  (BD)  und  (EF)  gleichen 
Segmente  (AB^)  und  (AB")  in  der  Grundform  von  (AC)  und  bezeichnet  ein 

Segment,  welches  sich  unbegrenzt  dem  2?/  nähert,  mit  (A  C)  —  und  ein  Seg- 

n'' 

ment,  welches  sich  unbegrenzt  dem  B"  nähert,  mit  (AC)-  .  Alsdann  kann 
(AC)  ~  grösser  als  jeder  Zustand  (AC)  des  ersten  variabelen  Segments 
gewählt  werden  imd  es  ist  mithin  in  diesem  Fall  (A'  C)  -^  grösser  als  jeder 
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Zustand  des  variabelen  Segments  (A'C)—  (a).    Wir  erhalten  also  (J.'5/)  oder 

{B'D')>{A'B;')  oder  als  {E' F')  (b).     Der  Satz  ist  damit  bewiesen. 

d.  Der  ProportioncUitätsetisammenhang  ist  eindeutig  und  von  derselben  Ordnung. 
Denn  jedes  Element  X  der  ersten  Form  ist  entweder  ein  Element  der  Gruppen, 

die  mau  durch  die  in  relativem  oder  absolutem  Sinn  vorgenommene  successive 
Theilung  von  (AC)  oder  der  consecutiven  {AC)  gleichen  Segmente  in  ri  gleiche 
Theile  erhalten  hat  oder.es  ist  die  Grenze  dieser  Gruppen  (h,  §  99;  c',  §  81; 
d,  §  104;  c,  §  105),  woraus  d  folgt^Def.  I  und  b;  Def.  m,  §  42). 

e.  Deni  Grenzelement  einer  immer  wacfisenden  oder  abnehmenden  BeUie  he- 
lid>iger  Segmente  in  der  Grundform  entspricht  das  Grenzdement  der  Beihe  x>ro- 
portionaler  Segmente  in  einer  andern  oder  derselben  Grundform. 

Das  Grenzelement  X  der  ersten  Reihe  kann  als  die  Grenze  einer  Reihe 
commensurabeler  Segmente  betrachtet  werden,  die  man  durch  die  successive 
Theilung  (in  absolutem  Sinn  von  der  ersten  Art)  m  ly  gleiche  Theile  erhalten 
hat  (h,  §  99;  Def.  I,  §  105;  Def.  I,  §  103  und  d,  §  104).  Das  Grenzelement 
der  entsprechenden  Reihe,  die  ebenfalls  stets  wächst  oder  abnimmt  (a  und  c), 
ist  die  Grenze  der  entsprechenden  Reihe  commensurabeler  Segmente.  Denn 
wenn  sich  X.^  unbegrenzt  dem  X  nähert,  so  nähert  sich  das  entsprechende 
Element  X^  unbegrenzt  dem  X',  weil  (X,,X)  oder  (XX,,)  imd  folglich  auch 
das  entsprechende  Segment  (X^'X')  oder  (X'X,,')  in  Bezug  auf  {A'  C)  kleiner 
als  jedes  commensurabele  gegebene  Segment  werden  muss  (c). 

e'.  Bei  dem  Proportionalitätszusammenhang  entsprechen  den  Elementen,  welche 
ein  Segment  (AB)  in  eine  beliebige  Anzahl  ^  gleicher  TJwih  tlieilen,  der  Beihen- 
folge  flach  die  Elemente,  welche  das  entsprecliende  Segmoit  in  eine  gleiclie  Anzahl 
gleicJier  Theile  zerlegen  (e;  h,  §  99  oder  d,  §  104). 

f.  Ist  {AG)^{A'C'),  so  ist  der  Proportionalitätszusammenhang  derjenige 
der  IdentitöL 

Denn  der  Identitätszusammenhang  (b,  Def.  §  60)  genügt  der  Def.  I  (d,  d'^ 
§  79;  d',  §  97  oder  g,  g',  §  92  und  d',  §  102). 

g.  Bei  dem  Proportionalitätszusammrenliang  Icunn  man  eif\em  beliebigen  Seg- 
ment (AB)  ein  Segment  {A" B")  e^  (AB)  suhsütuiren. 

Denn  jedes  Vielfache  oder  jeder  Factor  von  (AB)  ist  nach  derselben  Zahl 
auch  Vielfaches  und  Factor  von  (A''B")  (Def.I,  11,  §  79  oder  §  92)  und  da 
der  Proportionalitätszusammenhang  durch  die  Vielfachen  und  Factoren  von  (A  C) 
und  (A' C)  bestimmt  wird,  so  ist  es  klar,  dass  wir  (A"B")  an  die  Stelle  von 

(AB)  setzen  können,  auch  wenn  (AB)  mit  (AC)  zusammenfällt. 

Bern.  I.  Mit  andern  Worten :  Bei  dem  Proportionalitätszusammenhang  .wird  von  den 
Positionsverhältnissen  zwischen  den  Segmenten  abgesehen  (Bem.  I,  §  38). 

Bef.  IL  Der  Satz:  Die  Segmente  (AB),  (AC)-,  (A'B'),  (A'C)  oder  mit 
ihnen  identische  Segmente  bilden  eine  Proportion  oder  stehen  in  Proportion,  ist 
gleichbedeutend  mit  dem  Satz:  die  Segmente  (AB),  (A'B')  sind  in  dem  durch 

(AC)  und  (A'C)  bestimmten  Zusammenhang  proportional. 
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h.  Wetm  die  Seg^tnentenpaare  (äB),  (ÄC^;  (ä'B'),  {ä'C)  eine  Proportion 
h'ddeii,  so  thun  es  auch  die  Paare  (Ä'B'),  (A' C);  (AB),  (AC). 

Denn  den  Elementen  der  ersten  durch  (^6^)  bestimmten  Form  entsprechen 
nach  Def.  I  und  Satz  b  eindeutig  die  in  derselben  Art  durch  (A'C)  bestimmten 
Elemente;  diesen  letzteren  kann  man  daher  eindeutig  und  in  derselben  Ordnung 
die  ersteren  entsprechen  lassen  (d),  das  heisst^  in  d^m  Proportionalitatszusammen- 
hang  kann  man  die  durch  (AC)  und  (A'C)  gegebenen  Formen  miteinander 
vertauschen. 

i.  Wenn  die  Paare  (AB),  (AC);  (A'B'),  (A'C)  mit  dem  Paar  (A"B"), 
(A"C")  in  Proportion  stellen,  so  bilden  sie  untereinander  eine  Proportion, 

Denn  die  durch  (AC)  und  (A' C)  bestimmten  Formen  entsprechen  nach 
Def.  I  eindeutig  und  in  derselben  Ordnung  der  durch  (J."C")  bestimmten  Form 
(d)  und  entsprechen  sich  mithin  in  Folge  der  Def.  I  untereinander  eindeutig 
und  in  derselben  Ordnung  (f,  §  42). 

i'.  Das  Paar  (AB),  (AC)  ist  in  Bezug  auf  den  Proportioftalitätszusammen- 
liang  detn  Paar  (A'B'),  (A'C)  gleich. 

Denn  in  dem  Proportionalitätszusammenhang  kann  diis  Paar  (AB),  (AC) 
in  dem  Zusammenhang  mit  dem  Paar  (yl"i?"),  (A"C'')  durch  das  Paar  (A'B^j 
(A'C)  ersetzt  werden  (Def.  VE,  §  8;  Def  IV,  §  9). 

1.  Bie  Segmente,  welelie  Summen  oder  Differenzen  proportionaler  SegftietUe 
sind,  sind  ebetifaJls  proportional. 

Deim  wenn  (AB),  (A'B')]  (BD),  (B' D')  zwei  Paare  proportionaler  Seg- 
mente in  dem  durch  (AC),  {A' C)  gegebenen  Zusammenhang  sind,  so  werden  die 
Segmente  (AD)  -i  (AB)  ±  (BD)  und  (A'D')  f  -  (A' B')  f  (B' D')  aus  (AC) 
und  (A'C)  durch  die  nämliche  Operation  abgeleitet,  welche  der  Def.  I  und  b 
oder  e  genügt. 

m.  Wenn  (AB)  wnd  (A'B')  in  dem  durch  (AC)  mid  (A'C)  hcstimmkn 
Zusamnmiliang  proportional  sind,  so  sind  (AC)  und  (A'C)  in  Bezug  auf  (AB) 
und  (A '  B')  proportional. 

Ist  (AB)  ein  Vielfaches  von  (AC)  oder  eines  Factors  von  (AC),  so  ist 
(A'B')  dasselbe  Vielfache  bezüglich  (A'C)  und  mithin  sind  nach  Def.  I  (AC) 
und  (A'C)  in  dem  durch  (AB)  und  (A' B')  bestimmten  Zusanmienhang  pro- 
portional. 

Ist  dies  nicht  der  Fall,  so  kann  man  (AG)  aus  (AB)  mittelst  einer  succes- 
siven  Theilung  von  (AB)  in  rj  gleiche  Theile  erhalten  (h,  §  09  oder  d,  §  104) 
und  die  Reihen,  welche  aus  (AB)  das  Segment  (AC)  und  aus  (A'B')  das 
Segment  (A'C)  bestimmen,  sind  in  dem  durch  (AB)  und  (A'B')  bestimmten 
Zusammenhang  proportional.  Mithin  sind  auch  (AC)  und  (A'C)  in  diesem 
Zusammenhang  proportional  (b). 

Def.  III.  Ist  ein  Segment  (AC)  gegeben,  so  kann  man  jedes  andre  Seg- 
ment (AB)  der  Grundform  auf  Grund  des  Satzes  h,  §  99  oder  in  absolutem 
Sinn  mittelst  des  Satzes  d,  §  104  aus  (AC)  ableiten. 

Bei  dieser  Construction  vergleichen  wir  (AB)  mit  (AC)  und  die  Beziehung 
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von  (AB)  zu  (AC)  bei  diesem  Vergleich  (Def.  IV,  §  8)  heisst  das  VerMltniss 

von  (AB)  zu  {AC)y  w^elches  mit  dem  Symbol  \t-2  bezeichnet  wird. 

Bern.  IL  Wenn  das  Paar  {AB)^  {AC)  gegeben  ist,  so  ist  durch  dasselbe  das  Ver- 
hältniss  von  {AB)  zu  {AC)  gegeben,  das  Verhältniss  aber  ist  nicht  das  Paar  selbst. 

n.  Wenn  die  Faare  (AB),  (CD);  {A' B'),  {CD')  in  Proportion  stehen,  so 
sifhd  ihre  VerMltnisse  gleich. 

Denn  mau  erhält  (A'B')  aus  (CD')  durch  dieselbe  Operation,  durch  welche 
man  (AB)  aus  (CD)  erhält.  Die  Verhältnisse  der  beiden  Paare  sind  mithin 
gleich  (Def.  VH,  §  8  oder  Def.  IV,  §  9),  weil  sie  nur  von  dieser  Operation  allein 
abhängen  (Def.  III;  Def.  I,  11,  §  11): 

n'.  Wenn  die  Paare  (AB),  (CD);  (A'B'),  (CD')  in  Proportion  stehen, 
so  ist 

(AB)  _  (A'B')  ,              „.    V.    ß  Q^ 

(CD)        (C'W)-  ^^^  ^^^-  ^^^5  0;  §  9) 

Bern.  III.  Wir  können  hier  das  Zeichen  =  nicht  setzen,  weil  es  sich  um  eine  relative 
Gleichheit  zwischen  den  Paaren  {AB),  {CD);  {A'B'),  {CD')  handelt,  von  denen  wir  noch 
andre  Merkmale  in  Betracht  ziehen  (Def.  I,  §  88;  Bem.  II).  Das  Verhältniss  ist  das  Merk- 
mal, in  Bezug  auf  welches  die  Paare  bei  dem  Proportionalitätszusammenhang  verglichen 
werden  (§  9). 

n".    Wenn 

{AB)  _  {A'B') 
{CD)~^  {C'By 

so  stellen  die  Paare  (AB),  (CD);  (A'B'),  (CD')  in  Propartion. 

Denn  die  Gleichheit  der  Verhältnisse  ergibt  nach  Def.  HI  die  Gleichheit 
der  Operationen,  mittelst  welcher  man  (AB)  und  (A'B')  aus  (AC)  imd  (A'C) 
erhält  und  diese  Operationen  sind  dieselben,  wie  in  Def.  I  und  Satz  e. 

Die  zwischen  den  Paaren  (AB),  (AC)]  (A'B'),  (A'C)  bestehende  Pro- 
portion können  und  werden  wir  mit  dem  Symbol 

{AB)  _  {A'B') 
{AC)  —  {A'C') 
bezeichnen  (n'  und  n").  *) 


1)  Eigentlich  ist  es  far  die  Lehre  von  den  Proportionen  nicht  nöthig,  den  Begriff  des 
Verhältnisses  einzuführen,  das  Paar  Segmente  genügt  vollständig;  überdies  ist  das  Ver- 
hältniss eine  Beziehung  zwischen  {AB)  und  {AC^)  und  nicht  das  Paar  selbst,  wohl  aber 
ein  Merkmal  desselben.  Das  Verhältniss  ist  femer  unabhängig  von  dem  Proportionalitäts- 
zusammenhang, weil  es  nur  von  der  speciellen  Operation  abhängt,  durch  welche  man  {AB) 
aus  (AC)  erhält. 

Das  Verhältniss  hängt  nicht  nur  nicht  von  der  relativen  Position  der  Segmente  {AB) 
und  {AC)  ab,  sondern  nicht  einmal  von  den  Segmenten  einzeln  genommen,  weil  Segmente, 
die  {AB)  und  {AC)  nicht  gleich  sind,  dasselbe  Verhältniss  haben  können  (siehe  auch 
Kap.  VII,  2). 

Euclid  definirt  das  Verhältniss  (ratio)  als  eine  Beziehung  zweier  Segmente  (oder  homo- 
gener Grössen)  hinsichtlich  ihrer  Quantität  (Def.  III,  Buch  V),  er  sagt  aber  nicht,  was  unter 
Quantität  zu  verstehen  ist  (siehe  Anm.  2  zu  §  3ö).  Er  definirt  die  Gleichheit  zweier  Ver- 
hältnisse (Def.  V,  Buch  V).  Allerdings  dient  bei  Euclid  die  Definition  der  Gleichheit  dazu 
diejenige  des  Verhältnisses  (ratio)  zu  vervollständigen  und  bedeutet,  dass  man  das  eine 
Verhältniss  dem  andern  substituiren  kann,  wenn  beide  die  in  Def.  V  geforderten  Eigen- 
schaften besitzen.  Weil  aber  das  Verhältniss,  wie  gesagt,  unabhängig  von  einem  andern 
Verhältniss  existirt,  so  muss  es  unsrer  Meinung  nach  vollständig  definirt  werden,  ehe  man 
es  mit  andern  Verhältnissen  vergleicht.  Viele  Autoren  definiren  zuerst  die  Proportion  zwischen 
vier  Grössen,  von  welchen  je  zwei  homogen  und  die  eine  Vielfaches  der  andern  ist,  und 
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Betn.  IV.    Jedem  Vejhältniss  j^rri  entspricht  nach  Def.  HI  ein  Zeichen  (eine  Zahl), 

welches  die  Operation  angibt,  mittelst  welcher  man  (AB)  aus  (CD)  erhält  und  welches  die 
Gestalt  des  Symbols  in  Satz  h',  §  99  oder  e',  §  106,  wenn  {AB)  <  (CD)  ist,  hat.  Ist  da- 
gegen {AB)  >  (CD),  so  ist: 

(CD)ii  <-  (AB)<  {CD)  0*  +  1)  (c',  §  81  oder  c,  §  106) 

und  mithin:  ^ 

{AB)  =  {CD)fi  +  {C,D,), 

worin  {C^D^)  kleiner  als  {CD)  ist,  und  durch  {CD)  und  eines  der  obigen  Symbole  aua- 
gedrückt  wird, 

.  Def.  IV.  Dieses  Zeichen  oder  diese  Zahl  heisst  das  Mass  des  Verhältnisses 
oder  des  im  ProportionalitiitszusaiiimeuhaDg  stehenden  Paares  {ÄB)y  {ACT). 

Bein.  V.  Ohne  die  Hypothese  VII  in  Bezug  auf  die  Ordnungen  des  Unendlichkleinen 
eines  beliebigen  Segments  (§  100)  zu  machen,  wäre  der  Proportionalitätszusammenhang  in 
absolutem  Sinn  nicht  möglich. 

12. 

Ausdehnung  der  Scalen.  Endliches  Gebiet,  unendlich  grosse  und  nnendlieh 
kleine  Gebiete  in  der  Umgebung  eines  Elements  der  offenen  oder  gesehlossenei 

6ri\ndform  in  Bezug  auf  eine  Einheit. 

§  107.  Bern.  I.  Die  Sätze  g,  §  99  und  c,  §  104  erlauben  uns  bei  dem  Identitäts- 
Terhältniss  von  der  Richtung,  in  welcher  die  identischen  Segmente  durchlaufen  werden,  wie 

i<agen  dann,  das  Verhältniss  der  ersten  zur  zweiten  sei  dem  Verhältniss  der  dritten  zur 
vierten  gleich.  Sie  führen  dabei  das  Verhältniss  als  eine  Art  sich  auszudrucken  ein  —  wir 
wissen  nicht,  wesshalb  sie  nicht  „ungleich"  oder  ein  andres  Wort  benutzen  statt  sich  det 
Zeichens  -=  oder  des  Wortes  „gleich",  welches  einen  logisch  bestimmten  Sinn  hat  (§§8-  11), 
zu  bedienen,  —  und  machen  überdies  das  Verhältniss  von  der  Proportion  abhängig.  Man 
könnte  nach  unsrer  Definition  und  den  Sätzen  i  und  i'  auch  sagen,  das  Paar  (AB),  (ACJ) 
im  Proportionalitätszusammenbang  heinse  Verhältnis»  und  würde  es  so  auch  vom  Proportio- 
nalitätszusammenhang abhängig  machen.  Jedenfalls  aber  sind  nach  den  Sätzen  n,  n',  n" 
Verhältniss  und  Segmentenpaar,  das  im  genannten  Zusammenhang  steht,  gleichbedeutende 
Ausdrücke  (siehe  Anm.  zu  §  117  und  Anm.  2,  §  121^. 

Mittelst  dieses  Zusammenhangs  können  wir  alle  Eigenschaften  der  Verhältnisse  der 
Segmente,  wie  wir  es  hier  mit  einigen  gethan  haben,  wobei  wir  eigentlich  nur  die  Def.  I 
und  den  Satz  b  nöthig  haben,  entwickeln,  um  einen  Satz  zu  beweisen,  der  den  Omnd- 
eigenschaften  der  Ebene  zur  Basis  dient.     Man  kann  sagen 


Sl^!  ^  -(Ic)  --  (^^)  ^  ^'^^•)' 


weil  man  auf  diese  Weise  die  Verhältnisse  den  Segmenten  oder  den  Elementen  der  Grund- 
form in  der  Art  eindeutig  und  in  derselben  Ordnung  entsprechen  lässt,  dass  ein  zwischen 
zwei  gegebenen  Elementen  liegendes  Element  einem  zwischen  den  zwei  enteprechenden 
Verhältnissen    liegenden   Verhältniss    entspricht.     Handelt   es    sich    um   zwei   ^Verhältnisse 

■  ,  ./ »  /  j '  r"V  *  '^^  ^^^  ^*"  erste  grösser  oder  kleiner  als  das  zweite,  je  nachdem  es  grOsser 

( A  Ti  \  ( A'  Ti'\ 

oder  kleiner  ist  als  das  Verhältniss-^  j-*-,  welches    -^rr^  in  dem  durch  {AC)  und  {A'C) 

{A  C )  {A  (..'  ) 

gegebenen  Zusammenhang  entspricht^  weil  dieser  Zusamuienhang  eindeutig  und  in  derselben 

Ordnung  stattfindet  (d). 

Wir  haben  uns  hier  auf  die  Segmente  einer  oder  mehrerer  Grundformen  beschränkt; 

man  kann  jedoch  den  Proportionalitätszusammenbang,  weil   er  nur  von  der  Construction 

abhängt,  mittelst  welcher  die  Segmente  der  Grundform  aus  {A  C)  abgeleitet  werden  (Def.  I), 

auch  zwischen  Paaren  von  beliebigen  Grössen  feststellen,   von  denen  sich  die  eine  aus  der 

andern  auf  die  obengenannte  Weise  ableiten  lässt. 
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wir  es  bisher  nicht  gethan,  abzusehen.  Bisher  haben  wir  die  Scalen  verschiedener  Einheiten 
von  einem  gegebenen  Element  als  Grundanfang  an  in  einer  einzigen  Bichtung  auf  der  offenen 
Grundform  betrachtet  (Bem.  I,  §  79  und  Def.  VII,  §  92).  Jetzt  wollen  wir  sie  auch  in 
entgegengesetzter  Richtung  betrachten  und  da  die  Grundform  in  einer  Richtung  derselben 
Form  in  der  entgegengesetzten  Richtung  identisch  ist  (a,  §  70),  so  können  ihre  Elemente 
von  A  aus  in  einer  Richtung  mit  denselben  Zeichen  versehen  werden,  wie  diejenigen  in 
der  entgegengesetzten  Richtung,  indem  man  denselben  Zeichen  in  den  beiden  Richtungen 
identische  Segmente  von  A  aus  entsprechen  lässt.. 

Hat  man  ein  in  Bezug  auf  {AA^)  unendlich  grosses  Segment  (-d.C),  so  ist,  weil  (CA)  = 
'Jl  {AC)  (c,  §  104)  auch  {CA)  unendlich  gross  von  derselben  Ordnung  in  Bezug  auf  (AA^). 

• 

a.  Wenn  B'  und  B  gegd)ene  Elemente  der  unendlich  grossen  Gd)iete  der 
Ordnung  rj  in  entgegengesetzten  Biditungen  (oder  auf  entgegengesetzter  Seite)  vom 
Anfang  sind,  so  ist  das  Segment  {B'B),  welches  den  Anfang  entliält,  ebenfalls  un- 
endlich gross  von  derselben  Ordnung. 

Ist  (AB')  nicht  gleich  {AB),  so  gibt  es  in  der  Richtung  von  (AB)  ein 

solches  Element  B^,  dass 

{AB')  ==  (AB,)  (a-,  §  70) 

ist. 

Da  aber  (AB^)  unendlich  gross  von  derselben  Ordnung  wie  (AB)  ist,  so 

ist  es  mit  (AB)  endlich  (c,  §  91  und  a,  §  86)  und  mithin  auch  die  Summe 
(AB')  -^  (AB)  (i,  §  82);  folglich  ist  diese  Summe  unendlich  gross  von  der- 
selben Ordnung  (c,  §  91;  a,  §  86).  Es  ist  aber  (AB')  --  (B'A)  (g,  §  99;  c, 
§  104);  daher  ist  (B'A)  +  (AB)  ZsE  (B'B)  endlich  mit  (AB)  oder  unendlich 
gross  von  derselben  Ordnung  wie  (AB)  (c,  §  91  und  a,  §  86). 

Def,  L  Die  endlichen  Gebiete  in  Bezug  auf  eine  gegebene  Einheit  in  den 
beiden  Richtungen  der  Form  von  einem  beliebigen  gegebenen  Element  X  der- 
selben an  (Def.  V,  §  83)  hüden  das  endliche  Gebiet  in  der  Umgebung  des  Ele- 
mentes X  in  Bezug  auf  die  gegebene  Einheit. 

Def.  IL  Die  unendlich  grossen  Gebiete  einer  gegebenen  Ordnung  i]  in 
einer  oder  der  andern  Richtung  von  A  aus  bilden  dagegen  das  unendlich  grosse 
Geinet  der  Ordnung  ri  in  Bezug  auf  die  gegebene  Grundeinheit  (Def.  11  und 
Bem.  m,  §  91). 

b.  Wenn  B  und  B'  Grenzelemente  einer  gegebenen  Ordnung  iy  von  einem 
Element  A  aus  in  der  einen  und  der  andern  Richtung  &ind,  so  ist  in  Bezug  auf 

die  Grundeinheit 

(AB')  =  (AB). 

Denn  sie  sind  die  durch  die  imendlich  grossen  Gebiete  der  Ordnung  rj — 1 
bestimmten  Grenzen^  welche  identisch  sind  (Def.  I,  a",  §  70  und  Bem.  lU,  §  86). 

§  108.  Bern.  I.  Wenn  die  Grundform  geschlossen  ist,  kann  man  sie  auch  als  eine 
offene  Form  betrachten  (b,  §68).  In  diesem  Fall  wäre  zwischen  den  beiden  Arten  der 
Grundform  durchaus  kein  Unterschied,  weil  diese  Form,  wenn  sie  geschlossen  ist,  als  offene 
Form  betrachtet  würde. 

a.  Wenn  ein  Segment  (AB)  der  geschlossenen  Grundform  gegeben  ist,  so  ist 
dasselbe  in  Bezug  auf  die  ganze  Form  entweder  endlich  oder  unendlich  Mein  von 
bestimmter  Ordnung  rj;  es  gibt  desshdb  in  der  Form  keine  in  Bezug  auf  (AB) 
unendlich  grossen  Segmente  von  einer  JüiJieren  Ordnung  als  ij. 
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Dw  geschlossene  Grundform  ist  in  Bezwj  auf  ein  heliMges  gegebenes  Segment 
von  ihr  unendlich  gross  von  bestimmter  Ordnung, 

In  der  Umgebung  eines  jeden  Elcffients  A  gibt  es  in  Bezug  auf  eine  Grund- 
einheit (AB)  ein  endliclies  Gebiet  und  die  unendlidi  grossen  Gebiete  1*"',  2*"... 
Tj^^  Ordnung,  wenn  rj  die  Ordnung  des  Ufiefidlicligrossen  der  Grundform  in 
Bezug  auf  (AB)  ist. 

Die  unendlich  grossen  Gebiete  der  1*®°,  2*®°,  ..,  (tj — 1)*®°  Ordnung  in  der 
einen  oder  der  andern  Bichtung  fallen  nicht  zusammen,  während  die  unendlich 
grossen  Gebiete  der  rj'^  Ordnung  zusammenfallen. 

Demi  will  man  die  geschlossene  Form  als  einfache  Form  ansehen^  so  kann 
man  sie  von  einem  beliebigen  A  ihrer  Elemente  an  als  ein  Segment  betrachten, 
welches  von  zwei  mit  A  zusammenfallenden  Elementen  begrenzt  wird  (a,  §  63), 
während  die  einfachen  Segmente  dieselben  Eigenschaften  in  Bezug  auf  ihre 
Unterabtheilung  in  unendlich  kleine  Theile  und  mithin  auch  in  gleiche  Theile 
behalten  (Hyp.  VII;  a,  d,  §  103).  Wählt  man  aber  ein  Segment  {AB\  welches 
in  Bezug  auf  die  ganze  Form  unendlich  klein  von  der  Ordnung  ri  ist,  so  ist 
die  letztere  in  Bezug  auf  {AB)  unendlich  gross  von  der  Ordnung  iy  (Def.  HI, 
§  86;  Bem.  IV,  §  91)  und  es  gibt  in  diesem  Fall  kein  in  Bezug  auf  {AB) 
Unendlichgrosses  von  höherer  Ordnung,  weil  es  grösser  als  die  ganze  gegebene 
Form  sein  müsste  (Def.  11,  §  82  und  Def.  U,  §  86). 

Es  ist  dies  der  charakteristische  Unterschied  zwischen  der  geschlossenen 
und  der  offenen  Grundform;  denn  in  der  oflenen  Grundform  gibt  es  immer  in 
der  einen  und  der  andern  Richtimg  ein  Segment,  welches  in  Bezug  auf  jedes 
Segment  unendlich  gross  von  beliebiger  gegebener  Ordnung  ist.  Wählt  man 
femer  auf  der  offenen  Fonn  das  Segment  {AB),  so  haben  die  unendlich  grossen 
Segmente  einer  beliebigen  Ordnung  ^]  in  einer  Richtung  kein  gemeinschaft- 
liches Element,  so  dass  also  die  unendlich  grossen  Gebiete  der  Ordnung  iy  nicht 
zusammenfallen,  während  sie  auf  der  geschlossenen  Form  in  Beziehung  auf 
das  Element  A  sich  decken,  weil  sie  mit  der  Form  selbst,  welche  von  A  an 
bis  A  ein  unendlich  grosses  Segment  von  der  Ordnung  ri  ist,  zusammenftJIen. 
Jedes  Element  X' daher,  welches  derart  ist,  dass  (-4  X)  in  einer  Richtung  un- 
endlich gross  von  der  Ordnung  r^  ist,  ist  in  Bezug  auf  die  ganze  Form  endlich; 
das  Element  X  gehört  einem  der  Gebiete  an,  die  von  A  aus  in  entgegen- 
gesetzter Richtung  liegen. 

Die  im  Unendlichgrossen  von  der  Ordnung  vi  liegenden  Grenzelemente, 
welche  die  in  Bezug  auf  die  unendlich  grosse  Einheit  von  der  Orduimg  ij — 1 
im  Uneudlichgrossen  von  der  ersten  Ordnung  liegenden  Gebiete  darstellen 
(Bem.  UI,  §  86)  fallen  wie  die  Gebiete,  die  sie  darstellen,  zusammen,  weil  sie  in 
absolutem  Sinn  Punkte  sind,  in  welchen  die  im  Unendlichgrossen  von  der  Ord- 
nung ri  liegenden  Gebiete  in  der  einen  und  der  andern  Richtung  von  A  aus 
in  Bezug  auf  die  Einheit  von  der  Ordnung  iy  —  1  zusammenfallen  (Def.  IV, 
§  86;  Bem.  DI  und  Def.  11 ,  §  91). 

Bern.  II.  Bei  dem  Uebergaug  von  dem  Gebiet  einer  Einheit  auf  dasjenige  einer 
andren  unendlich  grossen  Einheit  musn  man  sich  gegeuwili-tig  halten,  diiss  die  Grenzelemente 


• 
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in  Bezug  auf  die  neue  Einheit  keine  bestimmten  Elemente  sind,  sondern  ein  ganzes  Gebiet 
von  Elementen  darstellen  (i\  %  85). 

a'.  Jedes  gegebene  Element  eines  endliclien  oder  unendlkh  grossen  Gehiet^ 
einer  Ordnufig,  die  kleiner  als  rj  ist,  in  der  Utngebung  eitles  Elements  der  ge- 
schlossenen Form  theilt  dieses  Gebiet  in  zwei  bezüglich  der  Einheit  dieser  Gebiete 
gleiche  Theile  (a;  a",  §  70). 

13. 
Weiteres  Aber  die  absolnte  nnd  relative  Gleichheit  zweier  Formen. 

§  109.  a.  Die  Gleichheit  zweier  begrenzter  Segmente  der  Grundform  in  Bezwf 
auf  die  absolute  Einheit  bedeutet  GleicMeit  in  absolutem  Sinn, 

Denn  sie  können  nicht  um  irgend  ein  gegebenes  Segment  {AB)  differiren, 
auch  wenn  dieses  unendlich  klein  von  einer  bestimmten  noch  so  grossen  Ord- 
nung ist;  wenn  sie  sich  dagegen  um  ein  absolutes  unendlich  kleines  Segment 
unterscheiden,  so  fallt  dieses  mit  der  absoluten  Null  zusammen  (Def.  I,  §  91). 
a'.  Die  GleichJieit  in  absolutem  Sinn  ergibt  Gleichheit  bezüglich  jeder  Mass- 
einheit 

'  Denn  sind  zwei  Segmente  in  absolutem  Sinn  gleich,  so  sind  sie  es  um  so 
mehr  in  relativem  Sinn  (Def.  HI  u.  IV,  §  9  oder  b',  §  91). 

a".  Die  GleichJieit  zweier  gegebener  endlidier  Segmente  bezüglich  einer  gc- 
gd)enen  Einheit  kann  als  eine  absolute  Gleichheit  afigesehen  werden,  ivetm  nicht 
festgestellt  ist,  dass  sie  um  ein  ühendlicHkleines  in  absolutem  Sinn  differiren. 

Die  Elemente  -4,  JB,  C,  D  stellen  beim  üebergang  zur  absoluten  Einheit 
jedes  bezüglich  der  gegebenen  Einheit  ein  imendlich  kleines  Gebiet  vor.  Man 
denke  sich,  dass  A^B,  C  drei  Elemente  dieser  Gebiete  in  absolutem  Sinn  be- 
zeichnen und  construire  auf  der  Grundform,  welcher  (CD)  angehört,  das  Ele- 
ment D'  der  Art,  dass  {CD')  ^e  {AB)  in  absolutem  Sinn  ist.  Das  Element 
D'  fallt  in  das  durch  D  dargestellte  unendlich  kleine  Gebiet  und  in  relativem 
Sinn  ist  D'  ^  D  (b',  §  91).  Geht  man  daher  von  der  relativen  Einheit  zur 
absoluten  über,  so  kann  man  annehmen,  dass  das  absolute  Element  D  gerade 
D'  sei. 

Wenn  dagegen  schon  festgestellt  ist,  dass  die  Segmente  {AB)  und  {CD) 
in  absolutem  Sinn  ungleich  sind  mid  dabei  bezüglich  einer  Einheit  ihrer  Art 
um  ein  Unendlichkleines  diflferiren,  so  ist  bezüglich  dieser  Einheit  {AB)'t^{CD). 
In  diesem  Fall  ist  also  die  obige  Schlussweise  nicht  mehr  anwendbar. 

b.  Die  Gleichheit  zweier  bezüglidi  einer  gegebenen  Einheit  unendlich  grosser 
oder  unendlich  kleiner  Segmente  ist  im  Allgemeinen  weder  eine  absolute  ywdi  eine 
Gleichheit  in  Bezug  auf  ihre  Einheit,  wenn  sie  von  derselben  Art  sind. 

Denn  zwei  unendlich  kleine  oder  unendlich  grosse  Segmente  sind  in  Bezug 
auf  die  endliche  Einheit  gleich,  während  sie  in..  Bezug  auf  eine  unendlich 
kleine  oder  unendlich  grosse  Einheit  ungleich  sein  können  (i,  h,  §  85  und 
b',  §  91). 

Yexo|i«s«,  Geometrie.  VA 
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c.  Zwei  ulmtische  Formen  müssen  di<is  in  absolutem  Sinn  und  mithin  auch 
in  Bezug  auf  eine  beliehiye  relative  Ei}ilieit  sein, 

Deun  differirteu  sie  in  irgend  Etwas,  es  sei  denn  in  der  Verschiedenheit 
der  Position,  so  wären  sie  niclit  mehr  identiscli  (Def.  III,  Bern.  lU,  §  9  und 
Bern,  in,  §  58). 


YII.  Kapitel. 

Formen  von  mehreren  Dimensionen.  —  Das  Gebiet  aller  Formen. 
—  Extensive  und  intensive  Grösse  einer  Form  und  insbesondre 

der  Grundform. 

1. 

Deflnition  der  Formen  von  mehreren  Dimensionen  nnd  ihr  Gebiet. 

§  110.  Def,  L  Wird  ein  System  einer  Dimension  auf  ein  andres  System 
einer  Dimension  a  (Def.  I,  §  62)  bezogen,  indem  man  dieses  als  neues  Element 
ansieht,  so  heisst  es  System  oder  Form  von  zwei  Dimensiotien  in  Bezug  auf 
das  Grimdelement  von  a  (Def.  I,  §  57).         . 

Im  Allgemeinen  heisst  ein  System  einer  Dimension  auf  ein  System  von  iy  —  1   . 

Dimensionen  als  neues  Element  bezogen,    ein  System  oder  eine  Form  von  ii 

Dimensionen  in  Bezug  auf  das  Grundelement. 

Bern.  I.  Die  vorstehende  Definition  setzt  voraus,  dass  die  Klem^nt^  eines  Systems 
einer  Dimension  identisch  sind  (Def.  I,  §  62  und  Def.  I,  §  57).  Wir  können  annehmen,  sie 
seien  es  nicht  und  behaupten: 

Def.  IL  Wenn  eine  Form  gegeben  ist,  welche  durch  mehrere  Formen 
einer  Dimension  a  a"  a"  ...  a''  in  Bezug  auf  das  Gnmdelement  bestimmt  ist 
und  weim  sich  zwischen  den  Elementen  von  a  a  d"  ...  a''  ein  eindeutiger 
Zusammenhang  von  derselben  Onbiung  derart  feststellen  lässt,  dass  die  sich 
entsprechenden  Elemente  ein  System  einer  Dimension  bestimmen,  so  heisst 
die  gegebene  Form  auch  evne  Form  von  zwei  Dimensionen  in  Bezug  auf  das 
Grundelement. 

Auf  diese  Weise  kami  man  Formen  von  einer  beliebigen  gegebenen  An; 
zahl  von  Dimensionen  definiren. 

a.  Die  Form,  welcJie  durch  alle  auf  Grmul  der  obigen  Frincipien  bestimnUen 
Formen  gegeben  i^t  and  in  weMier  die  letzterefn  entJudten  siml  (Def.  I  und  Def.  11, 
§  13),  h<it  keine  bestimmte  Anzahl  von  Dimensionen, 

In  der  That  ist  die  Construction  der  Formen  von  mehreren  Dimensionen 
imbegrenzt;  denn,  setzt  man  voraus,  eine  Form  von  rj  Dimensionen  sei  gegeben, 
so  kann  man  eine  solche  von  y]-{-l  Dimensionen  construiren. 
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2. 
Extensive  und  intensive  GrOsse  der  Formen  nnd  der  Grnndform.  ^) 

§  111.  Def.L  Extensive  Grösse  einer  Form,  welche  nicht  ein  einziges  Element 
ist  (Def.  IV,  §  57),  heisst  die  Form  in  den  Beziehungen  der  Position  zwischen 
ihren  Theilen  betrachtet  und  abgesehen  von  den  übrigen  Beziehimgen  der  Gleich- 
heit (Def.  ffl,  §  9)  und  der  Ungleichheit  mit  andern  Formen  (Def.  I,  ü,  §  61). 

Def.  IL  Unter  intensiver  Grösse  oder  Quantität  einer  Form,  welche  nicht 
ein  einziges  Element  ist  (Def.  FV,  §  57),  versteht  man  die  Form,  insofern  man 
sie  als  einer  andern  identischen  Form  in  jeder  Vereinigimg  (§  29)  mit  andern 
Formen  substituirbar  betrachtet  (Bem.  HI,  §  58),  abgesehen  mithin  von  den 
Verhaltnissen  der  Position. 

a.  Wenn  man  bei  einer  Form  die  Verhältnisse  der  Position  iJirer  Theile 

» 

unter  sich,  welche  nicht  ein  einziges  Element  sind,  nicht  herücJcsichtigt,  so  ist  die 
restdHrende  Form  die  intensive  Grösse  der  gegebenen  Form. 

Berücksichtigt  man  die  Verhältnisse  der  Position  der  Theile  unter  sich 
nicht,  so  kann  man  den  Theilen  A  imd  -B  u.  s.  w.  der  Form  .jP  zwei  beliebige 
identische  Formen  A  und  B'  u.  s.  w.  substituiren,  das  heisst  also,  man  be- 
trachtet nur  die  intensive  Grösse  dieser  Theile  (Def.  II).  Auf  diese  Weise 
kann  man  den  Theilen  A  und  B  ü.  s.  w.  der  Form  F,  die  mit  einer  andern 
Form  F^  vereinigt  ist,  beziehungsweise  die  Theile  Ä  und  B'  u.  s.  w.  einer  mit 
F  identischen  Form  F'  substituiren  imd  da  jede  Form  durch  ihre  Theile  ge- 
geben ist,  kann  man  die  Form  F  in  ihrer  Vereinigung  mit  F^  durch  die  Form 
F*  ersetzen;   mithin  u.  s.  w.  (Def.  II). 

Bem.  I.  Der  Begriff  „grösser"  und  „kleiner"  bezieht  sich  bei  zwei  Formen  nach 
Def.  I  und  II,  §  61  nur  auf  die  intensive  Grösse  der  ^omiep*  (a ,  §  61  und  Def.  II). 

Wenn  man  daher  eine  Form  nur  in  den  Beziehungen  der  Gleichheit  und  Ungleichheit 
zu  andern  Formen  betrachtet  (Def  I  und  II,  §  61),  so  sieht  man  von  ihren  Verhältnissen 
der  Position  zu  andern  Formen  oder  zwischen  ihren  Theilen  (a)  ab  und  man  erhält  mithin 
die  intensive  Grösse  der  gegebenen  Form. 

b.  Die  JEigensdiaft  des  Sataes  a  kann  als  Definition  der  intensiven  Grösse 
bedachtet  werden. 

« 

Denn  aus  ihr  erhält  man  durch  einen  ähnlichen  Beweis  die  Eigenschaft 
der  Definition  11. 

c.  Eine  Form  hat  nur  eine  intensive  Grösse,  während  einer  intensiven  Grösse 
mehrere  Formen  entspredien  können.  ^ 

Der  erste  Theil  des  Satzes  geht  unmittelbar  aus  der  Definition  selbst 
hervor  (Def  L  §  38).  Für  den  zweiten  Theil  genügt  die  Bemerkmig,  dass  alle 
identischen  oder  aus  identischen  Formen  zusammengesetzten  Formen  dieselbe 
intensiye  Ghrösse  haben. 

Bez.  L  Für  die  Gleichheit  zweier  intensiven  Grössen  benutzen  wir  das 
Zeichen  =  und  schreiben  A  =  B  (Def.  IV,  §  9). 

1)  Von  diesem  Abschnitt  wie  von  andern  Sätzen  machen  wir  in  der  Geometrie  keinen 
G«brauch(  siehe  die  Vorrede),  weil  wir,  statt  uns  von  Anfang  an  auf  zu  viele  allgemein»» 
Begriffe  zu  stützen,  es  für  besser  halten,  die  Definitionen  der  intensiven  Grösse  und  der 
stetigen  Gebilde  dann  zu  geben,  wenn  es  uns  nötliig  oder  nützlich  scheint. 

13* 
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Bef,  II L  Sind  zwei  intensive  Grossen  A  und  B  der  Art,  dass  Ä>Bf  so 
heissen  sie  honiogefi,  wenn 

^i?>^ist,  (Def.  I,  n,  §  61) 

worin  tj  eine  beliebige  bestimmte  Zahl  der  Classe  (//)  der  ganzen  endlichen 
und  imendlich  grossen  Zahlen  ist  (Def.  V,  §  91).  ^) 

Def,  IV.  Eine  Form,  welche  dazu  dient  die  intensiven  Grossen  zweier 
homogenen  Formen  Ä  und  B  zu  vergleichen,  heisst  Masseinlieit  der  Grössen 
A  und  B. 

d.  Für  die  intensiven  Grössen  (AB),  {A!B')  zweier  Segmente  der  Gfjind- 
fonn  ist 

(AB)  +  (AB')  =  (A'B')  +  (AB)       (e,  §  W)  oder  a,  §  104). 

e.  {AB)  --=  (BA), 

Bern.  IL  Der  erste  Satz  gibt  uns  das  Commutationsgesetz  der  intensiven  GrOssen 
mit  dem  Unterschied,  dass  bei  den  Sätzen  e,  §  99  und  a,  §  104  die  Segmente  consecntiT 
sein  müssen,  während  dies  bei  den  intensiven  Grössen  nicht  der  Fall  zu  sein  braucht 
(Def.  II).  Der  zweite  Satz  sagt  aus,  dass  die  intensive  Grösse  eines  Segments  der  Grund- 
form von  der  Richtung  der  letzteren  unabhängig  ist. 

Bein.  III.  Auch  für  die  intensiven  Grössen  gelten  die  übrigen  Sätze  der  §§  99  und 
103 — 104  und  die  für  Vielfache  und  Kactoren  eingeführten  Bezeichnungen. 

f.  Zwei  in  intensiver  Grösse  gleiche  StRffi)iente  sind  identisch. 

Sind  (AB)  und  (CD)  zwei  beliebige  Segmente,  so  tritt  einer  der  drei 
Fälle  ein 

(^ J?)  I  (CD) .  (b,  §73;  b,  c,  §  61) 

Ist  (AB)  (GD)y  so  sind  die  intensiven  Grössen  von  (AB)  und  (CD) 
gleich  (Def.  m,  IV,  §  9  ^md  Dfef.  ü).  Ist  (AB)  >  (CD),  so  gibt  es  in  (AB) 
ein  Segment  (AB^)  .  (CD)  (b',  §  69),  welches  dieselbe  intensive  Grösse  wie 
(CD)  hat,  während  die  intensiven  Grössen  von  (AB^)  und  (AB)  um  diejenige 
von  (B^B)  differiren  (Bem.  I). 

Wenn  nun  umgekehrt  die  zwei  Segmente  (AB),  (CD)  gleiche  iniiensive 
Grösse  haben,  so  müssen  sie  identisch  sein,  deim  wäre  nicht  (AB)  ?^  (CD),  so 
würden  nach  dem  Vorstehenden,  die  Segmente  (AB)  und  (CD)  in  intensiver 
Grösse  nicht  gleich  sein. 

g.  Die  intensive  Grösse  der  Grundform  und  ihrer  Theilc  ist  von  der  Position 
ihrer  gegebenen  un^  verschiedoten  Elemente  aber  nicht  von  dem  unbegrenet  Idekim 
Segment  unabhängig. 

{AB)  sei  ein  gegebenes  Segment  mit  verschiedenen  Enden.  Man  kann  ' 
(AB)  in  71  gleiche  Theile  {AÄ)  {Ä Ä')  (Ä' Ä")  ...  (B'" B'')\B'' B')  (B'B) 
zerlegen  und  den  Segmenten  (AA)  (4!A")  ...  (B'B)  beliebige  andre  identische 
Segmente  {AiA\)  (A\A\)  ...  substituiren,  die  ausserhalb  der  gegebenen  Form 
liegen  (a).  Die'  intensive  Grösse  ist  mithin  von  der  Position  von  A",  Ä^, 
u.  s.  w.  B  unabhängig,  aber  abhängig  von   derjenigen  von  Ä  in  Bezug  auf  A^ 


V)  Durch  diese  Definition  soll  nicht  ausgeschlossen  sein,  dass  r\  auch  andern  ClaMen 
luoglichor  Zahlen  angehören  kann  (siehe  Anm.  zu  §  4). 
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•  weil  (AiÄ\)  =^  (j^^')  sein  muss.  Wenn  rj  wächst,  so  sieht  man,  dass  in  der 
intensiven  Grösse  A  von  Ä'  unabhängig  ist,  während  man  ein  immer  kleineres 
Segment  {ÄX)  erhält;  das  heisst  den  gegebenen  Elementen  des  Segments 
(AB)  kann  man  von  A  aus  andre  ausserhalb  dieses  Segments  liegende  Elemente 
substituiren.  Durch  dieses  Verfahren  wird  (AX)  unbegrenzt  klein  (d,  §  90 
oder  e,  §  103).  Es  bleibt  mithin  immer  das  imbegrenzt  Kleine  übrig,  von 
welchem  die  intensive  Grösse  abhängt,  das  heisst,  sie  hängt  von  der  Position 
der  Elemente  im  unbegrenzt  Kleinen  ab,  wenn  freilich  auch  diese  Elemente 
für  uns  unbestimmt  sind.  Oder  mit  andern  Worten:  Lässt  man  auf  die  an- 
gegebene Art  den  Elementen  der  Grundform  andre  Elemente  entsprechen,  so 
müssen,  damit  sich  die  intensive  Grösse  nicht  ändere,  zweien  unbegrenzt  nahea 
Elementen  der  Grundform  zwei  unbegrenzt*  nahe  Elemente  einer  andern  oder 
derselben  Grimdform  entsprechen. 

Bern.  IV.  Es  wäre  mithin  ein  Irrthnm,  wollte  man  behaupten,  die  intensive  Grösse 
eines  Segments  wäre  von  dem  Unterschied  in  der  Position  ihrer  sämmtlichen  Elemente 
unabhängig,  weil  alsdann  bei  dem  genannten  Zusammenhang  zweien  unbegrenzt  nahen 
Elementen  zwei  ebenfalls  unbegrenzt  nahe  wenn  auch  unbestimmte  Elemente  auf  der  Grund- 
form nicht  zu  entsprechen  brauchten. 

•     g'.   Ist  die  intensive  Grösse  eines   Systems  mit  derjenigen   der  Grundform 

oder  eines  Theüs  von  ihr  homogen,  so  ist  das  unbegrenzt  Kleine  des  Systetns  ein 

unbegrenzt  Kleines  der  Grundform. 

Denn  die  Theile  des  Systems  kann  man  in  Bezug  auf  ihre  intensive  Grösse 

durch  Segmente  der  Grundform  ersetzen.     Die  intensive  Grösse  der  Grundform 

aber  hangt  von  dem  unbegrenzt  Kleinen  derselben  ab  (g)  und  der  intensiven 

Ghrosse  wegen  müssen  zweien  unbegrenzt  nahen  Elementen  der  Grundform  zwei 

unbegrenzt  nahe  Elemente  derselben  oder  einer  andern  Grundform  entsprechen, 

wie   aus  der  Definition   der  intensiven  Grösse  und  dem  Beweis  des  Satzes  g 

hervorgeht.     Daraus  folgt  g'. 

Bern.  V.  Diese  Eigenschaft  besitzt  jedes  gegebene  Segment,  das  man  aus  einer 
Anzahl  ij  von  Segmenten  der  Grundform,  die  nicht  in  einer  dieser  Formen  liegen,  erhält. 
Dabei  können  diese  Segmente  in  absolutem  oder  relativem  Sinn  unbegrenzt  abnehmen, 
wenn  man  nur  in  dem  Gebiet  einer  einzigen  Einheit  bleibt.  ^) 


1)  Die  Definitionen  U.  Grassmann'a  von  extensiver  und  intensiver  Grösse  sind  den 
onsrigen  im  Grund  ähnlich,  wenn  die  seinigen  auch  dunkel  sind.  Er  sagt  (Ausdehnungs- 
lehre  1844  S.  XXIV):  „Die  intensive  Grösse  ist  das  durch  Erzeugung  des  Gleichen  Gewor- 
dene, die  extensive  Grösse  oder  die  Ausdehnung  ist  das  durch  Erzeugung  des  Verschie- 
denen Gewordene."  Diese  Sprache  ist  um  so  dunkler,  als  er  vorher  die  Begriffe  des  Gleichen 
und  Verschiedenen  nicht  vollständig  erklärt  hat;  er  macht  jedoch  seinen  Begriff  deutlicher, 
indem  er  sagt,  die  geometrische  Linie  sei  zwar  eine  extensive  Grösse,  könne  aber  als 
intensive  Grösse  betrachtet  werden,  „wenn  man  von  der  Art,  wie  ihre  Elemente  auseinander 
gind,  absieht".  Er  versteht  unter  Element  (S.  XXVÜ)  einen  unbegrenzt  kleinen  Theil 
(siehe  Anm.  3  zu  §  97),  nicht  wie  wir  ein  Ding,  welches  nicht  Theil  des  Continuums  im 
Sinn  des  Satzes  d,  §  105  ist  (Bem.  I,  §  76;  Bem.  IV,  §  106),  wenn  es  auch  solche  Theile  in 
sich  enthalten  kann  (Def.  I,  §  57). 

Nach  uns  also  muss  man  sagen :  Das  vornehmste  Charakteristicum  oder  Merkmal  der 
Linie  wie 'der  übrigen  geometrischen  Gebilde  ist  die  Verschiedenheit  der  Position  ihrer 
Punkte  und  mithin  ihre  extensive  Grösse  (Def.  I);  die  Linie  ist  jedoch  nicht  nur  eine 
extensive  Grösse;  denn  sie  hat  auch  eine  intensive  Grösse.  Es  ist  ferner  zu  bemerken, 
dass  bei  Grassmann  die  extensive  und  intensive  Grösse  continuirlich  sind  (siehe  die  ange- 
führte Anm.),  während  unsre  Definitionen  auch  für  discrete  Formen  gelten. 
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VIII.  Kapitel.») 

Beeile,  relatiye  nnd  absolute,  positiye  und  negatiye  ZahleiL 

1. 

Positive  und  negative  Richtung  der  Grnndform.  —  Positive  und  negative  Seg- 
mente. —  ünterscbeidnngsmerkmal  zwischen  den  einen  nnd  den  andern.  — 

Uebereinkommen  fiber  die  Zeicben  +  nnd  — . 

§  112.    Bern.  L    Sind  zwei  Segmente  (AB)  und  {A! B')  unabhängig  von  der  Grand- 

form,  in  welcher  sie  liegen,   gegeben,  so  ist,   wenn  [AB)  einen  mit  {AB')  identisclien 

Theil  enthalt 

{AB)  >  {A'B'),  {AB')  <  {AB)  (Def.  I,  II,  §  61) 

und  weil 

{AB')  ZI  {B'A)  .  (g,  §  99  oder  c,  §  104) 

so  ist  auch 

{AB)>{B'A).  (Def.  n,  §61) 

Bei  diesem  Kriterium  von  „grösser**  und  „kleiner**  sowie  bei  demjenigen  der  abso- 
lut-en  Identität  werden  die  Verhältnisse  der  Formen  in  einem  beliebigen  Ganzen,  dem  sie 
etwa  angehören,  nicht  in  Betracht  gezogen,  sondern  nur  die  Formen  abgesondert  an  sieh 
(Bem.  ni,  §  68  und  a,  §  61).  Dies  ist  auch  bei  zwei  Segmenten  der  Grundform  der  Fall. 
Es  bedeutet  nicht,  das»  der  Begi-iff  von  „grösser**  und  „kleiner**  sowie  von  „identiBch"* 
nicht  von  der  Ordnung  der  Theile  der  Formen  selbst,  welche  verglichen  werden  und  mit- 
hin ihrer  Elemente  abhänge,  sondern  es  bedeutet,  dass  man  nur  ihre  Ordnungen  sich 
und  nicht  im  Verhältniss  zu  andern  Formen,  denen  sie  angehöcen,  betrachtet.  Und  wenn 
auch  {AB)  und  {AB')  der  nämlichen  Grundform  angehören,  wenn  sie  identisch  sind,  so 
sind  sie  eß  in  Folge  des  Princips  b,  §  60  unabhängig  von  der  Richtung  des  Systems. 

Wollten  wir  aber  festsetzen,  auch  die  Richtung,  in  welcher  die  Segmente  in  der  Grund- 
form durchlaufen  werden,  sei  ein  Merkmal  dieser  Segmente,  so  schränken  wir  offenbar  den 
Begriff  der  Identität  zweier  gesondert  betrachteter  Segmente  sowie  den  Begriff  von  „grösser" 
und  „kleiner**  ein,  indem  wir  ihnen  ein  Merkmal  beilegen,  welches  ihnen  an  sich  betrachtet 
nicht  zukommt,  weil  es  die  Position  und  Orilnung  in  Bezug  auf  Elemente  betrifft,  die 
ausserhalb  derselben  liegen. ')  Man  muss  ztisehcn,  ob  man  nicht  das  Merkmal  von  „grösser^ 
und  „kleiner**  bei  der  Vergleichung  von  Segmenten  entgegengesetzter  Richtung  ändern 
kann,  ohne  in  Widers})ru(.-]i  mit  dem  obigen  Merkmal  zu  gerathen,  welches  alsdann  fSr  die 
Segmente  einer  gegebenen  Richtung  der  Form  gelten  muss.  •^) 

Def.  L  Eine  beliebige  gegebene  Richtung  der  Grundform,  in  welcher  das 
früher  festgesetzte  Merkmal  von  „grösser''  und  „kleiner'*  gilt  (Def.  I,  11,  §  61), 
heisst  positive,  die  entgegengesetzte  negative  Bi<ilitung.  Die  in  der  ersten 
Richtung  durchlaufenen  Segmente  heissen  positive,  die  in  entgegengesetzter 
Richtung  durchlaufenen  negative  SegmeiiUi, 

Def,  IL  Wenn  wir  sagen,  zwei  Segmente  seien  ihrem  absoluten  Werih 
nach  gleich  oder  ungleich,  so  beziehen  wir  uns  stets  auf  das  oben  angegebene 
Merkmal,  das  heisst,  imabhängig  yon  der  Riohtung  der  Form,  in  welcher  sie 
durchlaufen  werden. 

1)  Von  diesem  Kapitel  machen  wir  in  den  Fundamenten  der  Geometrie  keinen  Gebrauch. 

*2)  Es  ist  dies  im  Grunde  genommen  auch  bei  der  Definition  der  Gleichheit  zweier 
geometrischer  Gebilde  mittelst  der  intuitiven  Vorstellung  <lor  Bewegung  ohne  Deformation 
in  dem  Raum  Sg  (oder  S^)  der  Fall  (siehe  Vorrede  und  z.  B.  Theil  I,  Cap.  I). 

3)  Siehe  Bem.  IV. 
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Bern.  H.  Es  gibt  also  von  einem  Element  -4  an  in  der  positiven  Richtung  nur  ein 
einziges  Segment  (AB),  alle  andern,  die  von  J.  an  in  dieser  Richtung  liegen,  sind  grösser 
oder  kleiner  als  (AB)  (c,  §  66;  c',  §  68;  b,  §  73). 

Def,  IIL  Bei  der  Vergleicliung  positiver  und  negativer  Segmente  halten 
wir  uns  an  das  Merkmal,  dass,  wenn  man  zu  einem  gegebenen  Segment  a  zwei 
positive  oder  negative  Segmente  b  und  c  addirt  und  wenn  die  resultirenden 
Segmente  positiv  und  das  eine  grösser  als  das  andre  ist,  von  den  beiden  Seg- 
menten b  imd  c  dasjenige  das  grössere  ist,  welches  das  grössere  Resultat  liefert 
(f,§73). 

a.  Die  negativen  Segmente  sind  kleiner  als  die* positiven  und  von  zwei  ne- 
gativen Segmenten  ist  im  Vergleich  mit  den  positiven  dasjenige  das  grössere,  welches 
in  absolutem  Sinn  das  kleinere  ist. 

Es  sei  das  Segment  (ÄJB)  in  positiver  Bichtimg  gegeben  und  man  füge 
demselben  in  derselben  Richtung  ein  beliebiges  Segment  (BC)  hinzu,   so  ist 

{ÄC)>  (AB).  (Def.  I,  §62) 

Hat  man  dagegen  ein  Segment  (BC)  von  entgegengesetzter  Richtung 
und  in  absolutem  Sinn  kleiner  als  {AB),  so  dass  also  C  in  (AB)  liegt  (b, 
§  36  und  c,  §  68),  so  ist: 

(AC)  <  (AB)  (Dei  I,  §  61) 

und  mithin  nach  dem  aufgestellten  Merkmal  (Def.  TU) 

ißC)  <  (BC) 
wenn  auch  (BC)  in  absolutem  Sinn  grösser  als  (BC)  sein  kann. 

Auf  der  andern  Seite  sei  (BC")  ein  dem  abso- 

.„* luten  Werth  nach  grösseres  Segment  als  (AB)  und 

^*«-  ^*-  in  negativer  Richtung  gelegen,   so  dass   also  A  in 

dem  Segment  (C'B)  liegt  (b,  §  36;  Def  I,  §  62;  c,  §  68).     Wir  suchen  uns 
ein  in  positiver  Richtung  gelegenes  Segment  (A^B)  aus,  welches  C"  enthält. 
Nimmt  man   an,   die   Segmente   (BO),  (BC),  (BC)   würden   dem   positiven. 
Segment  {A^B)  hinzugefügt,  so  erhält  man: 

Damit  ist  der  Satz  bewiesen  (Def.  DI). 

Bern.  III.  Unter  den  Symbolen  +  {AB\  —  [  —  {AB)^,  oder  einfach  {AB)  versteht 
man  dasselbe  Segment  (AB)  insofern  es  von  A  nach  B  hin  durchlaufen  wird  (c,  §  77). 

Uebereink.  L  Wir  woUen  nwn  in  Bezug  auf  die  positive  und  negative 
Bichümg  der  Form  die  Uebereinkunft  treffen,  dass  (AB)  oder  +  (^B)  von  A 
nach  B  in  positiver  Bickhing  durchlaufen  werden  muss  und  dass  (AB),  wenn  es 
mit  dem  Zeichen  —  versehen  ist,  immer  in  negativer  Richtung  durdilcmfen  wird. 

Von  den  beiden  (AB)  gleichen  Segmenten,  welche  in  der  Form  dasselbe 
Ende  A  haben  (a'  §  70),  wird  desshalb  das  eine,  welches  in  positiver  Richtung 
durchlaufen  wird,  mit  +  (-^^)  ^^^^  iA^\  ^^^  andre  mit  dem  Symbol  -r-  (AB) 
bezeichnet.  Soll  aber  (AB)  und  —  (^B)  dasselbe  Segment  bedeuten,  so  gibt 
—  (AB)  an,  dass  das  Segment  in  negativer  Richtung  nämlich  von  B  nach  A 
hin  durchlaufen  wird. 
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Bern.  IV.  Betrachtet  man  das  in  einer  gegebenen  Richtung  einfach  homogene  System 
(Def.  I,  §  68)  und  nicht  das  in  der  Position  seiner  Theile  identische  System  (Def.  I,  §  70), 
so  können  wir  in  Bezug  auf  positive  und  negative  Segmente  ähnliche  Betrachtungen  an- 
stellen, obwohl  die  Segmente  dieselbe  Richtung  haben.  Setzt  m^  der  grösseren  Ein£ftch- 
heit  wegen  eine  offene  Form  voraus,  so  theilt  ein  Element  Ä  sie  in  zwei  Theile  (c,  §  65). 
Der  Theil,  in  welchem  sich  alle  Elemente  von  A  an  in  der  Richtung  des  Systems  befinden, 
heisst  der  positive,  der  andre  der  negative  Theil. 

Wir  haben  mithin  von  dem  Airfang  Ä  an  positive  und  negative  Segmente.  Ist  z.  B. 
{AB)  positiv,  so  heisst  das,  dass  B  in  Bezug  auf  A  nach  der  positiven  Seite  zu  liegt  odest 
dass  es  das  zweite  Ende  des  von  A  aus  in  der  Richtung  des  Systems  gelegenen  Segments 
ist.  Ist  (AB)  negativ,  so  befindet  sich  B  in  dem  negativen  Theil  und  ist  das  erste  Ende 
des  Segments,  welches  in  Bezrt^  auf  A  in  der  gegebenen  Richtung  liegt. 

Wenn  wir  ferner  den  Umstand,  dass  die  Segmente  auf  derselben  oder  auf  entgegen- 
gesetzter Seite  in  Bezug  auf  A  liegen,  als  Merkmal  derselben  ansehen,  so  sind  die  beiden 
Segmente  {B' A)  und  {AB),  welche  die  Richtung  des  Systems  haben  und  mit  einem  ge- 
gebenen Segment  identisch  sind  (b',  §  69),  nicht  länger  gleich,  wie  es  nach  der  yorigen 
Methode  bei  den  beiden  Segmenten  (AB)  und  (AB')  derart  der  Fall  war,  dass  von  B* 
aus  in  der  Richtung  des  Systems  (B'  A)  z=:  (AB)  war. 

Weil  aber  die  positiven  Theile  von  zwei  Elementen  A  und  B  aus  einen  gemeinsamen 
Theil  haben,  nämlich  wenn  A  das  erste  der  beiden  Elemente  in  der  Richtung  des  Systems 
ist,  den  ganzen  von  B  aus  in  dieser  Richtung  gelegenen  Theil  jB  . . . ,  so  können  wir  von 
einem  positiven  oder  negativen  Theil  der  Form  in' Bezug  auf  ein  gegebenes  Element  als 
Anfang  sprechen,  ohne  dass  eine  Zweideutigkeit  hinsichtlich  der  positiven  und  negativen 
Segmente  möglich  ist,  sobald  nur  die  Richtung  des  Systems  gegeben  ist.  Dabei  tcerden 
di€  Segmeytt^  stets  in  derselben  Richtung  betracfUet. 

Die  beiden  Methoden  unterscheiden  sich  also  durch  dieSe  Eigenschaft, 'denn  bei  der 
ersten  haben  die  negativen  Segmente  die  entgegengesetzte  Richtung  wie  die  positiven. 
Aus  dieser  Bemerkung  folgt,  wie  ma^  in  der  Folge  noch  besser  sehen  wird,  dass  die 
Theorie  der  negativen  und  positiven  Zahlen  von  der  charakteristischen  Eigenschaft  des  in 
der  Position  seiner  Theile  identischen  Systems  unabhängig  ist.  Die  letztere  eignet  sich 
jedoch  besser  zur  Aufstellung  der  Sätze  über  die  positiven  und  negativen  Segmente. 


2. 

Negative  und  positive  Zahlen.  —  Grnndoperationen  mit  positiven  nnd  nega- 
tiven .ganzen  Zahlen. 

§  113.  Bern.  I.  Wenn  man  auf  der  Grundform  in  einer  und  der  andern  Richtong 
die  Scala  der  Einheit  (AA^)  und  die  Scalen  der  in  Bezug  auf  die  Grundeinheit  {AA^) 
unendlich  grossen  und  unendlich  kleinen  Einheiten  mit  dem  Grundanfang  A  betrachtet 
(Def  VII,  §  97),  so  stellen  die  Enden  der  consecutiven  der  Einheit  in  einer  und  der  andern 
Richtung  gleichen  Segmente  die  Zahlen  der  Classe  (//)  dar,  vorausgesetzt  dass  die  Einheit 
(AA^)  die  Einheit  1  der  Zahl  vorstellt. 

Def'.  L  Wie  wir  im  vorigen  Paragraphen  die  Segmente  der  Form  in  po- 
sitive und  negative  miterschieden  und  die  in  der  ersten  Richtung  durchlaufenen 
mit  dem  Zeichen  -|-,  die  der  entgegengesetzten  Richtung  mit  —  versehen 
haben  (XJebereink.  I,  §  112),  so  müssen  wir  den  positiven  imd  negativen  Seg- 
menten entsprechend  die  Zahlen,  welche  die  ersten  bezeichnen,  von  d^nen,  welche 
die  zweiten  bezeichnen,  unterscheiden  und  nennen  daher  die  ersten  posUwe 
die  letzteren  'negative  Zahlen j  versehen  sie  mit  den  Zeichen  +  und  —  und 
schliessen  sie  wenn  nöthig  in  Klammern.     Es  ist 

(-{-  a)  =  -j-a  '^  a 
( — a)  =^  —  a. 
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Und  da  wir  die  Zahlen  der  Classe  (11)  zum  Untersohied  von  andern  mög- 
lichen Zahlen  ganze  Zahlen  genannt  haben  (Def.  V,  §  91),  so  ist  mithin  die 
Reihe  der  ganzen  positiven  Zahlen 

+  1,  +2,  +3,  ...,  +71,  ... 
oder  auch 

1  2  3  ...  1?  ...  (II) 

und  diejenige  der  negativen  Zahlen: 

-1,  -fi,  -3,  ...,  ~iy,  ...  (II,) 

Def.  IL  Unter  absolutem  Werth  einer  Zahl  verstehen  wir  wie  bei  dem 
Segment  der  Grundform  (Def.  II,  §  112)  die  Zahl  selbst  unabhängig  vom  Zeichen. 
Daher  heissen  die  2iahlen  der  Classe  II  (§  91)  auch  absolute  Zahlen,  wenn  man, 
wie  wir  bisher  gethan  haben,  keinen  Unterschied  zwischen  positiven  und  nega- 
tiven Zahlen  macht. 

a.  Vergleicht  man  die  positiven  Zahlen  mit  den  fiegaiiven,  so  sind  die  nega- 
tiven Zahlen  sämmtlich  Meiner  als  die  positiven  und  von  zwei  negativeti  Zahlen 
ist  diejenige  die  grossere,  weldie  dein  absoluten  WerOv  nach  Jdeitier  ist  (a,  §  112). 

Es  ist  z.  B.  —  7  <  —  3,  während  7  >  3  ist. 

a'.  Vertauscht  tnan  die  Zeichen  +  und  — ,  so  miiss  man  statt  >  das  Zeichen 
<  setsefi. 

b.  Die  beiden  Glossen  der  positiven  und  negativen  ZaJden  werden  durch  die 
Zahl  Null  getrennt. 

Der  Grundanfang  A  der  Scala  ist  das  Trennungselement  der  beiden  Scalen 

positiver  und  negativer  Segmente  von  Ä  aus  und  stellt  sowohl  in  der  einen 

wie  in  der  andern  Richtung  das  Segment  NuU  .dar  (Bem.  I  imd  a,  §  76). 

Bern.  II.  Aus  der  Definition  selbst  geht  hervor,  dass  die  Operationen  mit  den  posi- 
tiven und  negativen  Segmenten  (Def.  I,  §  112)  uns  die  Operationen  mit  den  positiven  und 
negativen  Zahlen  liefern. 

c.  Wenn  b  eine  beliebige  Zahl  ist,  so  ist 

6= -(-6). 

•Es  ist  z.  B.  (BC)  -  —  {CB)  (c,  §  77);  denn  wenn  (BC)  die  Zahl  b  dar- 
stellt, so  stellt  (CB)  die  Zahl  —  b  dar,  weil  unabhängig  von  der  Richtung  der 
Grundform  {CB)  =  {BC)  ist. 

Bern,  III.  Wenn  (vgl.  Bem.  IV,  §  112)  {B' A)  ee  {AB)  mit  der  Einheit  identisch  ist, 
so  stellt  B  die  Zahl  1  oder  +1,  B'  die  Zahl  —  1  oder  (—  1)  in  Bezug  auf  A  dar.  Man 
kann  sich  dann,  um  den  Satz  c  zu  beweisen,  nicht  auf  den  Satz  {OB)  '^.-  (BC)  stützen, 
sondern  hat  zu  beachten,  dass  (CB)  dasselbe  Segment  wie  (BC)  ist,  aber  auf  das  Element 
C  als  Anfang  bezogen  und  dass  es  mithin  die  Zahl  —  h  darstellt. 

§  114.    Addition  und  Siibtraction. 

a.  Die  Addition  und  Subtradion  der  ganzen  negativen  ZaJden  werden  so 
ausgeführt,  als  wären  diese  ZaJden  absolut,  und  dem  Eesultat  unrd  das  ZeicJtefi 
—  gegeben. 

Die  Addition  mehrerer  positiver  oder  negativer  Zahlen  wird  dargesteljt, 
indem  man  von  dem  Anfang  an  in  positiver  oder  negativer  Richtung  mehrere 
consecutive  Segmente  (Def.  VII,  §  62;   Uebereink.  I,  §  91),  welche  die  Mass- 
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einheit  so  oft  enthalten,  als  Einheiten  der  entsprechenden  Zahlen  vorhanden 
sind^  addirt. 

Die  Subtraction  zweier  positiven  Zahlen  z.  B.  3  von  7  wird  durch  eine 
Subtraction  von  Segmenten  dargestellt,  welche  dieselbe  Richtung  haben  oder  durch 
Addition  zweier  entgegengesetzt  gerichteter  Segmente  (Def.  I,  §  77).     Weil  nun 

(1)  7-3  =  4, 

SO  stellt  das  resultirende  Segment  vom  Anfang  an  in  der  positiven  Richtung 
die  Zahl  4  dar  (Bern,  ü,  §  80). 

Wenn  man  die  Subtraction  in  negativer  Richtung  ausführt,  so  muss  man 

(2)  —7  +  3 4 

erhalten,  weil  das  resultirende  Segment  dem  absoluten  Werth  nach  dem  ersteren 
gleich  ist  (Def  11 ,  §  112)  aber  entgegengesetzte  Richtung  hat. 

b.  Die  Suhtradmi  einer  positiven  Zahl  von  einer  kleineren  Zald  lässt  sich 
ausführen;  die  resultirende  Zahl  i^t  dem  Unterschied  zwisclmi  der  kleineren  und 
grösseren  Zahl  mit  detyi  Vorzeichen  —  gleich, 

Sifid  beide  Zahlen  negativ,  so  erhalt  das  Besidtat  das  Zeichen  +  • 
Es  ist  möglich  ein  grösseres  Segment  von  einem  dem  absoluten  Werth 
nach  kleineren  wegzunehmen;  man  erhält  dann  ein  Segment,  welches  dem  Unter- 
schied zwischen  dem  ersten  und  dem  zweiten  gleich  ist  und  die  Richtung  des 
grösseren  hat  (Def.  I,  Def  U,  §  77).  Wenn  das  kleinere  Segment  (AB)  die 
Zahl  3  und  das  grössere  (BC)  die  Zahl  7  darstellt,  so  stellt  das  Segment  (ÄC) 
von  A  an  (AB)  —  (BC)  ^  (AC)  die  Zahl  —  4  dar.     Es  ist  also: 

(3)  3  — 7  =  —  4. 

Haben  nun  (AC)  und  (BC)  die  negative  Richtung,  so  ist 

(4)  (_3)-(_7)  =  4 

oder  auch 

_3-(-7)  =  4. 

c.  Von  einer  positiven  oder  negativen  Zahl  a  eine  positive  (oder  negative) 
Zahl  b  subträhiren  ist  so  vid,  als  zu  der  Zahl  a  die  Zahl  —  b  (oder  b)  addiren. 

Denn  es  ist: 

(AC)  -  (BC)  -.    (AC)  +  (CB)  -    (AC)  +  [-  (BC)]     (c",  §  77) 
(+«)  -(+*)  =  (±«)  +  (=F6)  =  (+«)  +  [-(±6)] 

und  erinnert  man  sich,  dass: 

(4-  a)  =  +  a  =  a,  (— Gr)  =  — a  (Def.  I) 

ist,  so  erhält  man: 

J^a  —  b  =  ±a  +  (—b) 

+  a  —  (—  6)  =  +  a  +  6  =  +  a  +  [—  (—  b)]. 

d.  Die  Addition  und  Subtraction  der  positiven  uml  negativen  Zahlen  sind 
dem  Cmnmutationsgesetz  unier ivorfen,  nämlieh: 

+  a  +  b-=  +  b  +  a'^ 

denn  dieses  Gesetz  gilt  für  die  Segmente  der  Grundform,  welche  diese  Zahlen  * 
darstellen  (e,  §  9i);  a,  §  104).    Es  ist  in  der  That 
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_  a  +  6  =  6  +  (-  o), 
aber 

b  +  ( —  a)  =  6  —  a,  (c) 

woraus  d  folgt. 

e.  Wenn  man  den  beiden  Seiten  einer  zwischen  ganzen  Zahlen  bestehenden 
Gleichung  dieselbe  Zahl  zufügt  oder  von  ihnen  wegnimmt,  so  erhält  man  gleiche 
Zahlen  (a',  §  78). 

f.  Es  gibt  eine  und  nur  eine  einzige  Zahl  x,  tvekhe  der  Gleichung 

b  +  x  9=  a 

genügt,  unter  b  und  a  beliebige  Zahlen  verstanden  (b,  §  78). 

§  115.    Multiplication. 

Def.  L    Die  Operation,  mittelst  welcher  man  das  Vielfache  {AC)ri  --  {AD) 

eines  Segments  {AC)  in   positiver  Richtung  nach  der  ganzen  Zahl  ij  (Def.  I, 

§  79  und  Def.  I,  §  02)  aus  dem  Segment  {AC)  erhält,  heisst  MultiplicaUon  des 

Segments  (AC)  mit  der  Zahl  i^,  {AD)  das  Produkt,  {ACT)  der  Multiplicand  und 

iq  der  Multiplicator.    Das  Product  wird  auch  durch  das  Zeichen  X  ausgedrückt, 

welches  als  Multiplicationszeichen  für  die  Zahlen  der  Reihe  (J)  benutzt  wurde 

(§§  46  und  52),  nämlich 

{AC)xri-{AD).   .  (b,§0)     (1) 

Bein.  I.  Wir  haben  früher  gesehen,  dass  71.  x  ij  =  ij  x  fi.  ist  (l^  §  ^2  und  i,  §  93). 
Wenn  ft  von  dem  Segment  (^AC)  dargestellt  wird,  so  können  wir  in  Folge  dieser  Beziehung 
das  Vielfache  von  {AC)  nach  der  Zahl  ri  darcJh  das  Symbol  ri{AC)  wiedergeben. 

a.  Das  Product  zweier  ganzen  positiven  Zahlen  ist  eine  positive  ZaJü, 
Denn  das  Segment  {AC)  hat  die  positive  Richtung   und  wenn  ri  positiv 

ist,  so  liegt  auch  das  Segment  {ÄB^  m  der  positiven  Richtimg. 

Def.  IL  Ein  Segment  {A  C)  eine  Anzahl  —  tj  mal  nehmen  bedeutet  das 
Vielfache  von  {AC)  nach  der  Zahl  rj  in  der  zu  {AC)  entgegengesetzten  Rich- 
tung betrachten. 

b.  Das  Product  cimr  ganzen  positiven  Zahl  durch  eine  ganze  negative  Zahl 
ist  negativ  und  ändert  sich  niM,  wenn  man  die  Factoren  vertauscht 

Ninmit  man  das  Segment  {AC)  in  seiner  Richtung  von  C  an,  welches  die 
negative  ist,  ri  mal,  so  erhält  man: 

—  {AC)xri:^-{AD),  ^  (2) 

Betrachtet  man  aber  {AC)  als  Einheit,  so  entspricht  dem  Ende  D  die 
Zahl  ( — rf)  oder  — 1]  (Def  I,  §  113),  wir  können  daher  auch  sagen,  wir  nähmen 
den  Theil  {A  C),  der  von  A  nach  C  hin  positiv  ist,  ( —  rj[)  mal  (Def.  U)  und 

erhalten  mithin 

(AC)xi-r,)  =  -iAD),  (3) 

woraus*  sich 

-(AC)xr,^{ÄC)x(-7i)  (b,  §0)    (4) 

ergibt.     Setzt  man  statt  {AC)  die  Zahl  jii,  welche  durch  {AC)  dargestellt  wird, 
so  ist: 

fi  X  (—  1?)  =  —  fi  X  1?  =  —  (ft  X  1?)  =  —  (1?  X  ft),  (5) 

was  zu  beweisen  war. 
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c.  Das  Proihwt  zweier  negativen  Zahlen  ist  positiv  und  vofi  der  Ordnung 
der  Factoren  unahhüfigig. 

Betrachten  wir  das  Segment  (CA),  das  die  negative  Richtung  von  C  nach 
Ä  hin  hat,  und  nehmen  es  —  tj  mal,  so  heisst  dies:  wir  sollen  es  r^  mal  in  der 
zu  seiner  Richtung  entgegengesetzten  Richtung  betrachten  (Def.  II),  also  in  der 
positiven,  und  das  Resultat  ist  mithin  dasselbe,  wie  wemi  wir  das  Segment  (AC) 
von  ^  an  1^  mal  in  positiver  Richtung  nehmen;  es  ist  also: 

(G)  (CA)  X  (—  fj)  -^-  —  (AC)x(—rj):(AC)xti    -  (A I)), 

m 

Setzt  man  statt  (AC)  die  Zahl  ft,  so  erhält  man 

(C)  (—  fi)x  (-  n)  =^  (IX  7i  =  ri  X  (i  =  (—  ri)(-  (i). 

§  116.    Divis  iofi. 

Def,  L  Die  zu  der  Multiplication  umgekehrte  Operation,  mittelst  welcher  man 
aus  dem  Product  eines  Segments  durch  eine  ganze  Zahl  ri  z.B.  (AC)X.  i]  =  (-^-D) 
die  Zahl  7}  oder  das  Segment  (A  C)  erhält,  heisst  Division;  das  Resultat  ent- 
spricht in  dem  ersten  Fall  (km  VerhcUtniss  von  (AD)  zu  (AC)  und  ist  das  Mass 

.des  Verhältnisses  ^-j^  (Def.  IV,  §  106).     Im  zweiten  Fall  heisst  di^s  Resultat 

Quotiefit 

Im  letzteren  Fall  setzen  wir 

0)  U6')..-:C-Ji>):r; 

und  nennen  (AD)  den  Dividend  und  r;  den  Divisor. 

Es  ist  .  j. 

^^^"  =  (AD)  :  ri .        (Def.  II,  §  7JI  und  Def.  H,  §  1)2;  b,  §  9) 

Setzt  man  statt  (AC)  und  (AD),  wenn  sie  positiv  sind,  ihre  entsprechenden 
Zahlen,  so  erhält  man  aus  (1) 
(2)  ft  =  ft  X  1? :  1? 

und  mithin  auch 
(2')  ri  =  rix  (11(1.. 

Sind  (AC)  und  (AD)  negativ^  so  stellen* sie  die  negativen  Zahlen  — ft 
und  —  (ft  X  f])  dar  und ''es  folgt  aus  (1) 

(3)  —  f*  =  —  (f*  X  ^0 :  ^ ;  —  '/  =  —  (>/  X  f*)  :  f* 

und  ähnlich 

(3')      .     .     —  fi  =  —  (n  X  f^) '  Vi  —  V  =^  —  (^  X  v) '  i^  ' 
^^^  {Ä  j)) 

(4)  CÄ-C)  =  'i> 

wenn  (AD)  und  (AC)  positiv  sind,  ergibt  sich  dagegen 

und  analog 

Wenn  mein  dann  (AC)  und  (AD)  in  negativer  Richtung  betrachtet,  so 
erhält  man  aus  (2),  §  115 


Aus  (()),  §  llf)  folgt: 
woraus 
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,  =  ^^^  (6) 

iCÄ):.-.(ÄD):(-r,),  (7) 

-  '^  ^  (CA)  ('  ) 

und  aus  (7)  erhält  man,  wenn  {ÄC)  und  {ÄD)  die  positive  Richtung  haben, 

—  ri^(jLX7i):{-fi)  (8) 

oder: 

-,  =  (i,X^):(-^).  (8') 

Wenn  (ÄC)  und  (-42))  negativ  gerichtet  sind,  so  erhält  mau  durch  Ver- 
tauschung von  (i  mit  t} 

1, (i?X^):(-^).  (9') 

Aus  (7')  ergibt  sich,  weim  (AD)  und  (AC)  in  positiver  Richtung  be- 
trachtet werden: 

-  V  =  "-;  (10) 

-  V = r;  (10-) 

und  sind  sie  negativ  gerichtet:  •       . 

-n  =  -^'P^  (11.) 

-r,  =  z±n^.  (11') 

Aus  den  Beziehungen  (2')  und  (9'),  (3)  und  (8')  erhält  man: 

a.  Weptn  man  hei  der  Division  zweier  ganzen  Zalden  im  Dividend  und 
Dii>isor  das  Zeichen  ändert,  so  beluilt  der  Quotient  sein  Zeichen. 

Aus  den  Gleichungen  (2'),  (9'),  (3)  und  (8')  folgt: 

b.  Haben  der  Dimdend  und  der  Divisor  dasselbe  Zetclien,  so  ist  der  Quotient 
positiv,  hohen  sie  entgegengesetzte  ZeicJien,  so  ist  er  negativ. 

Aus  (2)  und  (5);  (3)  und  (11');  (6')  und  (9);  (8)  und  (10)  ersieht  man, 
dass  für  ganze  Zahlen  das  Zeichen  :  durch  das  Zeichen  —  des  Verhältnisses, 
den  Bruchstrich,  ersetzt  werden  kann,  oder  mit  andern  Worten: 

(A  C) 

c.  Das  Verhältniss  )-Ajy.  entspricht  einer  Division  zweier  Zahlen,  wenn  {AC) 

und    {AD),    ivie    hier    vorausgesetzt    wird,    ganze    und   durcheinander    theilharc 
,Zahleti  sind. 

3. 

Gebrochene  Zahlen  nnd  die  Ornndoperationen  mit  ihnen. 

§  117.    Bern.  I.   Das  Symbol  {AC)—  bedeutet,  dass  das  Segment  {AC)  in  ij  gleiche 

n 

Theile  zerlegt  wurde  und  dass  man  das  Segment  {AB)  gebildet  hat,  welches  |t  der  tj***"  Theile 
von  (AC)  enthält  (b,  §  \i\i  oder  d,  §  103). 
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T)ef,  L    Wenn  {AC)  zur  Einheit  genommen  wird,  so  gibt  das  Zeichen  — 

das  Segment  {AB)  in  der  Richtung  von  {AC)  an  und  wie  die  bisher  betrach- 
teten Zahlen  auch  die  Segmente  der  Grundform  von  A  an  bezeichnen,  so  nennen 

wir  die  Zeichen    -  gebrochene  Zahlen  oder  Brüche,  während  die  übrigen  Zahlen 

der  Classen  (/)  und  {IT)  ganze  Zahlen  hiessen  (Def.  V,  §  91). 

ft  heisst  Zähler,  rj  Nenner. 

Wie  es  ganze  positive  und  negative  Zahlen  gibt,  so  gibt  es  auch  ge- 
bro(rhene  positive  luid  negative  Zahlen,  je  nachdem  die  Segmente,  durch  welche 
sie  dargestellt  werden,   positive  oder  negative  Richtung  haben  (Def.  I,  §  112). 

Bein.  IL  Die  Zahl  — --  bedeutet,  dass  die  Einheit  (ÄC)  m  ri  gleiche  Theile  zerlegt 
wurde  und  dass  man  ( —  (i)  von  ihnen  nimmt  (Def.  IT,  §  116). 

Die  Zahl  — —  bedeutet  dagegen,  dass  man  (CA)  in  ij  gleiche  Theile  getheilt  hat  und 

—  n 

II  dieser  Theile  betrachtet. 

a.  Der  Bruch  —  giht  andi  an,  dass  die  FAnheit  fi  nuü  genommen  icurde  und 

d/is  Besidtat  in  ri  gleiche  Theile  zerlegt  vnirde  (f,  §  91)  oder  b,  §  104). 

Bern.  III.    Beschränkt  man  sich  auf  eine  Mnzige  Einheit,  so  genügt  es  nur  die  Bräche 

tu  • 

von  der  Form        ,  worin  m  und  n  Zahlen  der  Reihe  (/)  sind,  zu  betrachten  (§  46). 

n 

b.  Der  Bruch  —  i^,  wenn  a  und  n 

1)  cAidlkh  oder  unendlich  gross  von  derselben  Ordnung  sind,  endlich; 

2)  wenn  ^  unendlich  gross  von  der  Ordnung  fti  und  ri  unendlich  gross 
von  der  Ordnung  ri^  ist  (fti  >  rj^)  unendlich  gross  von  der  Ordnung 

/*i  —  ^1  • 

3)  Wenn  i^j  >  fi^  ist,  so  ist  die  ZaJd    --  uncndlidi  klein  von  der  Ordnung 

Vi  -  fti  (a,  §  lor)). 

Bern.  IV.  Wie  die  Operation  des  Subtrahirens  einer  grösseren  Zahl  von  einer  kleineren 
ihre  volle  Bechtfcrtigung  in  der  Grundform  (welche  ebenfalls  eine  abstracte  Form  ist)  findet, 
so  rechtfertigen  wir  auch  mit  Hülfe  dieser  Form  die  Operation  der  Division  einer  kleineren 
Zahl  durch  ei'ne  grössere. 

Die  Gleichheit  und  die  Gesetze,  welche  die  Grimdoporationen  mit  den  gebrochenen 
Zahlen  regeln,  müssen,  wenn  sie  vollständig  bestimmt  sind,,  aus  ihrer  Definition  hervor- 
gehen und  es  ist  nicht  erlaubt,  sie  erst  willkürlich  festzusetzen. 

c.  Ztvel  Brüche  — ,    -,    sind  gleich,  wenn  sie  dasselbe  Segment  der  Grund- 
form oder  zwei  identische  Segmente  darstellen. 

Wenn  "^ 

(1)  {AB).-^{AC)^^-:.{AÜ)t.., 

SO  ist 

-;-=:••  (^§«) 

.  Bei  den  Zahlen  haben  wir  nicht  nöthig  eine  andre  Gleichheit  in  Betracht 
zu  ziehen  (Bem.  I,  §  9)  und  benutzen  desshalb  dasselbe  Zeichen  ==,  wie  bei 
den  ganzen  Zahlen. 
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d.    Zwei  Brüche  —  und  ^,  sind  gleich,  wenn  firi'  =  ^'rj. 
Demi  aus  (1)  folgt 

^^^-Vi?'  =(^60ft'  (b,  b',  d,  §  7il  oder  d,  d;  §  92) 

und 

woraus 

m'  =  (^'V'  0  (c) 

1)  Nachdem  die  Eigenschaften  der  Gleichheit  (d,  e,  §  8)  festgestellt  sind  und  der 
Bruch  YoUständig  definirt  ist,  muss  die  Bedingung  der  Gleichheit  zweier  Brüche  aus  der 
Definition  des  Bruches  hervorgehen.  Man  gibt  oft  auch  zuerst  die  Definition  der  Gleichheit 
und  sagt  dann: 

Falls  die  natürliche  Zahl  a  durch  eine  andre  Zahl  b  nicht  theilbar  ist,  so  existirt  ein 

und  nur  ein  neuer  Gegenstand,  welcher  mit  dem  Symbol  a :  b  oder  —  bezeichnet  wird  und 

der  Gleichung  genügt: 

6  •  (a  :  6)  *=  (a  :  6)  6  =  a. 

Ferner  als  zweite  Definition:  Zwei  von  diesen  Gegenständen  a  :  b,  a  :  b'  seien  gleich, 
wenn  a  •  6'  =  a'6. 

Setzt  man  ohne  weitere  Bedingung  fest,  -r-  und  j-,  seien  gleich,  wenn  ab'  =  ab  ist, 

so  heisst  das,  dass  sie  es,  faUs  den  Beziehungen  der  Gleichheit  und  Ungleichheit  genügt 
werden  muss,  auch  auf  andre  Weise  sein  können  und  man  müsste,  da  die  ganzen  Zahlen 
auch  in  die  Form  von  Brüchen  gebracht  werden  können  und  mit  diesen  die  Classe  der 
rationalen  Zahlen  bilden,  wenigstens  zeigen,  das»  die  obige  Bedingung  derjenigen  der 
Gleichheit  ganzer  Zahlen  nicht  widerspricht. 

Wenn  man  ~,  -^-7  als  Symbole  desselben  Dings  ansieht,   alsdann  kann  man,  da  -r- 

und  a  :  6  in  den  Formeln  sich  einander  substituiren   lassen,   die •  Bedingung  finden,  unter 

welcher  sie  dasselbe  Ding  bezeichnen  oder  gleich  sind  (b,  §  9). 

Setzt  man 

aa        /a\  a  a  ,  . 

—  =  (  — I  a  ««  ~  •  a  =  — a  =  a,  (1) 

a         \aj  a  a 

worin  a  eine  ganze  oder  gebrochene  Zahl  ist,  so  erhält  man  für  a  als  ganze  Zahl: 
denn  substituirt  man  in  an  der  Stelle  von  a  ^as  Symbol  (/  )&»  ^0  folgt  aus  (1) 


©"•  (I)"  . 


0  ob 

ff  et'  ' 

Wenn  nun  -=-  =.-,-7  i^t  oder  wenn  — ,    -r-,  dasselbe  Ding  bezeichnen,  so  ist: 
b         b  b       b 

und  mithin  nach  (2) 

ba 

und  nach  (1) 

-7=-,-  b'  =  ba'  =  ab' . 
b 

Bezdchmen  mitfnn  die  beiden  Zahleti   ,  ,  -r?  dasselbe  Ding,  das  Imsst  sind  sie  glei^ih,  so  ist 

b'a^ba,  (3) 
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d'.    Für  alle  hdkhigcn  po&Uiven  oder  mgaiken  fi  um!  iy  ist 

Dies  wird  durcli  Satz  d  bewiesen  (b,  §  52). 

d".  T)ie  Zahlen  ^,  ^  sind  gleich  (b,  §  115;  d). 

d".   Die  Zahlmi  -■"-'*,  -^  sind  gleich  (c,  §  115;  d). 

Jks:,  L    Die  Zalilen    --,  — —  bezeichnen  wir  auch  mit  dem  Symbol  —  -  . 

§  118.   Additiofi  und  Subtradion. 

Bern.  I.  Der  Addition  oder  Subtraction  zweier  Theile  eines  Segmente  der  Grundform 
(§§  72,  74)  entspricht  die  Addition  oder  Subtraction  zweier  Brüclic,  welche  zu  ihrer  Bezeich- 
nung in  Bezug  auf  das  gegebene  Segment  als  Einheit  dienen.    Oder  mit  tindem  Worten: 

Wenn  umgekehrt  die   Beziehung  (3)  gilt,   ho  sind   die  beiden  neuen  Zahlen*      ,  -p 

gleich.     Denn  aus  (3)  folgt: 

0  a  -^  TT- o     oder  auch    ab    =  -i-,  o  . 
b  b 

das  heisst 

ha' 


aus  (2)  aber 


«  =     ^v  , 


a  =  T7^ 


oder 

a        a 

b  ~v 

Wenn  dag(>gcn        einen  Gegenstand  bezeichnet  und  dieser  Bruch  heisst,  während  —, 
ein  Zeichen  für  dieHen  Gegenstand  ist,   dann  kann  man  den  letzteren  durch  die  Gleichung 

(*)  -6  •  *  =   i'  • 

welche  gilt,  wenn        eine  ganze  Zahl  ist,  definiren. 

Die  Operation  c  ist  eindeutig  und  wird  auf  eine  einzige  Art.  ausgefulirt  (4)  und  wenn 
daher  -  ,  -p  verschiedene  aber  gleiche  GegenstUnde  sind,  so  ist  es  so,  als  ob  -p  v  wäre 

(Bern,  in,  §  9)  und  die  mit  dem  Gegenstand  —  vorgenommene  Operation  c  liefert  alsdann 

ein  dem  ersten  gleiches  Resultat  (a'",  §  60),  das  heisst,      c  =  -pC.    Sind      ,  -p  nicht  gleich, 

so  sind      c,  j,c  ungleich  (a^^,  §  00). 

Dieselbe  P^igcnsehafi  hat  tlie  umgekehrte  Operation  und  mithin  erhält  man  aus 
a  a' 

^^  b        b' 

Dann  beweist  man  wie  oben,  dass  ab'  =  a'b  ist,  wenn       ==  —  ist  und  umgekehrt. 

Die  Kigensehaften  (3)  und  (5)  gelten  auch  für  Segmente  (d,  d',  §  79),  ohne  dads  man 
sie  aber  desshalb  immer  einander  substituireu  kann,  wenn  sie  gleich  sind;  während  man 
bei  den  Brüchen  dies  thun  kann,  weil  bei  ihnen  keine  Kücksicht  auf  die  Verhältnisse  der 
Position  genommen  wird. 
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Def.  L  unter  Addition  oder  Subtraction  zweier  Brüche  verstehen  wir  die 
Operation,  mittelst  welcher  man  die  Slahl  erhält,  welche  die  Sufome  oder  Differenz 
der  Segmente  der  beiden  ersten  Zahlen  darstellt. 

•Bez,  L  Die  Summe  (AD)—  +  (ÄD)^,  drücken  wir  auch  durch  das  Symbol 

a.  (AB)  ^-^(ÄI»^^  (ÄD)  (i  +  ^: j  (b,  §  U)  und  ^  +  -j!  =  (f  +  ^) 
(c,  §  117). 

.  b.  Um  zwei  Brüche,  die  denselben  Nenner  haben,  zu  addiren  oder  subirahiren, 
addirt  oder  svMrc^irt  man  die  ZäJüer  und  gibt  dem  Resultat  den  gemeinsameti 
Nenner  zum  Nenner. 

Nehmen  wir  z.  B.  an,  die  beiden  Segnaente  (AB),  (BC)  derselben  Rich- 
tung wären  derart,  dass: 

(AB)^(AD)t^  (BC)r-(AD)f^, 

(AB)  +  (BC)  r_-iE  (AC)  enthält  alsdann  fi  +  ^'  mal  den  i^*""  Theil  des  Segments 
(AD),  ndthin  ist:  • 

(^D)  ^  +  (^i)) -^:  -  (4C)  ^  (^  j))  ^-ti^' , 

*  folglich  ■  ,  ,     ,  .  •         . 

Wenn  dagegen  (JSC)  die  entgegengesetzte  Richtung  wie  (AB)  hat,  so  ist. 
aus  demselben  Grund  (Def.  11,  §  77): 

.ifL  +  iL_JL4.(_iL\_  i^^ZlK .  (2) 

n       v        V       \      V  '         n  .  ' 

Bern.  IL  Um  zwei  Brüche  mit  verschiedenem  Nenner  zu  addiren»  oder  subtrahiren, 
moltiplicirt  man  Nenner  und  Zähler  eines  jeden  Y^n  ihnen  mit  dem  Nenner  des  andern, 
wodurch  die  Zahlen  selbst  nicht  geändert  werden  (d',  §  117)  und  wendet  den  vorigen  "Öatz  an. 

c.  •Für  die  Addition  und  Subtraction  der  Brüche  gilt  das  Commutations-  und 

*  Associationsgesetz. 

Denn  es  ist  immer,  welches  auch  die  Richtung  yon  (AB)  und  (AC)  sei, 

(:AB)  +  (JSC^)  -  (BC)  +  (AB).       (e,  §  09  oder  a,  §  104) 

Ebenso  gilt  das  Associationsgesetz,  in  welcher  Richtung  man  auch  die 
Segmente  durchlaufen  mag  (d,  §  77). 

§  119.    Multiplication. 

Def.  I.    Ist  das  Segment  (AB)  —  — :  (AD),  so  sagen  wir,  (AD)  sei   das 

Resultat  der  MtUtiplication  von  (AB)  mit  dem  Bruch   — . 

Und  unter  Multiplication  einer  ganzen  oder  gebrocheneu  Zahl  mit  einer 
ganzen  oder  gebroche&en  Zahl  verstehen  wir  die  Operation,  mittelst  welcher 
dip  Zahl  abgeleitet  wird,  welche  dem  Product  des  die  erste  Zahl  darstellenden^ 

*  Segments  durch  die  zweite  Zahl  entspricht. 

a.  Um  einen  Bruch  durch  eine  ganze  Zahl  zu  multiplicirefi  oder  umgekehrt 
muUiplicirt  man  den  Zähler   mit  der  ganzefi  Zahl  und  gibt  dem  Resultat  den 

Toroaoio,  Geometrie.  14  . 
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Nenner  des  Bruchs  zum  Nenner,     In  diesem  Fall  gilt  die  Begel  über  die  Zeichen, 
tvelche  für  die  Multiplicatimi  der  ganzen  Za/ilen  gilt. 

Wenn    das   positive    Segment    (ÄJi)   in   seiner   eigenen   Richtung   fi'  mal 
wiederholt  wird,  so  ist 

{AB)  X  /i'  =  (D) ,         (Def.  r,  §  79.  oder  §  f)2  und  Def.  I,  §  115) 

und  wenn  der  rj^  Theil  der  Einheit  (^A  C)  in  {AB)  ft  mal  enthalten  ist,  so  hat  man: 

(Ali)  ^-  {A  C)  ^  -  ^^-^^^        Cf,  §  09  oder  b,  §  104) 
und  mithin 

^AD)  ^  (-^  V  -  ^^' .    (f ,  §  99  oder  b,  §  104) 

Das  Segment  {AD)  enthält  also  ^ft'  dieser  Theile  und  es  ist  folglich 

(1)  .^X^'^'^P',  (c,§117) 

Als  wir  von  der  Multiplication  eines  Segmentes   durcli    eine   ganze  Zahl 
handelten,  liahen  wir  schon  die  Bedeutung  der  Beziehungen 

—  {AB)  X  ft'  -  —  {AB) 


(2)      .                              {AB)x—t,'.-{^AI)) 

[(2),(3),(G),§115]- 

{Ali)  X      (t'  ■. .  {AD) 
erklärt;  dauach  ist: 

(^)             -:>«.•--« 

. 

W                               Jx-,---!^' 

(^)     ■        -'üx-"--'-',- 

• 

Wenn  ft'  Einheiten  in  {AB),  enthalten  sind,  so 

findet  man  aus 

{AB)^--^'^^> 

■ 

* 

• 

.    .                                     ^  n        n 

und  mithin 

• 
■ 

w                   **' ;-=>'• 

b.  7)flr.s'  Product  eines  Brudies  durch  eiiien  andern  Brudi  ist  ein  Bruch, 
dessen  ZäJiler  das  Brodud  der  beiden  Zähkr  und  dessen  Nentier  das  Product  der 
beiden  Nenner  ist 

Nehmen  wir  an,  {AB)  enthalte  ft'  mal  den  t/^'"  Theil  der  Einheit  {AC)  oder 

es  werde  durch  die  Zahl  --,  dargestellt  (Def,  I,  §  117).     Wiederholt  mau  dieses 

Segment  ft  mal,  so  erhält  man  ein  Segment  {AB),  welches  auB  ^^'  i^'**°  Theilen 

•der  Einheit  besteht  und  welches  die  Zahl  ^^r   darstellt  (a).     Theilen  wir  flas 

ganze  Segment  {AB)  in  rj  gleiche  Theile,  so  enthält  jeder  derselben  fifi'  mal 
den  »/r/**»"  Theü  der  Einheit. 
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Denn  {AD)  eEz  — 7^,  wenn  (AC)  die  Einheit  ist  (a)  und  mithin: 


n 


Es  ist  aber: 


{AD)  -=a  (AB)  X  n,  ^-^  =  (AB)  X  -^ ,       (f ,  §  ii9  oder  b,  §  104) 
daher: 

£;x-'i  =  ?^>  =  ?'<='^X<.    .  (c,§117)     (8) 

Die  Regeln  über  die  Zeichen,  die  durch  (3),  (4),  (5)  gegeben  sind,  erstrecken 
sit^h  auch  auf  diese  Fälle  und  man  erhält: 

c.  Dctö  Produd  zweier  Brüclie  ist  positiv  oder  negativ,  je  nuchdeni  die  beiden 
Zahlen  dasselbe  oder  das  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben, 

d.  Für  die  Multiplication  einer  ganzen  Zahl  mit  einetn  Bnwh  oder  zweier 
Brüche  gut  das  Commutationsgesetz.     ' 

Dies  geht  aus  den  Formeln  (7)  und  (8)*  hervor. 

e.  Für  die  Multiplir/ition  der  Brüche  gilt  d<is  Associationsgesetz. 
Denn  es  ist: 

UaB)  AI  K.  .-=  ^^K  X  C  =  ^^^^f-  .  -  (AB)  KK  -  (AB)  ( ^  X  C) . 

(f,  §  Di)  und  a,  §  79  oder  b,  §  104  und  c,  §  92) 

f.  Für  die  Mxdtipticatimi  der  Brüche  gilt  das  Distrihutionsgesetz, 


Das  heisst: 


i{AB)  +  (JSC)]^  -  {AB)^  +  {BC)  ;  . 


Es  ist  {AB)  +  {BC)  -  {AC),  Wenn  wir  ^AB)  und  {BC)  in  ri  gleiche 
Theile  zerlegen  und  auf  den  ersten  Theil  von  {AB)  den  ersten  von  {BC) 
feigen  lassen,  was  in  Folge  des  Commutationsgesetzes  der  Summe  mehrerer 
Segmente  erlaubt  ist  (e,  §  99  oder  a^  §  104),'  so  erhalten  wir  vi  gleiche  Thaile 

von  LAC)  und  mithin: 

{AB)        (B_C)  ^^  (AC)  .g. 

Aber: 

[{AB)  +  {BC)](i    _  {4C)fi  --^  {AB)ii  +  {BC)i^,      (e,  §  99  oder  a,  §  104) 
setzt  man  also 

{AB)(,^-.{AB,),{BC)iiJf:(B,C\),{AC,)^iAC)(i, 

so  ist: 

iAB,)  +  iB,(J,)^{AC,), 
woraus  wegen  (9) 


1 

n 

n 

n 

-■:  (AB) 

und  da 

(f,  §  99  oder  b,  §  104) 

so  erhalt  man  durch  Substitution  in  die  vorige  Gleichung: 


u* 
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(AB) ;  +  (lic)';^-  (ÄC) ;--[(A^)  +  {bc)]^. 


•  »* 


Stellen  (Ali)  und  (BC)  in  BezAig  auf  die  Einheit  die  Zahlen  ^, ,  **,,  dar, 
so  ist: 

(ü:+MJi  =  <.^  +  ^>.  (c,§117) 

\ri      *     ri   /  ri  n  V         V    "H  \   J  ^  / 

§  120.    Divisiofh 

•    .  .  . 

Def,  L  Die  Division  eines  Segments  durch  einen  Bruch  ist  die  Operation, 
mittelst  welcher  mau  aus  dem  Product  {AB)  ~  ~~z  (AD)  (Def.  I,  §  1*19),  wenn 

{AD)  gegeben  ist,  (AB)  bestimmt.     Man  schreibt  {AB):~(AD):^. 

Die  Division  einer  ganzen  oder  gebrochenen  Zahl  durch  eine  ganze  o4e^ 
gebrochen^  Zahl  ist  die  Operation,  mittelst  welclier  man  die  Zahl  ableitet, 
welche  dem  Segment  entspricht,  das  man  aus  dem  die  erste  Zahl  darstellenden 
Segment  durch  Division  mit  der  zweiten,  erhält. 

a.   Ist  (AB)  ^  zz-.  {AD),  so* ist,  für  jedes  hcliebifje-  (AD)  und  — ,  (AB)  '-^ 
Denn: 


UB)  ^      ;  ^-^^^'^     •      •  (f,  §  !»!•  oder  b,  §  104) 
(AB)  ^  Tj       ^'^"^^^       i4B)[i ''       {AB)^     (b  u.  b',^  7'.)  oder  du.  d',  §  92) 


und  daber: 


mithin 


(^^)  ^    l  -  (AB),        (b'  §  79  oder  d',  §  92)' 

•    '  {AB). -(AD)  f.  .  . 

b.  Um  eine  ganze  Zahl  durch  einen  Bruch  zu  dividircn,  multijdicirt  Jiwm 
die  ganze  Zahl  mit  dem  Nerm<r  des  Bruchs  und  gibt  dan  Besultat  den  Zähler 
des  Bruchs  zum  Nenner;  um  einest  Bruch  du/ch  eine  ganze  Zahl-  zu  div^idiren, 
bildet  man  einen  neuen  Bruch,  dessen  Zähler  der  Zähler  des  gegebenen  Bmd^s 
und  dessen  Nenner  das  Frodiwt  d<is  Nenners  des  ge^jebeyien  Bruchs  mit  der  ganjsen 
ZaJd  ist 

Denn  es  ist:  •  ' 

(ij  ^  iAB)..:(AJ/):>^-^^^^'>.  (») 

Stellt  (AD)  ,a'  Einheiten  vor,  so  erhält  man: 


Ist 


{AB)^L     :  {AD), 


so  ist: 

(2)  {AB)--^''^'\    (AD):(.,  (Def.I,§116) 

und  wenn: 
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SO  ist: 

■{AB)^{AC)'t,-^  (a,  §  7i»  oder  c,  §  92)- 

(AB)  -  ^"^^Y- .    (c,  §  79  u.  f,  §  99  oder  e,  §  92;  b,  §  104) 

Und  ^enu  (AC)  die  Einheit  ist,  so  folgt  aus  (2) 

iL:^  =  J^.  .  (c,  §117) 

c.  Utn  einen  Bruch  durdh  einen  andern  zu  theUen,  multipliüirt  m<m  den 
Zähler  des  ersten-  mit  dem  Nenner  des /weiten  und  gibt  deni  Resultat  das  Produkt 
des  Nenners  des  ersten  mit  dein  Zähler  des  zweiten  zum  Nenner, 

Denn  wenn  in  (1)  (ÄD)  die  Zahl  —,  darstellt,  so  ist: 

'^; :  Ji  _  A; .  _1  =,  ?^ .       "(c,  §  117  und  b,  §  119) 
•  ■  ♦  . 

Ferner  folgt  aus  den  Beziehungen 

(AB)  :  —  ii  =  —  (ADJ 
-{AB):(i  =  -(AD), 
.  -  (AB)  :-fi  =  (AD),     [(2),  (3),  (6),  §  1 15  und  Def.  I,  §  IIGJ 

welche  auch  gelten,  wenn  |tt  ein  Bruch  ist: 

d.  Der  Quotient  der  Division  einer  ganzen  Zahl  durch  einen  Brueh  oder 
umgekehrt  oder  eines  Bruches  durch  einen  andern  Bruch  ist  ]X)sitiv'  oder  negativ, 
je  nachdem  der  Dividend  und  der  Divisor  gleiche  od<yr  entgegengesetzte  Vorzeiclien 
h(Aefi. 

4. 

Beeile,  rationale  nnd  .irrationale,  absolute  und  relative  Zahlen. 

§  121.  a.  Zwei  unter  sich  commensurabele  Segmente  erster  Art  lassen  sich 
durdi  nncn  Bruch  ausdrücke)!, 

Dena  eines  derselben  ist  Vielfaches  des  andern  oder  eines  genauen  Theiles 
des  andern  (Def.  1,  §  105). 

Ben^.  I.  Die  itfbsoluten  rationalen  Zahlen  zweiter  Art  drücken  unter  sich  commen- 
surabele Segmente  zweiter  Art  au«  und  diejenigen,  welche  die  incommensurabelen  Segmente 
ausdrücken,  sind  absolute  Irrati©ualzahlen  (üef.  II,  §  105). 

Bezieht  man  sich  auf  eine  einzige  relative  Einheit,  so  fe/üen  die  ratiotMlen  Zahlen  zweiter 
Art  (Bern.  II,  §105). 

Def,  I.  Alle  rationalen  und  irrationalen  Zahlen  heissen  rrellj  alsolut,  wenn 
man  sie  in  absolutem  Sinn,  relaÜCy  wenn  miwi  sie  in  dem  Gebiet  einer  einzigen 
Einheit  betrachtet. 

b.  Je  nachdem  man  die  Grumiform  als  stetig  in  Bezug  auf  eine  Einheit 
oder  als  absolut  stetig  bctraehfefj  erhält  man  Zahlen  von  verschiedener  Beschaffen- 
heit.   In  detn  ersten  Fall  siml  alle  reellefi  Zaldenetidlich,  in  dem  zweiten  dagegen 


•  _ 
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gibt  es  mich  miendUch  grosse  mul  imemUtch  Meine  von  einer  beliebigen  Ordnung, 
die  in  Bezug  auf  eifie  beliebige  Zahl  als  EinJieit  gegeben  ist^) 

Es  geht  dies  unmittelbar  aus  den  Definitionen  und  den  Eigenschaften  der 
Segmente,  welche  diese  Zahlen  darstellen,  heWor  (Def.  II,  §.82). 

Def.  IL  Wir  sagen,  die  in  absolutem  oder  relativem  Sinn  reellen  Zahlen, 
welche  zwischen  den  Zahlen  a  und  ß  liegen,  bildeten  das  Zaldenintervall  (a . . .  /J). 

c.  Die  absoluten  oder  relativen  reellen  Zahlen,  wddie  in  deni  Intervall  (O . . .  1) 
liegen,  kann  tnan  eindeutig  und  in  derselben,  Ordnung  deti  Eleffwnten  eines  be- 
liebigen Segments  {AB),  in  absolutem  oder  relativem  Sinn  entsprechen  lassen. 

Denn  in  dem  ersten  Fall  kann  man  als  Masseinheit  ein  absolutes  endliches 
Segment  (Def.  V,  §  92)  und  im  zweiten  jedes  relative  endliche  Segment  in 
Betracht  ziehen  (Def.  II,  §  82).  Es  folgt  dies  übrigens  auch  aus  dem  Proportio- 
nalitätszusammenhang (Def.  I  und  d,  §  106). 

c'.  Die  reellen  ^aJ^len,  weldie  in  dem  Intervall  (a ...  ß)  liegen,  kann  man 
eindeutig  und  in*  derselbcfi  Ordnung  den  redien  Zahlen  de$  Intervalls  (0 ...  1) 
zusprechen  lassen  (c;  f,  §  42)." ' 

c".  Alle  reellen  Zahlen  kann  man  eifideutig  und  in  derselben  Ordnung  allen 
Elementen  des  Cantinuums  von  einem  gegebenen  Element  als  Grundanfang  aus 
entsprcchefi  lassen.        "  .    ' 

Dies  folgt  aus  der  Definition  der  reellen  Zahlen  .(Def.  I  und  Def.  II,  §  105 
und  Def.  lü,  §  42). 

Def.  HL  Dem  Satz  c"  gemäss  sagen  wir  mithin,  alle  reellen  2^ahlen  derart 
geordnet,  dass  jede  kleinere  Zahl  einer  jeden  andern,  die  grösser  als  sie  ist, 
Yoransteht,  bildeten  das  absolute  oder  relative  numerische  Continuum. 

Bern.  IL    Die  Gleichheit  (oder  Ungleichheit)  der  rationalen  Zahlen  zweiter  Art  oder 
der  Irrationalzahlen  ist  durch  die  Gleichheit  der  Segmente  gegeben,  durch  welche  sie  in 
Bezug  auf  ein  gegebenes  Segment  als  Einheit  dargesteUt  werden,  so  wie  sie  dazu  dienen, 
diese  Segmente  darzustellen.    Beide  können  mithin  in  den  numerischen  Beziehungen,  durch    ' 
w(?lohe  Beziehungen  zwischen  Segmeuten  dargestellt  werden,  einander  substituirt  werden. 

xVuch  hier  ist  *al80  die  Gleichheit  durch  die  Beschaft'enheit  der  Dinge,  welche  die 
Hatioualzalilen  zweiter  Art  und  die  Irrationalzahlen  sowie  die  übrigen  ganzen  und  gebro- 
cheneu  Zahlen  darstellen,  gegeben  und  ist  nicht  willkürlich,  wie  es  sein  muss,  wenn  die 
Zahlen  an  sich  voUstäudig  deiinirt  sind.  ^) 


1)  Da  wir  die  Clasfse  (7i)  ufisrer  ganzen  unendlich  grossen  Zahlen,  welche  von  der 
zweit-en  Mächtigkeit  ist  (4.  Auni.  zu  §  \)S),  allein  in  Betracht  gezoge%  haben,  so  kOnnen 
wir  mithin  in  Bezug  auf  die  so  erhaltene  Grundform  die  Hyi)othe8en  IIT,  IV  u.  s.  w.  wieder- 
holen (^Bem.  IV,  §  y2).  Wir  kämen  so  zur  Coustruction  neuer  Grundformen,  welche  die 
früheren  enthalten  würden  und  neuer  Classen  reeller  Zahlen.  Fährt  man  so  unbegrenzt 
fort,  80  erhält  man  eine  in  Wirklichkeit  absolute  Grundform.  Wie  wir  uns, auf  die  Gruppe 
cMidlicher,  unendlich  grosser  und  unendlich  kleiner  Segmente  endlicher  Ordnung  beschrilnxen 
konnten  (siehe  Anm.  1  zu  §  105),  so  betrachten  wir  auch  hier  nur  die  Classe  (//)  unendlich 
grosser  Zahlen,  theils  weil  wir  in  den  Fundamenten  der  Geometrie  nur  die  Sätze  über  die 
unendlich  grossen  und  unendlich  kleinen  Segmente  benutzen,  theils  um  nicht  neue  Schwierig- 
keiten in  Begriffe  einzuführen,  die  an  sich  einfach  sind  aber  gewöhnlich  falsch  verstanden 
werden. 

2)  Siehe  die  Anm.  zu  §  1»  und  die  Anm.  2,  §  48;  1,  §  106  und  §  117.  Was  wir  von 
den  Brüchen  gesagt  haben,  gilt  auch  für  die  relativen  wie  für  die  absolut^^n  Irrationalzahlen. 

Cantor'ü  Iteihe  (a^)  z.  B.  (Acta  Math.  Bd.  2  u.  s.  w.)  bestimmt  ein  neues  Ding,  welches 

durch  diese  Reihe  bezeichnet  wird.    Man  sagt  {aj  «»  (a'^),  wenn 
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Da,  wie  wir  gesehen  haben  (h',  §  99  oder  e',  §  104),  verschiedene  numerische  Symbole 
oder  Zahlen  dasselbe  Segment  in  Bezug  auf  die  Masseinheit  oder  dasselbe  Element  von 
einem  gegebenen  Ursprung  an  vorstellen  können ,  so  sind  alle  diese  Zahlen  gleich  (b,  §  9). 
Wenn  wir  die  reellen  positiven  und  negativen  Zahlen  von  0  an  in  Reihen  ordnen  und 
unter  allen  gleichen  Zahlen  nur  eine  einzige  betrachten,  wie  es  z.  B.  bei  der  Reihe  (!) 
der  natürlicheif  Zahlen  (§§  40  und  47)  oder  auch  bei  der  Reihe  (//)  (§  91)  -junsrer  end- 
lichen oder  unendlich  grossen  Zahlen  der  Fall  war  und  wenn  wir  dann  zwei  Zahlen  be- 
trachten, die  einer  de^  Zahlen  der  obigen  Reihe  gleich  sind,  so  stellen  sie  dieselbe  Zahl 
dar  (b,  §47). 

Alle  Symbole,  die  von  einem  gegebenen  Element  Ä  der  Grundform  an  ein  Element 

B  in  Bezug  auf  eine  Einheit  (-4^,)  darstellen,    stellen  auch  das  Verhältniss   ^       L  dar 

•  (-4^1 ) 

(Def.  IV  und  V,  §  106),  wie  die  Zahlen  (ZüFem)  von  (/)  (§  47)  die  Zahlen  der  natürlichen 

Gruppen  darstellen  (Def,  Ü,  §  46  und  Def.  tH,  §  46). 

Def.  jTF,    Der  Bern.  11  gemäss  nennen  .wir  das  Verhaltniss  auch  Zcthl. 

Wir  können  daher  sagen,  alle  Symbole,  welche  dasselbe  Element  bezeichnen,  ' 
stellten  auch  dieselbe  Zahl  dar,  ohne  dass  desshalb  die  Zahl  das  gegebene  Ele- 
ment der  Grundform  ist  (Bem.  II). 

Bern.  III.  Zwischen  dem  Verhaltniss  als  Zahl  und  dem  Symbol  (der  Zahl),  durch 
welches  es  dargestellt  wird,  ist  desshalb  derselbe  unterschied,  wie  zwischen  der  Zahl  der 
Gruppe  (Def.  11 ,  §  46)  und  dem  Symbol,  durch  welches  sie  bezeichnet  wird.  Die  Zahl^ 
auch  die  rationale  oder  absolute  irrationale,  ist  so  unabhängig  von  der  Form  des  Symbols 
gemacht,   durch  welches  sie  dargestellt  wird.    Wir  erhalten  mithin: 


•  n  =»  oo. 

Dieses  „man  sagt"  drückt  immer  eine  gewisse  Willkür  aus,  während  doch  die  beiden 
Zahlen  in  relativem  Sinn,  \fenn  die  obige  Beziehung  stattfindet,  gleich  fiind,  wie  aus  Satz 
d',  §  97  hervorgeht,  der  auch  in  dem  Fall  gilt,   wenn  die  Reihe  der  Segmente  (a^)  nicht 

immer  wächst  oder  abnimmt  (Bem.  §  11). 

Weil  femer  in  dieser  Definition  der  Zahl  (a^)  (wie  in  deiijenigen  von  Weierstrass  und 

Bedekind)  die  Zahlen  der  Reihe  rational  und  endlich  sind,  so  schliesst  die  Definition  der 
Gleichheit  zweier  Zahlen  die  unendlich  kleine  Zahl  aus.  Siehe  im  Anhang  die  Anm.  über 
die  Unendlichgrossen  und  ünendlichkleinen. 

Die  Erklärung  nun,  dass  eine  solche  Reihe  (a^)  oder  Schnitt  (^i^)  nach  Bedekind 

(Stetigkeit  und  irrationale  Zahlen  S.  21)  eine  Zahl  bestimmt,  entspricht,  weil  die  letztere 
offenbar  keine  Zahl  der  Reihe  selbst  ist,  der  Hypothese  über  die  Grenze  der  Reihe  bei 
unbegrenzt  wachsendem  n  (Bem.  V,  §  99). 

PHx)f.  Pincherle  (Alcune  osservazioni  sugli  ordini  d^infinito  delle  funzioni,  Bologna  1844) 
zei^,  dass  die  Ordnungen  des  Unendlichgrossen  zweier  Functionen  nach  der  einen  Definition 
•gleich  nach  der  andern  ungleich  sein  können.  Jedenfalls  muss  man  bei  der  Definition  der 
Gleichheit,  welche  in  diesem  Fall*  dazu  dient,  die  Definition 'der  neuen  in  Betracht  gezo- 
genen Dinge  ^u  vervollständigen,  darthun,  dass  die  folgenden  Beziehungen  gelten: 

•Wepn    A^BiBtB^Ä 

A^B.B^CistÄ^C 
«nd^för  die  Ungleichheit:  • 

Wenn  Ä^B,  B<C  ist  Ä<CC 

und  wenn  Ä  >=  B,  B  >  C  ist  A>  C 

A>B\  B>  C  iBt  A>  C 

A<CB,  B<:CiBt  A<:C. 

Siehe  auch  Stolz  a.  a.  0.  Bd.  1,  S.  2  und  3  und  z.  ß.  Abschnitt  VI  und  das  Ende 
des  IX.  Ist  aber  in  diesem  Fall  eine  Definition  der  Gleichheit  gegeben,  so  muss  man 
zeigen,«  dass  man  noch  andre  geben  kann,  weil  sonst  die  in  dieser  Definition  gegebene 
Eigenschaft  aus  der  Definition  des  Dinges  selbst  hervorgehen  muss/ 
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d.    Jede  reelle  positive  Zahl  kann  durch  das  Symbol 

/  /y  (**>      ■  /y  ^*>  a  ^°^\  nt     /«  ^*^  a    ^*^  \ 


worin  p  'eine  hdiebige  endliche  ganze  positive  Zahl  ist,  die  u  gleidi  0, 1 ,  2  s . .  |)  —  1, 
die  n,  r  u.  s.  w,  gegebene  ganze  positive  endliche  oder  auch  unendlieh  grosse  (n  «^  oo) 
Zahlen  sind  und  fi  gegeben  oder  unendlicti  gross  in  absolutem  Sinn  ist  (ji'^Si)] 
oder  auch  durch  das  Symbol 


\  n    ^    n'  ^ 

•                      • 

*               • 

•  • 

•  • 

•               • 

H üi« (^°^  +...  +  ^^  +...  ) 


w .  ««<•' 


•  *  •  •  • 

•  •  •  • 

•  •  •  • 

dahßesiellt  werdm,  worin  i]  von  der  Ordnumj  ö  ist,  ,die  «  ganze  Zahlen  von  0 
bis  rj  uml  alle  z,  B,  durch  Halhirung  von  x>^",  oü{'^^  u,s.w.  erluiltene  ZaJden 
sein  können  y  die  n  and  s  gegebene  positive  ganze  endliclie  oder  unendlic/i  grosse 
(fi  r=  oo)  Zahlen,  die  r  endliche  Zahlen  sind  uml  fi  entweder  eine  gegebene  ZaM^ 
oder  in  absolutem  Sinn  unendlicli  gross  ist  ((i  =  Si)  (d,  §  104). 

d'.    Ha)idelt  es  sich  um  die  rcUitiven  rccUen  Zahlen,  so  Mt  man  nur  das 
Symbol:  '  • 

\  p         p^  p"  J  ■    • 

und  wenn  es  sich  um  reelle  endliehe  mid  unemllieh  grosse  uml  ufiendlich  klmie 
Zahlen  von  endlidier  Ordnung  humlelt,  so  erhält  man: 

..  \     P  P^      ^  ^     p^     /     -' 

m      ( a  '^^^                   a    ^'>  \ 
"T"       -  -  ( +  •  •  •  H '  —  )    ""1"  •  •  •  • 
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—   CX)/     \    P  p'^r  / 

worin  r  endlich  oder  uncndlidi  gross  ist  (r  =  oo),  oiJer  auch 

/  ^  (0)  „  (0)  r^   ^^)\ 

worin  rj  eine  unendlich  grosse  Zahl  von  endlicher  Ordnmig  und  n  gegeben  und 
endlich  oder  unendlich  gros^  (m  =»  o6)  ist 

Beisp.    Wenn  wir  das  ünendlichkleine  -   betrachten,  ao  sehen  wir,  dass  es  in 

Bezug  auf .  das  ünendlichkleine  — .—  endlich  ist,  weil  cx),  und  oo^^m  unendlich  gross 
von  rfer  ersten  Ordnung  sind  (Def.  11,  §  88).  Die  folgende  Reihe  drückt  diese  Zahl  mittelst 
der  Einheiten ,  — =-,   ../,    aus: 


"*"    C»i*t 


fi  =  A. 


Bleiben  wir  z.  B.  bei  dem  Glied stehen^  so. haben  wir 

+  .»?L  _t_  +...)  +  (_^ +...+  :ÜL_2L)|  (cx),-m)^l-   ?*---<  1, 

während 

TM    .    »♦    ,       .     ?!_  ,      W /_?•—_  4. »»"       4- 

+  ...  +    ^--     +...  )  +  ^^_-  +...+  __  +  .^^_jj  (cx>.-.0== 

ist. 

Der  unterschied  zwischen  beiden  Zahlen  ist: r  (  i I     welcher  in 

absolutem  Sinn  unbegrenzt  klein  wird,  wenn  ft  über  jede  gegebene  Zahl  der  Classc  (//) 
hinaus  wächst. 

Bern.  IV.  Nachdem  wir  die  Grundoperationen  für  die  Brüche  definirt  und  die  zwischen 
rationalen  und  irrationalen  Zahlen  geltenden  Regeln  bestimmt  haben,  lassen  sieh  ähnlich 
wie  m,  §  93  die  folgenden  Sätze  beweisen: 

•  e.  Die  reellen  endlichen  unendlich  grossen  und  unendlich  Meiiien  Zahlen  his 
zur  Ordnwng  fi  aUe  'diejenigen  einbegriffen,  deren  Ordnungen  zu  der  Zahl  fi  endlieh 
sind,  bilden  eine  Gruppe^  die  sich  durch  die  mit  zwei  belieb^Ujen  ZaJden  der  Gruppe 
vorgenommenen  Grwndoperaiienen  in  sidi  selbst  umbildet 
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f.  Dk  Zahl  ( Znhlemjröase)  ahnt  den  Btyriff  der  3IusscinhvH  lann  nidt 
dazu  dieiutn,  die  intenske  Grösse  eines  homogenen  stetigen  Systi^ms  einer  Dirnen- 

■ 

sion  zu  hestimmen. 

Sollen  zwei  Segmente  a  und  a  gleich  sein,  so  müssen  sie  nicht  nur  durch 
dieselbe  Zahl  dargestellt  werden,  sondern  auch  .die  Masseinheit,  auf  die  sie  be- 
zogen werden,  muss  die  nämliclic  sein;  deim  wenn  die  Einlieit  nicht  dieselbe 
ist  und  sie  werden  durch  dieselbe  Zahl  dargestellt,  so  erhält  mau  nicht  die 
Gleichheit  zwischen  a  und  a'  (c).  Dies  gilt  nicht,  nur  fiir  zwei  Segmente  a 
und  a-  sondern  auch  fiir  ihre  intensiven  Grössen,  denn  die  Gleichheit  der  letz- 
teren  hat  diejenige  der  ersteren  zur  Folge  (f,  §  111).  ^ 

Bern  V.  .Einem  beliebigen  variabelon  Sej^ent  der  Grundform  entspricht  eine  in 
•  absolutem  und  relatiyem  Sinn  variabele  Zahl,  Für  die  endlichen  variabelen  Zahlen  gelten 
ähnliche  Sätze  wie  in  den  §§  9ö — 99  und  für  die  absoluten  Zahlen  ähnliche  wie  in 
§§  100—105. 

Aus  dem  Gesagten  geht  hervor,  dass  die  reellen  Zahlen  die  gemeinschaflhche  Eigen- 
schaft besitzen,  das«  sie  die  Elemente  einer  Grnppe  darstellen,  welche  in  dem  Fall  ge- 
brochener Zahlen  derart  sein  muss,  dass  sie  —  wollen  wir  die  Operationen  mit  ihnen 
erklären  —  die  Theilung  in  rj  (oder  n)  gleiche  Gruppen,  die  aus  dem  Continuum  selbst  hervor- 
geht, zulässt  (a,  §  103  oder  d,  §99).  Für  Irrationalzahlen  muss  die  Gruppe '  stetig  sein. 
Nur  die  Positionsverhältnisse  der  Elemente  der  Gruppe  ausser  ihrer  Ordnung  braucht  man 
nicht  in  liechnung  zu  ziehen. 

Daraus  geht  Mar  hervor,  dass  das  Continuum  nicht  von  dem  numerischen  Continuum 
abhängt,  sondern  dass  das  letztere  in  dem  allgemeineren  der  homogenen,  stetigen  Ele- 
mentengruppe enthalten  ist. 

Indem  wir  uns  auf  unsre  Hypothesen  über  das  (i^lative  und  absolute)  Continuum 
stützen,  ändern  wir  den  Charakter  der  Geometrie  nicht,  wenn  wir  der  Grundform  die  Grade 
substituiren;  wie  man  den  Charakter  der  Analysis  nicht  ändert,  wenn  mau  die  Theorie  der 
reellen  Zahlen  von  derjenigen  der  Filemeutengruppen  abhängen  lässt  und  auf  diese  Weise 
eine  Methode  }>cfolgt-,  die  weniger  künstlich  ist,  als  diejenige  mit  den  Symbolen.  Weil 
ims  jedoch  diese  Theorien  für  die  Fundamente  der  G(»ometrie  nicht  interessiren,  so  beschftf- 
tigen  wir  uns  nicht  weiter  mit  ihnen;  wir  haben  übrigens  über  ihre  Principien  wie  bei 
den  ganzen  Zalilen  genug  gesagt-. 


IX.  Kapitel. 

Letzte  Betrachtungen  über  die  örnndform. 

1. 

Zusammenfassende  Hypothese  Ober  die  Giiindform.  —  Ihre  Bestimmiing.  — 

HSgliehe  Grand  formen. 

§  122.  Jicm.  I.  Die  Gnmdform  wurde  den  Hypotliesen  I — VIII,  von  denen  die  IV. 
die  111.  und  die  Vill.  die  VI.  enthält,  iintei-worfen  (Bern.  II,  §  IS5  und  b,  §  101).  Die  bis 
Jetzt  entwickelten  Kigeii Schäften  der  Grundform  gelt<;n  für  alle  in  der  Position  ihrer  Theile 
identischen  Systeme  (Bern.  IV,  §  71).  W^enn  die  Kiemente  einer  Form  gegeben  sind,  so  ist 
die  Form  s(»ll)st  gegeben  oder  bestimmt  (Def.  IV,  §  57),  so  dass  diese  Klemento  nicht 
silmmtliche  Elemente  zweier  verschiedener  durch  dasselbe  Gesetz  erzeugter  Formen  sind 
(Def.  TT,  TU,  §  58).  *  / 

Def.  L  Eine  durch  mehrere  Elemente  hf^timmfe  Form  bedeutet,  dass  es 
keine  andre  mittelst  desselben  Gesetzes  erhaltene  Form  gibt,  die  dieselben  ge- 
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gebenen  Elemente   mit  der  ersteren  gemeinsam  hat,  ohne  mit  ihr  zusammen- 

zufaUeu  (Def.  V,  §  57  und  Def.  11  und  Bem.  HI,  §  58). 

Bern,  II.  TCsher  ist  die  Grundform  als  ^in  in  der  Position  seiner  Theile  identisches 
System  einer  Dimension  behandelt  worden  (liyp.  I).  Um  sie  mitjiin  von  den  andern  in 
der  Position  ihrer  Theile  identischen  Systemen  einef  Dimension  zu  uuterscheidon,  stellen 
wir  die  folgende  Hypothese  auf,  welche  auch  die  früheren  zusammenfasst. 

Hyp.  IX.  Die  Grundform  ist  das  oontintdrliohe  in  der  Position  seiner 
Theile  identische  System  einer  Dimension,  welches  durch  die  geringste  An- 
Bahl  Blemente  bestimmt  ist. 

Bern.  III.  Wenn  m  Elemente  gegeben  sind,  welche  die  Grundform  bestimmen,  so 
bedeutet  dies  im  Yorliegenden  Fall,  dass  mit  ihnen  ohne  weitere  Bedingung  alle  Elemente 
der  Form  gegeben  sind. 

Die  andern  Formen  dagegen  werden  mittelst  der  Grundform  bestimmt  oder  construirfc 
(Bei^L.  ni,  §  71). 

Bem.  IV.  Dass  die  Grundform  durch  zwei  statt  durch  m  Elemente  bestimmt  sein 
muss,  geht  durchaus  nicht  aus  dem  bisher  Gesagten  hervor,  weil  dieses  sowohl  in  dem 
einen  wie  in  dem  andern  Fall  gilt.  Am  einfachsten  ist  es  anzunehmen,  sie  sei  durch  zwei 
Yerschiedene  Elemente  bestimmt.  Damit  ist  also  die  Hypothese  nicht  ausgeschlossen,  das 
ursprängliche  in  der  Position  seiner  Theile  identische  System  sei  dagegen  durch  m  Ele- 
mente (m  >•  2)  bestimmt,  auch  wenn  sich  diese  Hypothese  nicht  so  fruchtbar  wie  die  erste 
erweisen  sollte  und  der  Grundform  der  Geometrie,  welches  4ie  Grade  ist,  nicht  entspräche. 
Wir  können  hier  sagen: 

Das  Gebiet  der  ahstracten  von  uns  definirten  (§  38)  fnathematischefi  Farmen  wird  ßus 
aUen  den  Elementen  gebildet,  die  wir  uns  auf  Grund  der  aufgestellten  Sätze  und  der  sämmt- 
liehen  übrigen  mathematisch  möglichen  Hypothesen  über  die  Grundform  und  die  Beziehungen 
zwischen  mehreren  Grundformen  denken  können. 

Wir  erhalten  eine  erste  Classification  der  Systeme  abstracter  Formen  nach  der  Anzahl 
der  Elemente,  welche  die  Grundform  bestinunen. 

Def.  IL  Die  Wissenschaft,  welche  sich  mit  diesen  Formen  beschäftigt 
(Def.  I,  §  38),  heisst  die  reine  Mathematik,  oder  Mathematik.  *) 

2. 
Betrachtungen  Aber  die  Wahl  der  Omndform« 

§  123.  Wenn  ein  in  der  Position  seiner  Theile  identisches  System  durch 
m  Elemente  bestimmt  ist,  kann  man,  auch  wenn  m  .die  in  dieser  Hinsicht  ge- 
'ringste  Zahl  ist,  behaupten,  alle  in  der  Position  ihrer  Theile  identischen  Systeme, 
die  durch  m  Elemente  bestimmt  werden,  seien  identisch? 

Vorausgesetzt  man  kenne  keine  andern  Eigenschaften  des  Gebiets  der 
Grundelemente  als  diejenige,  dass  sie  ein  Ganzes  von  Elementen  sind,  so  ist 
es  doch  möglich  sich  vorzustellen  es  sei  nicht  der  Fall,  z.  B.  die  Gruppen  von 
m  Elementen  in  einem  der  obigen  Systeme  seien  mit  den  Gruppen  von  m 
Elementen  des  andern  Systems  •nicht  identisch;  denn  wären  auch  nur  zwei 
identisch,  so  würden  nothwendiger  Weise  nach  dem  Prmcip  der  Identität  (a, 
§'60)  auch  die  beiden  Systeme  identisch  sein.^) 


1)  Siehe  zweite  Anm.,  §  38. 

2)  Dies  ist  z.  B.  bei  den  Kreislinien  in  der  Geometrie  der  Fall;  drei  nicht  in  grader 
Linie  gelegene  Punkte  bestimmen  auf  eine  einzige  Art  eine  Kreislinie^  aber  nicht  alle 
Kreislinien  sind  identisch. 
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Zwei  in  Bezug  auf  ihre  extensive  -Grösse  gleiche  Formen,  von  denen  jede 
durch  m  Elemente  bestimmt  wird  und  die  nicht  identisch  sind,  unterscheiden 
sich  durch  ihre  intensive  Grösse,  weil  sie  in  Bezug  auf  die  üBrigen  Bestim- 
mungsbedingimgen  gleich  sind  (Def.  I,  §  38  und  Def.  I,  §  11;  Def.  I,  II,  §  111). 
Man  kann  ihre  DiiFerenz  feststellen,  wenn  man  annimmt,  ihre  intensiven  Grossen 
Hessen  sich  numerisch  mittelst  einer  derselben  odgr  eines  Theils  .von  einer 
derselben  als  Masseinheit  ausdrücken.  Li  diesem  Fall  muss  map  offenbar  das 
numerische  Continuum  (Def  lU,  §  t21)  zu  Grunde  legen,  welches,  wie  man 
weiss,  von  dem  Unterschied  der  Position  der  Formen  unabhängig  ist  (Def.  V, 
f,  §  121). 

Zwei  numerisch  auf  dieselbe  Weise  mit  Hillfe  der  Masseinheit  ausgedrückte 
Segmente  würden  im  Allgemeinen  nicht  identiisch  sein.  Das  heisst  die  Gleich- 
heit ihrer  intensiven  Grössen  würde  nicht  die  Identität  in  der  Position  ergeben 
und  man  könnte  bei  der  Construction  der  identischen  Formen,  wenn  man  na-  • 
türlich  die  Verschiedenheit  der  Position  der  beiden  Segmente  nicht  berück- 
sichtigt, das  eine  dem  andern  nicht  substituiren  (Bern.  III,  §  9  imd  Bem.  IQ, 
§  58).  Darauf  geht  her\'or:  Wenn  das  in  der  Position  seiner  Theile  identische 
System  durch  die  kleinste  Anzahl  Elemente  bestimmt  und  auch  derart  ist,  dass 
alle  so  bestimmten  Sy stemme  gleich  sind,  so  hat  mau  nicht  nötliig,  das  nume- 
rische Continuum  zu  Hülfe  zu  nehmen,  um  ihre  Differenz  festzustellen,  da  sie 
*  ja-  gleich  sind  und  wenn  zwei  gleiche  Segmente  zweier  solcher  Systeme  ge- 
.  geben  sind,  so  kann  man  sie  unter  Berücksichtigung  der  obigen  Bemerkungen 
einander  bei  der  Construction  der  identischen  Formen  substituiren.  Ein  solches 
System  würde  als  Grundform  vorzuziehen  sein.^) 

Aus  dem  Vorstehenden  folgtj  dass  die  Grundform  nicht  als  intensive  Grosse 
(oder  Quantität)  angesehen  werden  darf*)  (a,  §  111),  wenn  man  bei  den  ab- 
stracten  mathematischen  Formen  dem  Positionsunterschied  bei  ihren  Verhält- 
nissen  Rechnung  trügt. 

Dieser  Begriff  der  intensiven  Grösse,  die,  sagen  wir,  von  zwei  der  Position 
nach  verschiedenen  und  gegebenen  Elementen  bestimmt  wird,  ist  nur  dann 
gerechtfertigt,  wenn  die  beiden  Elemente  ein  oder  mehrere  identische  Systeme 
bestimmen,  deren  Elemente  verschiedene  Positicm  haben  und  wenn  die  durclr 
diese  beiden  Elemente  bestimmte  intensive  Grösse  dieselbe,  wie  in  diesem  oder 
diesen  Systemen  ist  (Def  II,  Bem.,  §  111).  Aber  noch  mehr.  Wir  Imben  eben  . 
gesehen,  dass  mau  sich  d(.»nken  kann,  nicht  alle  z.  B.  durch  zwei  Elemente  be- 
stimmten. Systeme  seien  identisch,  auch  wenn  sie  in  der  Position  ilirer  Theile 
identisch  sind;  man  muss  daher  aimolimen,  ihre  intensiven  Grössen  liessen  sich 
mittelst  ^iner  als  Einheit  genommenen  intensiven  Grösse  miteinander  ver- 
gleichen. Li  diesem  Fall  kann  man  nicht  sagen,  zwei  Elementepaare  seien 
identisch,  wenn  sie  dieselbe  intensive  Grösse  bestimmen'  ohne  vorauszusetzen, 
dass    alle  durch    diese    Elenientepaare    l)estimmteu   Systeme    gleich  seien,    das 

1^  Kö  ist  (lies  in  der  Geometrie  bei  i\or  GiTailen  der  Fall  (siehe  Theil  I,  Buch  I, 
Kapitel  r>. 

2;  Wie  es  in  der  Thiit  in  der  Geometrie  der  Fall  ist. 
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heisst,   dass  auch   die  Gleichheit   der  Position  vorhanden  sei  (a  und  f,  §  111; 
Def.  m  und  IV,  §  D).  '  . 

Nimmt  man  an,  zwei  Elemcntepaare,  welche  dieselbe '  intensive  Grögse 
bestimmen  (oder  die  Formen,  dfereu  Elemente  dieselbe  intensive  Grösse  be- 
stiftimen),  seien  identisch,  so  liegt  darin  schon  die  Voraussetzung,  dass  die  durch 
zwei  Elemente  in  ihrer  Position  bestimmten  Systeme  bezüglich  identisch  sind. 
Dies  ist  der  Grund,  wesshalb  derselbe  principielle  Fehler,  den  man  begeht, 
wenn  man  von  der  intensiven  Grösse  ausgeht',  für  .die  Theorie  der  Formen 
keine  Folgen  hat,  da  man  ja  die  genannte  Eigenschaft  voraussetzt.  \) 

•  Man  könnte  auch  das  Elementepaar  als  Grundform  betrachten^  indem  man 
damit  nicht  die  von  ihnen  bestimmte  intensive  Grösse  meint,  sondern  die  Ge- 
sammtheit  aller  Segmente  der  Formen  einer  Dimension,  welche  zu  Enden  die 
gegebenen  Elemente  haben.  In  diesem  Fi^ll  kann  man  nur  auf  Grund  der 
Def.  VI,  §  8  von  identischen  Paaren  sprechen.^) 

Nimmt  man  aber  an,  alle  Paare  seien  nicht  identisch,  so  ist  es  nöthig 
auf  irgend  eine  Art  ihren  unterschied  zu  bestiinmen:  man  kann  z.  B.  festsetzen, 
ihr  unterschied  sei 'derart,  dass  alle  Paare  sich  numerisch  durch  eines  von 
ihnen  als  Einheit  ausdrücken  lassen.  Auch  hier  muss  man  sich  auf  die  Eigen- 
schatten  des  homogenen  Continuums  einer  Dimeösion  und  auf  die  Eigenschaft 
(AB)  E£  {BÄ)  beziehen,  wenn  sie  nicht  in  irgend  einem  andern  Axiom  ent-' 
halten  ist,  weil  hier-  die  Eigenschaft- des  in  der  Position  seiner  Theile  iden- 
,  tischen  Systems .  (Def.  I,  §'70  und  Bern.  II,  §  81)^  welche  dazu  dient  diese 
Eigenschaft  in  relativem  wie  in  absolutem  Sinn  zu  beweisen,  fehlt  (g,  §  99 
oder  c,  §  104). 

Jedenfalls  lässt  sich  nicht  sagen,  ob  ein  Paar  «nach  den  Def.  I,  II,  §  Ql 
grösser  oder  kleiner  als  ein  andres  oder  ob  es  ein  Theil  desselben  ist  oder 
nicht,  weil .  wir  den  Begriff  von  Theil  unabhängig  vom  Begriff  der  Gruppe 
nicht  haben.  Nehmen  wir  z.  B.  das  Zahlencoutinuum  zu  Hülfe,  so  sagen  wir, 
das  Paar  A  sei  grösser  als  das  Paar  B,  wenn  die  Zahl,  die  A  darstellt,  grösser 
•  ist,  als  die  Zahl,  die  B  darstellt. 

Diese  Methode  würde  den  principiellen  Fehler  der  ersten  vermeiden;  sie 
hat  aber  nicht  nur  keine  einzelne  Grundform,  wie  die  unsrige  ist,  sondern 
leidet  auch  wie  die  erste  Methode  an  dem  Mangel,  dass  sie  das  Zahlencoutinuum 
und  wenigstens  die  Grundeigenschaften  der  stetigen  Fomctionen  zu  Grunde 
legt  und  dass  man  mit  diesen  Methoden  in  der  Geometrie   in  einer  bcsondem 

Form  von  gegebenfen  Dimensionen  arbeitet^),  von  der  man  doch  die  Definition 

■  " 

1)  Auch  in  der  Geometrie  hat  er  keine  Folgen,  in  welcher  man  von  dem  Begrifr  dßs 
Abstandes    ausgeht,    welcher  die  intensive  Grösse* des  gradlinigen  von  zwei  Punkten  be- 

•  stimmten  Segments  jedoch  nicht  Jas  Punktepaar  ist  (siehe  früher),  weil  der  Abstand,  wie 
er  gewöhnlich  sei  es  analytisch  oder  geometrisch  definirt  wird,  genau  die  intensive  Grösse 
des  Segments  oder  des  Punktepaares  ist  (Def.  II,  §  111).     Siehe  Vorrede  und  Anh. 

2)  Es  würde  dies  in  einem  concreten  Gebiet,  z.  B.  in  der  Geometrie  die  Nothwendig- 
keit  eines  Axioms  einschliessen,  d.  h.  der  Existenz  identischer  Paare. 

3)-  Bei  den  Untersuchungen  über  die  Fundamente  der  Geometrie  benutzt  man  das 
Elcmentepa^  (oder  Intervall)  ohne  zu  sagen  was  für  ein  Ding  es  ist  und  verwechselt  es 
in  der  Uegel  mit  Abstand.     Doch  dem  ist,  wie  wir  gesehen  haben,  leicht  abzuhelfen.     Es 
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geben  muss.  unser  Gebiet  dagegen  hat  von  Anfaug  an  nur  die  einzige  Eigen- 
schaft,  dass  es  eine  Gesammtheit  von  Elementen  ist  und  dass^  wenn  in  ihm 
eine  besondre  Gesammtheit  von  Elementen  von  n  Dimensionen  gegeben  ist, 
ausserhalb  derselben  immer  noch  ein  andres  Element  existirt  (Def.  VI,  §  13; 
Bem.  IV,  §  122).  •  * 

Unsre  Grundform  ist  (Hyp.  IX)  unabhängig  von  dem  ganzen  übrig- 
bleibenden Gebiet  und  mit  ihr  construiren  wir  die  andern  Formen  von  einer 
oder  mehreren  Dimensionen.  ^) 

Wollten  wir  auf  diese  abstracte  Art  fortfahren,  so  müssten  wir  jetzt  die 
Hypothesen ,  in  -Bezug  auf  eine  oder  mehrere  Grundformen  aufstellen.  Das*  ab- 
stracte System,  mit  welchem  wir  uns  beschäftigen  wollen,  ist  dasjenige,  welches 
der  Geometrie  entspricht.  Wir  gehen  mithin  ohne  Weiteres  zur  Behandlung 
dieses  Systems  über  imd  halten  uns  dabei  die  Bedingungen  gegenwärtig,  denen 
die  abstracten  geometrischen  Hypothesen  und  Axiome  und  die  rein  geometrische 
Methode  genügen  müssen.  *) 


ist  desshalb  durchaus  nicht  intuitiv,  dass  mau  ohne  den  Begriff  der  gradcn  Linie  und  mit 
dem  Zahlencontinuum  die  Intervalle  miteinander  vergleichen  könne.  Zu  sagen,  man  könne 
die  Intervalle  numerisch  durch  ein  andres  Intervall  ausdrücken  und  sie  den  Zahlen  des 
Zahlencontinuums  entsprechen  lassen,  ist  eine  um  so  eher  mögliche  Hypothese,  als  sie 
durch  die  schon  bekannten  Untersuchungen  über  die  Grade  bestätigt  wird,  ist  aber  eine 
Hypotluise,  die  ohne  die  Grade  sich  nicht  auf  die  geometrische  Anschauung  stützt.  Uebfer- 
dies  muss  man  im  Voraus  eine  Definition  dos  Kaums  zu  drei  (oder  n  Dimensionen),  mit 
dessen  Creometrie  man  sich  beschäftigen  will,  geben,  sonst  fehlt  die  Basis  zur  ConBtruction , 
der  Ebene  und  der  Graden  mittelst  der  Kugel,  wie  es  der  Fall  ist,  wenn  man  yon  dem 
Punktepaar  ausgeht  (siehe  Vorrede  und  Anh.). 

1)  Siehe  Vorrede. 

2)  Siehe  Vorrede. 


Erster  Theil. 

Die  Grade,  die  Ebene  und  der  Banm  yon  drei  Dimensionen 

im  allgemeinen  Banm. 


* 


■    • 


Buch.  I. 

Die  Grade  und  die  gradlinigen  Figuren  im  Allgemeinen. 


I.  Kapitel. 

Die  Grade  nnd  die  gradlinigen  Fignren  im  Allgemeinen. 

Axiome  nnd  Hypothesen. 

1. 

Der  Punkt  —  Axiom  I.  —  Die  Figur.  —  Der  allgemeine  Raum.  —   Die 

Ck^ometrie.  —  Punktsysteme  einer  Dimension. 

§  1.  Emp.  Bem.^)  An  die  Gegenwart  der  Körper  ausser  uns,  die  für  uns  mittelst 
der  Sinne,  besonders  durch  das  Gesicht  und  das  Gefühl  in  die  Erscheinung  treten,  ist  die 
Vorstellung  dessen  verknüpfb,  was  sie  enthält.  Dieses  heisst  äussere  Umgebung  oder  auch 
Anschauungsraum  und  in  ihm  nimmt  jeder  Körper  einen  bestimmten  Platz  oder  Ort  ein. 
Wenn  wir  einen  Körper  beobachten,  so  ninunt  er  einen  bestimmten  Platz  ein;  nehmen  wir 
aber  den  Körper  weg  und  halten  mit  dem  Geist  den  von  ihm  besetzten  Platz  fest,  so  haben 
wir  sofort  die  Anschauung,  dass  dieser  Ort  an  sich  unabhängig  von  dem  Körper  existirt. 
Auch  wenn  ein  Körper  sich  nicht  bewegt,  wie  z.  B.  das  Buch  auf  dem  Tisch  vor  uns,  so 
können  wir  doch  von  demselben  absehen  und  an  den  Ort  denken,  den  es  einnimmt. 

Scheinbar  ist  dieser  Ort,  der  vorher  von  dem  sich  bewegenden  Körper  oder  dem  ruhenden 
Körper,  von  dem  wir  aber  abstrahiren,  angefüllt  war,  offenbar  leer,  das  heisst  wir  sehen  ihn 
nicht  und  stellen  ihn  uns  nicht  von  andern  Körpern  besetzt  vor.  Daraus  folgt  durchaus 
nicht,  dass  in  Wirklichkeit  der  absolut  leere  Raum  existire,  das  heisst  eine  Umgebung,  welche 
nicht  mit  irgend  einem  Körper  angefüllt  ist;  wenn  wir  uns  aber  denken,  ein  Körper  (und 
darunter  können  wir  auch  einen  materiellen  Punkt  verstehen)  bewege  sich  und  der  von  ihm 
in  einem  gegebenen  Augenblick  besetzte  Raum  werde  von  der  ringsum  befindlichen  Materie 
nicht  ausgefüllt,  so  erhalten  wir  den  abstracten  Begriff  des  absolut  leeren  Raums.  Und  mit 
der  Vorstellung  des  leeren  Raums  erhalten  wir  auch  die  Vorstellung  der  Utibeweglichkeil 
des  leeren  Raums  oder  des  Anschauungsraums. 

Der  Begriff  (Einl.  §  4)  des  Grundelements  der  Wissenschaft,  von  der  wir  jetzt  die 
Grundzüge  geben  wollen  (Einl.  Def.  I,  §  57),  welcher  uns  die  Formen  (Gegenstände)  unsrer 


1)  Auf  die  empirischen  Betrachtungen,  welche  uns  zur  Aufstellung  der  Axiome  dienen, 
nehmen  wir  bei  der  Abfassung  der  Sätze  und  den  geometrischen  Beweisen  durchaus  keine 
Rücksicht  und  benutzen  nur  die  Resultate,  welche  wir  unabhängig  von  diesen  Betrachtungen 
in  den  Axiomen  feststellen. 
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Untersuchungen  bestimmt  (Einl.  Def.  IV,  §  67),  wird  uns  durch  in  Wirklichkeit  ausser  um 
in  der  äusseren  Umgebung  existirende  Gegenstände  geliefert,  z.  B.  durch  das  Ende  eines 
Fadens  oder  des  Gegenstandes  der  Fig.  1  (S.  52).  Abstrahirt  man  von  seinen  physischen  Eigen- 
schaften, so  erweckt  das  Ende  des  Fadens  oder  dasjenige,  welches  die  Trennung  zweier 
seiner  consecutiven  Theile  angibt,  in  uns  die  Vorstellung  von  denigenigen,  was  wir  als 
Grundelement  ansehen,  oder  von  dem  Punkt.*) 

Andre  Gegenstände,  wie  die  Spur,  die  durch  die  äusserst  feine  Spitze  eines  Bleistifts 
auf  dem  Papier  entsteht,  erwecken  oder  erzeugen  in  uns  denselben  Begriff,  woraus  herror- 
geht,  dass  der  Punkt  Yon  der  Materie  dos  Gegenstandes  unabhängig  ist,  welcher  ihn  uns 
liefert;  denn  die  Anschauung  des  Punktes  bezieht  sich  nicht  so  sehr  auf  den  Gegenstand, 
als  auf  die  Stelle,  welche  der  Gegenstand  in  unsrer  äusseren  Umgebung  einnimmt. 

Def.  L   Das  Grundelement  (Einl.  Def.  I,  §  57),  aus  welchem  sich  die  Formen 

zusammensetzen  (Einl.  Def.  IV,  §  57),  ist  durch  die  oben  erwähnte  besondere 

Vorstellung  gegeben  und  heisst  Punktr)^) 

Emp.  Bern.  IL  Die  Identität  der  Punkte  geht  aus  der  Anschauung  des  Punktes  hervor 
(Einl.  Def.  VI,  §  8)  und  wir  müssen  daher  das  folgende  Axiom  aufstellen: 

Ax.  L  Es  gibt  versohiedene  Punkte.  —  Alle  Funkte  sind  identiBoh  (EinL 
Def.  Ul  und  Bem.  HI,  §  i);  Def.  11,  III  und  Bern.  U,  §  57). ») 

Bern.  I.  Unabhilngig  von  der  Anschauung  oder  in  rein  abstractem  Sinn  bedeutet  dieses 
Axiom,  dass  alle  Gruudelemente,  denen  man  den  Namen  Punkt  gibt,  identisch  sind.  Daraus 
ergibt  sich  mithin  eine  abstracte  Eigenschaft,  die  unabhilngig  von  der  Anschauung  des 
Punktes  ist. 


1)  Siehe  auch  Einl.  §  66.  Dadurch,  dass  wir  das  Wort  „erwecken''  gebrauchen,  wollen 
wir  nicht  ausdrücken,  dass  die  Vorstellung  des  Punktes  a  priori  in  uns  vorhanden  ist,  denn 
mit  dieser  Frage  beschäftigt  sich  der  Mathematiker  nicht  (siehe  Vorr.),  sondern  dass  diese 
Vorstellung  eine  von  denjenigen  ist,  die  sich  nach  und  nach  in  uns  bilden  oder  entwickeln. 

2)  Dies  ist  eine  rein  nominelle  Definition;  wir  wollen  mit  ihr  nicht  die  Eigenschaften 
des  Punktes  definiren,  sondern  uns  nur  auf  die  in  der  emx>.  Bem.  1  oder  §  56  der  Einl. 
erklärte  Vorstellung  beziehen. 

8)  Wir  lassen  die  Präge  bei  Seite,  ob  der  Punkt  an  sich  Theile  hat  oder  nicht,  wenn 
schon  der  Punkt  nach  dem^  was  wir  in  §  55  der  Einl.  über  den  (regenstand  der  Fig.  1 
gesagt  haben,  nicht  nur  kein  Theil  in  Bezug  auf  diesen  Gegenstand  ist,  wenn  man  den 
Theil  in  dem  Sinn  betrachtet,  dass  er  zur  Construction  des  Continuums  nach  Satss  d,  §  105 
dient,  sondern  auch  an  sich  betrachtet  keine  Theile  hat  ^siehe  Einl.  Anm.  4  zu  §  66).  Der 
Punkt  ist  für  uns  eine  coustante  Form  (Einl.  Def.  VII,  §  67). 


')  In  den  mit  Römischen  ZiÜem  bezeichneten  Anmerkungen  werden  wir,  wie  wir  in 
der  Vorrede  angekündigt  haben,  die  Geometrie  in  dem  Grebiet  einer  einzigen  Einheit,  wie 
es  gewöhnlich  geschieht,  behandeln,  theils  zu  Lehrzwecken  theils  um  zu  zeigen,  dass  man 
denselben  Principieu  unabhängig  von  unseru  abstracten  Hypothesen  über  das  Unendlich- 
grosse imd  Unendlichkleine  folgen  kann,  zu  gleicher  Zeit  aber,  um  auch  den  Werth  jener 
Hypothesen  bei  der  Untersuchung  der  Eigenschaften  des  endlichen  Gebietes  selbst  kennen 
zu  lehren  (siehe  Vorr.j.  Macht  man  daher  von  der  Einleitung  keinen  Gebrauch,  so  kann 
man  den  Punkt  als  einen  Gegenstand  definiren,  aus  welchem  sich  alle  andern  G^egenstftnde, 
ilie  wir  betrachten,  zusammensetzen  lassen  oder  besser  als  einen  durch  die  obige  Vor- 
stellung gegebenen  Gegenstand.  In  einem  für  Gymnasien  bestimmten  Elementarbuch  Tsvam 
mau  die  kritischen  Erörterungen  wie  z.  B.  in  Bem.  I  vermeiden.  Dies  gilt  fär  aUe  übrigen 
Anmerkungen.  Ebenso  muss  man  einige  bekannte  Dinge  voraussetzen  z.  B.  die  Haupteigen- 
schaften der  ganzen  Zahlen. 

Zur  Definition  des  Punktes  wie  zur  Aufstellung  der  Axiome  ist  es  auch  in  einem  Elementar- 
buch von  Vortheil  empirische  Betrachtungen  zu  Hülfe  zu  nehmen. 

Wir  bemerken,  dass  wir  in  diesen  Anmerkungen  nur  die  Möglichkeit  zeigen  wollen, 
unsem  Principien  in  einem  Elementarbuch  zu  folgen,  ohne  dass  wir  besonders  im  Anfang 
eine  bestimmte  Ordnung  genau  einhalten  wollten. 

Wir  beschränken  uns  auf  die  Grade  und  Ebene,  weil  der  Leser  schon  allein  finden 
wird,  welche  Aenderungen  au  dorn  Text  des  Kap.  1,  Buch  111  angebracht  werden  müsaen, 
wenn  man  in  dem  endlichen  Gebiet  nur  einer  Einlieit  bleibt. 


§2J  Die  Figur.  —  Der  allgemeine  Raum.  —  Die  Geometrie.  227 

§  2.  Bein.  I.  Wir  wiederholen  hier  einige  schon  in  der  Einleitung  für  die  Elemente- 
systeme aufgestellte  Definitionen  und  betrachten  dabei  den  Punkt  als  Element.  Wir  be- 
schäftigen uns  jedoch  augenblicklich  nicht  mit  ihrer  Existenz,  welche  diu-ch  die  Axiome, 
welche  wir  später  aufstellen,  gegeben  oder  aus  ihnen  abgeleitet  werden  muss. 

Def.  I.  Jede  Form,  deren  Grundelement  der  Punkt  ist  (Einl.  Def.  IV,  §  57 
und  Def.  I,  §  38),  nennen  wir  Fi^ur  oder  geonietriscfies  Dhig  oder  Gebilde, 

Eine  Figur  A  getiört  zu  einer  Figur  JB,  wenn  die  Punkte  von  Ä  Punkte 
von  B  sind,  und  ist  ein  Theil  von  jB,  wenn  es  in  diesem  Fall  Punkte  von  B 
gibt,  die  nicht  zu  Ä  gehören,  oder  ausserhalb  A  liegen  (Einl.  §§13  und  26). 

Def.  II,*  Der  allgenieine  Raum  ist  durch  ein  System  von  Punkten  gegeben, 
derart,  dass,  wenn  eine  beliebige  seiner  Figuren  von  n  Dimensionen  (Einl. 
§  110)  in  ihm  gegeben  oder  construirt  ist,  es  wenigstens  einen  andern  Punkt 
ausserhalb  dieser  Figur  gibt;  seine  nicht  beweisbaren  Eigenschaften  werden 
theils  aus  der  äusseren  Beobachtung,  theils  aus  abstracten  Principien  ab- 
geleitet, die  den  Eigenschaften  der  unsrer  äusseren  Umgebung  entsprechenden 
Figur  (Emp.  Bern.)  nicht  widersprechen. 

Oder  auch: 

Der  allgemeine  Raum  ist  die  Gesammtheit  der  Punkte,  welche  durch  die 
nicht  beweisbaren  Eigenschaften  definirt  wird,  die  sich  theils  aus  der  äusseren 
Beobachtung  theils  aus  abstracten  Principien  ergeben,  welche  den  Eigenschaften 
der  imsrer  äusseren  Umgebung  entsprechenden  Figur  nicht  widersprechen. 

D^,  HI    Die  Wissenschaft,    die  sich  mit  den  Figuren    (und    daher  mit 

dem  allgemeinen  Raum)  beschäftigt,  heisst  Geometrie, 

Bern.  IL  Dass  man  sich,  nachdem  eine  Figur  von  n  Dimensionen  construirt  ist,  einen 
Punkt  ausserhalb  derselben  vorstellen  kann,  geht  aus  der  Operation  a  des  §  37  der  Einl. 
hervor.  Dass  man  diesen  Punkt  aber  alsdann  denselben  Axiomen  und  Hypothesen  unter- 
werfen kann,  lässt  sich  durch  die  Entwicklung  der  Geometrie  selbst  beweisen. ')  Vorerst 
genügt  es  uns  zu  wissen,  dass  eine  solche  Definition  möglich  ist.  Wir  haben  sie  hier 
gebracht,  um  alsbald  eine  Vorstellung  von  dem  ganzen  Gebiet  der  Geometrie  zu  geben; 
man  könnte  sie  aber  auch  weglassen,  ohne  dass  dadurch  eine  Aenderung  in  der  Behandlung 
der  speciellen  Bäume,  die  wir  betrachten  werden'),  nöthig  würde;  wir  haben  aus  diesem 
Grund  Def.  11  mit  einem  Stern  versehen. 

Bern.  III.  Die  Figuren  wie  z.  B.  der  Punkt,  der  unbegrenzte  Anschauungsraum  und 
der  allgemeine  Raum  sind  für  uns  geistige  Dinge,  welchen  äussere  Gegenstände  entweder 
entsprechen  oder  von  welchen  angenommen  wird,  dass  ihnen  etwas  thatsächlich  ausser  uns 
Existirendes  entspreche  oder  von  denen  nicht  einmal  diese  Annahme  gemacht  wird.  Sie 
sind  also  diese  äusseren  Gegenstände  selbst  nicht.    Die  Geometrie  als  besondere  Wisuen- 


1)  Siehe  Anhang  Anm.  I. 

2)  ünsre  Axiome  stellen  nur  die  Existenz  von  Figuren  von  zwei  Dimensionen  fest, 
ohne  diejenige  von  Figuren  von  mehr  als  zwei  Dimensionen  auszuschliessen ;  die  übrigen 
Sätae  dieses  Kapitels  gelten  jedoch  sowohl  für  die  zwei  Dimensionen,  wie  für  den  allge- 
meinen Baum,  der  eine  thatsächliche  unendlich  grosse  Anzahl  von  Dimensionen  hat,  und 
ffir  die  Bäume  von  drei  und  mehr  als  drei  Dimensionen. 

Vor  der  Uand  lässt  uns  die  Def.  des  allgemeinen  Raums  nur  dies  erkennen:  dass  wir 
ein  durch  das  Ax.  I  bestimmtes  Punktesystem  haben  und  dass  ausserhalb  jeder  in  ihm 
gegebenen  oder  construirten  Figur  von  n  Dimensionen  wenigstens  ein  Punkt  vorhanden  ist. 
Für  diesen  letzten  Satz  bedarf  es  keines  Axioms,  weil  er  seinen  Grund  in  der  Freiheit 
nnsres  Gedankens  (Einl.  a,  §  37)  und  in  der  Möglichkeit  hat,  jeden  neuen  Punkt  denselben 
Axiomen  und  Hypothesen  wie  die  übrigen  Punkte  zu  unterwerfen;  dagegen  bedarf  es  eines 
Axioms,  um  festzusetzen,  wieviel  Dimensionen  der  Anschauungsraum  hat,  doch  ist  dieses 
Axiom,  wie  wir  sehen  werden,  nur  für  die  praktischen  Anwendungen  nöthig. 

16* 
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Bcliaft  (le8  Gedankens  ßndet  [ihren  Zweck  in  sich  selbst,  jedoch  ist  auch  die  ünienuchniig 
und  Construction  der  concreten  Figuren  in  dem  Gebiet  unsrer  äusseren  Beobachtung  eine 
wesentliche  Aufgabe  für  sie  (Def.  II,  §  38).  »)n) 

§  3.  Def,  L  Ein  Elementesystem  einer  Dimension,  dessen  Element  der 
Punkt  ist  (Def.  I,  §  1  und  Einl.  Def.  I,  §  62),  ist  ein  Punktesystem,  welches 
Figur  einer  IHtnetision  heisst. 

Bern.  I.  Wie  jedes  System  einer  Dimension  von  einem  beliebigen  seiner  Elemente  an 
zwei  entgegengesetzte  Richtungen  hat  (Einl.  §§  62  und  6ii\  so  gilt  dies  auch  yon  jedem 
l^unktesystem  einer  Dimension. 

Die  Elemente  eines  Systems  einer  Dimension  können  als  verschiedene  Positionen  eines 
Elements  des  Systems  betrachtet  werden  (Einl.  §  67)  und  wir  können  mithin  ohne  neue 
Principien  einzuführen  sagen,  die  Punkte  eines  Systems  einer  Dimension  seien  verschiedene 
Positionen  eines  Punktes,  der  sich  in  dem  System  bewegt.  Aus  demselben  Grund  kOnnea 
wir  bei  der  Betrachtung  der  consecutiven  Punkte  A  -4^'J  A-*^  .  .  .  des  Systems  sagen,  die 
Segmente  {AA^^^),  (A^^^A^*>)  u.  s.  w.  seien  verschiedene  Positionen  des  nämlichen  Segments, 
welches  sich  auf  dem  System  bewegt  oder  läuft,  ohne  dass  daraus  die  Identit&t  dieser 
Segmente  oder  die  Continuität  des  Systems  selbst  hervorginge  und  ohne  dass  diese  Aus- 
drücke von  der  wirklichen  Bewegung  der  Körper  abhingen  (Einl.  §  67}.*) 
I  Ein  Punktesystem  emer  Dimension  ist  einfach  geschlossen,  wenn 

4;       ein  Punkt,  welcher  sich  in  dem  System  bewegt,  das  ganze  System  in 
V/        einer  gegebenen  Richtung  durchläuft  und  dabei  wieder  in  seine  frühere 
^^  Position  zuriickkehrt.    Es  ist  einfach  offen,  wenn  der  Punkt,  welcher 

.^^''  es  in  einer  oder  der  entgegengesetzten  Richtung  durchläuft,  nicht  zum 

zweiten  Mal  durch  einen  Punkt  des  Systems  kommt  und  nicht  mm 
Ausgangspunkt  zurückkehrt  ^Einl.  §§  03  und  67). 
r  Emp.  Bern.    Ein  System  einer  Dimension  stellen  wir  häufig  durch 

Fig.  14.  eine  Gruppe  von  Zeichen  dar,  die  mit  der  Spitze  eines  Bleistifts  auf 

das  Papier  aufgezeichnet  sind  und  sich  in  einer  durch  einen  oder  den 
lindern  Pfeil  angegebenen  Richtung  folgen,  auch  wenn  alle  Eigenschaften  des  Gegenstandes 
nicht  Eigenschaften  des  Syst<?ms  sind  und  umgekehrt  (Fig.  14). 

Jede  Zeichnung,  welche  eine  Figur  darstellt,  heisst  auch  Figur.    Sie  ist  aber  eine 

1)  Hier  könnte  man  die  Def.  von  extensiver  und  intensiver  Grösse  einer  Figur  geben 
(Einl.  §  111;;  wir  thun  es  nicht,  um  vor  der  Hand  alle  allgemeinen  nicht  nöthigen  Sfttie 
zu  vermeiden.  Der  Unterschied  zwischen  den  beiden  Grössen  zeigt,  dass  die  Geometrie 
nicht  die  Wissenschaft  der  Ext(;nsion  ist,  weil  die  Wissenschaft,  welche  sich  mit  der  exten- 
siven Grösse  der  abstractt^u  Formen  beschäftigt,  die  Wissenschaft  der  abstracten  Extension 
und  nicht  der  concreten  Extension  ist,  welche  letztere  derjenigen  des  Anschauungsraoms 
entspricht.  Denn  die  Geometrie  untersucht  auch  die  intensive  Grösse  der  Figuren  und 
beschäftigt  sich  nicht  blos  mit  dem  Messen  der  Extension,  wie  oft  delinirt  wird. 

2)  Siehe  §  23. 

")  Wenn  man  von  der  Einleitung  keinen  Gebrauch  macht,  kann  man  hier  als  De- 
finition der  Figur  die  Def.  IV,  §  57  der  Einl.  und  dann  Def.  111  geben  und  jede  Definition 
des  Raums,  die  für  die  Entwicklung  der  Geometrie  nicht  nöthig  ist,  auslassen;  man  braucht 
nur  dem  Ax.  1  gemäss  anzunehmen,  duss  es  ein  Punktehvstem  gibt,  dessen  Eigenschaften 
durch  die  andren  Axiome  festgesetzt  und  abgeleitet  werden. 

Die  in  diesem  Buch  in  den  mit  Römischen  ZiÖ'em  bezeichneten  Anmerkungen  ent- 
wickelten Eigenschafben  gelten  nicht  nur  für  die  Ebene,  sondern  auch  filr  den  a]lgttmftip«> 
Raum  und  für  die  Räume  von  drei  und  mehr  als  drei  Dimensionen. 

In  einem  Elementa'^buch  der  Greometrie  muss  man  sich  auf  den  Anschauangsraom 
beschränken,  man  hat  aber  theoretisch  nicht  nöthig  ihn  von  Anfang  an  zu  definiren,  wenn 
man  auch  von  der  Anschauung  Gebrauch  macht. 

Die  Eigenschaft,  dass  es  ausserhalb  jeder  Ebene  einen  l'unkt  gibt,  kann  als  Axi<ntt 
gegeben  werden,  wenn  man  den  Raum  von  drei  Dimen-^^ionen  construirt  (Buch  IE,  Theil  I) 
und  dann  das  Axiom  aufgestellt  werden,  dass  der  Anscliauungsraum  (Emp.  Bern.  I)  ditt 
Dimensionen  hat.  Dieses  Axiom  ist  zwar  nicht  für  die  Entwicklung  der  Geometrie  Yon  drei 
Dimensionen,  aber  für  die  praktischen  Anwendungen  derselben  in  dem  Gebiet  unsrer  äasseren 
Beobachtungen  nöthig. 
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concreto  Figur  (Def.  I,  §  2  und  Einl.  Def.  II,  §  88)  und  nicht  mit  der  entsprechenden  abs- 
tracten  Figur  zu  verwechseln,  von  welcher  sie  ein  Bild  oder  eine  Darstellung  ist. ')"^) 

Def.  IL  Wenn  zwei  Punktesysteme  einen  Punkt  A  gemeinschaftlich  haben 
(Einl.  Def.  VII,  §  13),  so  sagen  wir  auch,  sie  träfen  sich  oder  sdmitten  sich  im 
Punkt  A  und  A  sei  der  Durchschnittsptinkt  derselben. 

2. 
Axiom  II.  —  Erste  Eigenschaften  der  Graden. 

§  4.  Emp.  Bern.  I.  Wir  haben  die  vorstehenden  Definitionen  (§  3)  unter  der  Be- 
dingung gegeben,  dass  die  Dinge,  auf  welche  sie  sich  beziehen,  existiren;  haben  aber  noch 
kein  Princip  aufgestellt,  nach  welchem  ihre  Existenz  gegeben  ist  oder  sich  ableiten  lässt. 
Wir  vrissen  nur,  dass  wir  ein  Punktesystem  haben  (Ax.  I;  Einl.  Def.  I,  §  13)  und  wissen  mithin 
nicht,  ob  es  stetige  Figuren  gibt  und  wenn  es  solche  gibt,  welches  diejenige  ist,  die  durch 
die  geringste  Anzahl  Punkte  bestimmt  wird,  und  was  ftlr  eine  Anzahl  cties  ist.  Wir  können 
desshalb  nicht  entscheiden,  ob  zwei  Punkte  nothwendigerweise  eine  Figur  unter  dei\jenigen 
Figuren,  welche  die  Punkte  enthalten,  bestimmen  und  wenn  so,  von  welcher  Beschaffenheit 
sie  ist  (Einl.  §  122).  Wir  müssen  uns  daher  umsehen,  ob  es  nicht  irgend  einen  äusseren 
Gegenstand  gibt,  der  uns  den  Begriff  einer  durch  zwei  Punkte  bestimmten  Figur  liefern  kann. 

Wenn  wir  den  Gegenstand  der  Fig.  1  (S.  52)  betrachten  und  von  seinen  physischen 
Eigenschaften  abstrahiren,  so  erhalten  wir  den  Begriff  (Einl.  §  4)  eines  durch  zwei  Punkte 
begrenzten  Punktesystems  einer  Dimension.  Diese  Figur  heisst  gradliniges  Segment  oder  kurz 
Segment,  wenn  man  es  nicht  mit  Segmenten  andrer  Systeme  verwechseln  kann.  Die  An- 
schauung des  gradlinigen  Segments  wird  auch  durch  einen  an  seinen  Enden  (im  empirischen 
Sinn)  gespannten  Faden,  die  Kante  eines  Würfels,  einen  Sonnenstrahl,  der  durch  eine  kleine 
Oeffiaung  in  ein  dunkles  Zimmer  fällt,  u.  s.  w.  in  uns  geweckt.^)  Das  gradlinige  Segment 
entspricht  also  wie  der  Punkt  (Einp.  Bem.  I)  nicht  dem  gespannten  Faden  und  der  Kante 
des  Würfels  oder  ähnlichen  Gegenständen,  sondern  vielmehr  dem  von  diesen  Cregenständen 
in  der  äusseren  Umgebung  eingenommenen  Ort  (Emp.  Bem.  1). 

Wir  haben  in  §  55  der  Einl.  gesehen,  dass  uns  die  wiederholte  Erfahrung  zu  der 
Annahme  führt,  das  gradlinige  Segment  sei  ein  Thcil  eines  andern  gradlinigen  Segments 
(Einl.  Def.  11,  §  27  und  Def.  III,  §  62)  und  sei  mithin  ein  Theil  eines  Punktesystems  einer 
Dimension,  welches  in  einer  und  der  andern  Kichtung  unbegrenzt  i^  (Einl.  §  32).  Wenn 
es  sich  aber  auch  in  der  äusseren  Umgebung  nicht  so  verhielte,  diese  abstracto  Hypothese 
steht  nicht  nur  dem  Studium  der  Eigenschaften  des  begrenzten  Gebiets  der  Beobachtung 
nicht  hindernd  im  Wege,  sondern  fördert  dasselbe. 

Das  g^dlinige  System  ist  in  der  Position  seiner  Theile  identisch  (Einl.  §  55;  Def  I, 
§  70;  Bem.  11 ,  §  81);  ferner  sind  die  wahrnehmbaren  Theile  dos  gradlinigen  Gegenstandes 
der  Fig.  1  (S.  62)  in  Bezug  auf  einen  beliebigen  von  ijinen  endlich  (Def  II,  §  82),  das  heisst, 


1)  Die  Benutzung  der  auf  das  Zeichenpapier  gezogenen  Figuren  ist  bei  den  geometri- 
Bchen  Untersuchungen  von  grossem  Vorthoil  (siehe  Vorr.)  und  die  Zeichnungen  oder  ähnliche 
Gegenstände  sind  zur  Aufstellung  der  Axiome  nöthig.  Die  Ableitung  der  Gnindeigenschaft<?n 
jedoch y  besonders  so  lange  noch  nicht  alle  Axiome  aufgestellt  sind,  muss  von  der  Beob- 
achtimg oder  der  Anschauung  der  Figur  unabhängig  bleiben,  damit  man  nicht  von  Anfang 
an  noch  nicht  definirtc  Begnffe  einfiihrt  oder  auch  eine  Eigenschaft  für  bewiesen  hält,  die 
man  nur  aus  der  Beobachtung  der  Figur  abgeleitet  hat.  Will  man  die  grossen  Vortheile, 
welche  die  Anschauung  bietet,  nicht  aufgeben,  so  muss  man  diese  Uebelstände,  die  die- 
selbe zur  Folge  haben  kann,  im  Auge  behalten« 

2)  Siehe  Anm.  I. 


"^  Will  man  nicht  auf  die  Einleitung  zunickgreifen  (siehe  Anm.  I),  so  kann  man 
die  Betrachtung  der  Reihen  von  Dingen  und  der  Ordnung  sowie  die  Princiinen  des  §  2  der 
Einleitung  über  die  Gleichheit  zweier  Dinge  kurz  innerhalb  der  in  einem  Elemeuttirbuch 
gewöhnlichen  Kenntnisse  vorausschicken.  So  kann  mau  die  Def.  I,  den  Theil  der  Bem.  I, 
welcher  sich  auf  die  Sprache  der  Bewegung  bezieht,  sowie  die  empirische  Bem.  und  die 
Def.  n  geben. 
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wenn  man  zwei  Tlieile  (AB),  {CD)  hat  und  (AB)  <  (CD),  so  gibt  es  eine  ganze  natfirlicbe 

Zahl  m  derart,  dass 

(AB)m  >  (CD).  (c',  §  81  der  EinL) 

Die  Einheit,  auf  welche  diese  Theile  bezogen  werden,  nennen  wir  grcidlinige  dwrd^  dk 
Beobachtung  tcahrtiehmhare  Einheit  oder  einfach  wahrnehmbare  Einheit. 

Der  gradlinige  Gegenstand  hat  uns  femer  zur  Führung  gedient  bei  der  Aufstellimg 
der  Hyp.  VI  über  das  relative  Continuum  (Einl.  §§  56  und  96);  mithin  ist  der  gradlinige 
Gegenstand  in  Bezug  auf  die  walimehmbare  Einheit  continuirlich.  Dieser  Gegenstand 
(Fig.  1)  könnte,  wenn  er  unter  dem  Vergrösserungsglas  betrachtet  wird,  nicht  continairlich 
sein,  der  Ort  aber,  welcher  in  Bezug  auf  unsre  Raumanschauung  von  ihm  eingenommen 
wird,  ist  stetig  (Einl.  §  56). 

Durch  wie  viele  seiner  Punkte  wird  dieses  System  in  seiner  Position  bestimmt? 
Abstract  geht  aus  der  Eigenschaft,  dass  es  eine  in  der  Position  ihrer  Theile  identische 
Figur  einer  Dimension  und  stetig  ist,  die  Anzahl  der  Punkte,  durch  welche  es  bestimmt 
wird,  nicht  hervor  (Einl.  §  122);  wir  müssen  mithin  die  Erfahrung  zu  Hülfe  nehmen.  Thim 
wir  dies,  so  sehen  wir,  dass  der  von  dem  gradlinigen  Gegenstand  eingenommene  Ort  durch 
seine  Enden  bestimmt  wird  und  wie  das  Segment  das  ganze  System  bestimmt,  dieses  durch 
zwei  seiner  Punkte  bestimmt  wird.  Wir  sehen,  dass  zwei  beliebige  verschiedene  Punkte 
welche  den  Enden  eines  gradlinigen  Gegenstandes  in  dem  Bereich  unsrer  Beobachtong 
entsprechen,  stets  ein  gradliniges  Segment  bestimmen;  dieses  reicht  aber  zu  der  Annahme 
hin,  dass  es  nur  durch  zwei  seiner  Punkte  bestimmt  wird.  Würde  man  diese  Eigenschaft 
für  alle  Punktepaare  geben,  so  würde  dies  soviel  Axiome  voraussetzen  als  es  andre  Ponkte- 
paare  gibt. 

Ueberdies,  wenn  das  System  durch  die  Punktepaare,  welche  den  Enden  gradliniger 
in  dem  Bereich  unsrer  Beobachtung  gelegener  Gegenstände  entsprechen,  bestimmt  wird,  so 
bedeutet  dies  nicht,  dass  es  durch  zwei  beliebige  seiner  Punkte  bestimmt  wird.  Denn  mit 
Hülfe  der  Anschauung  oder  Beobachtung  kann  man  nicht  behaupten,  dass  diese  Eigenschaft 
auch  für  die  Paare  von  Punkten  des  Systems  gelte,  von  denen  wenigstens  einer  einem  nicht 
in  dem  Bereich  unsrer  Beobachtung  gelegenen  Gegenstand  entspricht.  Dieses  Gebiet  ist 
auf  dem  gradlinigen  Gegenstand  ein  in  Bezug  auf  die  wahrnehmbare  Einheit  gegenwärtig 
gegebener  endlicher  Theil  und  denkt  man  sich  mithin  den  Gegenstand  über  dieses  Gebiet 
hinaus  verlängert,  so  kann  man,  wie  gesagt,  nicht  länger  behaupten,  dass  durch  seine  Enden 
nicht  ein  weiterer  gradliniger  Gegenstand  geht. 

Diese  Frage  wird  sich  uns  unter  anderem  Gesichtspunkt  wieder  bieten  und  wir  werden 
sehen,  dass  wir  sie  durch  die  Anschauung  nicht  entscheiden  können.    Abstract  müssen  wir 
also  von  Anfang  an  die  Möglichkeit  zugeben,  dass  zwei  Punkte  die  Grade  nicht  bestimmen 
Wir  fassen  mithin  zusammen  und  geben  das  folgende  Axiom: 

Äx,  IL  a.  Es  gibt  ein  in  der  Position  seiner  Theile  identisohes  Punkta- 
system  einer  Dimension,  welches  dnroh  zwei  seiner  Funkte,  die  versohiedm 
sind,  bestimmt  wird  xmd  stetig  ist. 

Def.  L    Dieses  System  heisst  grade  Linie  oder  Grade, 

Bern.  I.  Durch  zwei  Punkte  bestimmt  heisst,  dass  zwei  Grade  diese  beiden  Punkte 
nicht  gemeinsam  haben  (Einl.  Def.  VII,  §  13")  ohne  zusammenzufallen  (Einl.  Def.  Y,  §  67 
und  §  122). 

Bern.  IL  Dieses  Axiom  gibt  auch  eine  von  der  Anschauung  unabhängige  abstracte 
Eigenschaft;  denn,  wenn  man  von  der  Anschauung  absieht,  sagt  es  aus,  dass  ein  in  der 
Position  seiner  Theile  identisches  und  stetiges  Elementesystem  einer  Dimension  existirt, 
welches  durch  zwei  seiner  Element«  bestimmt  wird. 

Was  fi'ir  ein  Ding  ein  solches  System  ist,  haben  wir  schon  abstract,  das  heisst,  ohne 
die  noth wendige  Benutzung  der  Anschauung  in  der  Einleitimg  festgesetzt  (Einl.  §§  62,  68, 
7U,  1)6  und  Bem.  ü,  §  81  u.  §  99). 

Bern.  III.  Das  Axiom  I  versichert  ims  nur,  dass  es  ein  Punktesystem  gibt,  liefert 
uns  aber  keine  andre  Eigenschaft  desselben,  als  dass  alle  Punkte  gleich  sind.  Wenn  ein 
specielles  Punktesystem  existirt,  so  folgt  daraus  nicht,  dass  es  von  einer  Dimension  sein 
muss,  und  wenn  es  das  letztere  ist,  dass  es  auch  in  der  Position  seiner  Theile  identisch, 
stetig  und  dann  durch  zwei  seiner  Punkte  bestimmt  sei.    Die  Theile,  in  welche  wir  in  der 


§  4]  Axiom  n.  —  Erste  Eigenschafbeu  der  Graden.  231 

Einleitung  den  Theil  a)  des  Axioms  11  zerlegt  haben,  lassen  sich  also  aus  den  vorher- 
gehenden nicht  ableiten  (Einl.  Bem.  IT,  §  81;  Anm.  8  zu  §  99  und  Bem.  §  122). 

Die  Beobachtung  selbst  und  die  Geometrie  bei  ihrer  weiteren  Entwicklung  zeigen  uns, 
dass  es  in  der  Position  ihrer  Theile  identische  und  stetige  Systeme  einer  Dimension  gibt, 
welche  nicht  durch  zwei  Punkte  bestimmt  werden. 

Bem.  IV.  Wir  geben  ohne  Weiteres  die  Axiome  bezügl.  einer  der  wahrnehmbaren 
Einheit  entsprechenden  Einheit  (Emp.  Bem.),  ohne  dass  jedoch  die  Definition  des  allgemeinen 
Raums  (Def.  11,  §  2)  und  die  abstracten  Hypothesen,  die  wir  später  aufstellen  werden,  mit 
ihnen  im  Widerspruch  stehen  und  wir  werden  sehen,  dass  sie  in  Verbindung  mit  diesen 
abstracten  Hypothesen  oder  mit  der  in  Anm.  XVI  gegebenen  Hypothese  über  die  ParaDelen 
ausreichen,  um  die  Geometrie  mit  mehreren  Arten  gradliniger  Einheiten  oder  nur  in  dem 
endlichen  Gebiet  einer  Einheit  und  in  einem  beliebigen  Yon  uns  construirten  Raum  zu 
entwickeln. 

Bem.  V.  Wie  man  es  macht,  um  ein  einem  gegebenen  Segment  gleiches  Segment 
praktisch  zu  construiren,  braucht  man  durch  die  Theorie  nicht  zu  erfahren,  uns  genügt 
die  Existenz  gleicher  Segmente  auf  der  Graden.^)  Wenn  zwei  Segmente  gleich  sind,  so 
haben  sie  an  sich  dieselben  Eigenschaften,  weil  sich,  was  man  [von  dem  einen  an  sich 
betrachtet  sagen  kann,  auch  von  dem  andern  sagen  lässt  (Einl.  Def  VT,  §  8;  Def  DI  und 
Bem.  IV,  §  9). 

Bem.  VI.  Für  die  Grade  als  ein  in  der  Position  seiner  stetigen  Theile  identisches 
System  gelten  alle  Eigenschaften  dieses  Systems  wie  auch  diejenigen,  die  sich  aus  seiner 
Stetigkeit  ergeben.  Wir  geben  hier  die  wichtigsten,  indem  wir  zugleich  andre  mit  Hülfe 
des  Ax.  n.  a  aus  ihnen  ableiten. 

Säte  I,    Die  Grade  ist  einfach  geschlossen  oder  einfach  offen  (Einl.  c',  §  68). 

Satz  IL  Wählt  man,  einen  Funkt  X  der  Graden,  so  gibt  es  auf  derselben 
nur  zwei  einem  beliebigen  andern  Segment  (AB)  gleiche  Segmente,  welche  das 
Element  X  zum  gemeinschaftlichen  Ende  haben  und  gleich  gerichtet  sind  (Einl. 

b',  §  69), 

Satz  IIL  Die  Grade  von  einem,  ihrer  Punkte  aus  in  einer  gegebenen  Rich- 
tung ist  der  von  einem  beliebigen  andern  Punkt  dersdben  in  der  gegebenen  oder 
der  entgegengesetzten  Richtung  betrachteten  Graden  gleicli  (Einl.  a,  §  70  und 
Uebereink.  I,  §  69). 

Zusatz  L  Wählt  man  einen  beliebigen  Punkt  X  der  Graden,  so  gibt  es  in 
einer  und  der  andern  Richtung  nur  ein  einem  andern  Segment  (ÄJB)  derselben 
identisdies  Segment  (Einl.  a',  §  70). 

Zusatz  IL  Ist  die  Grade  offen,  so  (heilt  jeder  ihrer  Punkte  sie  in  zwei 
gleiche  TheOe  (Einl.  a",  §  70). 

Def.  II  Wird  die  Grade  durch  zwei  Punkte  A  und  B  bestimmt,  so  sagt 
man  auch,  sie  verbinde  die  Punkte  A  und  B.  Enthält  eine  Grade  einen  Punkt 
Aj  so  sagt  man  auch,  sie  gehe  durch  den  Punkt  A. 

Bez.  I.  Wir  bezeichnen  die  Graden  in  der  Regel  mit  kleinen  lateinischen 
Buchstaben  oder  mit  dem  Symbol  ABy  die  Punkte  dagegen  im  Allgemeinen 
mit  grossen  lateinischen  Buchstaben. 

Satz  IV.  Ist  ein  beliebiger  Punkt  auf  der  Graden  gegeben,  so  gibt  es  wenig- 
stens zwei  Punkte,  die  mit  ihm  die  Grade  bestimmen,  ufid  von  einem  Punkt  aus 
gibt  es  in  der  einen  und  der  andern  Richtung  ufiendlich  viele  gleiche  consecutive 
Segmente,  deren  beide  Enden  die  Grade  bestimmen. 

1)  Siehe  den  Abschnitt  23. 
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Nach  dem  Axiom  U,  a  muss  es  zwei  Punkte  A  und  B  der  Ghraden  geben, 
welche  sie  bestimmen  und  mithin  auf  ihr  wenigstens  ein  einziges  Segment  be- 
stimmen^ welches  die  gegebenen  Pimkte  zu  Enden  hat  (Satz  I,  EinL  b  und  e, 
§  64).  {AB)  sei  dieses  Segment  und  X  ein  beliebiger  andrer  Punkt  der  Ghnden. 
Auf  der  Graden  gibt  es  in  einer  und  der  andern  Richtung  ein  mit  dem  Seg- 
ment {AB)  identisches  Segment  (XY)  (Zus.  I,  Satz  IH)  und  mithin  bestimmen 
die  Punkte  X  und  F  das  Segment  (XT)  (Einl.  Def.  DI  und  Bern.  IV,  §  9), 
das  heisst,  eine  Grade,  welche  mit  der  gegebenen  Graden  zusammenfallen  mu8% 
weil  sonst  zwei  Grade  durch  die  beiden  Pimkte  X  und  Y  gingen,  was  g^^en 
das  Ax.  U,  a  ist  (Bem.  I). 

Sats  V.    Die  Grade  kann  nicht  durch  einen  einzigen  Punkt  bestimmt  sein. 

Nimmt  man  an,   es  gäbe,    während  die  beiden  Punkte  A  nnd  B  nothig 

sind,  um  die  Grade  zu  bestimmen  (Ax.  U,  a),  wenigstens  einen  Punkt  C,  der 

sie  allein  bestimme,  so  hätte  A  nicht  dieselbe  Eigenschaft  wie  der  Punkt  C 

Es  gibt  in  der  Graden  aber  ein  Segment  {CB)  :^  {AB)  (Zus.  I,  Satz  HI)  und 

wenn  desshalb  A  nicht  allein  das  Segment  {AJS)  bestinunt,  so  bestimmt  auch 

C  nicht  allein  das  Segment  {CB)  und  also  auch  nicht  die  Grade,  weil  {AB) 

und  {CB)  identisch  sind  (Einl.  Def.  III  und  Bem.  HI,  §  1>)  und  mithin  dieselben 

Eigenschaften  haben,  also  auch  diejenigen  der  bezüglich  dieser  Segmente  sich 

entsprechenden  Punkte  (Einl.  Bew.  zu  b,  §  60). 

Emp,  Bem.  IL  Wir  haben  schon  gesagt,  dass  zwei  beliebige  Punkte  im  Bereidi 
ünsrer  Beobachtung  ein  einziges  gradliniges  Segment  und  mithin  auch  eine  einzige  Grade 
bestimmen;  weil  wir  uns  aber,  wie  in  der  Emp.  Bem.  I  erwähnt,  noch  nicht  darüber  aiu- 
sprechen  können,  ob  es  auf  der  Graden  Punktepaare,  die  sie  nicht  bestimmen,  gibt  oder 
nicht,  80  ycrvollständigen  wir  das  Ax.  II  durch  die  folgende  ßigenschafb. 

Ax.  IL  b.  Es  gibt  Funkte  ausserhalb  der  Graden.  Jeder  Funkt,  .weloher 
nicht  der  Graden  angehört,  bestimmt  mit  jedem  Funkt  derselben  eine  andre 
Grade.  ^) 

Bem.  VII.  Offenbar  enthält  dieses  Axiom,  wenn  man  von  der  Anschauung  absieht, 
eine  abstract  gut  definirte  Eigenschaft. 

Dass  es  den  beiden  vorigen  Axiomen  nicht  widerspricht,  geht  aus  der  Er&hmng  herror 
und  weiss  man  aus  der  Entwicklung  der  Geometrie.  Man  weiss  auch,  dass  aus  diesen 
beiden  Axiomen,  von  welchen  dem  ersten  auch  durch  die  Punkte  einer  Graden  allein  genügt 
wird,  nicht  folgt,  dass  ausserhalb  der  Graden  Punkte  existiren  oder  nicht  existiren.  Ax.  IT,  b 
kann  daher  als  unabhängig  von  Ax.  I  und  II,  a  angesehen  werden.  ^^)  . 

1)  Wir  bezeichnen  dieses  Axiom  mit  IT,  b,  weil  es  sich  auf  die  Punktepaare  bezieht, 
welche  die  Grade  bestimmen. 


'^  Wie  wir  gesagt  haben  (Anm.  I  und  Einl.,  Bem.  11  und  Anm.  1,  §  81),  muss 
in  einem  für  Gymnasien  bestimmten  Buch  in  dem  Gebiet  nur  einer  Einheit  bleiben, 
man  durch  Anwendung  des  Ax.  V  des  Ärchümdes  erreicht.  In  Bezug  auf  das  gradlinige 
Continuum  kann  man  den  Sätzen  der  P]inleitung  mit  passenden  Aenderunffen  und  Kürzonffen 
folgen,  wie  sie  in  Bem.  11,  §  81  und  Anm.  8  zu  §  99  angegeben  sind.  Siäe  auch  die  citute 
Abhandlung  des  Verfassers:  „il  continuo  rettilineo  e  Tassioma  V  d'  Archimede^^.  Auch  wenn 
man  aus  didaktischen  Gründen  glaubt  einige  beweisbare  Eigenschaften,  wie  z.  B.  diejenige 
des  Satzes  a,  §  99  der  Einleitung  als  an  sich  einleuchtend  voraussetzen  zu  sollen,  so  wflrSe 
dies  der  ganzen  Methode  keinen  grossen  Eintrag  thun,  da  ja  der  Lehrer  wüsste,  dass  diese 
Eigenschaften  mittelst  der  vorausgehenden  Axiome  beweisbar  sind.  Aus  didaktischen  Grfln- 
den  ist  es  auch,  wie  wir  später  sehen  werden,  vorzuziehen,  das  Axiom  II  durch  das  folgende 
zu  ersetzen: 
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Bern.  VIIL  Wir  hätten  den  ersten  Theil  des  Ax.  II,  b  weglassen  und  uns  statt 
dessen  auf  Bern.  II,  §  2  stützen  können,  wenn  derselbe  uns  nicht  Ton  Vortheil  wäre,  sei 
es  nun,  weil  wir  in  den  mit  Römischen  Zahlen  bezeichneten  Anmerkungen  diese  Bemerkung 
nicht  benutzen  (Anm.  II),  sei  es  um  unsre  abstracten  Hypothesen  besser  aufstellen  zu  können. 

Säte  VI.  Wenn  zwei  Punkte  die  Grade  *)  nidd  hestiminen,  so  efdMlt  jede 
Grade  y  die  den  einen  Punkt  enthalt,  auch  den  andern. 

X  und  Y  seien  die  beiden  Punkte  und  r  sei  eine  Grade,  die  durch  Y 
geht.  Dieses  ist  möglich,  weil  nach  Ax.  II,  a  eine  Grade  existirt  und  Y  daher, 
wenn  es  nicht  in  dieser  Graden  liegt,  mit  jedem  Punkt  derselben  (Ax.  11,  b) 
eine  Grade  bestimmt,  welche  durch  Y  geht  (Def.  II,  Ax.  II,  a).  Wenn  X  der 
Graden  r  nicht  angehört,  so  bestimmt  es  mit  Y  eine  Grade  (Ax.  H,  b),  was 
gegen  die  Voraussetzung  ist. 

Zus.  I.  Wenn  drei  Punkte  nidit  in  einer  Graden  liegen,  so  bestimmen  sie  zu 
je  zweien  drei  Grade. 

Denn  würden  zwei  von  ihnen  nicht  eine  Grade  bestimmen,  so  würde  jede 
Grade,  die  durch  den  einen  geht,  auch  durch  den  andern  gehen  und  sie  lägen 
mithin  alle  drei  in  einer  graden  Linie. 

Zm.  IL  Die  Punkte,  weldie  mit  einem  gegebenen  Punkt  die  Grade  niclU 
bestimniefi,  besHmn^en  sie  audh  nicht  unter  sidi. 

Denn  es  seien  B  und  C  zwei  Punkte,  die  mit  einem  Punkt  A  die  Grade 
nicht  bestimmen.  Alsdann  enthält  jede  Grade,  die^  enthält^  auch  JB  imd  C 
und  ebenso  geht  jede  Grade,  die  durch  B  oder  G  geht,  auch  durch  A  (Def.  II, 
Satz  VI);  mithin  enthält  jede  durch  B  gehende  Grade,  weil  sie  durch  A  geht, 
den  Punkt  C  und  folglich  bestimmen  B  und  C  die  Grade  nicht  (Ax.  11,  a  und 
Bern.  I). 


Äx.  IT.  Zwei  beliebige  verschiedene  Punkte  bestimmen  ein  in  der  Position  seiner  Theile 
identisches  und  stetiges  System,  welches  sie  entluüt  und  Grade  Iteisst. 

Es  gibt  Punkte  ausserhalb  der  Graden. 

Offenbar  enthält  das  Axiom  unter  dieser  Form  eine  grössere  Anzahl  von  Eigenschaft-en 
als  in  der  ursprünglichen  Gestalt,  weil  wir  in  unserm  Axiom  II  nicht  voraussetzen,  dass 
die  Grade  durch  ein  beliebiges  Paar  ihrer  Punkte  bestiiumt  sei  und  uns  vorbehalten  später 
darzuthun,  ob  und  wann  zwei  beliebige  Punkt«  die  Grade  nicht  bestimmen,  um  das 
^sogenannte  sphärische  System  der  Geometrie  nicht  auszuschliesscn.  Wissenschaftlich  ist 
also  das  Ax.  II  vorzuziehen. 

Aus  diesem  Grund  geben  wir  die  bei  der  Beschränkung  auf  ein  endliches  Gebiet  an 
dem  Text  vorzunehmenden  Aenderungen  in  den  folgenden  Anmerkungen  sowohl  für  Ax.  II 
als  n'  an,  bis  es  nicht  mehr  nöthig  ist  auf  ihren  Unterschied  Rücksicht  zu  nehmen, 
wie  es  bei  der  in  diesen  Anmerkungen  versnchte/i  Entwicklung  des  Euclid'schen  Systems 
an  einem  bestimmten  Punkt  der  Fall  ist.  Legt  man  Ax.  11  zu  Grunde,  so  ist  dieselbe 
Ordnung  wie  im  Text  einzuhalten  —  so  lange  der  Begriff  des  absoluten  Continuums 
nicht  ein|^führt  wird  — ,  wie  im  Text  selbst  oder  in  den  Anmerkungen  angegeben 
werden  wird. 

Will  man  zu  didaktischen  Zwecken  die  Eigenschaften  des  in  der  Position  seiner 
Theile  identischen  Systems  für  die  Grade  geben,  so  sollte  man  beachten,  dass  diese  Eigen- 
schaften für  alle  diejenigen  Figuren  gelten,  -welche  bezüglich  des  Punktes  oder  einer  andern 
Figur  als  Element  den  Axiomen  genügen,  welche  für  die  Grade  unabhängig  von  ihrer  Be- 
stimmung mittelst  zweier  Punkte  gegeben  wurden.  Man  erhält  so  ebcnsoviele  Eigenschaften 
des  Büschels  von  Graden,  Ebenen,  der  Kreislinie. 


1)  Statt  zu  sagen  „eine  einzige  Grade",  sagen  wir  auch  „die  Grade". 
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Satz  VIL  Wetifi  ein  Punkt  mit  einein  andtm  Punkt  der  Gradefi  die  Grade 
nidit  bestimmt,  so  besitzt  jeder  Punkt  der  Graden  diese  Eigenscluift  und  es  gM 
von  einetn  Punkt  aus  in  der  einen  und  der  afidcrn  Riditufig  miendlidi  viele  gleidie 
cofisecutive  Segmente,  deren  Enden  die  Grade  nicid  bestimmen. 

Der  Beweis  des  ersten  Theils  ist  ähiilich  wie  der  zu  Satz  V.  Jede  Grade, 
die  durch  eines  der  Enden  eines  Segments  der  Reihe  geht,  geht  auch  durch 
alle  übrigen  Enden  (Zus.  U,  Satz  VI). 

Satz  VIIL  Jedes  gradlinige  Segment  {AB)  iM  ein  Theil  einer  einzigen 
Graden;  oder 

Zwei  Grade,  welelie  ein  Segmatt  gemeinsehaftlieh  haben,  fallen  zusammen, 

r  und  r^  seien  die  Graden,  welche  das  Segment  {AB)  gemeinschaftlich 
haben.  Die  Punktepaare  dieses  Segments  können  die  Grade  nicht  bestimmen 
(Ax.  II,  a,  Bern.  I),  mithin  enthalt  jede  Grade,  die  durch  einen  ihrer  Punkte 
z.  B.  B  geht,  auch  alle  andern  Punkte  des  Segments  und  folglich  auch  das 
Segment  {AB).  Denken  wir  uns  nun  auf  der  Graden  r  ein  Segment  {BC)  ZE 
n=  {AB)  und  von  derselben  Richtung  (Satz  11).  Das  Segment  {BC)  hat  die- 
selben Eigenschaften  wie  das  Segment  {AB)  (Einl.  Def.  HI,  §  9)  und  jede 
andre  Grade,  welche  B  enthält,  enthält  auch  alle  andern  Punkte  des  Segments 
{BC)  (Satz  Vn).  Also  gehört  das  Gebiet  der  Scala  von  der  Einheit  {AB) 
in  r  (Einl.  Def.  UI,  §  80;  Def  I,  II,  §  107)  auch  der  Graden  r,  an  oder  mit 
andern  Worten:  weil  jeder  Punkt  von  r  und  r,  in  diesem  Gebiet  enthalten 
ist  (Bem.  IV  und  Einl,  Bem.  11,  §  81),  so  fallen  die  Graden  r  und  r,  zusammen 
(Einl.  Def.  V,  §  57). 

Also  würde  jede  durch  A  gehende  Grade  mit  der  Graden  r  zusammen£Edlen 
und  mithin  entweder  A  die  Grade  bestimmen,  was  widersinnig  ist  (Satz  IV), 
oder  es  gäbe  keine  Punkte  ausserhalb  der  Graden,  was  ebenfalls  widersinnig 
ist  (Ax.  n,  b  oder  Bem.  11,  §  2). 

Zus.  L    Ein  belidnges  gradliniges  Segment  {AB)  bestimmt  eine  einzige  Grade, 

Denn  da  es  einer  einzigen  Graden  angehört,  so  wird  diese  durch  das  ge- 
gebene Segment  bestimmt. 

Zus,  IL    Ein  Punkt  kann  ein  gradliniges  Scgme^it  nicht  bestimmen. 

Denn  er  würde  dann  die  durch  das  Segment  selbst  bestimmte  Grade  be- 
stimmen, was  widersinnig  ist  (Satz  IV) 

Zus,  III,  In  jexlem  Segment  {AB)  gibt  es  Punkte,  welche  mit  einem  beUe- 
bigen  der  Endpunkte  oder  mit  andern  Punkten  desselben  Segments  die  Grade  6e- 
stimmefi. 

Denn  gäbe  es  in  {AB)  keinen  Punkt,  welcher  mit  A  die  Grade  bestimmt 
mithin  auch  nicht  By  so  wäre  das  Segment  {AB)  in  jeder  durch  A  gehenden 
Graden  gelegen,  was  widersinnig  ist.  Ist  X  ein  Punkt  von  {AB)^  welcher 
mit  A  die  Grade  bestimmt,  und  man  MWbirt  {AX)  in  dem  Punkt  M  (Bem.  IV; 
Einl.  b,  §  99),  so  bestimmt  3f  mit  A  die  Grdde.  Denn,  wenn  M  mit  A  die 
Grade  nicht  bestimmte,  so  würde  es,  weil  {A  M)  {MX)  ist,  sie  auch  nicht  mit 
X  bestimmen  und  mithin  würden  auch  A  und  X  sie  nicht  bestimmen  (Satz  Vli), 
was  gegen   die  Voraussetzung  ist.     Dasselbe  gilt  für   alle  Punkte  Mj  welche 
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(AX)  in  n  gleiche  Theile  theilen  (Einl.  b,  §  99).  Um  zu  beweisen  dass  es 
in  dem  Segment  (AB)  Punkte  gibt,  die  mit  einem  gegebenen  Pimkt  X  die 
Grade  bestimmen,  genügt  es  das  Segment  (ÄX)  oder  (XB)  in  Betracht  zu 
ziehen. 

Satü  IX,    Jeder  Punkt  liegt  in  mehreren  verschiedenen  Graden. 

Nach  Ax.  n,  a  gibt  es  eine  Grade  r.  Betrachtet  man  einen  Punkt  B 
ausserhalb  der  Graden  r,  was  möglich  ist  (Ax.  11,  b),  so  bestimmt  derselbe 
mit  einem  Punkt  A  von  r  eine  Grade  r',  welche  mit  r  nicht  zusammenfällt 
(Einl.  Def.  V,  §  57),  nicht  nur  weil  r  imd  r  den  Punkt  B  nicht  gemeinschaftlich 
haben,  sondern  weü  r  nicht  alle  Punkte  eines  beliebigen  Segments  von  r  und 
r  nicht  alle  Punkte  einfes  Segments  von  r  enthalten  kann  (Satz  VULL).  Wählt 
man  einen  andern  beliebigen  Pimkt  C  von  r,  so  erhält  man  die  Grade  BCj 
die  mit  r'  nicht  zusanunenfallen  kann,  weil  sonst  r  und  r  die  Punkte  eines 
Segments  dem  Satz  Ym  zuwider  gemeinsam  hätten.  Die  Grade  BC  fällt  aus 
demselben  Grund  wie  /  nicht  mit  r  zusammen. 

Wählt  man  ausserhalb  der  auf  diese  Weise  construirten  Graden  einen 
Punkt  .Bj,  was  erlaubt  ist  (Bem.  ü,  §  2),  so  bestimmt  B^  mit  B  eine  andre 
Grade  (Ax.  U,  b)  u.  s.  w.  ^) 

Zus.  Wenn  ewei  Punkte  die  Grade  nidit  bestimmen  ^  so  liegen  sie  in  meh- 
reren verschiedenen  Graden  (Satz  VI). 

Satjs  X.  AUe  du/rch  einen  Punkt  gehenden  Graden  bestimmen  den  allge- 
meinen  Baum. 

Denn  es  sei  A  der  Punkt  und  f  eine  beliebige  Figur.  Die  Punkte  von  f 
liegen  in  Graden,  die  durch  A  gehen,  auch  wenn  sie  mit  A  die  Ghrade  nicht 
bestimmen  (Satz  VI  und  IX).  Ausserhalb  f  gibt  es  immer  einen  Punkt  B 
(Def.  n,  §  2),  welcher  ebenfalls  in  einer  Graden  liegt,  welche  A  enthält,  womit 
der  Satz  bewiesen  ist  (Def.  II,  §  2). 

Bem.  IX.  Dieser  Satz  ist  ebenso  wenig  nothwendig  wie  die  Definition  des  allgemeinen 
Raums,  obgleich  wir  vorhaben  stets  in  diesem  Ilaum  unsre  Betrachtungen  anzustellen.  *)  ^') 


1)  Der  Satz  IX  lässt  sich  auch  vor  Satz  VII  beweisen,  wenn  man  Satz  V  und  Ax.  11 
benutzt. 

2)  Weil  die  Grade  die  Eigenschaft  besitzt,  dass  sie  ein  in  der  Position  seiner  Theile 
identisches  System  einer  Dimension  ist,  so  können  wir  von  einem  beliebigen  Punkt  der- 
selben an  in  einer  oder  der  andern  Richtung  eine  Reihe  gleicher  Segmente  betrachten. 
Diese  Thatsache  nun  und  nichts  Anderes  können  wir  auch  so  ausdrücken,  dass  wir  sagen, 
die  verschiedenen  gleichen  Segmente  dieser  Reihe  seien  verschiedene  Lagen  des  nämlichen 
Segments,  welches  sich  auf  der  Graden  bewegt  oder  die  Grade  durchläuft,  indem  es  sich 
immer  selbst  gleich  bleibt  (Bem.  I,  §  3  und  Einl.  §  67).  Wir  thun  es  hier  jedoch  nicht, 
um  nicht  den  Glauben  zu  erwecken,  wir  wollten  durch  diese  Ausdrucks  weise  das  Princip 
der  Bewegung  ohne  Deformation  einführen,  von  dem  später  in  Abschn.  23  die  Rede  sein  wird. 


^)  Diese  Sätze  werden  ebenso  auf  Grund  des  Ax.  11  (Anm.  IV)  gegeben,  nur  ist  der 
letzte  Theil  des  Beweises  zu  Satz  IX,  wenn  man  Bem.  II,  §  2  nicht  benutzen  will,  weg- 
zulassen. Legt  man  Ax.  II'  zu  Grunde,  so  genügen  die  Sätze  I,  II  und  Satz  III  mit  seinen 
Zusätzen,  die  auf  Gnmd  der  Betrachtungen  der  Bem.  II,  §  81  der  Einl.  zu  entwickeln  sind, 
w&hrend  Satz  IV  und  X  ausgelassen  werden.  Die  andern  Sätze  sind  entweder  Zusätze  zu 
Ax.  ir  oder  überflüssig,  insofern  sie  den  Fall  zweier  Punkte,  welche  die  Grade  nicht  be- 
stimmen, betreffen. 
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3. 

Die  Länge  eines  gradlinigen  Segments  oder  der  Abstand  zweier  Punkte  ii 

einem  gradlinigen  Segment.  —  Das  Segment  oder  der  Abstand  zweier  Punkte 

auf  der  offenen  oder  geschlossenen  Graden.  —  Entgegengesetzte  Punkte  der 

geschlossenen  Graden.  —  Die  Strahlen  der  Graden.^") 

§  5.  Bef.  L  Länge  eines  Segments  {AB)  heisst  das  Segment^  insofern  es 
einem  andern  identischen  Segment  in  jeder  Vereinigung  (Einl.  §  29)  mit  andeni 
Segmenten  substituirt  werden  kann. 

Oder  auch: 

Dasjenige,  was  man  aus  einem  Segment  erhalt,  wenn  man  von  der  gegen- 
seitigen Lage  seiner  Theile,  welche  ebenfalls  Segmente  sind,  absieht ,  heisst 
Länge  des  Segments  (Einl.  b,  §  111). 

Unter  Abstand  der  Enden  A  und  B  eines  Segments  {AB)  versteht  man 
die  Länge  dieses  Segments. 

Sind  z.  B.  die  beiden  Segmente  {AB)^{ÄB'),  {A^B,)  ~  {A; B^^  ge- 
geben, die  auf  derselben  Graden  liegen  oder  nicht,  so  kann  im  Allgemeinen 
das  Paar  {AB),  {A^B^)  dem  Paar  {A! B')  {A^'B^)  nicht  identisch  sein  (Einl. 
Bem.  in,  §  58);  betrachtet  mau  aber  nur  die  Lange  der  Segmente,  so  sind  die 
beiden  Längenpaare  gleich. 

Bern.  I.  Die  Vereinigung  zwei(5r  in  ihrer  Position  gegebenen  Segmente  hängt  von 
der  gegenseitigen  Position  der  beiden  Segmente  ab  *),  während  dies  bei  der  Summe  ihrer 
liängen  nicht  der  Fall  ist;  das  heisst  man  berücksichtigt  in  letzterem  Fall  die  gegenseitige 
Lage  der  beiden  Segmente  nicht  und  erhält  für  die  Abstände  dasselbe  Resultat,  wie  wenn 
sie  einander  auf  der  nämlichen  Graden  in  einer  gegebenen  Richtung  unmittelbar  folgten. 
A  -D  AB     ^^^^  Summe  der  zwei  Längen  {A  B')^  {A^' B^')  ist  daher  der 

I  I  j        I  ' \     Summe  der  zwei  Längen  (^B),und  (('!>)  zweier  consecatiyen 

^         ^^  Segmente   gleich   (Fig.  15).     Wenn   wir   z.  B.    ein    Segment 

«  —  i  (^J^)  betrachten   und  es   in  eine  beliebige  Anzahl  Theile 

zerlegen  und  wir  nehmen  an,  wir  hätten  ebenso  viele  diesen 
^/         -A  '  Theilen  gleiche  Segmente,  die  nicht  in  grader  Linie  liegen 

oder  auf  derselben  CJraden  liegen  aber  nicht  consecutiv  sind, 
**'    **  so   ist    die    Summe    ihrer  liängen   der  Abstand  der  beiden 

Pimkte  A  und  B  des  gegebenen  Segments  aber  ihre  Gesaumitheit  ist  nicht  eine  dem  Seg- 
ment {AB)  identische  Figur.«) 


1)  So  können  z.  B.  im  Raum  zwei  Paare  gleicher  Segmente  nicht  zwei  identische 
Figuren  bestimmen. 

'1)  Die  Länge  ist  weiter  nichts  als  die  intensive  Grösse  des  Segmentj*  (Einl.  Dcf.  II 
und  a,  §  111).  Die  Figuren  {AB),  {CD);  {A'B'),  (^i'-B/)  sind  im  Allgemeinen  nicht  iden- 
tisch,  sondern  gleichwerthig  (Einl.  Def  IV,  §  9).' 

Der  Abstand  zweier  Punkt«  im  Sinn  d(^r  Def  I  ist  nicht  das  gradlinfge  Segment  der- 
selben, ebenso  wie  der  Flächeninhalt  einer  ebenen  oder  das  Volumen  einer  körperlichen 
Figur  die  Figuren  selbst  nicht  sind  (siehe  Anm.,  §  11). 


^^)  Dieser  Abschnitt  kann  auf  Grund  beider  Axiome  gegeben  werden.  Das  Ax.  II' 
setzt  nicht  fest,  dass  die  Grade  offen  sein  niuss;  man  kann  diese  Eigenschjift,  wie  wir  sehen 
werden,  mittelst  des  Eudid'schen  Postulats  über  die  Panillelen,  welches  wir  später  geben 
werden,  nachweisen.  Will  man  diesen  Unterschied  nicht  berücksichtigen,  welcher  im 
Uebrigen  sehr  einfach  ist  und  auf  welchen  es  zuweilen,   wie  wir  sehen  werden,  anareieht 
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Satz  L  Wenn  die  Längen  zweier  Segmente  der  nämliclien  Graden  gleich 
sind,  so  sind  die  beiden  Segmente  gleich. 

Oder  auch: 
Wenn  die  Abstände  der  Enden  zweier  Segmente  auf  der  nämlichen  Graden  gleich 
sind,  so  sind  die  beiden  Segmente  gleich. 

Der  Beweis  ist  derselbe  wie  zu  Satz  f,  §  111  der  Einl. 

§  6.  Def.  L  Unter  Segment  zweier  Punkte  auf  der  offenen  Graden  (Satz  I 
§  4)  verstehen  wir  das  Segment,  welches  die  beiden  Punkte  auf  der  Graden 
bestimmen  (Einl.  b,  §  G4)  und  unter  Absta/nd  zweier  Punkte  die  Länge  dieses 
Segments  (Def.  I,  §  5). 

Def.  IL  Unter  Segment  zweier  Punkte  A  ufid  B  auf  der  gescldossenen 
Gradefi  verstehen  wir  das  kleinere  der  beiden  Segmente  (AB)  und  (BA),  die 
dieselbe  Richtung  haben  und  von  A  und  B  auf  der  Graden  bestimmt  werden 
(Einl.  c,  §  64)  und  unter  Abstand  von  A  und  B  die  Länge  dieses  Segments. 

Bern.  I.  Wenn  {AB)  r—  (BA)  ist  oder  mit  andern  Worten,  wenn  A  und  B  die  Grade 
halbircn,  so  bestimmen  sie  auf  der  Graden  zwei  gleiche  Segmente.  Man  kann  alsdann 
die  vorstehende  Definition  nicht  länger  anwenden.  Dagegen  bestinmien  sie  auf  der  Graden 
einen  einzigen  Abstand,  weil  die  Segmente  dieselbe  Länge  haben  und  bei  dem  Abstand 
die  Differenz  in  der  Lage  der  Segmente  nicht  in  Betracht  kommt. 

Wir  können  also  sagen,  zwei  Punkte  bestimmten  auf  der  geschlosseneu  Graden  einen 
einzigen  Abstand,  welcher  sich  auf  das  durch  die  beiden  Punkte  bestimmte  kleinere  Seg- 
ment bezieht  oder  auf  das  eine  oder  andre,  wenn  die  beiden  Punkte  die  Grade  halbiren 
(Bern.  IV,  §  4;  Einl.  b,  §  99). 

Def  IIL  Zwei  Punkte,  welche  die  geschlossene  Grade  halbiren,  heissen 
entgegengesetzte  oder  Gegen-Bunkte. 

§  7.  Def  L  Die  Grade  hat  zwei  Richtungen  (Ax.  11,  a;  Einl.  Def.  11, 
§  62).  Die  in  einer  Richtung  durchlaufene  Grade  heisst  auch  Strald,  Eine 
Grade  hat  mithin  zwei  Strahlen,  deren  Punkte  zusammenfallen.  Die  zu  einer 
Grade  gehörigen  Strahlen  heissen  entgegengesetzte  Strahlen,  wie  die  Richtungen, 
in  welchen  sie  durchlaufen  werden. 

Def,  IL  Wenn  wir  sagen,  zwei  Straiden  fielen  zusammen,  so  meinen  wir, 
sie  lägen  nicht  nur  auf  derselben  Gradeu,  sondern  sie  hätten  auch  dieselbe 
Richtung  wie  die  Grade  (Einl.  Def.  111,  §  (57).  Wenn  wir  dagegen  sagen,  zwei 
Strahlen  lägen  in  einer  Graden,  so  meinen  wir,  sie  könnten  die  nämliche  oder 
entgegengesetzte  Richtungen  wie  die  Grade  haben. 


Ax.  III.  —  Identität  zweier  Graden.  —  Gradlinige  Figoren.  —  Das  Dreieck.^'") 

§  8.    Bern,  1.    Wir  stehen  nun  vor  der  Frage:    Sind  zwei  beliebige  Grade  identisch 
oder  nicht? 

Die   abstracten   Betrachtungen,   welche   wir   auf  Grund   der  Ax.  I  und  II   anstellen 


hinzuweisen,  so  müsste  man  das  Postuhit  über  die  offene  Grade  sofort  auf  das  Ax.  ü' 
selbst  folgen  lassen.  Satz  I,  §  4  würde  sich  darauf  beschränken  festzustellen,  dass  die 
Grade  eine  einfache  Linie  ist. 

^'")  Dieser  Abschnitt  kann  bei  beiden  Axiomen  beibehalten  werden. 
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können,  erlauben  uns  nicht  die  Frage  zu  entRcheiden,  weil  das  Ax.  11 ,  a  sich  auf  die  Grade 
an  sich  bezieht  und  das  Ax.  I  mit  Ax.  II  und  wenn  man  will  auch  mit  der  Definition  des 
allgemeinen  Raums  zusammen  dazu  dient,  die  Existenz  mehrerer  verschiedener  Graden  festxn- 
stellen  (Satz  IX,  §4).  Wir  können  aber  die  Beziehungen  der  Gleichheit  und  Ungleichheit  zwischen 
zwei  an  sich  betrachteten  Graden  (Einl.  Def.  III,  u.  Bem.  III,  §  9),  auch  wenn  sie  yon  zwei 
Puuktepaaren  bestimmt  sind,  nicht  ableiten,  weil,  um  ihre  Identität  auf  Grund  der  Principien 
der  Einleitung  (Einl.  §§  8  und  CO)  darzuthun,  die  beiden  Punktepaare  identisch  sein  oder 
in  den  Graden  einander  identische  Punktepaare,  welche  sie  bestimmen,  vorhanden  sein 
^  _  müssten.  Dieses  ist  in  den  vorstehenden  Axiomen  nicht  enthalten  und 
■^  geht  auch  nicht  aus  ihnen  hervor.  *) 

Emp.  Bem.  Pnift  man  zwei  gradlinige  Gegensi^de  {AB),  (AD) 
(h^.  16),  so  erhält  man  den  Eindruck,  dass,  auch  wenn  sie  einander 
nicht  gleich  sind,  es  doch  in  dem  zweiten  einen  Theil  (AC)  gibt, 
welcher  einem  Theil  (A  C)  des  ersten  gleich  ist.  Wir  geben  daher  das 
folgende  Axiom: 

Ax,  HL  Wenn  swei  beliebige  Grade  einen  Punkt  A  gemeinsohaftlieh 
haben,  so  ist  einem  beliebigen  Segment  {AB)  der  ersten  ein  Segment  (AV) 
der  zweiten  und  den  Vielfachen  von  {AB)  die  Vielfachen  von  {AB')  identiBoh. 

Bern.  II.  Dieses  Axiom  liefert  uns  in  rein  abstractem  Sinn,  das  heisst  unabhängig 
von  der  Anschauung,  eine  vollständig  bestinmitc  Eigenschaft;  es  bedeutet  nSUnlich,  dass 
zwei  beliebige  Elementesysteme,  welche  durch  die  früheren  Axiome  bestimmt  sind  und  ein 
Element  A  gemeinsam  haben,  der  Bedingung  i^AB)  {AB')  genügen,  wenn  B  und  B'  zwei 
andre  ihnen  bezüglich  angehörigc  Elemente  sind. 

S(d0  L    Zwei  heliebige  Grade  sind  identi^di. 

Dies  ist  offenbar  richtig,  wenn  sie  einen  Punkt  A  gemeinschaftlich  haben 
(Ax.  lU,  Satz  IX,  §  4);  denn  construirt  man  die  Scalen  mit  den  gleichen  Seg- 
menten {AB)  mid  {AB')j  so  ist  jedem  Segment  der  einen  ein  Segment  der 
lindern  gleich  und  daher  sind  die  Gebiete  der  beiden  Scalen,  oder  die  beiden 
Graden  einander  gleich  (Bem.  IV,  §  4;  Einl.  a,  §  81). 

Ist  eine  andre  beliebige  Grade  EF  gegeben,  welche  nicht  durch  den  Punkt 
A  geht,  so  ist  die  Grade  AE  (Ax.  II,  b)  nach  dem  vorstehenden  Beweis  mit 
der  Graden  AB  und  der  Graden  EF  identisch  und  mithin  sind  auch  die  Graden 
AB  und  EF  identisch  (Einl.  e,  §  8)  (Fig.  16). 

§  9.  Def.  L  Unter  gradliniger  Figur  eines  Punktesystems  oder  mehrerer 
verschiedener  Punktesysteme  verstehen  wir  diejenige,  welche  durch  die  Segmente 
individualisirt  wird,  die  die  gegebenen  Punkte  zu  Enden  haben  und  durch  die 
Segmente,  welche  durch  die  Punkte  der  vorigen  Segmente  bestimmt  werden  u.  s.  w. 

Bef\  IL  Die  gi'adlinige  Figur,  weklie  durch  drei  niclit  in  einer  Graden  ge- 
legene Punkte  ABC  bestimmt  i^t,  heisst  Dreieck,  die  drei  Punkte  A,  B,  C  EdgmfMe 
imd  die  drei  Segmente  (AB),  {B(J),  {CA)  Seiten  des  Dreiecks  (Def.  I  u.  11,  §6). 

Wenn  kein  Irrthum  entstehen  kann,  nemien  wir  auch  die  durch  die  drei 
Punkte  zu  je  zweien  bestimmten  Graden  Sinten  (Zus.  I,  Satz  VI,  §  4). 

Die  Eckpunkte  A,  B,  C  heissen  den  Seiten  {BC),  {CA),  {AB)  bezüglich 
gegenüherliegend  und  umgekehrt. 

Def.  LIL    Wenn  zwei  Seiten  z.  B.  {AB)  und  {BC)  des  Dreiecks  einander 


1)  Zwei  Kreislinien  genügen  dem  Ax.  II,  nur  dass  nie  durch  drei  nicht  in  grader  Linie 
liegende  Punkte  statt  durch  zwei  bestinunt  werden  und  doch  sind  sie  im  Allgemeinen  nicht 


identisch. 
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gleich  sind,  so  heisst  es  gleicJischenklig  und  die  dritte  Seite  (ÄC)  die  Basis  des 
Dreiecks. 

Def,  IV.    Sind  alle  drei  Seiten  gleich,  so  heisst  es  ein  gleicliseitiges  Dreieck. 

5. 

Orenzpunkt  einer  Pnnktgrnppe  im  Allgemeinen.  —  Eigenschaften  der  Abstände 

eines  Punktes  von  den  Punkten  einer  Graden. 

§  10.    Def.  L    Unter  Umgebung  eines  gegebenen  Punktes  A  verstehen  wir 

das  Gebiet,  welches  durch  alle  von  A  ausgehenden  Segmente  (Satz  IX,  §  4), 

die  einem  beliebigen  gegebenen  noch  so  kleinen  Segment  e  gleich  sind,  bestimmt 

wird  (Bern.  IV,  §  4).  Der  Abstand  2«  heisst  die  Ausdelmung  der  Umgebung  von  A. 

Bern.  L  Offenbar  ist  der  Abstand  eines  jeden  Punktes  dieser  Umgebung  von  dem 
Punkt  A  gleich  f  oder  kleiner  als  €,  weil  er  entweder  der  Endpunkt  oder  ein  innerer 
Punkt  eines  der  obengenannten  Segmente  ist. 

Def,  IL  Ein  Punkt  L  heisst  Grenzpnnkt  einer  Punktgruppe  (X)  oder  einer 
Reihe  von  Punkten  (X„),  wenn  in  jeder  gegebenen  Umgebung  von  L  von  be- 
liebig kleiner  Ausdehnung  ein  Punkt  der  Gruppe  oder  der  Reihe  liegt,  falls  n 
so  gross  genommen  wird,  dass  jeder  Punkt  Xn^r  in  die  genaimte  Umgebung 
fällt.  Im  Fall  einer  Reihe  sagen  wir  auch,  dass  ein  Punkt  X  der  Reihe  sich 
unbegrenzt  dem  Pimkt  L  nähert  oder  dem  Punkt  L  ztistrd)t, 

Def,  HL  Der  Ausdruck:  ein  veränderliches  Dreieck  oder  ein  Dreieck  mit 
r(^änderlic}ien  Seiten  bedeutet  so  viel  als  eine  Reihe  von  Dreiecken  ABC, 
A'B'C'y  U.S.W. 

Bern.  IL  Wie  aus  den  Def.  11  und  III  hervorgeht,  wird  die  Ausdrucksweise  der  Be- 
wegung (Bem.  I,  §  3  oder  Eiul.  §  67)  hier  der  grösseren  Bequemlichkeit  wegen  gebraucht. 
Man  könnte  jedoch  auch  ohne  sie  auskommen;  wird  sie  aber  angewendet,  so  geschieht  es 
immer  in  dem  Sinn  wie  in  der  Einl.  bei  den  rein  abstracten  Formen. 

Bern.  HL  Von  Interesse  ist  nunmehr  die  Frage,  wie  sich  die  Seiten  eines  Dreiecks 
ABC  (Def.  II,  §  9)  verhalten,  wenn  eine  |Jßite  z.  ß.  {AC)  unbegrenzt  abnimmt  (Bem.  IV,  §  4; 
Einl.  Def.  I,  §  95).  Sind  die  drei  Punkte  ABC  isi  grader  Linie  und  nähert 
-^  sich  C  imbegrenzt  dem  A^  so  nähert  sich  das  Segment  (BC)  unbegrenzt  dem 
(BA)  (Einl.  Def.  IV,  §  95  und  Ax.  II,  a).  Sind  aber  ABC  nicht  iu  grader 
Linie,  wie  wir  annehmen,  dann  wissen  wir  diese  Eigenschaft  aus  den  früheren 
nicht  abzuleiten.  Die  Differenz  der  Segmente  (AB)  und  (BG)  könnte  bei  der 
Annäherung  von  C  an  ^  grösser  als  ein  gegebenes  Segment  bleiben.  ^)  Wir 
nehmen  daher  die  Beobachtung  zu  Hülfe  (Fig.  17): 

Emp.  Bern.    Die  Beobachtung  zeigt  uns,  dass,  wenn  (AC)  hinreichend 
"iC   klein  ist,  man  (AB)  ==  (BC)  annehmen  kann.    Wir  geben  mithin  das  folgende 
Axiom: 

Ax.  IV.  Wenn  eine  Seite  eines  beliebigen  Dreiecks  unbegrenzt  klein  wird, 
so  wird  die  Differens  der  beiden  andern  Seiten  ebenfalls  nnbegrenst  klein. 


1)  Es  ist  aus  der  Theorie  der  Functionen  einer  oder  mehrerer  stetiger  reellen  Varia- 
belen  bekannt  (siehe  z.  B.  Dini,  Grundlagen  für  eine  Theorie  der  Functionen  einer  veränder- 
lichen reellen  Grösse,  Leipzig  1892V  dass  diese  Functionen  stetig  oder  unstetig  sein  können. 
Jeder  Punkt  C  der  Graden  AC  lietert  nun  mit  B  eine  Grade  und  mithin  ein  Segment;  (BC) 
ist  folglich  eine  Function  der  Lage  von  C  auf  der  Graden  AC.  Daraus  aber,  dass  BC  eine 
Function  ist,  folgt  noch  nicht,  auch  wenn  C  ein  Continuum  beschreibt,  dass  die  Function 
stetig  ist.  • 
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Zus,  Wenn  zwei  Seiten  eines  Dreiecks  unbegrenzt  Mein  werden^  so  nimmt 
atmJi  die  dritte  Seite  unbegrenzt  ab. 

Bliebe  die  dritte  Seite  grösser  als  eiu  gegebenes  Segment  s,  so  würde  die 
DiflFerenz  zwischen  dieser  Seite  und  einer  der  beiden  andern  bei  dem  unbegrenzten 
Abnehmen  der  übrig  bleibenden  Seite  nicht  unbegrenzt  klein  werden,  was  Ai.  IV 
widerspräche  (Einl.  Def.  IV,  §  95). 

Satz  L  Wenn  zwei  Punkte  A  und  B  eifien  Punkt  C  zum  Grenzpunkt  haben, 
so  strebt  ihr  Segment  auf  jeder  durch  sie  gehenden  Graden  der  NuU  zu. 

Wenn  A  und  li  eine  Grade  bestimmen  und  mit  C  in  grader  Linie  liegen, 
so  fasst  der  Satz  die  Theoreme  f,  h,  i,  §  95  der  Einl.  zusammen  (Ax.  11,  a  und 
Bern.  IV,  §  4).  Sind  sie  dagegen  mit  C  nicht  in  grader  Linie,  so  liefern  sie 
]nit  C  ein  Dreieck  (Zus.  I,  Satz  VI,  §  4  und  Def.  11,  §  9)  und  der  Satz  ist  nur 
ein  Zusatz  zu  Ax.  IV  (Einl.  d,  §  95).  Bestimmen  A  und  B  die  Grade  nicht^ 
so  können  wir  annehmen,  sie  bestimmten  dieselbe  mit  C,  weil  wir  den  entgegen- 
gesetzten Fall  schon  untersucht  haben  (Satz  VI,  §  4).  Es  gibt  also  eine  Grade 
und  nach  der  Voraussetzung  nur  eine,  welche  durcli  die  drei  Punkte  ABC 
geht  (Zus.  Satz  IX,  Ax.  11,  a  und  Bem.  I,  §  4)  und  für  diese  gilt  der  Beweis 
des  ersten  Falls,  a  sei  das  durch  A  und  B  auf  einer  andern  Graden  r, ,  welche 
nicht  durch  C  geht,  bestimmte  Segment  (Def  I  und  11,  §  6);  wir  wollen  in 
diesem  Segment  uns  einen  beliebig  nahe  an  A  gelegenen  Pimkt  D  derart  aus- 
suchen, dass  (BD)  >  a  —  £,  (AD  <  e),  ist  (Bem.  IV,  §  4  und  Einl.  b,  §  95). 
Der  Punkt  D  bestinmit  mit  C  immer  eine  Grade,  weil  C  ausserhalb  der  Graden 
ABD  liegt  (Ax.  II,  b),  und  wenn  A  und  B  sich  unbegrenzt  dem  C  und  D  dem 
A  nähert,  so  nähert  sich  auch  D  unbegrenzt  dem  C  (Zus.  Ax.  IV).  Mithin 
nähert  sich  B  in  dem  Dreieck  BCD  unbegrenzt  dem  D  (Zus.  Ax.  IV).  Wenn 
daher  A  und  B  unbegrenzt  dem  C  näher  kommen,  so  nähert  sich  (AD)  +  {DB) 
oder  a  unbegrenzt  der  Null  (Einl.  h,  §  95  und  Bem.  IV,  §  4). 

Satz  IL  Wenn  eine  Pmiktreihe  (X^)  eimn  Grenzimnkt  L  hat,  so  nimmt 
das  Segfnimt  {X„Xn^r)  bei  consfantefu  r  und  unbegrenzt  wachsendem  n  unbe- 
grenzt  ab. 

Denn  in  jeder  Umgebung  von  L  von  der  Ausdehnung  2  b  gibt  e«  wenig- 
stens einen  Punkt  X„,  wenn  n  hinreichend  gross  genommen  wird  (Def.  II). 

Die  Enden  der  Segmente  (X«X„4.r)  sind  bei  hinreichend  grossem  n  in  der 
gegebenen  Umgebung  enthalten;  weil  aber  e  so  klein  sein  kann,  wie  man  nur 
will,  so  streben  alle  Punkte  der  Umgebimg  dem  L  zu  und  mithin  auch  X«  und 
Xn-\-r  und  mithin  strebt  ihr  Segment  auf  jeder  durch  sie  gehenden  Graden  bei 
unbegrenzt  zunehmendem  n  der  Null  zu  (Satz  I). 

Satz  III.  Der  Punkt  X„  der  Beüw  (X„),  u-elrher  L  zum  Grenzpunkt  hat, 
kann  sich  bei  unbegrenzt  wadisendetn  n  nur  dem  Punkt  L  unbegrenzt  nahem. 

Nimmt  man  an,  er  nähere  sich  zwei  verschiedenen  gegebenen  Punkten  L 
und  L\  so  würde,  weil  (X«Z)  imd  {XnL')  der  Null  zustreben  (Def.  11  und 
Einl.  d,  §  95)  die  Summe  der  Segmente  (XnL)  und  (X„L')  Null  und  zugleich 
auch  ein  gegebenes  Segment  (LL')  zur  Grenze  haben,  was  unmöglich  ist  (Ax.IV). 
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Satg  IV.  Wenn  der  Abstand  eines  Punktes  R  van  den  Funkten  X  einer 
Graden  unbegrenzt  abnimmt,  so  gehört  der  Funkt  B  der  Graden  an. 

Es  ist  vorerst  erlaubt  von  nur  einem  Abstand  des  Punktes  li  von  einem 
Punkt  X  der  Graden  zu  sprechen,  weil,  wenn  R  ausserhalb  der  Graden  liegt, 
R  und  X  immer  die  Grade  (Ax.  II,  b)  und  liegt  R  auf  derselben  stets  einen 
einzigen  Abstand  bestimmen  (Def.  I  u.  U  und  Bern.  I,  §  6).  Es  ist  leicht  zu 
beweisen,  dass  es  auf  der  Graden  eine  Reihe  (X„)  gibt,  welche  R  zur  Grenze 
hat.  Man  braucht  nur  eine  Umgebung  von  iJ,  welche  einem  hinreiclieiul 
kleinen  Segment  e^  entspricht,  so  zu  wählen,  dass  ein  Punkt  X,  der  Graden 
in  sie  fällt  (Def.  II).  Nimmt  man  dann  ein  andres  Segment  s^  <  «^  (Ax.  II,  b), 
so  gibt  es  in  der  entsprechenden  Umgebung  von  R  einen  weiteren  Punkt  Xj 
der  Ghraden.  Denkt  man  sich  dieses -.Verfahren  fortgesetzt  und,  zu  Ende  ge- 
führt, so  erhält  man  die  gesuchte  Reihe  (Def.  11). 

Ist  jB  ein  Grenzpunkt  einer  Punktreihe  (X«)  der  Graden,  so  nimmt  das 
Segment  (X„X„+r)  unbegrenzt  ab  (Satz  DI);  die  beiden  Punkte  X„  und  X„+r 
streben  mithin  dem  R  zu  (Def.  II).  Falls  die  Punkte  von  (X»)  zu  je  zweien 
die  Grade  bestimmen,  haben  sie  einen  Grenzpunkt  (Einl.  b,  §  98),  der  mit  jR 
zusammenfallen  muss  (Satz  IV).  Bestimmen  sie  dagegen  die  Grade  nicht  (diese 
Hypothese  ist  bis  jetzt  noch  nicht  ausgeschlossen),  so  muss,  weil  X«  und  Xn-\-r 
dem  R  zustreben,  ihr  Segment  in  jeder  durch  sie  gehenden  Graden  der  Null 
zustreben  (Satz  I).  Die 'Reihe  (X„)  hat  mithin  auch  einen  Grenzpunkt  auf  der 
gegebenen  Graden,  der  mit  dem  Pimkt  R  zusammenfallen  muss  (Satz  lU).^^") 

6. 
Panktgruppen ,  welche  zu  je  zweien  die  Orade  nicht  bestimmen  kSnnen. 

§  11.  Satz  L    Wenn  eine  Punktgrwppe  {Ä)  der  Graden  derart  gegeben  ist,  dass 

1)  wählt  man  ein  beliebiges  Segment,  dessen  Enden  Funkte  der  Gruppe  sind, 
die  Enden  der  cansecutiven  diesem  Segtnent  gleiclien  Segmente  in  einer  gegebenen 
Richtung  von  jedem  Funkt  der  Gruppe  als  Anfang  an,  der  Gruppe  selbst  an- 
gehören, 

2)  ein  Funkt  A  von  {A)  nicht  einen  ersten  consecutiven  FuM  der  Gruppe 
in  der  gegebenen  Richtung  hat, 

so  gibt  es  in  jedem  willkürlich  kleitwn  Segment  der  Graden  (Bem.  IV,  §  4) 
stets  einen  Funkt  der  Gruppe. 

a)  Offenbar  hat  jeder  Punkt  der  Gruppe  {A)  die  zweite  Eigenschaft  des 
Satzes.  Denn  wenn  der  beliebige  Punkt  Am  der  geordneten  Gruppe  in  der 
gegebenen  Rfchtung  ein  erstes  consecutives  Element  ^m-hi  hat  und  man  nimmt 
in  der  Gruppe  {A)  in  der  gegebenen  Richtung  das  Segment  {AA^)  te^  {AmAjn-\-\), 
so  ist  A^  auch  ein  Punkt  der  Gruppe  (1).    A^^  ist  aber  nicht  der  erste  Punkt, 


^"^)  Legt  man  Ax.jir||[zu  Grunde,  so  hat  man  auch  Ax.  IV  nöthig;  die  ^Beweise  der 
Sätze  vereinfachen  sich,  da  man  nicht  nöthig  hat,  die  noch  niclit  ausgeschlossene  Müglicli- 
keit,  dass  zwei  Punkte  die  Grade  nicht  bestimmen,  zu  berücksichtigen;  das  Ax.  IV  kiinu 
man  geben,  wenn  es  nöthig  scheint. 

Veronote,  Geometrie.  16 
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der  auf  A  folgt  [2)],   folglieh   muss   iu   dem  Segment  {AA^)   ein  Punkt  der 
Gruppe  sein  und  also  auch  in  (AmAm-ri)  [!)]• 

b)  Wir  wollen  nun  beweisen,  dass  es  in  jedem  willkürlich  kleinen  Segment 
{AX)  von  (AA^)  einen  Punkt  der  (iruppc  (^1)  gibt,  wenn  A  und  A^  beliebige 
Punkte  der  Gruppe  sind.  Ist  X  ein  Punkt  der  Gruppe,  so  gibt  es  in  AX 
einen  Punkt  der  Gruppe  (a).  Nelinten  wir  an,  dieses  sei  nicM  der  Fall.  Es 
muss  eine  Zahl  m  geben  derart,  dass 

(AX)m  <  (AAi)  <  {AX)(m  +  1).       (Bem.  IV,  §  4  und  EinL  c',  §  81) 

Denken  wir  uns,  in  der  Richtung  von  (AX)j  m  consecutive  (AX)  gleiche 
Segmente  und  bezeichnen  sie  mit  (XXj),  (XjX,),  ...,  (Xn^iX,„).  Von  AA^ 
bleibt  das  Segment  (X;„^)<(^X)  lil^rig.  Li  {AA{)  muss  sich  ein  Punkt 
Aj'  der  Gru])pe  (A)  befinden  (a),  welcher  mithin  einem  der  Segmente,  in  welche 
(AA^)  getheilt  wurde,  (AX)  nach  der  Voraussetzung  ausgenommen,  angehören 
muss.  A^'  kann  aber  nicht  in  {X„,A.)  liegen,  weil  sich  alsdann,  da  (-4/-4.)<(-4X), 
in  (AX)  ein  (.4, VI,)  gleiches  Segment  befände,  welches  zum  ersten  Ende  A 
Iiiitte  (Satz  U,  §  4)  und  dessen  zweites  Ende  ein  Punkt  von  (A)  sein  würde  [1)]. 

Der  Punkt  A^'  muss  daher  einem  der  Segmente  (X,  X,  4.1)  z.  B.  dem  letzten 
(X„,-_iX,„)  angehören.  In  dieses  Sefgment  kann  kein  andrer  Punkt  A^'  von  (Ä) 
fallen,  demi  sonst  würde  A^'  mit  A^'  ein  Segment  bestimmen,  das  kleiner  als 
(X,;,_iX;«)  und  mithin  auch  als  {AX)  ist,  und  es  gäbe  also  in  (AX)  einen 
jmdern  Piuikt  von  (A)  gegen  «die  Voraussetzung  [1)].  Uebrigens  kann  auch 
nicht  (-4,'^/)  ^  (X,„_iX„,)  sein,  weil  die  beiden  Punkte  A^  und  A^'  in  die 
beiden  Punkte  X„,_i,  X^  fallen  müssten  und  mithin  auch  X  ein  Punkt  von 
(A)  wäre  [1)J  gegen  die  Voraussetzung.  Aber  zwischen  A  und  A^'  muss  ein 
andrer  Punkt  -4.,"  der  Gruppe  (A)  liegen,  welcher  in  eines  der  übrigen  Seg- 
mente (XrX,.\-i)  z.  B.  in  das  Segment  (X«__aX,n-.i)  fällt.  Zwei  Punkte  von 
(A)  können  nicht  in  einem  dieser  Segmente  liegen,  weil  alsdann  nach  dem,  was 
wir  eben  von  dem  Segment  (X„,_iX„j  gesagt  haben,  auch  einer  der  Voraus- 
setzung zuwider  in  (AX)  liegen  müsste.  Die  Anzahl  der  Pimkte  in  dem  Seg^ 
MK.^nt  (-4-4i)  wäre  also  höchstens  vi  und  A  hätte  mithin  bei  der  obigen  Voraus- 
setzung einen  ersten  consecutiven  Punkt  in  der  gegebenen  Bichtimg  (Einl.  Def.II, 
§  4(\  imd  b,  §  yf)),  was  den  Ausführungen  in  a  widerspricht.  In  (AX)  muss 
daher  wenigstens  ein  Punkt  der  Gru2)pe  (Ä)  und  mithin  unendlich  viele  liegen 
(Bem.  IV,  §  4,  und  Einl.  b,  §  05). 

c)  Wir  betrachten  jetzt  einen  beliebigen  gegebenen  Punkt  Y  der  Graden, 
welchfT  kein  Punkt  von  (A)  sein  soll.  Man  kann  sich  immer  denken,  er  läge 
zwischen  zwei  Punkten  von  (J.);  denn  ist  ein  Segment  (AA^)  der  Gruppe 
geg**ben,  das  kleiner  als  (AY)  ist,  so  gibt  es  inmier  eine  solche  Zahl  n,  dass 
(AA,)H  >  (AY)  (Bem.  IV,  §  4  und  Einl.  d,  §  80);  wir  können  daher  ohne  jede 
Einschränkung  anjiehmen,  Y  gehöre  dem  Segment  {AA^)  an,  wie  wir  auch 
voraussetzen  können,  dass  (AY)  in  der  Uichtung  der  (Gruppe  liegt  [1)]. 

Wir  wollen  beweisen,  dass  in  jed^m  beliebig  kleinen  Segment  (YZ)  stets 
ein  Punkt    der  Gruppe  (^1)    liegt.     Wir    nehmen    zuerst   an,    (YZ)    habe   die 
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Richtung  von  (AA^),  und  betrachten  ein  Segment  (A  T)  =  (YZ),  Weil  (YZ) 
beliebig  klein  ist;  so  können  wir  voraussetzen 

A A^    _Ä'^^^      A'^^+^  {A  T)  <(AY).         ißinl  b,  §  95)     (1) 

'       ^'      ^'^        "^  i      '  In  das  Segment  (A  T)  fällt  stets  ein  Punkt  der 

Fig  18.  Gruppe  (b)  z.  B.  A\   welcher   auch    der  Punkt    5" 

selbst  sein  kann;  man  erhält  daher: 

{AA')<(AY')  (2) 

und  mithin  auch 

(AA')  ^  (YZ)        (Einl.  d',  Def.  U,  §  Gl)     (3) 

und  nach  (1) 

{AA')<(Ar).     (Einl.  d  oder  Def.  II,  §  61)   (4) 

Nun  muss  es  eine  solche  Zahl  q  geben^  dass 

{AA')q  <(AY)<  (AA'){q  +  1).         (Bern.  IV,  §  4  und  Einl.  c',  §  81) 

Bezeichnen  wir  die  zweiten  Enden  der  Segmente  {AA')q,  {AA')((i  -f-  1) 
mit  A'^'J\  A'^'i-^^\  so  fällt  das  erste  nicht  in  das  Segment  (YZ)  aber  wohl 
in  das  Segment  (A  Y)  und  man  erhält: 

{A'^^^Z)>{YZ).  (5) 

Y  dagegen  liegt  zwischen  A'^^^  und  ^'(«-^0  und  es  ist  mithin 

(^'(^)  Y)  <  (^'(9)^'(9-f-i)).  ^     (6) 

Auf  der  andern  Seite  folgt  aus  (3) 

(4'(«M'(9+i))  ^  (rz)  C^^ 

und  weil  Y  dem  Segment  (^'(«M'<^+^^)  angehört,  so  kann  nach  (7)  Z  nicht 
in  dasselbe  Segment  fallen  (Einl.  Def.  I,  §  61  oder  d,  §  73);  ^'<'?+^)  muss  daher 
in  das  Segment  (YZ)  fallen,  was  wir  beweisen  wollten. 

Offenbar  braucht  man,  wenn  (YZ)  die  Richtung  von  (^,-4). hat,  nur  das 
Segment  (ZY)  zu  betrachten   und  die  vorige  Schlussweise  auf  es  anzuwenden. 

Zus.  Jeder  Punkt  der  Graden ,  welclier  nicht  ein  •  Punkt  von  (A)  ist,  ist 
Gren$punkt  der  Gruppe  (A), 

Denn  sucht  man  sich  einen  beliebigen  Punkt  X  der  Graden  aus,  so  gibt 
es  in  einem  willkürlich  kleinen  Segment  (XY)  einen  Punkt  der  Gruppe. 

Satz  IL  Jede  Gruppe  (X)  von  Punkten^  welche  m  je  zweien  die  Grade 
nieJd  bestimmen,  enthält  ihre  etwaigen  Grenzpunkte. 

Eine  beliebige  Grade  r,  welche  durch  einen  Punkt  X  der  Gruppe  geht, 
muss  alle  Punkte  der  Gruppe  enthalten  (Satz  VI,  %  4).  Wenn  L  ein  Grenz- 
punkt dieser  Gruppe  ist,  so  muss  derselbe  auch  in  der  Graden  r  enthalten  sein 
(Satz  V,  §  10). 

Satz  HL  Die  Punkte  eifie»  Segnumtcs  {AB),  welche  mit  eifimn  Ende  des- 
selben z.  jB.  A  die  Grade  niefU  bestimmen,  können  nieht  in  ufiendlieh  grosser 
Anzahl  vorhanden  sein. 

Wenn  es  in  (Ali)  eine  unendlich  (oo)  grosse  Anzahl  von  Punkten  gibt, 
welche  mit  A  eine  Grade  nicht  bestimmen,  so  hat  dit;  Gruppe  dieser  Punkte 
wenigstens  einen  Grenzpunkt  L  (Bern.  IV,  §  4  und  Einl.  b,  §  08),  das  hoisst, 
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es  gibt  eine  Reihe  (X„)  der  Gruppe,  welche  L  zum  Grenzpunkt  hat  (der  Beweis 
wird  analog  wie  der  erste  Theil  des  Beweises  Satz  IV,  §  10  gefQhrt)  und 
{X„^Xr,^^^  wird  mithin  imbegrenzt  klein  (Einl.  c,  §  97,  oder  Satz  IQ,  §  10). 
Ist  aber  em  Segment  {XmX.jn-\-i)  <  f  gegeben,  so  gibt  es  einen  Punkt  A'j 
welcher  dieser  Gruppe  angehört,  derart,  dass  (^^1')  ^  (X^X^+i)  ist  (Satz  II, 
§  4;  Satz  VII,  §  4).  Dieses  gilt  für  jeden  beliebigen  Punkt  A  der  Gruppe. 
Das  heisst  also,  jeder  Punkt  der  Gruppe  hat  kein  erstes  con^ecutives  bestimmtes 
Element  in  der  geordneten  Gruppe  in  der  Richtung  von  {AB).  In  einem  solchen 
Fall  hat  die  Gruppe  (yl;  von  Punkten,  welche  mit  A  die  Grade  nicht  bestimmen, 
die  Eigenschaften  der  Gruppe  des  Satzes  I.  Jeder  Punkt  Y  der  Graden  aber, 
welcher  kein  Punkt  der  Gruppe  {A)  ist,  ist  Grenzpunkt  dieser  Grippe  (Zus. 
Satz  I)  imd  ist  ebenfalls  ein  Punkt  der  Graden  (Satz  11). 

Das  heisst  also,  es  gäbe  auf  der  Graden  keinen  Punkt,  welcher  sie  mit  A 
bestimmen  würde,  was  widersinnig  ist  (Satz  V,  §  4).  Femer  würden  alle  durch 
A  gehenden  Graden  zusanmienfallen,  was  mit  Satz  IX,  §  4  in  Widerspruch  steht 
Satz  IV.  a)  Die  cmisecutkoi  Seymmte  der  Beihe  vofi  Punkten,  welche  mit 
einem  gegebenen  Punkt  die  Grade  nicht  bestümYien,  sind  einander  in  jeder  hdk- 
higen  Gradeti,  welche  die  gegebene  Reihe  enthält,  gleich 

'  h)  und  die  durch  zwei  beliebige  Punkte  der  Beihe  in  zwei  durch  sie  gehenden 
Graden  bestimmien  Segmente  sind  gleich, 

a)  Wenn  die  consecutiven  Segmente  (yl^-^lm-f i),  (^m-fi-^m+s)  der  obigen 
Reihe  (A)  nicht  gleich  wären  und  es  wäre  z.  B.  (^ro-^m  +  i)  >  (^m+i-^«+s)j 
so  gäbe  es  in  dem  ersten  ein  Segment  (AmA'm-\-Y)}  welches  dem  zweiten  gleich 
(Satz  U,  §  4)  und  so  beschaffen  wäre  dass  ^'„.+1  mit  Aj^  die  Grade  nicht 
bestimmte  (Satz  VII,  §  4)  und  -4  „,41  wäre  mithin  nicht  der  consecutive  Punkt 
von  Am  i^  der  Reihe  (JL),  während  A  ein  erstes  consecutives  Element  in  dieser 
Reihe  hat  (Satz  III). 

b)  Es  seien  r  und  r^  zwei  durch  die  Punkte  der  Gruppe  {Ä)  gehende 
Graden.  Wir  wollen  aniielmien,  die  Punkte  A^^  und  A,  von  {A)  bestimmten  auf 
r  und  r,  ungleiche  Segmente  {A„^A^)r,  {A^A^r^  und  in  diesen  Segmenten  zwei 
Segmente  (1"^^,),  {ZA^  derart  auswälilen,  dass  jeder  Punkt  derselben  A,  aus- 
genommen mit  Af,  (Satz  III)  und  folglich  auch  mit  A^  die  Grade  bestimmt 
(Satz  W,  §  4).  Zwei  beliebige  von  A,  verschiedene  Punkte  Y  und  Z'  der 
Segmente  (l'J.,),  {ZA,)  bestimmen  eine  von  r  und  r^  verschiedene  Grade,  weil 
V  ausserhalb  r^  liegt  (Bern.  I,  §  4);  sie  bestimmen  mithin  mit  Ag  und  mit 
Afn  ein  Dreieck  (Def.  11,  §  [}).  Wenn  aber  Y'  und  Z'  sich  unbegrenzt  dem 
As  nähern,  so  nimmt  {Y' Z')  (Zus.  Ax.  IV)  mid  also  auch  die  Differenz  zwischen 
(-i,„y)  und  {AmZ')  in  r  und  r^  unbegrenzt  ab  (Ax.  IV).  Wenn  aber  (-4«J.,)r 
und  {A„,A^r,  ungleich  wären  z.  B.  (.*1„^,),.^  >'(^,i,^,)r,  so  würde  die  Differenz 
zwischen  {A,„Z')  und  {A,nAi)r  grösser  als  {A„,Z)  —  {A„^A^r  =  «  seüi,  da  man 
Z  so  wählen  kann,  dass  {A,nZ)  >  (^,„^,)^  ist  (Satz  I,  §  8).  (^m^')  bliebe 
also  um  s  grösser  als  das  Segment  (^A^Y^y  welches  kleiner  als  {A^A^r  ^ 
Dieses  widerspricht  aber  den  früheren  Ausführungen.     Es  folgt  also: 
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Bern,  I.  Man  kann  von  dem  consecutiven  Punkt  eines  jeden  Punktes  A  einer  Gruppe, 
welcHe  die  Grade  nicht  bestimmt,  sprechen,  weil  in  jeder  durch  A  gehenden  Graden,  A  in 
einer  gegebenen  Richtung  denselben  consecutiven  Punkt  hat.  Man  kann  von  dem  Abstand 
^Def.  I,  §  5)  statt  von  den  Abständen  zweier  Punkte  sprechen,  weil  sie  in  jeder  durch  sie 
gehenden  Graden  nur  einen  Abstand  bestimmen  (Def.  I  u.  IT  und  Bem.  I,  §  6)  und  die  Ab- 
stände in  allen  Graden,  welche  die  Punkte  enthalten,  gleich  sind.  Man  kann  Aber  nicht 
von  nur  einem  Segment  zweier  Punkte,  welche  die  Grade  nicht  bestimmen,  sprechen.  ^) 

Satz  V.  a)  Zwei  Funktgruppen,  von  denen  jede  die  Grade  nicfit  hestimmt, 
liegen  in  einer  einzigen  Graden- 

h)  Die  Segmente^  weldie  zu  Enden  zwei  Paare  consecutiver  Punkte  haben, 
welche  die  Grade  nicht  bestimmen,  sind  gleiefi, 

a)  Denn  wenn  (Ä^A^),  (J^jJ^j)  zwei  beliebige  Paare  zweier  Gruppen  (Ä) 
und  (J5)  sind,  welche  die  Grade  nicht  bestimmen,  so  bestimmen  die  Punkte  A^^ 
und  B^  immer  eine  Grade,  weil  sonst  A^  und  B^  derselben  Gruppe  angehören 
würden  (Satz  VI,  §  4).  Diese  Grade  enthält  alle  übrigen  Punkte  von  (A)  und 
(B)  (Satz  VI,  §  4). 

b)  Jeder  Punkt  X  einer  Graden,  welche  eine  Gruppe  (A)  enthält,  gehört 
einer  Ghruppe  (X)  an,  welche  die  Grade  nicht  bestimmt  und  identisch  mit 
(A)  ist  (Satz  II  und  Satz  VQ,  §  4).  Die  beiden  Paare  gegebener  consecutiver 
Punkte  liegen  aber  immer  in  einer  Graden  (Bem.  I).     Daraus  folgt  b. 

Bern.  IL  Die  Geltung  dieser  Sätze  ist  abhängig  von  der  Existenz  von  Punktgruppen, 
welche  die  Grade  nicht  bestimmen  —  eine  bis  jetzt  noch  unentschiedene  Frage,  die  wir 
uns  mithin  gegenwärtig  halten  müssen.'^) 

Satz  VI.  In  einer  beliebigen  Gruppe  (X),  weldie  einen  Grenzpunkt  L  hat, 
gibt  es  eine  Beüie  (X»)  van  Punkten,  welche  L  zum  Grenzpunkt  hat 

Auch  wenn  ein  Punkt  X  und  der  Punkt  L  eine  Grade  nicht  bestimmen, 
so  ist  doch  ihr  Segment  auf  einer  beliebigen  durch  sie  gehenden  Graden  con- 
stant  (Satz  FV)  und  kann  daher  nicht  kleiner  als  jedes  gegebene  Segment  Ö 
sein  (Satz  III).  Es  lässt  sich  mithin  der  erste  Theil  des  Beweises  Satz  IV,  §  10 
anwenden. 

7. 

Das  gradUnige  Grenzsegment  einer  Reihe  gradliniger  Segmente.  —  Einfache 
Linie.  —  Abstand  eines  Punktes  von  den  Punkten  einer  einfachen  Linie. 

§  12.  Def,  I  Ein  gradliniges  Segment  {AB)  oder  die  Grade  AB  heisst 
Grenze  einer  Reihe  gegebener  gradliniger  Segmente  {XY)  oder  von  Graden 
X  Y,  wenn  die  Punkte  A  und  B  Grenzpunkte  der  Punkte  X  imd  Y  sind  (Def.  II, 
§  10),  vorausgesetzt,  dass  die  Punkte  A  und  B  die  Grade  bestimmen. 

Satz  L  Wenn  {AB)  das  Grenzsegmetd  eines  veränderlichen  Segments  (X3^ 
ist,  so  bestimmen  die  Punkte  X  und  Y  in  hinreichend  kieitien  Umgehungen  von 
A  und  B  die  Grade. 


1)  Dies  zeigt  klar,  welcher  Unterschied  zwischen  dem  Abstand  zweier  Punkte  und  dem  Seg- 
ment derselben  ist  und  dass  man  sie  nicht  immer  ohne  Weiteres  einander  substituiren  kann. 


")  Legt  man  Ax.  11'  zu  Grunde,  so  hat  man  diesen  Abschnitt  überhaupt  nicht  nöthig, 
weil  alsdann  die  Existenz  von  Punktepaaren,  welche  die  Grade  nicht  bestimmen,  ausge- 
schlossen ist. 
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Wählt  man  eine  willkürlich  kleine  Umgebung  von  B  (Def.  I,  §  10),  so 
niiiss  in  sie  ein  Punkt  Y  fallen  (Def.  I).  Wenn  A  und  Y  die  Ghrade  nicht 
bestimmten^  so  lägen  sie  in  derselben  Qraden  r  mit  B  (Satz  VI,  §  4);  wei^ 
aber  B  Grenzpunkt  von  Y  ist,  so  wird  die  DiflFerenz  zwischen  (AB)  und 
(A  Y)  unbegrenzt  klein  (Einl.  Def.  IV,  §  05)  und  es  gäbe  mithin  in  jedem 
Segment  {BB')  in  AB  in  der  Richtimg  von  {AB)  oder  (BA)  stets  einen 
Punkt  Y.  Es  würde  also  entweder  Y  mit  B  zusammenfallen  oder  B  in  AB 
zur  Grenze  haben,  was  ausgeschlossen  ist,  weil  B  mit  4  ^^^^  Grade  bestimmt 
(Satz  II,  §  11).  Bestimmt  X  nicht  mit  Y  eine  Grade,  so  liegen  die  Punkte 
A^X^YiVL  grader  Linie  (Satz  VI,  §  4)  und  das  Segment  [AX)  in  AY  wird 
kleiner  als  jedes  gegebene  Segment,  was  nach  dem  Obigen  widersinnig  ist. 

Satz  IL  Die  Differenz  zwisdien  dan  variabelen  Segment  (XF)  uiid  seinem 
Grenzsegment  (AB)  mird  unbegrenzt  Mein, 

Denn  dies  gilt  für  die  Segmente   {AY)   und    (AB)y   das  heisst,    es  gibt 

eine   hinreichend  kleine  Umge])ung  von  I?,   fiir  welche  die  Differenz  zwischen 

(AB)  und  (AY)  ihrem  absoluten  Werth  nach  (Einl.  §  112),  welche  wir  mit 

\(AB)  —  (AY)]  bezeichnen  wollen,  kleiner  als  ein  gejjebenes  Segment  €  ist. 

So    ist    auch    in    einer    hinreichend    kleinen    Umgebung    von   A   die    Differenz 

[(^Y)  —  (XF)]    kleiner  als  ein  willkürlich  kleines  Segment  «j.     Nun  ist  die 

Differenz  oder  die  Summe  dieser  beiden  Differenzen,  d.  h.  also  \(AB)  —  (Xl")] 

kleiner  als  die  Differenz  oder  die  Summe  von  €  und  s^ ,  jedenfalls  aber  nehmen, 

wenn  s  und  €^  unbegrenzt  klein  werden,  (e  —  e^)  imd  (£-|-«i)  unbegrenzt  ab 

(Einl.  Def.  I  und  h,  §  95).     Damit  ist  der  Satz  bewiesen. 

Betn.  I.  Für  den  Grenzabstand  einer  Reihe  von  Abständen  genügt  die  Def.  IV,  §  95 
<ler  Einl.  (Bern.  I,  §  11),  weil  bei  den  Abständen  der  Unterschied  in  der  Position  der  Seg- 
mente, auf  die  sie  sich  beziehen,  nicht  in  Betracht  kommt  (Def.  1,  §  5). 

Satz  IIL  Wenn  sich  ein  Segment  (X«  Y«)  unbegrenzt  dem  (A  B)  nähert^ 
so  kann  es  sich  nicht  unbegrenzt  einem  andern  von  (AB)  verscJiiedenen  Segment 
(Ä'B')  nähern. 

Demi  die  Punkte  X„,  F«  müssten  sieh  unbegrenzt  bezüglich  den  Punkt- 
paaren (von  denen  eines  sich  auf  einen  einzigen  Punkt  reduciren  kann)  A  und 
A\  B  und  JB'  (Def.  I)  nähern,   was  widersinnig  ist  (Satz  UI,  §  10). 

Satz  IV.  Wenn  (AB)  die  Grenze  eines  Segments  (XY)  ist,  so  kann  sich 
jeder  Punkt  der  Graden  XY  unbegrenzt  einetn  PunM  der  Graden  AB  twlkem. 

Dies  gilt  vor  Allem  für  die  Punkte  X  und  1^  (Def.  I;  Def.  11,  §  10).  Wir 
wollen  annehmen,  uji begrenzt  kleinen  Segmenten  eines  Zustandes  von  (XY) 
entsprächen  unbegrenzt  kleine  Segmente  in  den  suc<;essiven  Zuständen,  Iv'as 
man  z.  B.  mittelst  des  Proportionalitätszusammenhangs  zwischen  den  verschie- 
denen Segmenten  erhält  (Einl.  §  lOG).  Ebenso  können  wir  nach  Satz  I  voraus- 
setzen, X  und  Y  bestimmten  die  Grade.  Es  sei  ein  Punkt  Z„  von  (XY)  ge- 
geben, welcher  sich  bei  der  unbegrenzten  Annäherung  des  X  an  A  dem  ent- 
sprechenden Punkt  des  Segments  (AB)  nicht  ujibegrenzt  nähern  könne.  In  dem 
Segjnent  (Z^X)  muss  es  ein  hinreichend  kleines  Segment  (Z„Zn—i)  derart  geben, 
dass  die  Punkte  desselben  dieselbe  Eigenschaft  wie  der  Pimkt  Z,^  haben;  denn 
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dfi  (^Z^Zn—i)  beliebig  klein  sein  kann,  so  würde,  wenQ  ein  Punkt  dieses  Seg- 
ments sich  unbegrenzt  dem  entsprechenden  Punkt  der  Graden  ÄJD  näherte, 
auch  der  Punkt  Z«  diese  Eigenschaft  besitzen  (Zus.  Ax.  IV). 

Ist  so  (Z„Zn--i)  gegeben,  so  können  wir  ein  andres  Segment  (Zn—iZn—^i) 
immer  auf  (ZnX)  construiren,  welches  dieselbe  Eigenschaft  wie  {ZnZn^i)  be- 
sitzt. Die  Punkte  von  {Z„X)  zerfallen  also  nach  der  Voraussetzung  in  zwei 
Gruppen  (Z)  imd  (Z'),  nämlich  solche,  welche  die  Eigenschaft  von  Zn  und 
solche,  welche  die  Eigenschaft  des  Punktes  X  besitzen.  Sie  bestimmen  von  Zn 
und  X  in  dem  Segment  (ZnX)  ausgehend  zwei  stets  wachsende  Reihen,  welche 
bezüglich  L  und  L'  zu  Grenzpunkten  haben  (Einl.  d,  §  70  und  Bem.  IV,  §  4). 
Die  Punkte  L  und  L  haben  dieselbe  Eigenschaft  wie  die  Punkte  der  bezüg- 
lichen Reihen.  Denn  in  jedem  beliebig  kleinen  Segment  (LZ)  in  (XZn)  und 
in  der  Richtung  von  (XZ„)  gibt  es  einen  Punkt,  welcher  die  Eigenschaft  von 
Zn  besitzt  und  mithin  hat  nach  dem  vorstehenden  Beweis  auch  L  diese  Eigen- 
schaft. Ebenso  wird  bewiesen,  dass  IJ  die  Eigenschaft  des  Punktes  X  besitzt. 
Die  Punkte  L  und  L'  fallen  aber  zusammen  (Einl.  d",  §  97),  was  widersinnig 
wäre,  wenn  Zn  nicht  dieselbe  Eigenschaft  wie  X  hätte. 

Derselbe  Beweis  gilt  auch  für  das  Segment  (Z„Y),  wie  auch,  wenn  der 
Punkt  Zn  auf  der  Graden  XY  ausserhalb  des  Segments  (XY)  liegt. 

Zus.  L  Wenn  (AB)  die  Grenze  eines  constanten  Segments  {AX)  ist,  so 
hann  sich  jeder  Punkt  der  Grade^i  AX  unbegrenzt  demjenigen  Punkt  der  Gradmi 
Ali  nahem,  welcher  denselben  Abstand  wie  er  selbst  von  A  hat 

Da  {AX)  constant  ist,  so  benutze  man  statt  des  Proportionalitätszusammen- 
hangs  den  Identitätszusanunenhang. 

Zas,  IL  Wenn  {AB)  die  Grenze  eifies  {AB)  gleichen  Segments  {XY)  ist, 
so  kann  sich  jeder  Punkt  der  Graden  XY  unbegrenzt  einem  Punkt  der  Graden 
AB  nahem,  dessen  Abstände  von  A  uml  B  bezüglich  den  Abständen  des  gegebenen 
Punktes  von  X  und  Y  gleicli  sind. 

Der  Beweis  ist  dem  vorigen  analog.  ^ 

§  13.  Def.  L  Eine  Punktgruppe  heisst  isolirt,  wenn  keiner  ihrer  Punkte 
ein  Chrenzpunkt  der  Gruppe  ist  (Def.  II,  §  10). 

Bern.  I.  In  Folge  der  Definition  des  Grenzsegments  oder  Grenzpunkts  einer  Grupiie 
oder  einer  Reihe  von  Segmenten  oder  Punkten  eines  einfachen  Systems  einer  Dimension 
(Def.  I,  §  3  oder  Einl.  Def.  II,  §  63)  gelten  die  Def.  I,  §  98  und  Def.  IV,  §  1)5  der  Einl., 
welche  unabhängig  von  der  Homogenität  des  Systems  sind  (Einl.  Def.  I,  §  68). 

Def.  IL  Wenn  ein  einfaches  Punktsystem  einer  Dimension  (Einl.  Def.  11, 
§  63)  derart  ist,  dass 

1)  jeder  seiner  Punkte  Y  entweder  Grenzpunkt  einer  stets  zimehmenden 
Reihe  {AX)  und  einer  stets  abnehmenden  Reihe  {AX')  von  Segmenten  ist  — 
welche  Reihen  im  System  in  einer  seiner  Richtimgen  betrachtet  werden  (Einl. 
Def.  n,  §  62  und  §  03)  —  oder  Grenzpunkt  einer  einzigen  dieser  Reihen  ist,  wenn 
er  der  Endpunkt  des  Systems  ist  (Eml.  Def.  IV,  §  62),  und  Y  ferner  Grenzpunkt 
der  Reihen  der  Punkte  X  und  X'  unabhängig  vom  System  ist  (Def.  11,  §  10) 
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und  umgekehrt  jeder  Greiizpuukt  einer  Gruppe  von  Punkten  des  Systems  dem 
System  angehört; 

2)  dieses  System  eindeutig  und  in  derselben  Ordnung  einer  Graden  (oder 
einem  Segment  der  Graden)  entspricht  (Einl.  Def.  IQ,  §  42)  mit  etwaiger  Aus- 
nahme der  Punkte  einer  isolirten  Gruppe  (Def.  I)  des  Systems  oder  der  Graden 
(des  Segments),  welchen  keine  Punkte  der  Graden  (des  Segments)  oder  des 
Systems  entsprechen  (und  welche  wir  von  unsem  Betrachtungen  ausschliessen), 
so  heisst  dieses  System  einfache  Linie. 

Bern.  II.  In  der  Folge  betrachten  wir  nur  den  Zusammenhang  mit  der  Graden,  da 
wir  andre  Fälle  nicht  zu  untersuchen  brauchen. 

Zus.  I.  Die  Grade  ist  eine  eififache  Linie  (Ax.  II,  a;  Satz  I,  §  4;  Satz  lY, 
§  10;  Satz  I,  §  >S  und  Enil.  b,  §  60). 

Ziis.  IL  Wenn  in  einem  Segment  (AB)  der  cinfaclien  Linie  ein  Punkte- 
System  derart  existirt,  dass  es  in  jedem  beliebig  kleinen  SegnietU  von  (AB)  einen 
PtüiJct  des  Systetns  gibt,  so  ist  jeder  andre  Pmikt  L  des  Segments  GrengpunÜ 
des  Systems. 

Denn  er  ist  es  auf  der  Linie  und  unabhängig  von  ihr  (Def.  I). 

Zus.  IIL  Wenn  der  Abstand  eines  Punktes  vmi  den  Punkten  einer  ein- 
/'aclien  Linie  unbegrenzt  abtiimmt,  so  liegt  der  Punkt  auf  der  Linik. 

Denn  er  ist  Grenzpimkt  einer  Gruppe  von  Punkten  auf  der  Linie  (Def.  I) 
und  gehört  mithin  der  Linie  an  (Def.  I). 

Satz  I.  Einem  Segment  (AB)  der  Graden  entspricht  ein  Segment  {A'B^ 
der  einfachen  Linie  und  umgekdirt 

Denn  jedem  Punkt  X  in  dem  Segment  {AB)  der  Graden  entspricht 
ein  Punkt  X',  der  zwischen  den  entsprechenden  Punkten  A'  und  JB'  in  dem 
System  enthalten  ist  (Def.  I)  und  alle  zwischen  A'  und  B'  liegenden  Punkte 
des  Systems  bestimmen  ein  Segment  der  Linie,  dessen  Enden  A\B'  sind  (Einl. 
Def.  m,  §  62). 

Dass  die  Eigenschaft  auch  umgekehrt  gültig  ist,  geht  aus  dem  eindeutigen 
und  in  derselben  Ordnung  stattfindenden  Zusammenhang  hervor. 

Satz  IL  Einer  stets  wacfisenden  oder  abnelimenden  Beilie  von  Segmenten  m 
einem  Segmmt  (AB)  auf  der  Graden  entspricht  eine  stets  wachsende  oder  ab- 
nehmefide  lieihe  von  Segmenten  in  dem  entsprechendem  Segment  (A'B')  der  ein- 
fachen Linie y  und  diese  Beilie  hat  einen  Grenzpunkt  auf  der  Linie. 

Denn  die  entsprechende  Reihe  auf  der  Linie  wächst  in  dem  entsprechenden* 
Segment  (A'B')  im  ersten  Fall  stets  (Satz  I  und  Def.  I;  Einl.  Def.  I,  §  62 
und  Def  II,  §  27  und  Def.  I,  §  61).  Die  Reihe  auf  der  Graden  hat  aber  ein 
Grenzsegment  (AL)  (Bern.  IV,  §  4  und  Einl.  d,  §  1)7),  welchem  ein  Punkt  L 
auf  der  Linie  entspricht,  der  zwischen  Ä  und  B'  liegt  (Def.  I).  Wenn  (A'L') 
nicht  das  Grenzsegment  der  obigen  Reihe  ist,  so  gibt  es  doch  in  (A'B')  eine 
immer  wachsende  Reihe  von  Segmenten,  deren  Grenzsegment  (Ä L')  ist  (De£I) 
und  mithin  gäbe  es  Punkte  in  derselben,  die  zwischen  den  Punkten  der  ersten 
Reihe  und  L'  liegen  (Bem.  I),  welchen  Punkte  der  Graden  entsprächen,  welche 
zwischen  den  Punkten  der  entsprechenden  Reihe  und  L  liegen,  was  widersinnig 
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ist  (Bern.  IV,  §  4  und  Einl.  d,  §  07).  Ebenso  ist  es,  wenn  die  Reihe  auf  der 
Graden  stets  abnimmt. 

Satz  HL  Eine  stets  wachsende  oder  stets  abnehmende  Reihe  von  Segmenten 
in  einem  Segment  der  einfachen  Linie  liat  eitien  Grenzpmikt,  welcher  der  LAnie 
angehört. 

Denn  der  Reihe  auf  der  Linie  entspricht  eine  analoge  Reihe  auf  der  Graden 
(Def.  I),  welche  einen  Grenzpunkt  L  hat  (Bem.  FV,  §  4  und  Einl.  d,  §  117). 
Diesem  entspricht  ein  Punkt  L'  der  Linie,  welcher  Grenzpunkt  der  entsprechen- 
den Reihe  ist  (Satz  II). 

Zus.  L.  Wenn  die  Punkte  eines  Segments  (AB)  eifier  einfaclien  Linie  in 
zwei  Gruppen  (X)  und  {X')  derart  zerfallen,  dass  (ÄX')  immer  grösser  od^ 
höchstens  ebenso  gross  als  ein  Segment  {AX)  ist  und  jedes  {AG),  welches  grösser 
als  ein  Segment  {AX)  ufid  Meiner  als  ein  Segment  {AX')  ist,  entweder  ein 
Segment  {AX)  oder  {AX')  ist,  so  haben  die  beiden  Gruppen  auf  der  Linie  einen 
gemeinsdiaßlichen  *Grenzpmikt, 

Der  Beweis  wird  mit  Hülfe  des  Satzes  IQ  analog  wie  bei  Zus.  d"  zu  §  97 
der  Einl.  geführt. 

Satz  IV,  Wenn  in  einetn  Segment  {AB)  einer  einfachen  Linie  eine  Reilie 
von  Punkten  (X„)  gegeben  ist,  die  einen  Grenzpunkt  L  hat  und  wenn  ein  Punkt 
R  mit  jedem  Punkt  des  Segments  {AB)  eine  Grade  bestimmt,  so  ]iat  die  Beilie 
der  Segmente  {RXn),  welche  durch  den  Punkt  R  und  die  Punkte  der  gegebenen 
Reihe  bestimmt  werden,  das  Segment  {RL)  zum  Grenzsegment, 

Ist  {RXn)  constant,  so  sind  {RL)  und  {RX„)  gleich. 

Denn  wenn  sich  X«  unbegrenzt  dem  L  nähert,  so  verringert  sich  der 
Unterschied  zwischen  {RL)  und  {RXn)  unbegrenzt  (Ax.  IV)  und  {RL)  ist  mit- 
hin das  Grenzsegment  der  Reihe  {RX„)  (Def.  I,  §  12). 

Der  zweite  Theil  des  Satzes  ist  offenbar  die  Folge  des  ersten. 

Zus.  Für  die  Abstände  gilt  die  Eige^iscliaft  des  Satzes  IV,  audi  wenn  R 
mit  den  Punkten  des  Segments  {AB)  nicht  stets  eine  einzige  Grade  bestimmt. 

Denn  bezüglich  des  Abstandes  zweier  beliebiger  Punkte  A  imd  B  braucht 
man  sich  nicht  davon  zu  überzeugen,  ob  sie  eine  Grade  bestimmen  oder  nicht 
(Satz  IV,  §  11  und  Def.  I,  §  5),  wie  man  nicht  nöthig  hat  den  Unterschied 
in  der  Position  der  durch  R  und  die  Punkte  des  Segments  {AB)  bestimmten 
Segmente  zu  berücksichtigen.  Für  die  A^bstände  ist  es  ebenso  als  ob  die 
Segmente  {RXn)  mit  einem   gemeinschaftlichen  Ende  in  einer  Graden  lägen. 

Satz  V.  Wenn  die  Abstände  a  mtd  ß  eines  Punktes  R  von  den  Enden  A 
und  B  des  Segments  einer  einfaclien  Linie  ungleich  sind  {a  <  ß),  dann  kann  der 
Abstand  zwischen  R  und  den  andern  Punkten  des  Segments  nicht  constant  sein 

m 

und  kann  auch  nicht  stets  grösser  als  ß  oder  kleiner  als  a  sein. 

Wenn  X  ein  in  dem  obigen  Segment  zwischen  A  und  B  liegender  Punkt 
ist,  so  kann  {RX)  nicht  constant  z.  B.  gleich  a  sein,  weil  man  B  als  Grenz- 
punkt einer  Reihe  Punkte  {X)  in  {AB)  ansehen  kann  (Bem.  I  und  Def  U) 
und  alsdann  der  Abstand  {RX)  den  Abstand  {RB)  zur  Grenze  hat  (Zus.  Satz 
rV)  und  der  Unterschied  zwischen  {RB)  und   {RX),   wenn  er  constant  d.  h. 
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gleich  ß  —  a  wäre,  nicht  unbegrenzt  klein  werden  könnte  (Def.  I,  §  5;  Bern.  I, 
§  1 1  und  Einl.  Def.  IV,  §  95). 

Aus  demselben  Grund  gilt  auch  der  übrige  Theil  des  Satzes. 

Satis  VI.  Wenn  die  Abstände  eines  Punktes  R  von  den  Enden  eines  Seg- 
ments (AB)  eitler  einfachen  Linie  a  und  ß  sind  (a  <  ^),  so  gibt  es  in  {AB) 
immer  ein  Segment  {AB'),  für  dessen  Punkte,  die  Enden  atisgenommen,  der  Ah- 
stund  van  R  grösser  als  a  und  kleiner  als  ß  ist. 

Würde  kein  Segment  {AB)  von  {AB)  existiren,  für  welches,  X  mag  ein 
Punkt  sein,  welcher  er  will,  (i?X)>a  wäre,  so  würde  {BX)  ebenso  gross 
oder  kleiner  als  a  sein,  was  widersinnig  ist,  weil  /J  >  a  ist  (Satz  IV).  Wir 
können  {BA")  <  ß  voraussetzen.  Wäre  es  nicht  der  Fall,  so  braucht  man  nur 
in  {AB)  ein  Segment  {A'B)  zu  w^ählen,  für  welches  {BA')  dieser  Bedingung 
genügt  (Zus.  Satz  IV). 

Aus  demselben  Grund  kann  man  in  {AB)  ein  Segment  {AB')  derart 
wählen,  dass  für  jeden  Punkt  X  desselben  '{BX)  <  ß  ist. 

Das  Segment  {AB')  kann  dann  so  gewählt  werden,  dass  {BA)  und 
{BB')  bezüglich  a  und  ß  gleich  sind.  Denn  wenn  A  nicht  der  einzige  Punkt 
in  {AB)  ist,  für  welchen  {BA)  =  a  ist,  so  gibt  es  eine  Reihe  dieser  Punkte 
X  derart,  dass  (-^IX)  in  der  Richtmig  von  {AB)  wächst  imd  mithin  ein  Grenz- 
segment {AA)  derart  hat  (Bem.  IV,  §  4  und  Satz  III),  dass  {BA')^=a  ist 
(Zus.  Satz  IV),  während  A  nicht  mit  B  zusammenfallen  kann.  Analoges  gilt 
für  B'  in  dein  Segment  {AB). 

Nehmen  wir  nun  an,  es  gäbe  in  {AB')  Punkte  X',  für  welche  {BX')  <  a 
und  ordnen  wir  sie  in  der  Richtung  von  {AB')  (EinL  Bez.  I,  §  64).  Die 
Reihe  {X')  ist  entweder  in  der  gegebenen  Richtung  von  einem  ihrer  Pimkte  L 
begrenzt  oder  hat  einen  Grenzpunkt  L  ausserhalb  der  Reihe  (Bem.  IV,  §  4  und 
Satz  lU).  Der  Abstand  {BL)  kann  nach  dem  vorigen  Beweis  nicht  gleich  a 
und  auch  nicht  grösser  als  a  sein,  da  nach  der  Voraussetzung  die  Abstände 
{BX')<a  sind  (Zus.  Satz  IV).  {BL)  ist  desshalb  auch  kleiner  als  a  und  L 
kann  folglich  nicht  mit  B'  zusammenfallen. 

Für  jeden  andern  in  dem  Segment  {LB')  gelegenen  Punkt  X"  ist  nach 
der  Voraussetzimg  (BX")  >  a.  Wählt  man  einen  Punkt  X"  in  einem  beliebig 
kleinen  Segment  {LL)  von  {LB'),  so  kann  (BX")  von  {BL)  um  jeden  be- 
liebig kleinen  gegebenen  und  desshalb  auch  um  einen  kleineren  Abstand  als 
a  —  {BL)  =  a  differiren  (Zus.  Satz  IV).  Da  aber  {BX")  >  a  z.  B.  {BX")  = 
==«  +  «',  so  wäre  für  jedes  beliebige  {LL)  der  Unterschied  zwischen  {BX") 
und  {BL)  immer  grösser  als  £,   was  dem  Satz  IV  widerspricht. 

Es  ist  desshalb  die  Annahme  widersinnig,  dass  es  solche  Punkte  X  in 
[AB')  gäbe,  dass  ( JJX)  <  «  ist.     Analog  verfahrt  man  für  ß. 

Satz  VII.  Wenn  die  Abstände  des  Punktes  B  voti  den  Enden  A  und  B 
eines  Segmmts  der  einfachen  Linie  a  und  ß  sind  (a  <  ß),  so  gibt  es  tcenigstens 
einen  Punkt  X  des  Segments  {AB)  der  Linie,  fiir  wclclien  {BX)  einem  bdidngen 
zwischen  a  und  ß  liegenden  Abstayid  y  gleich  ist. 


§  1«H]  Abstand  eines  Punktes  von  den  Punkten  einer  einfachen  Linie.  251 

a)  Vorerst  gibt  es  in  (A  B)  stets  ein  Segment  (A'B')  [welches  auch  mit 
(AB)  zusammenfallen  kann]  derart,  dass  (RA')  =  a,  {ÜB')  =  ß  imd  für  seine 
übrigen  Punkte  X  das  Segment  (jRX)  grösser  als  «  und  kleiner  als  ß  ist. 
Es  ist  nicht  möglich,  dass  jeder  Abstand  {ItX)  von  (AB'),  der  grösser  als 
a  ist,  auch  grösser  als  y  sei,  der  Unterschied  zwischen  (ißC)  und  (BA)  wäre 
sonst  immer  grösser  als  ein  gegebener  Abstand,  d.  h.  als  y  —  a,  was  dem 
Satz  IV  widerspricht.  Ebenso  ist  es  nicht  möglich,  dass  jeder  Abstand  (BX), 
der  kleiner  als  ß  ist,  auch  kleiner  als  y  sei. 

b)  Wir  wollen  alle  Punkte  X  von  (AB'),  für  welche  (BX)  grösser  als 
a  und  kleiner  als  y  ist,  betrachten.  Wenn  wir  die  Punkte  X  in  der  Riclitung 
von  (AB)  ordnen,  so  kann  die  entsprechende  Reihe  (BX)  keinen  grössten 
Werth  (J2X,)  haben,  weil  zwischen  diesem  und  y  wie  zwischen  A  und  jB' 
immer  wenigstens  ein  Segment  läge,  welches  grösser  als  dieser  grösste  Werth 
und  kleiner  als  y  wäre  (a)  und  mithin  der  obigen  Gruppe  angehörte. 

Wir  können  femer  annehmen,  eine  Reihe  (X«)  von  Punkten  X  sei  in  der 
Richtung  von  (A'B')  derart  gegeben,  dass,  wenn  (A'X^)  >  (A'Xm),  auch 
(BX„)  >  (BX^)  ist. 

Denn  in  dem  Segment  (X,nB')  existirt  ein  Segment  (X\nB')  derart,  dass 
nur  für  den  Punkt  X',„  allein  (BX'„,)  :  (BX„,)  ist,  während  für  jeden  andern 
Punkt  Xn  von  (X,„B')  der  AU^tand  grösser  als  (BX„,)  ist  (Satz  VI).  Die 
R^ihe  (AXn)  in  der  Richtung  von  (AB')  geordnet  hat  einen  Grenzpunkt  Y 
(Satz  III),  für  welchen  (^BY)  grösser  als  jeder  Zustand  von  (BX^)  ist,  weil 
sonst  Y,  wenn  (BY)  <  (BXn^^^)  wäre,  der  obigen  Construction  zuwider  nicht 
in  dem  Segment  (XJ^^^B')  läge.  Es  kann  auch  nicht  (BY)  <y  sein,  weil  Y 
sonst  ein  Punkt  X  wäre  imd  mithin  in  einem  Segment  (AXn)  läge,  (KY) 
kann  aber  auch  nicht  grösser  als  y  sein,  weil  sonst  die  DiflFerenz  zwischen 
(B  Y)  und  (BX)  stets  grösser  als  (BY^  —  y  wäre,  was  nicht  der  Fall  ist 
(Def.  I,  §  12  und  Zus.  Satz  IV). 

Damit  ist  der-  Satz  vollständig  bewiesen. 

Saiz  VIII.  Wenn  gegeben  ist  eine  Punktreihe  (X„)  in  einem  Segment  (A  B) 
einer  einfühlten  Linie  uml  ein  Punkt  B,  welcher  mit  den  Punkten  von  (AB)  eine 
Grade  bestimmt,  und  w(mn  alsdann  die  Beilie  d<r  Segmente  (BXn)  ein  Grenz- 
segment liat,  so  hoi  die  Beihe  X-^n)  ouf  der  Linie  einen  Gretuspunkl  L  derart, 
dass  (BL)  das  Grenzsegment  van  (BXn)  i^t. 

Wenn  die  R^ihe  (BXn)  eJii  Grenzsegment  im  Sinn  der  Def.  I,  §  12  hat, 
dann  besteht  (X„)  nicht  aus  einer  endlichen  Anzahl  von  Punkten  und  mithin 
hat  (X„)  einen  Grenzpunkt  L  auf  der  Linie  (Satz  111).  Folglich  ist  (BL)  das 
Grenzsegment  der  Reihe  (BXn)  (Satz  IV  und  Satz  HI,  §  12).^) 


^)  Legt  man  Ax.  II  zu  Grunde,  so  nmss  man  hier  wenigstens  die  obigen  Sätze  für  die 
Grade  geben,  lässt  dagegen* Def.  I  und  die  Sätze,  weldie  die  einfaclie  Linie  ])etreffon,  aus. 

Bei  Ax.  n'  bringt  man  diesen  Abs(jlinitt  nicht  hifer,  sondern  beweist  die  obigen  Sätze 
för  die  Grade  wie  für  den  Kreisumfang  erst,  nachdinu  man  den  Kreisumfang  definirt  hat, 
aber  auch  nicht  spJlter,  damit  man  die  Eigenschaften,  welche  die  Durchschnittspunkte  einer 
Graden  mit  einem  Kreisumfang  und  zweier  Kreisumfänge  betreffen,  in  aller  Strenge  be- 
weisen kann.     Siehe  Anm.  LVII. 
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8. 

Jedes  Pnnktepaar  anf  der  oifenen  Graden  bestimmt  die  Grade.  —  Nor  zwei 
entgegengesetzte  lAnkte  kSnnen  die  geschlossene  Grade  nicht  bestimmeB.^ 

§  14.    Satz  L     Wenn  die  Grade  offen  ist,  so  bestimmt  jedes  Punktepaar  die 
Grade.    . 

"Wenn  -4,,  A^  zwei  Punkte  sind,  welche  die  Grade  r  nicht  bestimmen,  so 

können  wir  immer  annehmen,   in   dem  Segment  {Ä^Ä^)  ^b.e  es  keine  andem 

^  ^^-  Pmikte,    welche   mit   Ä^  und   A^    die   Grade   nicht  be- 

''  ^     ,^^  7  j^  ^  ^      stimmten,  weil  A^  in  der  Gruppe  (-4)  der  Punkte,  welche 

^  '  eventuell  mit  A^  die  Gisftde  nicht  bestimmen,  immer  ein 

^"  erstes  consecutives  Element  hat  (Satz  III,  §  11).     Das- 

selbe gilt  für  Al^  (Satz  VI,  §  4).  Ist  daher  das  Segment  (^i-^^)  gegeben,  so 
existirt  eine  Reihe  consecutiver  (^i-^^)  gleicher  Segmente  in  der  einen  wie  in 
der  andem  Richtimg,  deren  Enden  der  Gruppe  (A)  angehören  (Satz  Vll,  §  4). 
jR  sei  ein  Punkt  ausserhalb  der  Graden  r.  Jeder  Punkt  A  von  r  bestinmit 
mit  R  eine  Grade  r,  (Ax.  ü,  h),  welche  die  Grade  r  in  Aer  Gruppe  von  Punkten 
schneideii  muss,  welche  mit  A  die  Grade  nicht  bestimmen  (Satz  VI,  §  4).  Der 
Punkt  R  liegt  in  r^  zwischen  zwei  consectitiven  Punkten  der  Gruppe  (A)] 
denn  es  muss  in  einer  gegebenen  Richtimg  von  JB  an  in  rj  einen  ersten  Punkt 
der  Gruppe  (A)  geben,  weil  sonst  R  ein  Grenzpunkt  dieser  Gruppe  wäre  und 
also  der  Graden  angehören  würde  (Satz  11,  §  11).  Dieses  muss  auch  in  der 
andern  Richtung  der  Fall  sein;  denn  wenn  der  erste  Punkt  in  einer  Richtung 
z.  B.  A^  gegeben  ist  und  man  betrachtet  das  Segment  (^,  A2)  in  der  Richtung 
von  (A^R)  auf  der  Graden  r^,  so  muss  in  diesem  Segment  «luch  R  enthalten 
sein,  sonst  wäre  A^  nicht  das  erste  Element  in  der  gegebenen  Richtung. 

Wir  kömien,  ohne  der  allgemeinen  Gültigkeit  Eintrag  zu  thun^  annehmen, 
H  sei  in  dem  Segment  (^li^l,,)  von  r,  enthalten  (Def.  I,  §  6),  welches  dem  Seg- 
ment (A^A^)  auf  der  Graden  r  und  demjenigen  einer  jeden  andem  Graden,  die 
durch  vlj  und  ^2  R^'^t,  gleich  ist  (Satz  IV,  §  11).  Bezeichnen  wir  för  den 
Augenblick  mit  a  die  coustante  Länge  des  durch  die  beiden  Punkte  -4,  und 
A.»  bestimmten  Segments  (Def.  I,  §  5).  -4 3*  sei  femer  der  auf  A^  in  der  * 
Richtung  (A^A^)  von  r  consecutive  Punkt  (Einl.  Bez.  I,  §  64),  A^  der  auf  A^ 
unmittelbar  folgende  Punkt  u.  s.  w.  der  Gruppe  (Ä)  (Bem.  I,  §  11).  Ist  X,  ein 
Punkt  des  Segments  (^l^^l^),  so  kann  das  Segment  (iJX,)  weder  ebensogross 
noch  grösser  als  a  sein.  Denn  wäre  es  ebensogross,  so  würde  der  Punkt  R 
ein  Punkt  der  Gruppe  sein  mul  der  Graden  r  angehören  (Satz  VI,  §  4),  was 
gegen  die  Voraussetzung  ist.  (RX^)  kann  auch  nicht  grösser  als  a  sein, 
denn  (J?^,)  ist  kleiner  als  a,  weil  R  in  dem  Segment  (^1^)  enthalten  ist; 
es  gäbe  mithin  wenigsteiis  ein  Segment  (RY),  das  «  gleich  wäre  (Satz  VH, 
§  13)  und  jB  würde  der  Gruppe  des  Punkts    Y  oder  der  Graden  r  angehören. 

^')  Dieser  Abschnitt  wird  bei  Ax.  II  gegeben,  bei  Ax.  11'  ausgelassen. 
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Der  Punkt  Xj  bestimmt  also  mit  It  ein  Segment,  das  kleiner  als  a  ist 
und  mithin  ist  der  Punkt  X^  in  einer  gegebenen  Richtung  der  erste  Punkt 
der  Gruppe  (X)  auf  der  Graden  (ÜX,)  von  R  aus,  wobei  es  gleichgültig  ist, 
welches  der  Punkt  Xj   auf  dem  Segment  (Ä^Ä^)  ist. 

Der  erste  Durchschnittspunkt  X\  der  Graden  X^R  mit  der  Graden  r  von 
ü  aus  in  der  Richtung  von  X,  nach  R  muss  in  dem  Segment  (-^^-^g)  ent- 
halten sein.  Denn  bei  der  unbegrenzten  Annäherung  von  X^  an  -4^  in  dem 
Segment  (A^A^)  nähert  sich  das  Segment  (RX\)  unbegrenzt  dem  (JB^^),  weil 
(ÜX'j)  <  a  ist.  Mithin  nähert  sich  X'g  unbegrenzt  dem  A^  in  dem  Segment 
{A^A^),  da  es  sich  ihm  sonst  in  dem  Segment  {Ä^A^)  nähern  müsste;  dies 
letztere  ist  aber  nicht  möglich,  weil  in  (^A^A^)  alsdann  ein  andrer  Punkt 
existiren  würde,  welcher  mit  X^  eine  Grade  nicht  bestimmte,  was  der  im 
Anfang  gemachten  Hypothese  widerspricht.  Polglich  fallt  X\  mit  X^  zu- 
sammen. 

Dieses  ist  aber  unmöglich;  denn  da  (RA^)  ^  (-R^g)  +  (^i-^a)  ^^^ 
{RA^)  ^C^A^A^),  so  müsste  (RX^)  wenigstens  einmal  (A^A^)  gleich  werden 
(Satz  Vn,  §  13)  und  R  würde  also  der  Graden  r  gegen  die  Voraussetzung  an- 
gehören. Es  müsste  folglich,  wenn  die  Punkte  A^  und  A^  existiren,  A^  mit 
Aj^  zusammenfallen,  was  im  Fall  einer  offenen  Graden  ausgeschlossen  ist  (Satz  I, 
§  4  und  Einl.  Def.  U,  §  63).  Oder:  Wenn  X,  sich  unbegrenzt  dem  A^  nähert, 
nähert  sich  X^  unbegrenzt  dem  A^  (Bem.  IV,  §  4;  Einl.  a,  §  99)  und  der 
Unterschied  zwischen  (jRXg)  und  {RA^)  muss  unbegreiMst  abnehmen  (Ax.  IV), 
während  {RX^)  <  cc  und  (RA^)  =  {RA^)  +  a  ist,  w&s  nur  dann  möglich  ist, 
wenn  A^  in  Ai  fällt  und  man  als  {RA^)  das  grössre  der  durch  die  Punkte  R 
und  A^  auf  der  Graden  bestimmten  Segmente  betrachtet  (Bern.  I,  §  6). 

Es  ist  mithin  widersinnig  anzunehmen,  auf  der  offenen  Graden  gäbe  es 
Punktpaare,  welche  diese  Grade  nicht  bestimmen. 

Zus,  Wenn  die  Grade  offen  ist,  so  können  zwei  beliebige  vf^rschiedene  Grade 
nidU  zwei  Punkte  genieinschaftlidi  haben. 

Denn  sonst  gäbe  es  in  ihnen  ein  Punktepaar,  welches  sie  nicht  bestimmt 
(Bern.  I,  §  4).  . 

Satz  tl.  Wenn  die  Grade  geschlossen  ist,  so  wird  sie  durch  zwei  beliebige 
ihrer  Punkte  bestimmt  mit  Ausnahme  des  mögliclum  Falles,  dass  diese  Punkte 
entgegengesetzt  sind. 

Denn  wenn  in  dem  vorigen  Beweis  A^  mit  A^  zusammenfällt,  alsdann  sind 
Ai  und  A^   entgegengesetzte  Punkte    der    Graden   (Def.  III,  §  G  und  Satz  IV,  ^ 
§  11),   jedes  andre    Punktepaar  der  Graden   bestimmt  aber   nach  dem  Beweis 
des  vorigen  Satzes  die  Grade. 
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9. 

identitätsznsauimenhang  zwischen  zwei  Figuren.  —  ftradepaar.  —  AxioBi  V. — 

Sätze  über  die  gleichen  gradlinigen  Figuren;^") 

§  ir>.  Satz  1,    Jede  Figur  gehört  einer  gradlinigen  Figur  an. 

Denn  jede  Figur  ist  durch  ein  System  von  Punkten  gegeben  (Def.  I,  §2) 

und   die  Segmente,   welche  zu  je  zweien  diese  Punkte  und  diejenigen  der  so 

erlitiltenen   Segmente  u.  s.  w.   verbinden,    bestimmen  ja    eine   gradlinige  Figur 

(Def.  I,  §  !)),  welche  die  gegebene  Figur  enthält  (Def.  I,  §  2). 

Bern.  I.  Jede  gradlinige  Figur  ¥nrd  nicht  nnr  durch  die  Punktesyst'Onie,  die  zu  ihier 
( lonsiruction  dienen,  8ondem  ausHerdem  durch  alle  ihre  gradlinigen  der  Position  nach  ge- 
gebenen Segmeute  bestimmt,  das  heisst,  ihre  silmmtlichen  Eigenschaften  gehen  ans  de» 
^pgeb«*nen  Systemen  und  diesen  Segmenten  hervor  (Def.  I,  §  *J  und  Einl.  Def.  I,  §  11). 

Bern.  11.  Wie  wir  gesehen  halien  [VauX.  Hern.  I,  §  71),  müssen  wir  uns  wenigsteni 
auf  eine  Grundfonu,  mittelst  welcher  sich  alle  anderen  Formen  construiren  lassen,  beziehen, 
um  aus  der  Construction  sellist  zweier  anderen  Formten  entscheiden  zu  können,  ob  rie 
identisch  sind  oder  nicht  (Kinl.  Bem.  III,  §  71).  Für  diese  Grundform  muss  man  femer  die 
Id(futitat  der  Theile  ohne  Coustruction  annehm<Mi  und  dabei  nur  die  Def.  VI,  §  8  der  EibL 
zu  Gninde  legen,  um  nicht  in  eine  petitio  principii  zu  gerathen  (^Einl.  Bem.  I,  §  71).  Wir 
haben  auch  gesehen  ^Kinl.  §  123),  dass  es  am  vortheilhaftesten  ist  als  Grundform  das  in 
der  Position  seiner  Theile  identische  S^'stem ,  w«dches  durch  die  kleinste  Anzahl  Ele- 
mente» bestimmt  wird,  zu  wählen;  um  ko  mehr,  wenn  zw^ei  Ijeliebige  dieser  Systeme  iden- 
tisch sind. 

Die  Grade  b(>sitzt  alle  diese  M(TkniaIe  und  ist  mithin  mehr  als  jede  andre  geome- 
trische Figur  dazu  geeignet,  als  Grundligur  zu  dienen.     Daher: 

(Jehereinlc.  I.     Wir  betrachten  die  Grade  als  Grundfigur  der  Geometrie. 

Bern.  III.  Wie  zwischen  zwei  abstr.icten  identischen  Fonuen  ein  Identitätszusammen- 
huug  besteht  (Einl.  Def  I,  §  CO)  so  gibt  es  auch  einen  solchen  Zusammenhang  zwischen 
zwei  Figuren  i^I^ef  1,  §  2).     Daraus  folgt: 

Hatz  IL     In  zwei  gleieken  Figuren 

. . .  Älii! ...  JM ,,.  und  . . .  AB' (!' . . .  M' . . , 

(worin  die  dureh  dieselben  Buehstaben  hezeiehnettm  uml  nur  durch  die  Striche  unier' 
sehied(men  Funkte  sieh  entsprechen)  sind  die  durch  Gruppen  sich  entsprechender 
Funkte  bestimmten  Figuren  ein^tnder  gleieh  (Einl.  b,  §  (50;  Def.  JIl,  §  9). 

Zus.  I.  Die  gradlinigen  Segmente  (und  mithin  auch  die  Abstmulejy  tpeldie 
durdi  Faare  sieh  entsprechender  Funkte  zweier  gleicht  n  Figuren  Itestimmt  werden, 
sind  gleich  (Satz  II  und  Def.  I,  §  ;")). 

Zus.  II.  Zwei  durch  zwei  Grupiwn  von  Punkten  . . .  ABC  . . .  M ...j 
...A'B'(y...]\r...  bestimmte  Figuren  sind  gleich,  wenn  die  gradlinigen  Figuren, 
welehe  diese  Funktr  bestimmen ,  gleich  sind  (wobei  die  dureh  dieselben  Buchstaben 
bezeichneten  und  nur  dureh  die  Striche  unterseh icdcnen  Funkte  sidi  efitsprecJken).' 


''")  Dieser  A]>schnitt  bleibt  sowohl  Ax.  11  als  11'. 


ausgelassen  werden  isit'lH»  Aiiin.  1,  §  17  und  .\nm.  XXXlll). 
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Denn  die  beiden  ersten  Figuren  sind  sich  entsprechende  Figuren  unter 
den  zweiten  (Satz  I  und  II). 

Bern.  IV.  In  der  Folge  bedienen  wir  uns  des  Satzes  II  nur  bei  den  gradlinigen  sich 
entsprechenden  Segmenten  zweier  gradlinigen  identischen  Figuren  und  legen,  um  die  Iden- 
tität andrer  gradliniger  sich  entsprechender  Figuren  zu  beweisen,  andre  Sätze  zu  Grunde. 

Satz  III.  Zwei  gradlinige  durch  andre  gleiclie  Figuren  bestimmte  Figuren 
...  ABC ,..  M ,,.,  ...  A' B* C ...  M* . . .  sind  gleich,  wenn  s^idh  zwischen  ifiren 
Punkten  ein  eindeutiger  Zkisammenhang  derart  feststellen  lässt,  dass  die  gradlinigen 
Segmente  (und  mithin  audi  die  Abstände)  der  ents^yrecJienden  Pufücte  der  Reilie 
nach  gleidh  sind. 

Die  beiden  Figuren  werden  eindeutig  durch  ihre  gradlinigen  Segmente 
bestimmt  (Bem.  I)  und  weil  sowohl  die  Punktesysteme,  die  zur  Construction 
der  Figuren  dienen  (Def.  I,  §  9),  als  ihre  Segmente  der  Reihe  nach  gleich  sind, 
so  sind  die  beiden  Figuren  gleich  (Einl.  a,  §  GO  und  Def.  IQ,  §  \)). 

Beisp.  Die  gradlinige  durch  die  beiden  verschiedenen  Punkte  A^  B  bestimmte  Figur 
ist  durch  das  gradlinige  Segment  gegeben,  welches  durch  die  beiden  gegebeneu  Punkte 
(Def.  II,  §  4)  geht,  wenn  diese  Punkte  die  Grade  bestimmen  und  die  Gleichheit  der  durch 
die  Punktpaare  A^  B\  A\  B'  bestimmten  gradlinigen  Figuren  ist  durch  die  Gleichheit  der 
giadlinigen  Segmente  {AB)^  iA' ^')  gegeben. 

Wenn  A  und  B  eine  Grade  nicht  bestimmen,  dann  sind  die  gradlinigen  Segmente, 
welche  A  und  B  zu  Enden  haben,  einander  gleich  (Satz  IV,  §  11  und  Satz  II,  §  14)  und  die 
durch  die  zwei  Punkte  bestimmte  gradlinige  Figur  ist  durch  alle  gradlinige  Segmenten  ge- 
geben, deren  Enden  die  gegebenen  Punkte  oder  zwei  beliebige  Punkte  dieser  Segmente  u.  s.  w. 
sind.  Die  Figur  ist  gegeben,  wenn  alle  diese  Segmente  gegeben  sind  und  wenn  mittelst 
eines  eindeutigen  und  in  derselben  Ordnung  stattfindenden  Zusammenhangs  zwischen  ihren 
l*unkten  die  entsprechenden  Segmente  gleich  sind,  so  sind  die  beiden  Figuren  gleich. 

Bem.  V.  Es  ist  zu  beachten,  dass  da«  Merkmal  der  beiden  gradlinigen  durch  z.  B. 
zwei  andre  gleiche  Figuren  bestimmten  Figuren  (Def.  I,  §  9)  grade  diese  Figuren  sind,  die 
zu  ihrer  Bestimmung  dienen  und  dass  mithin  möglicher  Weise  zwei  gradlinige  nicht  iden- 
tische Figuren  identisch  sein  können,  wenn  man  sie  als  durch  das  Punktesystem  der  beiden 
bestimmenden  Figuren  bestimmt  ansieht,  dabei  aber  von  diesen  Figuren  abstrahirt  (siehe 
Bem.  n,  §  16). 

Uebereink.  IL  Wenn  eine  Figur  ein  Theil  einer  andern  ist  (Def.  I,  §  2)  und 
die  Eigenschaft  des  Satzes  U  statthat,  alsdann  sind  die  beiden  Figuren  nicht  länger 
in  absolutem  Sinn  gleich  (Einl.  Bem.  IV,  §  00  und  Def.  III,  §  9);  wir  werden  sie 
aber  auch  in  diesem  Fall,  wenn  wir  diesen  Unterschied  nicht  hervorzuheben 
brauchen,  gleich  oder  identisch  nennen,  wie  wir  es  in  der  Uebereink.  I,  §  09 
der  EinL  geihan  haben. 

Bem.  VI.  Der  Satz  in  liefert  uns  das  Princip,  welches  wir  in  der  Folge  bei  der 
Entscheidung,  ob  zwei  durch  Construction  erhaltene  Figuren  identisch  sind  oder  nicht,  zu 
Grunde  legen.  Wie  wir  aber  gleich  sehen  werden,  reicht  dieses  Princip  allein  für  die 
weiteren  Eigenschaften  nicht  aus. 

Satz  IV.    Zwei  Figuren,  die  einer  dritten  gleich  sind,  sind  einander  gleich. 

Es  ist  in  andrer  Form  derselbe  Satz  wie  e,  §  8  der  Einl.  Lässt  man 
jedoch  diesen  Satz  nur  für  die  gradlinigen  Segmente  gelten  (Einl.  Bem.  I,  §  71), 
so  kann  man  wie  bei  den  natürlichen  Zahlen  (Einl.  Bem.  V,  §  47  und  h,  §  48) 
einen  weiteren  Beweis  geben.  (X)  und  (F)  seien  die  beiden  Figuren,  die  einer 
dritten  (Z)  gleich  sind.     Die  Figuren  (X)  und  {Z),  {Y)  und  (Z)  entsprechen 
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sich  eindeutig  und  in  derselben  Ordnung  (Einl.  Bew.  b^  §  60)  und  mithin  auch 
(X)  und  (Y)  (f ,  §  42).  Nun  entspricht  dem  Segment  (XjX,),  dessen  Enden 
zwei  Punkte  X^  und  X^  von  (X)  sind,  in  (Z)  ein  ihm  gleiches  Segment  {Z^Z^ 
und  diesem  entspricht  in  (Y)  ein  ihm  gleiches  Segment  (Y^  F,);  mithin  ist 
(XjX^)  =  (Y,  Y,)  (Einl.  e,  §  8).  Die  gradlinigen  Figuren  (X)  und  (Y)  genügen 
daher  dem  Satz  III  und  sind  folglich  gleich  und  also  auch  die  beiden  gegebenen 
Figuren  (Zus.  11,  Satz  U). 

Def,  L  Wir  sagen  m  Punkte  seien  unablhängig  von  einander,  wenn  keiner 
von  ihnen  den  vcm  den  m  —  1  übrigen  Punkten  bestimmten  Figuren  angehört. 

Satz  V,  "Wenn  in  rincr  Flcfur  m  Panlie  umihhmigig  von  einander  sindj  so 
miUsen  fs  auch  die  m  ent'npredwnden  Punkte  einer  ihr  gleichen  Figur  seinu 

Denn  A^A^  ..,  Am  seien  die  ni  imabhängigen  Punkte  und  wir  nehmen  an, 
die  entsprechenden  Punkte  A{ A^ ,,,  Am  der  zweiten  Figur  seien  derart,  dass 
einer  von  ihnen  z.  B.  A^  in  der  durch  die  m  —  1  übrigen  Punkte  bestimmten 
Figur  liege  (Def.  I),  während  A^  ausserhalb  der  entsprechenden  Figur  liegt 
(Def.  I,  §  2). 

Dies  bedeutet,  dass  yl/  mit  einem  Punkt  S'  dieser  Figur  zusanuneniallt 
(Einl.  Def.  III,  §  57)  und  mit  ihm  ein  Segment  Null  bestimmt  (EinL  Def.  1, 
§  76).  Der  S'  entsprechende  Punkt  S  der  ersten  Figur  kann  aber  mit  A^  kein 
Segment  Null  liefern,  weil  A^  ausserhalb  dieser  Figur  liegt.  Die  beiden  Figuren 
könnten  mithin  nicht  identisch  sein  (Zus.  Satz  II). 

Zus.  Wenn  drei  Pufikte  einer  Figur  nicht  in  grader  Linie  liegen,  so  können 
drei  entsiyrechende  FunJcte  in  einer  gleichen  Figur  nicht  in  grader  Linie  liegen. 

Satz  VL  Wenn  zwei  Grade  gegeben  »ind,  so  kann  man  ifiren  IdefUUäts- 
Zusammenhang  ton  zwei  heli^igen  ihrer  Punkte  aLs  sieh  entsprechenden  Punkten 
an  in  der  eine^i  und  in  der  andern  Richtung  feststellen  und  einem  Strahl  der 
einen  entspricht  in  jedem  Jdentitätszusamnißnhang  ein  bestimmter  StraJd  der  andern 
uml  dem  entgegengesetzten  Strahl  der  einen  der  entgeyengrsetzte  StraJd  der  andern. 

Auf  der  Graden  selbst  lassen  sich  vorerst  unendlich  viele  Identitätszusammen- 
hänge in  einer  und  der  andern  Richtung  feststellen;  denn  sieht  man  zwei  ge- 
gebene Punkte  von  ihr  als  sich  entsprechende  Punkte  an,  so  ist  die  Grade 
sowohl  identisch,  wenn  man  sie  von  jedem  der  beiden  Punkte  in  derselben 
Richtung  betrachtet,  als  auch  in  entgegengesetzter  Richtung  (Satz  lU,  §  4  und 
Einl.  Uel)ereink.  I,  §  iVJ),  Und  wenn  mithin  in  den  beiden  Graden,  welche 
identisch  smd  (Satz  I,  §  8),  einem  Punkt  A  der  einen  ein  Punkt  Ä  der  andern 
entspricht,  so  hat  die  Thatsache,  dass  die  erste  Grade  von  einem  andern  Punkt 
B  von  ihr  an  in  einer  gegebenen  Richtung  der  Graden  vom  Punkt  ^  an  in 
derselben  oder  der  entgegengesetzten  Richtung  gleich  ist,  zur  Folge,  dass  man 
einen  weitern  Identitätszusamm^nhang  auf  den  beiden  Graden  derart  feststellen 
kaim,  dass  dem  Punkt  B  der  ersten  der  Punkt  A'  der  zweiten  imd  einem 
bestimmten  Strahl  der  ersten  ein  bestinmiter  Strahl  der  zweiten  entspricht 
(Def.  1,  §  7). 

Bern.  VII.  Wenn  A  und  B^  A'  und  B'  zwei  Piuire  sich  eutsprechonder  Punkie  der 
beiden  Gradeu  sind  und  man  nimmt  für  den  Autreublick  an,  ^-i  und  B  und  e1>en80  A'  und 
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B'  seien  im  Fall  der  geschlossenen  Graden  keine  entgegengesetzte  Punkte  (Def.  m,  §  6),  so 
entspricht  dem  durch  A  und  B  auf  der  Graden  AB  (Def.  II,  §  6)  bestimmten  Segment  das 
Segment  {A' B')  auf  der  zweiten  Graden  und  mü^hin  einem  Punkt  X  des  einen  der  Punkt 
X'  des  andern  in  der  Art,  dass  (^X)  =  (^'X')  (Satz  11,  Zus.  II,  Satz  III,  §  4)  und  mithin 
entspricht  auch  dem  durch  das  Segment  {AB)  Ton  A  aus  auf  der  ersten  Graden  bestimmten 
Strahl  (Def.  I,  §  6  und  Einl.  f",  §  63)  der  auf  der  zweiten  Graden  durch  das  Segment  {A' B') 
von  A'  aus  bestimmte  Strahl. 

Sind  die  Punkte  A  und  B  im  Fall  der  geschlossenen  Graden  entgegengesetzt  (Def.  III, 
§  6),  so  würden  es  auch  die  Punkte  A'  und  J?'  sein  und  um  alsdann  den  Zusammenhang 
zwischen  den  beiden  Graden  festzustellen,  muss  man,  nachdem  der  Punkt  X  auf  der  ersten 
Graden  gewSJilt  worden,  bestimmen,  in  welchem  der  beiden  Theile  der  zweiten  Graden, 
welche  durch  A'  und  B'  bestimmt  wird,  der  Punkt  X'  liegen  soll. 

§  16.  Def.  I,  Die  gradlinige  durch  zwei  Grade  bestimmte  Figur  (Def.  I, 
§  9)  nennen  wir  Gradenpaar. 

Wenn  die  beiden  Graden  einen  Punkt  gemeinschaftlich  haben,  so  nennen 
wir  diesen  Punkt  den  Scheitelpunkt  des  Paars. 

Betrachten  wir  die  Graden  in  einer  bestimmten  Richtung,  so  nenuen  wir, 
felis  dieser  Unterschied  berücksichtigt  werden  muss,  das  Gradenpaar  Strahlenpaar. 

Bern.  I.  Wenn  zwei  Grade  einen  Punkt  gemeinschafblich  haben,  so  ist  im  Fall  der 
geschlossenen  Graden  noch  die  Annahme  möglich,  dass  sie  einen  zweiten  Punkt  gemeinsam 
haben  (Satz  U,  §  14),  der  ebenfalls  ein  Scheitelpunkt  des  Paars  sein  wird.  Wir  wollen  uns 
vor  der  Hand  auf  die  Betrachtimg  des  Paars  in  der  Umgebung  des  einen  seiner  Scheitel 
beschränken. 

Bez.  I.  Sind  a  und  h  die  Graden  oder  Strahlen  des  Paars,  so  bezeichne!) 
wir  dasselbe  mit  dem  Symbol  {ah). 

Wenn  die  Strahlen  des  Paars  durch  zwei  Segmente  (-4B),  {AC)  von  ihrem 
gemeinsamen  Ende  A  aus  bestimmt  sind,  so  bezeichnen  wir  das  Paar  auch  mit 

dem  Symbol  BAC  oder  CAB. 

Satz  I.  Wenn  zwei  Gradenpa^re  mit  den  ScJieitelpunkten  A  und  A^  gleidi 
sind,  so  muss  in  ihrem  Idenütätszusammenliang  erster^  detn  Scheitelpunkt  des  einen 
der  Scheitelpunkt  des  zweiten  entsprechen;  zweitens  entspricht  einem  Strahl  oder 
einer  Richtung  der  Graden  des  einen  Paars  ein  bestimmter  Straid  der  Graden 
des  zweiten  Paars;  drittens  bestimmen  zwei  sich  entsprediende  Punktepaare  gleiclie 
Segmente. 

ABj  AC]  A'B\  A* G'  seien  die  beiden  Paare.  In  dem  Identitätszusanunen- 
haDg  der  beiden  Paare  muss  A'  dem  A  entsprechen,  denn  entspräche  dem 
Scheitelpunkt  A  des  ersten  Paars  z.  B.  ein  auf  der  Graden  A'B'  und  nicht  auf 
der  Graden  A' G'  gelegener  Punkt  A^^  so  könnte  dem  Punkt  A,  insofern  er 
der  Ghraden  AG  angehört,  nicht  derselbe  Punkt  A^  entsprechen,  weil  dieser 
ausserhalb  der  Graden  A'  G'  liegt  (Zus.  und  Satz  V,  §  15)  und  weil  der  Iden- 
titatszusammenhaug  eindeutig  ist  (Einl,  Def.  I,  §  60  imd  Def.  II,  §  42),  so  muss 
AI  mit  A'  zusammenfallen.  In  dem  Identitätszusammenhang  muss  einer  Rich- 
tung von  {AB)  eine  Richtung  von  {A' B')  und  einer  Richtung  von  {AG)  eine 
Richtung  von  {A' G')  entsprechen  (Satz  VI,  §  15  und  Def  I,  §  7). 

Sind  femer  zwei  Paare  sich  entsprechender  Punkte  BG  und  B' G'  der 
beiden  Gradenpaare  gegeben,  so  ist  (BG)       {B'  G')  (Zus.  Satz  11,  §  15). 

Def.  IL    Ist  ein  Strahlenpaar  mit  dem  Scheitel  A  gegeben,  so  bestimmen 
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die  entgegengesetzten  Strahlen  (Def.  I,  §  7)  ein  anderes  Strahlenpaar  (Def.  I). 
Die  beiden  Strahlenpaare  heissen  Scheitelpaare. 

Satz  IL     Wenn  zivei  Strahlenpaarc  ylekh  sind,  so  situl  auch  die  SdieM- 
paure  gleich. 

AXBy  AYC]  A'X'B\  A' Y  C  seien   die  beiden  gleichen  Strahlenpaare; 
wir  betrachten  in  den  von  A  aus  entgegengesetzten  Stralilen  des  ersten  Paares 

die  Punkte  X^  und  Y^  z.  B.  in  gleichem  Abstand 
von  A  wie  die  Punkte  X  und  Y.  Betrachtet  man 
X,  und  Y|  als  zu  den  beiden  Strahlen  des  ersten 
Paares  gehörig,  so  entsprechen  ihnen  in  dem  zweiten 
Paar  zwei  Punkte  X^  und  F/,  welche  denselben  Ab- 
stand von  Ä  haben  müssen,  wie  die  den  Punkten  X 
und  Y  entsprechenden  l^unkte  X'  und  Y\  Sie  müssen 
desshalb  von  A'  aus  in  dem  Paar  liegen,  welches  dem  zweiten  entgegengesetzt 
ist  (\M,  n).  Es  ist  aber  (Xj  Y,)  ^  (X/  T/),  wenn  man  X^,  Y^;  X/,  17  als  zu 
den  gegebenen  Paaren  gehörig  betrachtet  (^Satz  I^.  Sieht  man  diese  Punkte  als  zu 
den  Gegenpaaren  gehörig  an,  so  folgt  also,  dass  die  Stralilen  des  einen  den 
Stralilen  des  andern  entsprechen  (^Satz  VI,  §  15)  und  das  Segment  der  zwei 
beliebigen  Punkte  X,  und  Y^  des  einen  dem  Segment  der  entsprechenden  Punkte 
gleich  ist.  Zwei  beliebige  Paare  sich  entsprechender  Punkte  der  beiden  ersten 
Strahlenpaare  entsprechen  sich  also  auch  in  den  entgegengesetzten  Strahlen- 
paaren und  weil  nach  der  Voraussetzung  die  Segmente  sich  entsprechender 
Punkte  der  beiden  ersten  Paare  gleich  sind,  so  sind  die  beiden  entgegengesetzten 
Strahlenpaare  gleich  (Satz  III,  §  15). 

Satz  IIL  Zwei  Dreiecke  ABC\  A' B'  (!'  sind  gleich,  wenn  zwei  Seiten  und 
das  durch  sie  bestimmte  Paar  bezüglich  gleicli  simL 

Es  sei  (BC) :-.  {B'C),  {AC) :  .. {A'C),  bCa --:  BtrA'. 
Der  Identitiltszusammenhang  zwischen  den  beiden  Paaren 
BCAy  B'CA'  ist  vollständig  dadurch  festgestellt,  dass  die 
Punkte  A  und  A'  y  B  und  B' y  C  und  C  sich  entsprechen 
(^Satz  I).  Es  muss  daher  auch  {AB)  ■:^  {A! B')  sein  (Satz  I). 
Wählt  man  zwei  Punkte  X  und  Y  z.  B.  auf  den  Seiten 
{AC)  und  (BC),  so  sind  sie  Punkte  des  Paares  AC^  BC 
und  mithin  entsprechen  in  dem  identischen  Paare  A'Cy  B'C 
den  Punkten  X  und  Y  die  zwei  Punkte  X'  und  Y'  derart,  dass  wefi^n  der 
Identität  der  beiden  Paare  {^AX)  .  {A' X'),  (XC)  (X'C),  (Br)  =  (JB'F), 
(YC)      .(YC)  und  mithin 

(XY)      (X'Y';.  (Satzl) 

Wie  man  sieht,  ist  jedes  Segment  des  Dreiecks  ABC  (Def.  11,  §  U)  ein 
S<*giiient  des  Paares  AB,  AC  und  mithin  sind  die  beiden  Figuren  ABC,  A'B'C 
identisch  (Satz  III,  §  15).. 

Zhs,  1,  Die  andern  Paare  der  entsjyret^hcnden  Graden  und  die  übrigen  SeUen 
der  heiklen  Dreicchc  ABC,  A' B' C,  das  heisst  AB(\  A'B'C;  CÄB,  C'Ä'B 
sind  gleicJi, 
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Denn  sie  sind  entsprechende  Figuren  der  beiden  Dreiecke  (Satz  11,  §  15). 
Wendet  man  Satz  11,  §.  15  nur  auf  gradlinige  Segmente  an  (Bem.  IV,  §  15), 
so  kann  man  sagen:  Weil  die  Segmente  des  Dreiecks  auch  Segmente  seiner 
Gradenpaare  sind  und  weil  die  Graden  identisch  sind  (Satz  I,  §  8),  so  sind  die 
Paare  sich  entsprechender  Graden  der  beiden  Dreiecke  gleich  (Satz  III,  §  15). 

Schliesslich  kann  man  auch  Ax.  V  zu  Grunde  legen,  was  man  jedoch  nicht 
nöthig  hat  (siehe  Zus.  Satz  III,  §  17). 

Bern.  IL  In  dem  vorstehenden  Beweis  haben  wir  gesehen,  dass  jedes  gradlinige  Seg- 
ment des  Paars  BAC  auch  ein  gradliniges  Segment  des  Dreiecks  ist;  desswegen  ist  aber 
das  Dreieck  nicht  identisch  mit  dem  Paar,  weil  das  letztere  durch  die  beiden  Graden  AB 
und  AC^  das  Dreieck  dagegen  durch  die  drei  Punkte  A,  B,  C  gegeben  ist.  Diese  Ver- 
schiedenheit ist  bei  der  Vergleichung  gradliniger  Figuren  zu  beachten  (Def.  I,  §  9  und 
Bem.  I,  §  15).^) 

§  17.  Bern.  I.  Wir  haben  die  vorstehenden  Sätze  in  der  stillen  Annahme  gegeben, 
dass  die  identischen  Figuren  existiren;  wir  wissen  aber  noch  nicht,  ob  es  ausser  den  Graden 
noch  andre  identische  Figuren  gibt  (Satz  1,  §  8  und  Satz  IX,  §  4). 

Um  den  Satz  HI,  §  15  för  die  Construction  der  identischen  Figuren  benutzen  zu  können, 
ist  es  nöthig,  dass  eine  Figur  . . .  AB  CD  . . .  3/. . .,  wenn  einige  Segmente  von  ihr  gegeben 
aind,  durch  diese  vollständig  bestimmt  sei,  so  dass,  wenn  eine  andre  Figur  . . .  A' B'  C  ])' . . . 
. . .  M' . . .  gegeben  ist  und  man  lässt  die  Punkte,  welche  mit  denselben  Buchstaben  versehen 
sind,  einander  in  derselben  Ordnung  entsprechen  und  wenn  dann  die  Segmente,  welche 
einige  entsprechende  Punkte  der  beiden  Figuren  verbinden,  gleich  sind,  diese  beiden  Figuren 
nothwendiger  Weise  einander  gleich  sein  müssen. 

Es  seien  z.  B.  zwei  Gradenpaare  AB,  AC;  A' B\  A' C  gegeben.  Wir  wissen,  dass 
wenn  sie  identisch  sind  aus  {AB)  =  {A'B'),  {AC)--  {A' C)  folgt.  (1^6')HZ(7i'6")(Satzl,§lö). 

Wenn  aber  umgekehrt  {BC)  -  [B'  C)  ist,  kann  man  dann  behaupten,  dass  die  beiden 
Paare  identisch  sind?     Wäre  es  niefit  möglich,  dass,  auch  wenn  (BC)  ^^  (B'C)  ist  und 

1)  Um  die  Definition  gleicher  Figuren  zu  geben,  nimmt  man  gewöhnlich  das  Princip 
der  Bewegung  der  Figuren  ohne  Deformatinn  zu  Hilfe,  von  welchem  wir  schon  in  der  Vor- 
rede gesprochen  haben.  Man  muss  zwischen  dem  intuitiven  Princip  der  Bewegung  selbst 
und  demjenigen  der  Bewegung  ohne  Deformation  unterscheiden.  Jeder  Punkt  einer  Figur, 
welche  sich  im  Raum  bewegt,  wird  in  einen  andern  Punkt  des  Raums  versetzt.  Der  Zu- 
sammenhang zwischen  der  ersten  und  der  zweiten  Figur  ist  eindeutig,'  er  kann  aber  sehr 
wohl  nicht  gegenseitig  sein  (Einl.  Def.  II,  §  42).  Ohne  Deformation  heisst,  dass  die  gegen- 
seitigen Verhältnisse  zwischen  den  Punkten  der  Figur  (denn  die  Figur  wird  als  durch  Punkte 
bestimmt  angesehen)  sich  nicht  ändern,  nicht  aber  diejenigen  in  Bezug  auf  andre  Figuren, 
weil  sich  sonst  die  Figur  nicht  bewegen  könnte.  Will  man  weiter  auseinandersetzen,  was 
dies  bedeutet  und  will  nicht  sagen,  zwei  beliebige  Lagen  der  Figur  seien  gleich  (damit 
würde  schon  der  Begrifl'  der  Gleichheit  zweier  Figuren  vorausgesetzt),  so  kaun  man  sich 
80  ausdrücken :  Wenn  die  Figur  A  aus  der  Lage  A^  in  die  Lage  A^  gekommen  ist,  so  sind 
die  Verhältnisse  zwischen  den  Punkten  von  A  in  A^  so,  als  ob  die  Figur  sich  nicht  bewegt 
hätte  oder  als  ob  sie  noch  in  A^  wäre;  man  hat  mithin,  da  A  mit  jl,  mid  A  mit  A^  zu- 
sammenfällt, A^=  A^,  A=.  A^,  woraus  J,  =  A^  folgt  (Einl.  e,  §  8  oder  c,  §  60). 

Wollen  wir  aber  auch  noch  erklären,  warum  wir  sagen,  die  Figur  sei,  wenn  sie  von 
-4,  nach  A^  übergeht  so,  als  ob  sie  sich  nicht  bewegt  habe,  so  muss  man  die  Figur  (od(T 
den  Körper  abstrahirt  von  seinen  physischen  Fiigenschaften)  nach  den  Eindrücken,  die  sie 
(oder  er)  in  seiner  Bewegung  auf  uns  macht,  beurtheilen  un<l  sagen,  die  in  uns  bei  zwei 
verschiedenen  Lagen  (welche  mithin  in  der  Zeit  unterschieden  sind^  hervorgerufenen  Ein- 
drücke seien  gleich  und  mithin  J..  —-4^,  das  heisst,  man  benutzt  deu  Begriff  der  Gleichheit 
zweier  verschiedener  Figuren  (siehe  Vorrede). 

Jedenfalls  geht  aus  der  Definition  gleicher  Figuren  mittelst  des  obigen  Princi])s 
(welches,  wie  wir  in  der  Vorrede  sagten,  den  Begriff  der  Gleichheit  einschränkt)  hervor, 
dass  die  beiden  Fiflruren  sich  eindeutig  derart  entsprechen,  dass  entsi^rechende  Figuren 
auch  einander  gleich  sind.  Man  braucht  daher  bei  Satz  III  nicht  das  Paar  A(^B  in  Be- 
wegung zu  setzen  bis  es  mit  dem  Paar  A'  B' 0'  zu  summen  fällt,  sondern  es  genügt  zu  sag(in, 
dass  {AB)^2(A' B'),  wenn  die  Paare  gleich  sind  und  in  diesen  beiden  Figuren  die  Punkte 
A,  B,  C  bezüglich  den  Punkten  A\  B\  C  entsprechen. 

17* 
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man  construirt  zwei  Paare  sich  entsprechender  beliebiger  Punkte  (XY),  (X' Y')  auf  den 
entsprechenden  Graden  der  Paare,  (XY)  nicht  identisch  mit  (X' Y')  wäre? 

Die  Torstehenden  Sätze  helfen  uns,  wie  es  scheint,  nicht  diese  Frage  zu  lösen,  weil  sie 
entweder  voraussetzen,  dass  die  Figuren  identisch  sind  oder  dass,  damit  sie  identisch  seien, 
alle  durch  ihre  Punkte  zu  je  zweien  bestimmten  Segmente  gegeben  sind  und  diese  Segmente 
mithin  der  Reihe  nacli  in  den  beiden  gegebenen  Figuren  gleich  sind  (Satz  IV,  §  15). 

Eitip.  Bern.  AVir  nehmen  daher  unsre  Zuflucht  zu  der  Beobachtung.  Und  die  Beob- 
achtung führt  uns  dazu,  die  Eigenschaft,  dass  im  Fall  der  beiden  obigen  Paare,  wenn 
(BC)  .  (B'C),  die  beiden  Gradenpaare  identisch  sind,  für  wahr  zu  halten.  Wir  stellen 
also  das  folgende  Axiom  auf. 

Ax,  V.  Wenn  man  in  zwei  beliebigen  Strahlenpaaren  ABy  AC\  A'B\  A'C 
zwei  Fnnktpaare  B  und  Gy  B'  und  C  derart  auswählt,  dass  {AB)  ij£E  {A!B')\ 
{A(J)  =  (A'C)  und  wenn  dann  das  Segment  (BC)  mit  (B'C)  identisch  ist, 
so  sind  die  beiden  Strahlenpaare  identisch.  ^) 

Bern.  IL  Dieses  Axiom  liefert  uns  in  rein  abstractem  Sinn  betrachtet  eine  Beziehung 
zwischen  zwei  Grundformen  (Einl.  §  71  und  Uebereink.  I,  §  16),  die  ein  Element  gemein- 
Hchaftlich  haben  und  in  einer  gegebenen  Richtung  liegen.  Es  stützt  sich  nicht  notliweu- 
diger  Weise  und  in  abstractem  Sinn  auf  irgend  ein  empirisches  Element. 

Satz  I.    Das  Strahlenpaar  (ab)  mit  dem  Sclieitel  C  ist  dein  Paar  (ba)  gleidi. 

Wir  wählen  in  den  beiden  Strahlen  a  und  b   zwei  Punkte  A  und  Bj  die 

denselben  Abstand  von  C  haben,  und  bezeichnen  mit  a^  und  6,  dieselben  Strahlen 

b  und  a  und  mit  B^  und  A^  die  Punkte  A  und  B.     Die  beiden  Paare  (ab), 

{a,b,)  sind  identisch,  weil  {CB)  .     {CB,),  (CA)  =  (CA,)  und 
(AB)  L-  (A,B,)  (Einl.  g,  §  i)\)  und  Ax.  V). 

(a^ij)  ist  aber  (ba),  mithin  ist  der  Satz  bewiesen  (Fig.  22). 

Sats  IL    Zwei  Sdieitelpaare  van  Strahlen  sind  gleidi. 

Wir  bezeichnen  in  der  nebenstehenden  Figur  mit  a'  und 
b'   die  a   und  b  entgegengesetzten   Strahlen  und  betrachten 
auf  dem  Strahl  b  den  Punkt  B  und  auf  dem  Strahl  a  den 
Fig.  22.  Punkt  A'  in  der  entgegengesetzten  Richtung  wie  CA  aber 

in  demselben  Abstand  von  C  wie  A.  Den  Punkten  A'  und  B  des  Paares  (ab) 
entsprechen  die  Punkte  B'  und  A  des  Paares  (ba),  es  ist  mithin  (AB')  i== 
EE  (B'A)  ^  (BA')  (Satz  1;  Einl.  g,  §  UD).  Die  Scheitelpaare  (ba'),  (b'a)  sind 
mithin  gleich  (Ax.  V).  Ebenso  beweist  man  die  Identität  der  beiden  Scheitel- 
paare (ab)  und  (ab'). 

Zus.  Wenn  nuin  auf  den  Graden  eines  Paures  mit  dem  Scheitel  C  zwei 
Punkt/paare  A,  A' ;  B,  B',  die  bezüglidt  gleidien  Abstmid  von  C  haben,  betraeJUetj 
so  sind  die  Segnumfe  (AB),  (A'B')]  (AB'),  (A'B)  eitiufider  gleich. 

Denn  CA,  CB]  CA',  CB'  sind  zwei  Gegenstrahlenpaare,  es  ist  also: 

(AB)  -^.  (A'B')]  (AB')    .  (A'B).        (Satz  U,  §  15)  (Fig.  22) 

Satz  III.  Zwei  Dreiecke  siful  gleidi,  wenn  ihre  Seiten  zu  je  zweien  Jtezüglich 
gleidi  sind. 

Denn,  wenn  ABC,  A'B'C  die  Dreiecke  sind  und  (AB)  .n  (A'B'),  (AC)  = 
ee(A'C/),  (BC)--:(B'C')  ist,  so  sind  die  Gradenpaare  AB,  AC]  A'B',  A'C 
gleich  (Ax.  V)  und  mithin  auch  die  beiden  Dreiecke  (Satz  111,  §  16). 

1)  Siehe  die  folgende  Anmerkung. 
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Zus,  Die  gradlinigen  entsprechenden  Paare  der  zwei  Dreiecke  sind  gleich 
(Zus.  I,  Satz  n,  §  15  oder  Ax.  V). 

Satg  IV.  Wenn  die  Summe  der  Abstände  eines  Punktes  vmi  zwei  Ptmkten 
dem  Abstand  dieser  beiden  Punkte  gleich  ist,  so  liegen  die  drei  Punkte  in  grader 
Linie. 

Denn  es  seien  ABC  die  drei  Punkte  und  (AB)  +  (BC)  =  (AC).  Wählt 
man  nun  auf  einer  Graden  drei  Punkte  A'B'C  derart  aus,  dass  (AB)  =  (A'B')y 
(BC)  =  (B'C')  und  mithin  {AC)  =  (A'C')  ist  (Einl.  c,  §  08;  Satz  I,  §  5), 
dann  sind  die  beiden  gradlinigen  Figuren  ABC,  A.'RC  identisch  (Ax.  V)  und 
mithin  liegen  auch  die  Punkte  ABC  in  grader  Linie  (Zus.  Satz  V,  §  15). 

Satz  V.  Wenn  die  Dreiecke  ABC,  ABD,  ACD  bezüglich  den  Dreiecken 
A'B'C,  A'B'D\  A'CD'  gleich  sind  und  die  Punkte  BCD  liegen  in  grader 
LiniCy  so  liegen  ^auch  die  Punkte  B' C  D'  in  grader  Linie. 

Denn  aus  der  Identität  der  obigen  Dreiecke  folgt 
{BC)  —.  {B'C)y  (BD)  -  {B'D'),  {CD)  ^  {CD'), 
Wenn  C  dem  Segment  {BD)  angehört,  so  is£  {BC)  + 
+  {CD)  EEE  {BD)  und  mithin  auch  {B' C)  +  {CD')  = 
=  (jB'7)').  Das  heisst  die  drei  Punkte  B' C  D'  liegen 
in  grader  Linie  (Satz  IV).  Einer  der  Punkte  By  C,  D 
muss  aber  in  dem  Segment  der  beiden  andern  ent- 
halten sein  (Satz  I,  §  4;  Einl.  Def.  I,  §  62  und  b,  §  36);  der  Satz  ist  also 
bewiesen  (Fig.  23). 

Satz  VI.  Wenn  zwei  gleiclie  Segmente  {AC),  {BD)  mit  dem  Segment  {AB) 
gleiche  Paare  bilden,  so  sind 

a)  die  von  den  beiden  ersten  Segmenten  mit  (CD)  gebildeten  Paare  gleich; 

b)  die  Grade,  welche  die  Mittelpunkte  E  und  F  der  Segmente  {AB)  und 
{CD),  wenn  diese  Punkte  verschieden  sind,  verbindet,  bildet  mit  den  Graden  {AB) 
und  {CD)  gleiche  Paare. 

Denn  die  Dreiecke  ABC,  ABD  sind  gleich,  weil  sie  AB  gemeinschaftlich 

haben  und  {AC)  —  {BD),  BÄC=  ABD  gegeben  ist;   folglich  ist  {BC)  = 
..     {AD)  (Zus.  Satz  HI,  §  16). 

Die  beiden  Dreiecke  ACD,  BDC  sind  gleich,  weil  die 

Seite  {CD)  gemeinschaftlich  ist  und  die  beiden  andern  Seiten 

bezüglich  gleich  sind  d.  h.  {AC)  —  {BD),   {AD)=^{BC), 

folglich  sind  die  entsprechenden  Paare  ACD,  BDC  gleich 

(Zus.  Satz  m)  (Fig.  24). 

"*•"■  Die  Dreiecke  ACF,  BDF  sind  gleich,  weil  die  Seiten 

{CF),  (DF);  (AC),  (BD)  und  'das  von  ihnen  gebildete  Paar  gleich  sind  (a); 

mithin  ist  (AF)  —  (i?iO  (Zus.  Satz  DI,  §  16). 

Aus  demselben  Grund  sind  die  Dreiecke  ACE,  BDE  gleich,  folglich  ist 
(CE)  --  (DE). 

Die  Dreiecke  CEE,  DFE  sind  gleich,   weil  ihre  drei  Seiten   bezüglich 

gleich  sind  (Satz  UI),  folglich  sind  die  Paare  CEE,  DFE  gleich  (Zus.  Satz  IH). 
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Aus   demselben  Grund  sind   die  Dreiecke  AEF,  BEF  und   mithin   auch  die 
Paare  AEF,  BEF  gleich,  womit  der  Satz  bewiesen  ist  (Fig.  24). 

Bff,  L  Die  durch  vier  nicht  in  grader  Linie  gelegene  Punkte  und  durch 
die  vier  gradlinigen  Segmente,  welche  diese  Punkte  zu  je  zweien  verbindeiiy 
gebildete  Figur  heisst  einfaclies  Viereck  oder  Viereck, 

Die  gegebenen  Punkte  sind  die  Ecketi,  ihre  Segmente  die  Seiten  des  Vier- 
ecks. Unter  Seiten  verstehen  wir  auch  die  Graden,  auf  welchen  diese  Segmente 
liegen. 

Satz  VII.  Bie gradlinigen  durch  zwei  Gntpjyen  von  m  Punkten  ABCB ...M, 
A'B'(fiy...M'  bestimmten  Figuren  sind  gleich ^  ivenn  die  gradlinigen  Segmenie^ 
ivekhe  die  m  gegebenen  Ptinkte  zu  Etidpunkten  hal)en,  der  EeiJie  nach  gleich  sind. 

Es   seien    z.  B.   zwei  Gruppen   von   vier   Punkten 
/,^  ABCB,  A'B'Cir  gegeben,   welche  nicht   in  grader 

y.  /     \  Linie  liegen  mögen.   Wenn  die  Punkte  der  einen  Gruppe 


-<'.-. 


I  <^'  X  y^j  f)'  sich  nicht  in  einer  graden  Linie  befinden,  so   gilt  dies 

j^\  y^*         A  auch  für  diejenigen    der  andern  (Satz  IV).     Die    grad- 

'"-T  .,/      \v'  linige  Figur  der  Gruppe  ABCB  erhält  man,  wenn  man 

,]/^''_f^  _)^'  die  vier  Punkte    durch   Segmente   verbindet   und   dann 

,^  \     /  die  durch  die  Punkte  dieser  Segmeute  bestimmten  Seg- 

/'S 


\f'^'         mente  u.  s.  w.  betrachtet  (Def  I,  §  \^),    Wir  behaupten, 

Fig.  25. 


dass  alsdaim  der  Identitätszusammenhang  durch  die  Vor- 


aussetzungen des  Satzes  vollständig  bestimmt  ist. 
Vorerst  sind  die  entsprechenden  Dreiecke,  welche  zu  Eckpunkten  drei  ge- 
gebene Punkte  der  beiden  Figuren  haben,  gleich,  weil  ihre  drei  Seiten  gleich 
sind  (Satz  III). 

1)  Wählt  man  zwei  Punkte  X  und  Y  auf  einem  der  Segmente  der  vier 
Punkte  ABCB  z.  B.  auf  {AB)  oder  seiner  Verlängerung,  so  sind  die  entspre- 
chenden Punkte  X'  und  Y'  in  (A' B')  Endpunkte  eines  (XY)  gleichen  Segments 
und  die  Segmente,  welche  sie  mit  A'  und  B'  bilden,  sind  denjenigen  gleich, 
welche  durch  die  Punkte  X  und  Y  auf  der  Graden  AB  mit  A  und  B  bestimmt 
werden  (Satz  VI,  §  15). 

2)  Wählt  man  dagegen  zwei  Punkte  X  und  Xj   in  den  Segmenten  {AB) 

und  {BC)  oder  ihren  Verlängerungen  und  construirt  die  beiden  entsprechenden 

Punkte  X'  und  X^',  so  sind  di(j  Dreiecke  ABC,  A' IV (''  und  mithin  die  Strahlen- 

pjuire  AB,  BC-,  A'B\  B' C  gleich  und  weil  (JiX)      (7rX');  {BX,)—.{B'X{), 

so  ist 

(XX,)       (X'X,').         (Zus.  Satz  UI,  §  lü  oder  Satz  D,  §  15) 

Ebenso  folgt  aus  der  Identität  der  Dreiecke  ABB,  A'B'B']  BBC,  B'D'C 

(BX)     .(jrX');(DXO       (i>'X/). 

Die  beiden  Dreiecke  XBX^,  X'/)'X/  sind  gleich,  weil  ihre  drei  Seiten 
gleich  sind,  mithin  ist 

xi)Xi     :  X'^'X/.  (Zus.  Satz  III) 
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Wühlt  man  auf  (DX)  und  (X>X,)  zwei  Punkte  Y  und  Z  [und  auf  den 
entspreclienden  Segmenten  (i>'X'),  (D'X^)  die  entsprecheoden  Punkte  Y\  Z\ 
so  ist  aus  demselben  Grund  {Y Z) 'E=^  (Y Z') , 

3)  Sind  die  zwei  Pimkte  Xj  und  X^  auf  den  Segmenten  {AU)  und  {BC) 
oder  ihren  Verlängerungen  und  die  entsprechenden  Punkte  X/X,'  auf  den 
Graden  A'D',  B' C  gegeben  [1)],  so  ist  {AX^)  -  {A' X;)  [2)],  mithin  sind 
die  Dreiecke  ADX^,  A'D'X^  gleich,  weil  ihre  drei  Seiten  gleich  sind  (Satz  IQ). 

Ebenso  sind  die  Dreiecke  X^-dLX, ,  X^'-^'X/  identisch,  weil  sie  zwei  Seiten 
und  das  durch  sie  in  A  und  A'  gebildete  Paar  gleich  haben,  mithin  ist  (Xj;X,)  ~ 
--£  (X/X/).  Werden  nun  ein  Punkt  X.  der  Graden  CD  imd  der  entsprechende 
Punkt  X/  in  CD'  [1)]  und  zwei  Punkte  F^Z,  auf  den  Graden  X,  Xg,  XXjj 
und  die  entsprechenden  Punkte  Y^Z^'  in  X/X^',  X'X/  gegeben,  so  sind  die 
durch  die  vier  Punkte  XX,  X^X.  bestimmten  Segmente  nach  den  obigen  Be- 
weisen bezüglich  den  Segmenten  der  entsprechenden  Punkte  X'X/X^'X/  gleich 
und  mithin  {Y,Z,)  :-  (F/Z/). 

Daraus  ersieht  man,  dass  die  durch  die  Punkte  ABCDXX^X^X.^  gebil- 
deten Segmente  bezüglich  den  Segmenten  der  Punkte  -4 'JB' CD' X'X/ X/X/ 
gleich  sind.  Sind  zwei  weitere  Punkte  YZ  in  einem  oder  zweien  dieser  Segmente 
oder  ihrer  Verlängerungen  gelegen,  so  bieten  sich  die  Fälle  1),  2),  3).  Man 
kann  also  die  entsprechenden  Punkte  Y' Z'  derart  construiren,  dass  {Y' Z') 
~  (YZ).  Betrachtet  man  z.  B.  Y  und  einen  der  bereits  construirten  Punkte 
ABCBXX^X.X^  z.  B.  A  als  Punktepaar,  so  folgt  aus  demselben  Grund 

{YÄ)-{YA'). 

Die  Punkte  Y  und  Z,  Y'  und  Z'  haben  daher  bezüglich  dieselben  Ab- 
stände von  den  entsprechenden  so  construirten  Punkten. 

Sind  zwei  beliebige  Punkte  V  und  F,  der  ersten  Figur  gegeben,  so  liegen 
sie  entweder  in  entsprechenden  schon  construirten  Segmenten  oder  ihrer  Ver- 
längerungen [1)]  oder  in  entsprechenden  schon  construirten  Segmenten  oder 
ihrer  Verlängenmg,  deren  Grade  einen  Punkt  gemeinsam  haben  [2)],  oder 
schliesslich  in  schon  erhaltenen  Segmenten  oder  ihrer  Verlängerung,  deren 
Grade  keinen  Punkt  gemeinsam  haben   [3)|.     Jedenfalls  ist  {W^):-    (F'F/). 

Wenn  sich  bei  der  obigen  Construction  zwei  Grade  einer  Figur  schneiden, 
so  müssen  sich  auch  die  entsprechenden  Graden  treffen.  Wir  wollen  annehmen, 
die  beiden  Paare  sich  entsprechender  Segmente  {YZ),  {Y^Z^)  und  {Y' Z'), 
(Yi'Zi)  seien  construirt  und  die  Graden  der  beiden  ersten  Segmente  schnitten 
sich  in  einem  Punkt  P,  die  Graden  der  beiden  andern  dagegen  nicht.  P'  imd 
P/  seien  die  P  entsprechenden  Punkte  in  den  beiden  Segmenten  {Y'Z')  und 
(y/if/).  Die  Paare  YZ^P  TZ^P;  sind  gleich,  denn  wir  haben  schon  früher 
wie  für  die  Punkte  XX  X^Xj,  X'X/ X/X/  bewiesen,  dass  die  Abstände  der 
Punkte  YY.ZZ^,  Y'Y;Z'Z;  gleich  sind.  Es  ist  also  (FP) -i  {YP;), 
Ebenso  erhält  man  {ZP)-  {Z'P/).  Die  drei  Punkte  F'P/Z'  müssten  daher 
in  einer  graden  Linie  liegen  d.  h.  durch  die  beiden  Punkte  Y'  Z'  würden  zwei 
Grade  gehen  und  die  Punkte  Fund  Z  würden,  da  die  Segmente  {YZ)  und 
{Y'  Z')  gleich  sind,    eine  Grade  nicht  bestimmen.     Dieser  Fall  kann  dadurch 
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ItMclit  ausgesclilosseu  werden,  dass  mau  als  Punkt  Z  auf  der  Graden  YZ  einen 
andern  Punkt  nimmt,  der  mit  Y  eine  Grade  bestimmt.  Es  ist  mithin  die  An- 
nahme, Y'  Z'  und  Y^  Z(  schnitten  sich  nicht,  widersinnig. 

Der  so  construirte  Zusammenhang  ist  folglich  eindeutig  und  die  Segmente, 
welche  entsprechende  Punkte  verbinden,  sind  gleich  und  n  unabhängigen  Punkten 
der  einen  Figur  entsprechen  mithin  w  unabhängige  Punkte  der  andern  (Satz  V, 
§  15).     Die  beiden  Figuren  sind  daher  gleich  (Satz  III,  §  15). 

Derselbe  Beweis  gilt  oflFenbar  auch,  wenn  es  sich  um  eine  beliebige  Anzahl 

m  von  Punkten  handelt,  weil  man  successive  die  Gleichheit  der  Abstände  der 

entsprechenden  Punkte  unter  sich   und   von   den   schon   construirten  Punkten 

beweist  (üebereink.  11,  §  15). 

Bern.  III.  Dieser  Satz  ist  mit  Satz  III,  §  15  nicht  zu  yerwechscln;  der  letztere  ist 
unabhängig  von  Ax.  V,  der  erstere  aber  nicht. 

Satz  VIIL  Die  gradlinige  Figur,  welche  von  m  sich  im  Funkt  X  treffenden 
Strahlen  gebildet  wird,  ist  der  graillinigefi  vofi  deti  entgegengesetzten  Strahlen  ge- 
hildeten  Figur  gleich. 

Es  seien  X^, ,  XA2,  . . .  XA,n  durch  die  Segmente  (XA^),  (XA^)y  . . .  {XAm) 
von  X  aus  bestimmt.  Auf  den  entgegengesetzten  Strahlen  betrachten  wir  die 
Punkte  A^  y  AJj  ...  -4,/,  welche  derart  sind,  dass 

{XA,)     {XÄ,y,  (XA,)  ---  (xa:),  . . .  (xa,„)  -  (xa..:). 

Wir  lassen  X  sich  selbst  und  die  Punkte  Ar  den' Punkten  A/  entsprechen. 
Da  die  Strahlcngegenpaare  XA,-,  XA']  XA/^  XA!!  gleich  sind  (Satz  U),  so 
ist  {ArA^  {Ar  A^)  (Zus.  Satz  in,  §  16)  und  mithin  sind  die  durch  die  m 
Punkte  A^A^.,,A„^  bestimmten  Segmente  den  Segmenten  der  entsprechenden 
I^unkte  A^  A!  . . .  A„!  gleich.  Die  zwei  gradlinigen  Figuren  A^A^ . . .  -4,„,  A^ A^ . . . 
...yl„/  sind  identisch  (Satz  VII)  und  mithin  auch  die  Figuren  XA^A^,,,A^j 
X' A^' AI  ,.,A„!y  womit  der  Satz  bewiesen  ist  (Satz  VII). 

Einer  Graden  einer  Figur  entspricht  eine  Grade  der  zweiten  (Zus.  Satz  VI, 
§  15)  und  wenn  daher  drei  Punkte  Ary  J.,,  At  in  grader  Linie  liegen,  so  ist 
es  auch  so  mit  den  drei  entsprechenden  Punkten  Ar  j  -4/,  A( ,  ^) 

1)  Von  diesen  beiden  letzten  Siltzen  geben  wir  in  jedem  besonderen  Raum,  den  wir 
bi^tnichten  (auch  die  Ebene  eingeschlossen),  einen  weit<jren  Beweis.  Die  hier  gegebenen 
Beweise  haben  den  Vorthoil,  dass  sie  unabhängig  von  der  Anzalil  der  Dimensionen  des 
Itiiums  sind  und  mithin  für  den  iillgenieineu  Kaum  (Def.  II,  §  2)  wie  für  jeden  andern 
speciellen  Raum  gelten. 

Das  Ax.  V  ist  der  Existenz  gradliniger.,  identischer  l'aare  untergeordnet.  Die  S&tM 
dieses  Paragraphen  liefern  uns  die  Pixistcnz  identischer  Figuren  im  allgemeinen  Raum. 

In  üebereiustimmung  mit  dem,  was  wir  in  der  Vorrede  und  der  Anm.  1  zu  §  16  gesagt 
haben,  bemerken  wir  noch  das  Folgende:  Wie  wir  sehen  werden,  sind  im  allgemeinen 
Raum  zwei  Figuren,  welche  durch  zwei  Systeme  von  je  n  entgegengesetzten  durch  den- 
selben Punkt  begrenzten  Strahlen  gebihhjt  werden,  auch  dami  gleich,  wenn  man  als  Kriterium 
«ler  Gleichheit  zweier  Figuren  annimmt,  dass  sie  sich  mittelst  der  Bewegung  ohne  Deformation 
zur  Deckung  bringen  lassen  müssen.  Wenn  man  gewöhnlich  sagt,  zwei  Scheiteldreikante 
seien  im  gewöhnlichen  Raum  nicht  gleich,  so  kommt  dies  daher,  dass  man  den  Begriff  der 
(lleichheit  einscliränkt  (Einl.  Bem.  III,  §  D  und  Bern.  III,  §  58),  wie  man  sieht,  wenn  man 
wie  hier  die  Geometrie  unabhängig  von  den  Dimensionen  des  Raums  oder  im  allgemeinen 
Baum  abhandelt  (Bem.  ÜI,  §  2  und  Bem.  IX,  §  4).  Siehe  den  letzten  Abschnitt  dieses  und 
die  analogen  Abschnitte  der  folgenden  Kapitel. 
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10. 
Hypothese  I  nnd  II  Über  die  absolate  Grade/"') 

§  18.  Bern.  I.  Bis  jetzt  haben  wir  stillschweigend  die  Grade  nur  in  Bezug  auf  eine 
einzige  der  wahrnehmbaren  Einheit  entsprechende  Einheit  betrachtet  (Bern.  IV  und  emp. 
Bern.  I,  §  4)  und  haben  die  bezüglich  dieser  Einheit  geltenden  Axiome  aufgestellt. 

Wie  wir  es  in  der  Einleitimg  mit  den  Hyp.  Ell,  IV,  V,  VII,  VIII  gemacht  haben,  so 
wollen  wir  auch  hier  gewisse  Hypothesen  aufstellen,  welche  den  schon  gegebenen  Axiomen 
ebensowenig  wie  sich  selbst  untereinander  widersprechen  und  welche  uns  nicht  nur  er- 
lauben, das  Gebiet  der  Geometrie  zu  erweitem,  soudem  uns  auch  dazu  dienen,  die  Eigen- 
schaften des  endlichen  Gebietes  selbst  in  Bezug  auf  eine  Einheit  von  einem  allgemeineren 
Gresichtspunkt  zu  betrachten.  ^) 

In  den  mit  römischen  Ziffern  bezeichneten  Anmerkungen  geben  wir  genau  den  Weg 
an,  dem  man  zu  folgen  hat,  wenn  man  sich  nicht  auf  diese  Hypothesen  stützen  will. 

Syp.  L  Die  Grade  ist  ein  in  der  Position  seiner  Theile  identisches 
stetiges  absolutes  und  durch  zwei  verschiedene  seiner  Funkte  bestimmtes 
Funktesystem  einer  Dimension. 

Bern.  U.  Dass  diese  Hypothese  dem  Ax.  H,  a,  welches  sich  stillschweigend  auf  die 
wahrnehmbare  Einheit  bezieht  (Bem.  IV,  §  4),  nicht  widerspricht  wurde  schon  in  der  Ein- 
leitung gezeigt.  Ueberdies  setzt  Ax.  H,  a  nicht  fest,  die  Grade  könne  nicht  in  absolutem 
Sinn  stetig  sein,  so  dass  Hyp.  I  in  dem  Ax.  H,  a  von  Anfang  an  enthalten  sein  könnte, 
wenn  man  den  Zusatz  zu  dem  Ax.  macht,  die  Grade  sei  stetig  und  absolut  (Einl.  Def.  I, 
§  101).  Die  Hyp.  I  widerspricht  auch  nicht  den  übrigen  Axiomen,  welche  sich  auf  das 
ausserhalb  der  Graden  Liegende  und  nur  auf  das  endliche  Gebiet  einer  Einheit  (Bem.'  IV, 
§  4)  beziehen.  Aus  der  Hyp.  I  geht  yielmehr  hervor,  dass  die  Grade  in  Bezug  auf  jedes 
ihrer  Segmente  als  Einheit  stetig  ist  (Einl.  b,  §  101). 

Die  Hyp.  I  widerspricht  auch  nicht  der  Anschauung,  welche  sich  auf  das  endliche 
Gebiet  der  wahrnehmbaren  Einheit  beschränkt  in  dem  Sinn,  dass  das  Unendlichkleine  be- 
züglich dieser  Einheit  Null  ist  (Emp.  Bem.  I,  §  4  und  Einl.  b'  §  91)  nicht  aber  in  dem 
Sinn,  dass  ein  unendlich  kleines  und  unendlich  grosses  Segment  gleichzeitig  intuitiv  wären. 
Aas  diesem  Grund  hat  das  durch  Hyp.  I  gegebene  absolute  System  nur  eine  abstracte 
Bedeutung  und  insofern  geometrischen  Werth,  als  es  uns  mit  den  übrigen  Hypothesen,  die 
wir  später  geben,  zusammen  bei  der  Untersuchung  des  endlichen  Gebiets  bezüglich  jeder 
Einheit  unterstützt  und  wir  auf  Grund  der  successiven  Hypothesen  die  Anschauung  in  jedem 
Gebiet  bezügl.  einer  beliebigen  Einheit  benützen  können. 

Bem.  III.  Die  Sätze  I — V  des  §  4,  welche  nur  von  Ax.  II,  a  abhängen,  gelten  offen- 
bar auch  in  absolutem  Sinn. 

Hyp.  IL  Zwei  Grade  fallen  in  absolutem  Sinn  zusammen,  wenn  sie 
das  Gebiet  bezüglich  einer  beliebigen  Einheit  von  einem  jeden  Funkt  als 
Anfiang  aus  gemeinschaftlich  haben  (Einl.  Def.  I,  §  107). 

Bem.  TV.  Das  Zusammenfallen  zweier  (iraden  in  dem  endlichen  Gebiet  bezüglich 
der  wahrnehmbaren  Einheit  kann,  wenn  nicht  festgesetzt  ist,  dass  die  Punkte  der  Graden 
in  absolutem  Sinn  nicht  zusammenfallen,  als  absolutes  Zusammenfallen  gelten  (Einl. 
Def.  ni  und  V,  §  67  und  z.  B.  a",  §  109)  und  die  erste  Hypothese,  die  sich  bietet,  ist,  dass 
die  Graden,  wenn  sie  in  dem  Gebiet  der  wahrnehmbaren  Einheit  zusammenfallen,  es  auch 
in  absolutem  Sinn  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  thun  (Einl.  Def  I,  §  82). 

Die  Operationen,  welche  zur  Erzeugung  der  absoluten  Grundform  dienen,  können  wir 
auf  die  Grade  selbst  in  dem  Gebiet  einer  Einheit  derart  anwenden,  dass  wir  sie  als  eine 
Anzahl  aufeinander  gelegter  aber  verschiedener  Graden  in  dem  in  Anm.  1,  §  93  und  Anm.  1, 
§  85  der  Einl.  angegebenen  Sinn  betrachten.    Wenn  alsdann  zwei  absolute  Grade  das  Ge- 


1)  Siehe  Vorrede  und  Anm.  IV  im  Anhang. 


^^^^)  Dieser  Abschnitt  ist  selbstverständlich  wegzulassen. 
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biet  (Mner  Einheit  z.  13.  der  wahrnehmbaren  Einheit  gemeingchaftlich  haben,  so  fallen  sie 
zusammen. 

§  10.  Bern.  I.  Fiir  unseren  Zweck  genügt  es,  wenn  wir  die  Grade  auf  die  endlichen, 
unendlich  grossen  und  unendlich  kleinen  Segmente  endlicher  Ordnung  in  Bezug  auf  eine 
Grundeinheit  beschränken  (Dof.  VII,  §  9*2),  welche,  wie  wir  wissen,  eine  geschlossene 
(i nippe  im  Siim  des  Satzes  m,  §  *,):•{  der  Einl.  bilden  und  welche  mithin  die  Betrachtungen 
über  die  unendlich  grossen  und  unendlich  klemen  Segmente  (und  daher  auch  Zahlen)  toh 
unendlich  grosser  Ordnung  entbehrlich  machen.  Wir  werden  uns  in  der  Folge  sogar  auf 
die  Gebiete  von  nur  zwei  Einheit'«.'n  beschränken. 

Wir  geben  hier  einige  Sätze  der  Einleitung  wieder,  die  wir  im  Folgenden  haupt- 
sächlich bemutzen  werden  oder  die  uns  die  Beschaffenheit  der  Linie  im  absoluten  Sinn  am 
Besten  kennen  lehren. 

Saiz  L     Die   im    Unendlichgrossen   in   ehier   gegeheneti   Richtung   liegenden 

Funkte  fallen   in  Bezug  auf  ein   helidßigcs   endliches   EinheitssegmefU    in    einen 

einsigefi  Punht  zusammen  (Einl.  i,  §  85). 

Bern  II.  Wenn  wir  ohne  besonderen  Zusatz  von  im  Unendlichgrossen  in  Bezug  auf 
eine  Einheit  liegenden  Punkten  sprechen,  so  meinen  wir  in  absolutem  Sinn  die  Punkte 
des  unendlich  grossen  Gebiets  erster  Ordnung  (Einl.  Def.  IV  und  Bem.  IV,  §  B6). 

Satz  IL  Auf  der  offenen  Graden  gibt  es  in  der  Umgehung  eitles  Funktos 
als  Anfang  ein  endlichem  Gebiet  in  Bezug  auf  ein  gegebenes  Segment  als  Einheit 
und  wnendlich  grosse  ufid  unendlich  Meine  Gebiete  von  beliebiger  Ordnung  n.  Die 
im  Unendliihgrossen  V^*,  2^',  . . .  n*''  Ordnung  liegenden  Grenzpunlcte  stellen  in 
Bezug  auf  die  Grundeinheit  die  im  Unmdliclujrossen  derselben  Ordnung  liegenden 
Gebiete  dar  (Bem.  I;  Bem.  III,  §  18;  Eiiil.  Hyp.  IV;  Def.  11  und  EI,  §  86  mid 
i',  §  85). 

Bern.  HL  Der  Ausdnick  „Grenzpunkte"  z.  B.  erster  Ordnung  wird  gebraucht,  wenn 
man  aus  dem  endlichen  Gebiet  nicht  heraustritt;  in  absolutem  Sinn  kann  man  aber  von  im 
ünendlichgrossen  in  Bezug  auf  eine  gegebene  Einheit  liegenden  Grenzpunkten  nicht  sprechen 
(Einl.  f,  Bem.  UI  und  IV,  §  86). 

Satz  III,  Ein  auf  der  geschlossenen  Graden  gegebenes  Segment  (AB)  ist 
in  Bezug  auf  die  ganze  Grade  entweder  efndlich  oder  unendlich  Mein  von  be- 
stimmter Ordnung  n  und  mithin  gilt  es  in  der  einfach  betraelitetcn  Graden  in 
Bezug  auf  (AB)  keifw  unendlich  grossai  Segmente  von  eitler  luiheren  Ordnung 
als  n. 

Die  geschlossene.  Grade  ist  in  Bezug  auf  ein  beliebiges  gegebenes  Segmetü  van 
ihr  endlich  oder  unendlich  gross  voti  bestimmter  Ordnung, 

In  der  Umgehung  eines  jeden  PunJctes  gibt  es  in  der  geschlossenen  Graden 
in  Bezug  auf  jede  Einheit  {AB)  ein  endlicJuis  Gebiet  toid  die  unendlich  grossen 
Gebiete  l^',  2^%  . .  .,  n^'  Ordnung,  Die  im  Utiendlicligrossen  1^\  'J^'%  . . ., 
(n  1)**"  Ordnung  in  Bezug  auf  die  Grundeinheit  {AB)  in  den  beiden  Bichtungen 
von  dem  Anfang  an  liegenden  Gebiete  haben  keinen  FunM  gemeinschaftlich;  die 
unendlich  grossen  Gebiete  n*^'  Ordnung  dagegen  fallen  zusammen  (Bem.  I;  EüiL 
a,  §  108  und  i,  §  85). 

Zus,  I  In  Bezug  auf  die  Einheit  (AB)  gibt  es  in  der  einen  und  der 
anderen  Richtung  in  der  geschhssemm  Graden  ztvei  im  Ünendlichgrossen  !***',  2**'', 
. . .,  (»  —  1)**'  Ordnung  liegende  GrenzpunMe  und  nur  einen  Grenzpunkt  n**'  Ord- 
nung (Bem.  I;  Einl.  f,  §  86  und  i',  §  85). 
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Ztis.  IL     Die  Grefis!punJiie  diier  gegebenen   Ordnung  in  der  einen  und  der 

andern  Riehtung  in  Bezug  auf  den  Anf'amj  A  bilden  in  der  offetmi  wie  in  der 

geschlossenen  Graden  gleiche  Segmente  in  Bezug  auf  die  gegebene  Einheit  (Einl. 

b,  §  107). 

Bern,  IV.  Es  ist  zu  beachten,  dass  beim  üebergang  von  einer  Einheit  {AB)  zu  einer 
Einheit  der  n*«"  Art  (Bern.  I;  Einl.  Def.  I,  §  94)  die  entsprechenden  Grenzelemente  in  Bezug 
auf  die  neue  Einheit  keine  bestimmten  Elemente  sind,  sondern  das  ganze  im  Unendlich- 
grossen n^^  Ordnung  liegende  Gebiet  darstellen. 

2jus,  hl  Betrachtet  man  auf  der  gescJdossenen  Graden  das  efidlicJie  und 
unendlich  grosse  Gebiet  1***',  2**"',  . . .,  (n  —  1)^^'  Ordnung  in  Bezug  auf  eine  un- 
endlich Meine  Grundeinheit  von  der  n^^  Ordnung  bezüglich  der  ganzen  Graden^ 
so  theüt  jeder  Funkt  der  Gebiete  diese  Gebiete  in  zwei  gleidte  Theile  (Einl.  a', 
§  108). 

Satz  LV,  Das  endliche  Gebiet  (und  jedes  unendlich  grosse  Gebiet  der  «*'° 
Ordnung)  in  der  TJmgelmng  eines  Punktes  in  Bezug  auf  eifie  auf  der  Graden 
gegä)ene  Einheit  ist  auch  in  Bezug  auf  jedes  Segment  derselben  Art  wie  die  ge- 
gd)€ne  Einheit  von  demselben  Anfang  an  oder  von  einem  beliebigen  Purikt  des 
endlichen  Gebiets  an  endlich  (und  unendlidi  gross  von  derselben  Ordnung)  (Einl. 
e,  §  86). 

Satz  V.  Ein  unendlich  grosses  Segment  einer  gegebenen  Ordnung  n  (Lst 
w  =  0 ,  so  ist  das  Segment  endlieh)  kann  in  Bezug  auf  ein  unetullich  grosses  Seg- 
ment höherer  Ordnung  vertia/hlässigt  werden. 

Ein  unendlidi  kleines  Segment  einer  gegebenen  Ordnung  n  kann  in  Bezug 
auf  ein  unetidlich  kleifies  Segment  niedrigerer  Ordnung  vernacJdässigt  werden  (Einl. 
b  und  b',  §  91). 

Bern.  V.  Ein  Strahl  der  Graden  (Def.  I,  §  7)  hat  in  Bezug  auf  eine  Grundeinheit 
von  einem  Punkt  als  Grundanfang  an  (Einl.  Def.  VIT,  §  92)  nur  einen  im  Unendlichgrossen 
1**',  2**',  ...  n*®'  Ordnung  liegenden  Grenzpunkt  sowohl,  wenn  die  Grade  oifen  als  wenn 
sie  geschlossen  und  n  die  Ordnung  des  Unendlichkleinen  in  Bezug  auf  die  ganze  Grade  ist. 


11. 

Das  Dreieck  mit  einer  unendlich  kleinen  Seite.  —  Das  endliche  fifeliet,  die 
unendlich  grossen  und  unendlich  kleinen  GeMete  in  Bezng  anf  eine  Einheit 
in  der  Umgehung  eines  Punktes.  —   Endliches  ahsolntes  fifehiet.  —  Hypo- 
these ni  und  IV.  ^^ 

§  20.  Satz  L  Wenn  eine  Seite  (AB)  eines  Dreiecks  ABC  endlich  ist,  so 
können  die  ütmgen  Seiten  nicht  beide  unendlich  klein  sein. 

Denn  in  Bezug  auf  die  endliche  Eiiilieit  müsste  der  Eckpunkt  G  mit  A 
und  mit  B  zusammenfallen,  was  widersiimig  ist,  weil  A  und  B  zwei  in  Bezug 
auf  die  Einheit  {AB)  verschiedene  Punkte  sind   (Einl.  b',  §  91  und  b,  §  81). 

2jus.  L  Wenn  zwei  Seiten  eines  Dreiecks  endlich  sind,  so  kann  die  dritte 
Seite  tackt  unendlich  gross  sein. 


^^)  Auch  dieser  Abschnitt  ist  auszulassen. 
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Demi  die  beiden  ersten  Seiten  würden  in  Bezug  auf  die  dritte  unendlich 
klein  sein  (Einl.  Def.  EI,  §  86\ 

Ziis.  IL  In  einem  Dreieck  kann  nicht  die  eine  Seite  endlich,  die  zweite  im- 
endlich  (jtross  ufid  die  dritte  micndlidi  klein  sein. 

Betrachtet  man  die  zweite  Seite  als  endlich,  so  wären  die  beiden  anden 
unendlich  klein  (Einl.  e,  §  82). 

§  21.  Def,  I  Wenn  wir  alle  Graden,  welche  einen  Punkt  8  enthalten,  be- 
trachten und  in  jeder  dieser  Graden  S  zum  Grundanfang  mit  der  Grundeinheit 
.s  nelimen  (Einl.  Def.  VII,  §  1)2),  so  bestimmen  alle  Punkte  in  endlicher  Ent- 
fernung von  S  in  diesen  Graden  in  der  einen  und  der  andern  Richtung  dts, 
was  wir  das  endliche  Gebiet  in  der  Umcjcbung  des  Punktes  S  in  Bezug  auf  die 
EinJieit  s  nennen. 

Bern.  I.  Stillschweigend  beziehen  wir  uns  hier  auf  einen  Punkt  S  des  endlichen  Ge- 
biets, in  Bezug  auf  welchen  wir  die  früheren  Axiome  aufgestellt  haben  (Bern.  IV,  §  4). 
Das  endliche  Gebiet  in  Bezug  auf  einen  Punkt  ^  rcducirt  sich  nicht  auf  eine  einiige 
Grade  (Satz  IX,  §  4)  und  dies  gilt  um  ho  mehr  in  absolutem  Sinn  (Einl.  Def.  III  und 
V,  §  67). 

Def,  II,    Wenn  man  in  allen  obigen  Graden  von  5  an  in  der  einen  und 

der  andern  Richtung  alle  unendlich  kleinen  Segmente  w**^"'  Ordnung  in  Bezug 

auf  die  Einheit  »s  betrachtet,  so  bestimmen  diese  Segmente  das  unendlidi^  lldne 

Gebiet  n^^  Ordnung  in  der   Umgebung  von  S  in  Bezug  auf  die  GrundeinheU  8 

(Bem.  I,  §  19). 

Bern.  IT.  Das  endliche  Gebiet  enthalt  (Def.  I,  §  2)  die  unendlich  kleinen  Gebiete  dei 
i*unktes  S  und  wenn  wir  daher  von  den  Punkten  des  endlichen  Gebietes  des  Punktes  S 
sprechen,  so  verstehen  wir  in  absolutem  Sinn  darunter  auch  die  Punkte  der  unendlich 
kleinen  Gebiet<^  von  *S^;  das  heisst,  weim  wir  in  absolutem  Sinn  ohne  weiteren  Zusati 
sagen,  ein  Punkt  gehöre  dem  endlichen  Gebiet  des  Punktes  S  an,  so  meinen  wir  nur,  er 
sei,  in  Bezug  auf  die  gewählte  (»rundeinheit,  nicht  unendlich  weit  von  S  entfernt.  Mau 
angegeben  werden,  dass  der  Aljstand  endlich  und  nicht  unendlich  klein  oder  umgekehrt 
ist ,  so  werden  wir  es,  wenn  es  nicht  schon  aus  dem  Zusammenhang  hervorgeht ,  ausdrfick- 
lieh  sagen. 

Def.  III.     Wenn  die  Grade  offen  ist,   so  haben  wir  um  den  Punkt  S  auf 

•jeder  Graden  die  unendlich  grossen  Gebiete  1^',  2*"^,  ...,  w**^"'  Ordnung  in  Bezug 

auf  die  Grundeinheit  s  von  S  an  (Satz  U,  §  1*J)  und  mithin  in  der  Umgebung 

von  8  im  allgemeinen  Raum   (Def.  II,  §  2  und  Satz  X,  §  4)   iwetidlicf^  grosse 

Gebiete  1^'%  2^*'',  ...,  n**^'  Ordnung  in  Bezug  auf  die  gegebene  Grundeinfteit 

Die  im  ünendlichgrossen  auf  den  Graden  in  der  Umgebung  von  S  lie- 
genden Grenzpunkte  geben  die  im  U)icmUiehgrossen  l*'"",  2^',  ...,  w*"  Ordnung 
liegenden  Grenzgebiete. 

Bern.  III.  Wenn  die  Grade  geschlossen  und  <lie  gegebene  Einheit  s  unendlich  klein 
von  der  ersten  Ordnung  in  Bezug  auf  die  ganze  Grade  ist,  so  gibt  es  nur  das  unendlich 
grosse  Gebi<it  erster  Ordnung,  welches  wir  alsdann  auch  in  absolutem  Sinn  nur  unendlich 
gross  nennen,  weil  es  keine  andern  Unendlichgrossen  gibt. 

Ist  dagegen  die  gegebene  Einheit  unendlich  klein  von  d(?r  Ordnung  ti  in  Bezug  anf 
die  ganze  Grade  (Bem.  1,  §  10),  so  hat  diese  Grade  von  8  an  zwei  verschiedene  Gren«- 
punkte  1**^%  S*^'*",  ...  (n  — 1)*«'  Ordnimg  und  zwei  zusammenfallende  Grenzpunkte  n*^' Ord- 
nung (Zus.  I,  Satz  III,  §  19).  Alsdann  gibt  es  in  der  Umgebung  von  S  ein  im  Unendlich- 
grossen 1'"',  2*^'',  ...,  n'^'*"  Ordnung  in  Bezug  auf  die  gegebene  Einheit  liegendes  Gebiet 
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Def.  IV,  Die  ganze  von  den  durch  den  Punkt  S  gehenden  Graden  be- 
stimmte Figur  nennen  wir  das  etidliche  absolute  Gebiet  in  der  Umgebung  des 
Punktes  S  (Einl.  Def.  IV,  §  92). ') 

§  22.  Hyp,  IIL  In  dem  endlichen  absoluten  Gebiet  in  der  Umgebung 
eines  Punktes  S  gelten  die  Axiome  n,  b;  m,  IV  und  V. 

Bern.  I.  Wir  gehen  von  dem  Gebiet  aus,  welches  in  Bezug  auf  die  Grundeinheit  s 
endlich  ist,  die  der  wahrnehmbaren  Einheit,  für  welche  die  Axiome  gelten  (Bem.  I,  §  21), 
entspricht.  Lässt  man  die  Uyp.  III  zu,  so  thut  man  damit  der  Gültigkeit  dieser  Axiome 
auf  dem  obigen  Gebiet  keinen  Eintrag.  Lässt  man  Ax.  II,  b  in  relativem  Sinn  gelten,  so 
ist  nicht  ausgeschlossen,  dass  die  verschiedenen  durch  S  in  dem  Gebiet  der  Einheit  s 
gehenden  Graden  nicht  in  Bezug  auf  eine  unendlich  grosse  oder  unendlich  kleine  Einheit 
zusanmienfallen.  Dagegen  ist  es  nach  Hyp.  II  ausgeschlossen,  dass  sie  in  absolutem  Sinn 
zusammenfallen;  es  könnte  mithin  der  erste  Theil  des  Ax.  II,  b,  welcher  in  dem  Gebiet 
der  Einheit  s  gilt,  in  einem  unendlich  kleinen  oder  unendlich  grossen  Gebiet  in  Bezug  auf 
diese  Einheit  nicht  gültig  sein.  Dies  ist  denn  auch  der  Grund,  wesshalb  die  Gültigkeit 
des  Ax.  II,  b  in  absolutem  Sinn  ausgedehnt  wird. 

Bestehen  die  Ax.  III,  IV  und  V  in  absolutem  Sinn,  so  gelten  sie  um  so  mehr  in  dem 
endlichen  Gebiet  einer  Einheit,  sei  es,  weil  die  absolute  Gleichheit  die  relative  Gleichheit 
in  sich  schliesst  (Einl.  Def.  III  und  IV,  §  9)  wie  bei  den  Ax.  III  und  V ,  sei  es,  wie  bei  IV, 
weil  ein  Segment,  welches  in  absolutem  Sinn  unendlich  klein  wird,  dies  auch  in  relativem 
Sinn  wird  (Einl.  Def.  11,  §  100  und  Def.  I,  §  96). 

Wie  man  die  Hyp.  I  als  in  dem  Ax.  II,  a  enthalten  ansehen  kann  (Bem.  II,  §  18), 
so  kann  man  die  Hyp.  lU  als  in  den  Ax.  III,  IV  und  V  enthalten  betrachten,  wenn  man 
diese  Axiome  in  absolutem  Sinn  und  nicht,  wie  wir  stillschweigend  gethan  haben,  in  rela- 
tivem Sinn  auffasst  (Bem.  IV,  §  4).  Dasselbe  gilt  auch  von  Ax.  II,  b;  nur  müsste  mau 
dem  ersten  Theil  zufügen,  dass  er  auch. in  dem  Gebiet  bezüglich  einer  jeden  Einheit  s 
gilt,  wie  wir  eben  gesagt  haben. 

Wir  konnten  also,  wenn  wir  die  Hyp.  I,  II  und  III  in  die  betreffenden  Axiome  ein- 
geschlossen hätten,  die  Geometrie  von  Anfang  an  in  absolutem  Sinn  behandeln. 

Ebenso  sieht  man,  dass  bei  der  in  Bem.  IV,  §  18  angedeuteten  Vorstellung  der  abso- 
luten Graden  die  Ax.  U,  b,  III,  IV  und  V  gelten  können. 

Sat0  I.  Jeder  Funkt  X  mt^s  in  einetn  der  etidlic/ien  Gebiete  in  der  Um-- 
gebung  des  Punktes  S  liegen. 

Denn  wählt  man  eine  durch  S  gehende  Grade  aus  und  der  Punkt  X  liegt 
ausserhalb  dieser  Graden,  so  bestimmt  er  mit  S  eine  Grade  (Ax.  II,  b  und 
Hyp.  ni). 

Soto  IL  Zwei  beliebige  Funkte  X  und  Y  gehören  einem  endlichen  Gebiet 
in  der  Umgebung  von  S  an. 

Denn   durch   X   und    Y  gehen    die    beiden   Graden    SX^   SY  und  wenn 

{SY)^{SX)  ist  (Def.  I,  II,  §  6)  so  braucht  man  nur  das  Segment  (SY)  zur 

Einheit  des  endlichen  Gebiets  zu  nehmen  (Bem.  ü,  §  21). 

Bem.  IL  Auf  dieselbe  Art  lässt  sich  nachweisen,  dass  die  Sätze  VI  nebst  Zusätzen 
Vn,  IX  und  X,  §  4  in  absolutem  Sinn  gelten.     Der  Satz  VIII ,  §  4  folgt  aus  Hyp.  II. 

Satjs  III  Wenn  zwei  Seiten  eines  Dreiecks  endlich  sind  und  die  dritte  un- 
endlich klein  ist,  so  sind  die  beiden  ersten  Seiten  in  Bezug  auf  jede  Einlieit 
gldcli  und  fallen  in  Bezug  auf  die  endliche  und  jede  unefullicli  grosse  Einheit  zu- 
sammen. 

ABC  seien  die  Ecken  des  Dreiecks,   (AC)   die  unendlich   kleine  Seite. 

1)  Siehe  Bem.  I,  §  19  und  Einl.  Bem.  IV,  §  92. 
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In  Bezug  auf  die  endliche  Einheit  fallen   A  und  C  zusammen,  weil  (AC)  im 
Vergleich   mit  jedem   endlichen  Segment   vernachlässigt  werden  kann   (Satz  V, 

§  19)- 

A  mid  Jy  aber  bestimmen  nur  eine  Grade,  sonst  wurden  die  drei  Punkte 
ABC  nicht  ein  Dreieck  bilden  (Def.  II,  §  0  und  Satz  VI,  §  4  und  Bern.  H) 
und  da  A  und  C  in  Bezug  auf  die  endliche  Einheit  zusammenfallen,  so  tauen 
in  Bezug  auf  dieselbe  Einheit  auch  die  Segmente  (Ali)  ujid  {AC)  zusammoi 
und  sind  daher  immer  bezüglich  dieser  Einheit  gleich. 

Dasselbe  gilt  um  so  mehr  für  jede  unendlich  grosse  Einheit  (Satz  V,  §  19). 
Für  jede  unendlich  kleine  Einheit  von  derselben  Ordnung  wie  {AC)  mit  Ä 
oder  C  als  Anfang  fallen  A  und  C  nicht  zusammen,  weil  {AC)  bezüglich 
dieser  Einheit  endlich  ist  (Bem.  I,  §  10  und  a,  §  8G).  Die  Segmeute  {AB) 
und  {BC)  sind  bezüglich  dieser  Einheit  unendlich  gross  imd  sind  daher  in 
Bezug  auf  sie  gleich  (Satz  I,  §  1!)  und  Satz  I,  §  J^). 

Das  nämliche  kami  man  in  Bezug  auf  eine  unendlich  kleine  Einheit  ron 
geringerer  Ordnung  als  {A  C)  behaupten  (siehe  Fig.  17  Seite  239). 

Zus.  I.  Ist  in  einem  Dreieck  eine  Srifr  emllieh  mul  eine  amlre  uncndlick 
(p'oss  von  der  n^^'  Ordnung,  so  ist  aueh  die  dritte  Seite  tinendlidtr  gross  von  der- 
sdhen  Ordnnn<j  und  die  beiden  letzten  Seiten  fallen  in  Ikmg  auf  jede  nnendlidk 
(/rosse  Einheit  znsnmmeii. 

Denn  es  sei  {AB)  unendlich  gross  von  der  n**'"  Ordimng  und  (AC)  end- 
lich d.  h.  {AC)  sei  in  Bezug  auf  {AB)  unendlich  klein  von  der  w*'"  Ordnung 
(Bem.  I,  §  11);  Einl.  Def.  lU,  §  80).  Alscknn  fallen  bezüglich  {AB)  als  Ein- 
heit die  Punkte  A  und  C  imd  die  Segmente  {AB)  und  {BC)  zusanuneu;  d.  h. 
{BC)  ist  bezüglich  {AB)  endlich  oder  l)ezüglich  {A(^f)  unendlich  gross  von 
der  w*^°  Ordnung  (Bem.  I,  §  19;  Einl.  a,  g  80). 

Oder  auch:  Wenn  {BC)  unendlich  gross  von  einer  höheren  oder  gerin- 
geren Onhiung  als  {AU)  wäre,  so  würde  dies  dem  Satz  I,  §  20  widersprechen. 

Nachdem  der  erste  Theil  des  Zus.  bewiesen,  ist  der  zweite  Theil  in  andrer 
(j estalt  der  Satz  III  selbst. 

Ztis.  IL    Ist   in   einem  Dreieck   eine  Seite  iineiuUirh  klein  und  eine  wndrt 
emilieh,  so  i^t  auch  die  dritte  Seite  endlieh. 
Dies  ist  eine  andre  Form  des  Zus.  I. 

Zus,  IIL  Wenn  eine  Seite  eines  Dreieeks  endlieh  ist  nml  die  beiden  andern 
uneiidlieh  gross,  so  fallen  diese  lefzfenm  in  Bezug  auf  eine  nneiullieh  grosse  Ein- 
heit zusammen. 

Die  beiden  unendlich  grossen  S(»iten  müssen  von  derselben  Ordnung,  d.  h. 
untereinander  endlich  sein  (Zus.  1).  Bezüglich  dieser  beiden  Seiten  ist  daher 
die  dritte  Seite  unendlich  klein  (Einl.  Def.  II,  §  82),  womit  der  Zusatz  be- 
wiesen ist. 

Bem.  IIL  Aus  Satz  III  folgt  jodoch  nicht,  dass,  wenn  (AC)  ein  endliches  Segment 
wie  die  Seiten  (AB)  und  iB(.')  ist,  dio  beiden  lt»tzieren  nicht  in  Bezug  auf  die  endliclie 
Einheit  zusanimenl allen  können;  es  würden  chxnn  die  drei  I*unkte  AB(-  bezüglich  dieser 
Einlieit  kein  Dreieck  bilden,  was  in  absolutem  Sinn  wohl  möglich  wSre. 
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Def.  Wir  sagen,  zwei  Grade,  welche  einen  Punkt  X  gemeinschaftlich 
haben,  lägen  sich  in  einem  endlichen  Gebiet  in  der  Umgebung  dieses  Punktes 
in  absolutem  Sinn  unendlicli  na]i€j  wemi  es  auf  den  beiden  Graden  in  endlichem 
Abstand  von  X  zwei  Punkte  gibt,  die  sich  in  Bezug  auf  jjüe  gegebene  Einheit 
unendlich  nahe  sind. 

Satz  IV.  Wenn  man  auf  zwei  Graden,  welche  einen  FunJct  Ä  gemeiiiscliaft- 
lieh  haben  utul  sieh  in  Bezug  auf  eifie  gejfehetie  Einheit  unendlich  nahe  liegen 
(und  mithin  zusammenfallen)  zwei  Punkte  j?'  und  C  in  e^ullieliem  Abstand  von 
A  jeden  ausserhalb  der  anderen  Graden  nimmt  und  wenn  die  Grade  B'  C  dann 
nicht  mit  der  einen  oder  andern  der  heulen  gegebenen  Graden  zusammenfällt,  so 
muss  {B'  C)  in  Bezwj  auf  die  gegebene  Einheit  unoidlich  Mein  sein. 

Wetin  die  Grade  B' C  mit  der  einen  oder  anderen  der  beiden  Graden  zu- 
sammenfällt, so  fallen  diese  Graden  selbst  in  Bezug  auf  die  gegebene  Einheit 
zusammen. 

^  Ein  Punkt  jeder  der  beiden  Graden  fällt  bezüglich  der  gegebenen  Ein- 

j  heit  mit  einem  Punkt  der  andern  Graden  zusammen  d.  h.  er  ist  diesem 
\  unendlich  nahe  (Def.  und  Satz  lU);  mithin  haben  die  Punkte  B'  und  C 
!  auf  den  beiden  Graden  jeder  auf  der  andern  Graden  und  bezüglich  in 
-^ft^  demselben  Abstand  von  A  die  ihnen  unendlich  nahe  liegenden  Punkte 
ll  B  und  C  (Satz  111).  Die  Punkte  BGB'  bestimmen  in  absolutem  Siim 
C^ß     ein  Dreieck,  weil  andernfalls   der  Punkt  B'  gegen  die  Voraussetzung 

i  '       auf  der  Graden  BC  läge. 
^^9'  «6.  Weim   {BG)   endlich   ist,   so  muss  es  auch  die  Seite  {CB')  sein, 

weil  sie  aiicht  unendlich  klein  (Satz  I,  §  20)  imd  auch  nicht  unendlich  gross 
(Zus.  U,  Satz  I,  §  20)  sein  kann.  Die  Grade  CB'  muss  daher  bezüglich  der 
Einheit  mit  den  beiden  Graden  zusammenfallen,  weil  in  dem  Dreiek  CB'B 
die  beiden  Seiten  (BC),  {CB')  endlich  und  {BB')  unendlichklein  ist  (Satz  111). 
Ebenso  muss,  wenn  man  voraussetzt,  dass  {OB')  endlich  ist,  die  Grade 
CB'  mit  den  beiden  Graden  bezüglich  der  endlichen  Einheit  zusammenfallen. 
Denn  die  beiden  gegebenen  Graden  sind  einander  unendlich  nahe  und  die 
Punkte  2?'  und  G  liegen  den  Punkten  B  und  C,  von  denen  jeder  auf  der 
andern  Graden  sich  befindet,  unendlich  nahe,  mithin  muss  (BC)  auf  der  ge- 
gebenen Graden  AG  endlich  sein,  weil  es  nicht  unendlich  klein  sein  kann,  da 
{B'C)  endlich  und  {BB')  unendlich  klein  ist  (Satz  I,  §  20)  und  auch  nicht 
unendlich  gross  (Zus.  U,  Satz  1,  §  20).  Alsdaim  aber  fäUt,  wie  oben  gezeigt 
worden  ist,  die  Grade  B'  C  mit  den  gegebenen  Graden  in  Bezug  auf  die  end- 
liche Einheit  zusanmien.  Ist  also  {B'C)  endlich,  so  fällt  die  Grade  B' G  mit 
den  gegebenen  Graden  zusammen. 

(B'C)  kann  nicht  unendlich  gross  sein,  weil  {BG)  höchstens  endlich  und 
(BB')  unendlich  klein  ist  (Zus.  II ,  Satz  I  oder  Satz  I,  §  20);  wenn  daher  vor- 
ausgesetzt wird,  die  Grade  B'C  falle  nicht  mit  den  gegebenen  Graden  zu- 
sammen, so  muss  das  Segment  (B'C)  unendlich  klein  sein;  denn  wäre  es 
endlich  (Einl.  f,  §  82),  so  würde  die  Grade  B'  G  ja  mit  den  beiden  gegebenen 
Graden  zusammenfallen. 
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Damit  ist  der  erste  Tlieil  des  Satzes  bewiesen. 

Wenn  nun  zwei  gegebene  Grade  Älß,  AC  derart  sind,  dass  die  Punkte 
B'  und  (!  die  Bedingung  des  Satzes  erfüllen  und  die  Grade  B'  C  mit  einer  der 
beiden  Graden  z.  B  mit  AC  zusammenfällt,  so  heisst  dies,  dass  der  Punkt  F 
einem  Punkt  von  AC  unendlich  nahe  liegt  (Def.  I  luid  Satz  JII)  und  mithin 
fallen  die  beiden  Graden  AB'  und  AC  in  Bezug  auf  die  gegebene  Einheit 
zusammen  (Satz  111)  (Fig.  2()). 

Z^iis.  L  Wenn  zwei  StrttJden,  mkhe  cinvn  Punkt  A  genieinscluifÜidi  luAen^ 
hrzi'ujUch  üintr  Einheit  ziisannnenfallen ,  so  fnlleyi  auch  die  (iegotistralUcn  £«- 
sammeti. 

Jeder  gegebene  Punkt  eines  Strahls  ist  ein  Punkt  der  Graden,  welche  ihn 
enthält  (Def.  1,  §  7)  und  mithin  fällt  jeder  Punkt  der  Graden  eines  Strahls 
mit  einem  Piuikt  der  Graden  des  andern  Strahls  zusammen  d.  h.  die  beiden 
Graden  haben  dieselben  Punkte  gemeinschaftlich  oder  fallen  zusammen  (Def.  I, 
§  2  und  Einl.  Def  V,  §  fü).  Ein  Stralil  hat  aber  nur  einen  entgegengesetzten 
Strahl  auf  der  Graden  (Def.  1,  §  7),  mithin  fallen  auch  die  beiden  den  zu- 
sammenfallenden entgegengesetzten  Strahlen  zusammen  (Def.  11 ,  §  7). 

Satz  V.  Wenn  fnan  auf  zwei  Graden,  wcMie  einen  Punkt  A  gemeinschafl-' 
lieh  haben  und  in  emetn  endlidicn  Gebiet  in  der  Untgehwny  von  A  und  in  Bejtug 
auf  die  Einheit  di^se.s  ^Gelmts  vrrsvhadcti  sind,  zwei  hdielnge  Punkti'  B  und  C 
in  endlichem  Abstand  vom  Punkt  A  annimmt^  so  bestimmen  diese  Punkte  em 
endliches  Segment  einer  von  den  gqfebene^i  Graden  verschiedeneti  Graden. 

Denn  {BC)  kann  nicht  unendlich  gross  (Zus.  1,  Satz  1,  §  20)  und  auch 
nicht  mjendlich  klein  sein,  weil  sonst  die  beiden  Graden  zusammenfielen  und 
nicht  bezüglich  der  Einheit  des  genannten  Gebiets  verschieden  wären  (Satz  HI). 
Die  Grade  BC  kann  auch  nicht  in  Bezug  auf  die  obige  Einlieit  mit  einer  der 
beiden  Graden  zusammenfallen,  w(;il  sonst  bei  dieser  Einheit  auch  die  beiden 
gegebeneu  Graden  zusammenfielen  (Satz  IV). 

§  23.  Bern.  I.  In  der  Bern.  I,  §  22  baben  wir  auf  die  Möglichkeit  hingewiesen,  daw 
die  durch  eiueu  Punkt  *S'  gehenden  Graden,  welche  bezüglich  der  der  wahrnehmbaren  Ein- 
heit entsprechenden  Grundeinheit  .s  verHchieden  sind  (Heni.  I,  §  21),  in  Bezug  auf  eine  un- 
endlich grosse  oder  unendlich  kleine  Einheit  zusaninienfaillen  können.  Alsdann  würde  der 
erste  Theil  des  Ax.  11 ,  b  in  dem  endlichen  Gebiet  in  der  Umgebung  von  S  in  Bezug  auf 
die  letzte  Einheit  nicht  gelt^en.  Wir  können  daher  eine  Hypothese  auswählen,  welche  den 
ersten  Theil  dieses  jVxioms  in  dem  Gebiet  jeder  Einheit  in  der  Umgebung  von  S  unver^ 
ändert  lilsst  und  zugleich  den  früheren  Hypothesen  d.  h.  auch  den  durch  diese  Hypothesen 
in  jedem  endlichen  Gebiet  um  den  Tunkt  S  gegebenen  Axiomen  nicht  widerspricht.  Du 
wir  gesehen  haben  (Bern.  1,  §  22),  dass  in  der  Umgebung  von  /S  in  einem  endlichen  Gebiet 
verschiedene  Grade  in  absolut'em  Sinn  nicht  in  jedem  unendlich  grossen  oder  unendlich 
kleinen  Gebiet  zusammeniallen  können,  so  kommt  man  bei  Berücksichtigung  der  obigen 
Bedingung  ganz  von  selbst  aui'  die  folgende  Hypothese: 

Hyp,  IV.  Zwei  beliebige  in  einem  endlichen  Gebiet  in  der  Umgebiug 
eines  Punktes  S  verschiedene  und  durch  S  gehende  Graden  sind  auch  in 
jedem  unendlich  grossen  oder  unendlich  kleinen  Gebiet  in  Bezug  auf  die 
Einheit  dieser  Gebiete  verschieden. 

Bern.  IL  Wir  setzen  voraus,  das  endliche  Gebiet  in  der  Umgebung  von  S  sei  das- 
jenige der  Grundeinheit  «,  füi*  welche  der  erste  Theil  des  Ax.  II,  b  gilt  (Bern.  1,  f  tiy 
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Die  Hyp.  IV  widerspricht  den  Hyp.  I  und  II  nicht,  weil  die  erstere  die  Grade  an  sich  be- 
trachtet und  die  zweite  durch  unsre  Hypothese  bestätigt  wird,  da  aus  II  gerade  die  Eigen- 
schaft der  Hyp*  IV  in  absolutem  Sinn  hervorgeht  (Bern.  I,  §  22).  Sic  widerspricht  der 
Hyp.  HI  in  Bezug  auf  Ax.  H,  b  nicht,  da  sie  im  Gegentheil  darthut,  dass  dieses  Axiom 
in  jedem  Gebiet  in  der  Umgebung  von  S  und,  wie  wir  sehen  werden,  auch  in  der  Um- 
gebung eines  jeden  andern  Punktes  in  Bezug  auf  eine  beliebige  Einheit  (Satz  ü,  §  31) 
gilt.  Sie  widerspricht  schliesslich  d^r  Hyp.  UI  auch  nicht  in  Bezug  auf  die  Ax.  lU,  IV 
und  V,  da  diese  vielmehr  mittelst  Hyp.  'IV  auch  auf  die  unendlich  grossen  und  unendlich 
kleinen  Gebiete  angewendet  werden  können.  Bei  der  Vorstellungs weise  in  Bern.  IV,  §  18 
und  am  Schluss  der  Bem.  I,  §  22  gilt  Hyp.  IV. 

Satz  L  Das  endliche  Gebiet  in  der  Umgebung  efnes  Punktes  A  in  Bezug 
auf  eine  Einlieit  ist  das  etidlidie  Gebiet  in  der  Umgebung  eines  beliebigen  andern 
Punktes  B  des  ersteren  Gebiets  und  in  Bezug  auf  dieselbe  Einheit.^) 

Man  braucht  nur  zu  beweisen,  dass  die  in  endlichem  Abstand  von  A  be- 
findlichen Punkte,  wenn  sie  nicht  in  Bezug  auf  die  gegebene  Einheit  ziisammen- 
fallen,  in  endlicher  Entfernung  von  einander  sind.  B  und  C  mögen  zwei  solcher 
Punkte  sein.  Sind  sie  mit  A  in  grader  Linie,  so  ist  der  Abstand  {liC)  end- 
lich, weil  die  DiflFerenz  {BC)  zwischen  den  beiden  endlichen  Segmenten  {AB) 
und  (BC)y  wenn  B  und  C  nicht  zusammenfallen,  endlich  ist  (Einl.  li,  §  85). 
Liegen  B  und  C  nicht  mit  A  in  grader  Linie,  so  bestimmt  jeder  der  beiden 
Punkte  mit  A  und  beide  unter  sich  eine  Grade  (Zus.  I,  Satz  VI,  §  4  und 
Bem.  II,  §  22),  und  die  drei  Punkte  bilden  mithin  ein  Dreieck  (Def.  II,  §  0). 
Da  aber  {AB)  und  {AC)  endlich*  sind,  so  kann  (BC)  nicht  unendlich  gross 
sein  (Zus.  I,  Satz  I,  §  19). 

Der  Satz  würde  auch  dann  gelten,  wenn  die  durch  A  gehenden  Graden 
bezüglich  der  Einheit  des  obigen  Gebiets  zusammenfielen  (was,  wie  wir  später 
sehen  werden,  nicht  der  FaU  ist). 

Zus.  L  Wenn  die  Grade  geschlossen  ist  und  tnan  die  ganze  Grade  oder 
einen  endlichen  Tlieil  derselben  zur  Masseinlieit  nimmt,  dann  ist  das  endliche  Ge- 
biet ein  endliches  Gdyiet  für  jeden  gegebenen  Punkt 

Denn  jeder  Punkt  (des  allgemeinen  Raums)  ist  ein  Punkt  wenigstens  einer 
Graden,  die  durch  einen  gegebenen  Punkt  A  geht  (Bem.  11,  §  22  und  Satz  X,  §  4). 
Satz  IL  Das  im  Unendlicligrossen  von  beliebiger  Ordnung  in  der  Um- 
gäiung  eines  Punktes  A  liegende  Gebiet  liegt  für  jeden  beliebigen  Punkt  des  end- 
lichen Gebiets  des  gegebetien  Punktes  im  Unendlichgrossen  derselben  Ordnung, 

Denn  wenn  sich  der  Punkt  C  in  unendlich  grossem  Abstand  von  der  Ord- 
nung n  von  A  befindet,  so  ist,  weil  {AB)  endlich  ist,  {BC)  unendlich  gross 
von  derselben  Ordnung  (Zus.  I,  Satz  lU,  §  22). 

D^f  L  Wenn  wir  von  der  Einheit  des  endlichen  Gebiets  sprechen,  so 
wollen  wir  die  Einheit  auf  jeder  Graden  von  einem  Punkt  des  endlichen  Ge- 
biets selbst  als  Grundanfang  an  in  Betracht  gezogen   wissen;   im  andern  Fall 


1)  Bleibt  mau  in  dem  endlichen  Gebiet,  so  muss  man,  wie  schon  gesagt,  das  Axiom  des 
Archimedes  von  Anfang  an  für  die  gradlinigen  Segmente  gelten  lassen  (Anm.  IV).  Hier 
sehen  wir,  dass  es  eigentlich  ausreicht,  seine  Gültigkeit  für  die  einen  Punkt  A  enthal- 
tenden Graden  anzunehmen;  man  kann  dann  nachweisen,  dass  es  auch  für  die  durch  einen 
andern  beliebigen  Punkt  B  des  endlichen  Gebiets  gehenden  Graden  gilt,  indem  man  die 
Betrachtung  über  das  Unendlichgrosse  und  Unendlichkleine  zu  Hülfe  nimmt. 
Veronete,  Qeomatrie.  18 
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t(el)raucli(5n  wir  doii  Ausdruck  eudlkhr  Ehihrit    Ist  keine  Zweideutigkeit  möglich, 

so  vtirwecliseln  wir  iiueli  die  beiden  Ausdrücke  miteinander. 

• 

Bern.  111.  We^m  wir  in  Zukunft  rati  dem  endlichen  Gebiet  oder  den  endlichen  Gebidin 
s]^frhen,  so  meinen  icir  damit  immer  diejenigen  des  Ptniktes  S  oder  eines  andern  Punktes  de^ 
endlichen  Gebiets  von  S  (Satz  I)  in  Bezug  auf  eine  beliebige  gegebetie  Einheit^  es  sei  deiuk, 
vir  bezöiien  uns  auf  die  Gebiete  in  der  Umgebung  verschiedener  Funkte, 

lies.  Im  Allgemeinen  bezeichneir  wir  die  Punkte  des  endlichen  Gebiets 
mit  einfaclien  grossen  und  die  Graden,  welche  Punkte  in  dem  endlichen  Gebiet 
haben,  mit  kloinen  Buchstaben.  Die  Punkte,  welche  im  Unendlichgrossen  Ton 
der  Ordnung  n  liegen  (Bem.  I,  §  19),  bezeichnen  wir  mit  Buchstaben,  denen 
wir  das  Symbol  oo,*»  beifügen.  Dasselbe  gilt  liir  die  Graden.  In  der  Folge 
werden  wir  jedoch  nur  das  Symbol  oo  anzuwenden  haben,  mit  welchem  wir  auch 
einen  beliebigen  in  Bezug  auf  eine  Grundeinheit  im  Unendlichgrosseu  liegenden 
l\Hikt  bezeichnen  werden. 

Jkf.  IL  Eine  Grade,  welche  Punkte  im  endliehen  Gebiet  hat,  heisst  auch 
Grade  des  endliehen  Gebiets. 

Satz  III.  Wain  die  Grude  gesehlossen  ist  und  das  endliehe  Gebiet  besiekt 
sieh  auf  eiyie  unendlieh  kleine  Einheit  erster  Ordnung  in  Bezug  auf  di^.  gcum 
Grade,  so  hat  jede  dureh  einen  Vunkt  des  endliehen  Gebiets  gehetidc  Grade  nwr 
einen  Grenzpunkt  int   Unendlirhgrosscn. 

Dies  folgt  unmittelbar  aus  den  Sätzen.  1,  II  und  Satz  111,  §  19. 

Satz  IV.  Das  Ax.  II,  b  gilt  für  jexlen  heliebigeti  Punkt  X  in  Bezug  auf 
die  .Einheit  (SX)  und  die  in  Bezug  auf  (SX)  utiendlieh  grossen  Einiieiten. 

Ist  ein  Punkt  X  gegeben,  so  gehiirt  derselbe  dem  endlichen  Gebiet  um  S 
nnt  der  Einheit  (SX)  an  (Satz  1,  §  "22)  und  dieses  Gebiet  ist  auch  das  endliche 
Gebiet  von  X  bezüglich  derselben  Einheit  (Satz  \).  Ist  {SC)  ein  endliches 
Segment  in  diesem  Gebiet  in  einer  (Jraden,  welche  X  nicht  enthält,  und  liegen 
die  Graden  SC  und  SX  sicli  nicht  unendlich  nahe  (Def.  §  22  und  Hyp.  IV) 
d.  h.  ist  X  nicht  einem  Punkt  der  Graden  SC  unendlich  nahe  (Satz  V,  §  22), 
so  sind  {SC),  (Xr),  \ßX)  endlich  (Satz  V,  §  22);  mithin  sind  die  Graden  XS, 
X6'  in  Bezug  auf  dieselbe  Einheit  verschieden  (Satz  IV,  §  22)  und  folglich  gilt 
in  dem  obigen  Gebiet  um  X  das  Ax.  11,  b  in  Bezug  auf  die  Einlieit  {SX). 

Jedes  imendlich  grosse  Gebiet  einer  gegebenen  Ordimng  n  von  A  in  Bezug 
auf  die  obige  Einheit  ist  auch  für  X  das  unendlich  grosse  Gebiet  derselben 
Ordnung  (Satz  11^.  Betrachtet  man  nun  dies(»s  Gebiet  als  endlich  in  Bezug 
auf  die  entsprechende  unendlich  grosse  Einheit  von  der  Ordnung  n,  so  gilt 
auch  für  dieses  der  vorige  BewcMS. 

Was  den  zweiten  Tlieil  des  Ax.  II,  b  anlangt,  sci^  l)eachte  man,  dass  jeder 

Punkt  Ä  mit  einem   l)eliebigen  Punkt  B  einer  Graden,  welche  A  nicht  enthalt^ 

in  absolutem  Sinn  eine  Grade  bestimmt  (Hyp.  III)   und  dass  diese  Eigenschaft 

um  so  mehr  fiir  die  Einheit  (AB)  gilt.  • 

Bern.  IV.  Aue?  »Satz  IV  j^eht  hervor,  dass  sowohl  «his  oiwUR-ho  (u'biet  um  X  in  Bemg 
auf  die  Kinheit  {SX •.,  als  dio«  imendlich  gn>ss«'ii  (Md»i«'i«'  in  i^czug  auf  ihro  eutsprei^henden 
Einheiten  sich  nicht  auf  eine  einzige  <irade  reducircn  iBcin.  I,  §  -2*2);  denn  nach  dem  Beweis 
des  Satzes  IV  käme   tliese  Eigenschaft  auch   dem  end liehen  Gebiet  der  Einheit  (SX)  oder 
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den  unendlich  grossen  Gehieten  um  S  zu,  was  widersinnig  ist  (Hyp.  III  und  Bew.  I,  §  21). 
Wir  wissen  jedoch  noch  nicht,  ob  das  Ax.  II,  b  auch  in  den  unendlich  kleinen  Gebieten 
um  X  und  bezüglich  der  Grundeinheit  (SX)  gilt  und  femer  ob  die  Hyp.  IV  bedingungslos 
für  jedes  Paar  durch  den  Punkt  X  gehender  Graden  in  Bezug  auf  die  Einheit  {SX)  -und 
die  unendlich  grossen  Einheiten  gilt.  ^)  So  lange  wir  aber  diese  Eigenschaft  noch  nicht  nach- 
gewiesen haben,  beziehen  wir  uns  immer,  wenn  wir  ohne  Weiteres  von  den  unendlich  kleineti 
Gebieten  sprechen,  auf  diejenigen  des  Punktes  S,  welcher  nuch  Hyp.  IV  twch  ein  vor  den 
übrigen  Punkten  ausgezeichneter  Punkt  ist. 

Satz  V.  Bestimmen  zwei  beliebige  •  Punkte  B  und  C  eine  Grade  nicht  in 
nbsolutetn  Sinn,  so  bestimmen  sie  dieselbe  aueh  nicht  in  dem  auf  die  Einheit  {BC) 
bemglichen  Sinn. 

Wir  wollen  in  einer  durch  den  Punkt  S  gehenden  Graden  ein  Segment 
{SC)  zz-  {BC)  betrachten.  Welches  auch  die  Einheit  \S(y)  sein  mag,  es  gibt 
in  dem  Gebiet  dieser  Einheit  um  S  und  in  Bezug  auf  dieselbe  verschiedene 
durch  S  gehende  Graden  (Bern.  I,  §  21  und  Hyp.  IV),  die  in  absolutem  Sinn 
um  so  mehr  verschieden  sind  (Einl.  Def.  III  u.  V,  §  57).  Diese  Graden  gehen 
mithin  durch  C  (Bem.  11,  §  22  und  Satz  VI,  §  4).  Folglich  bestimmen  S  und 
C  die  Grade  in  Bezug  auf  die  Einheit  {SC/)  nicht  (Bem.  I,  §  4)  und  mithin 
auch  B  und  C  bezüglich  der  Einheit  {BC)  nicht  (Bem.  II,  §  22;  Satz  VII,  §  4; 
Hyp.  m  und  Satz  I,  §  8).  • 

Satz  VI.  Zwei  beliebige  verschiedene  Punkte,  die  der  offenen  Graden  oder 
einem  in  Bezug  mif  die  ganze  Grade  als  Eitdieit  unendlidi  kleinen  Gebiet  der 
geschlossenen  Graden  angehören,  bestimmen  die  Grade' in  absolutem  Sinn. 

Nur  zwei  in  absdutetn  Sinn  entgegengesetzte  Punkte  der  gesclüossenen  Graden 
können  die  Grade  nidit  bestimmeti. 

Sind  X  und  Y  die  beiden  gegebenen  Punkte,  so  gehören  sie  einem  end- 
lichen Gebiet  des  Punktes  S  an  (Satz  U,  §  22).  Bestimmten  sie  die  Grade 
nicht  in  absolutem  Sinn,  so  würden  sie  dieselbe  auch  nicht  in  Bezug  auf  die 
Einheit  (XiT)  bestimmen  (Satz  V),  was  widersinnig  ist  (Satz  I  u.  H,  §  14). 

Bezüglich  der  Einheit  von  derselben  Art  wie  die  ganze  Grade  (Einl.  Def.  I, 
§  94)  wissen  wir,  dass  zwei  entgegengesetzte  Punkte  die  Grade  nicht  bestimmen 
können  (Satz  H,  §  14).  Wemi  zwei  Punkte  die  Grade  in  absolutem  Sinn  nicht 
bestimmen,  so  können  sie  den  unendlich  kleinen  Gebieten  der  Punkte  A  und 
Bj  welche  le^tztere  in  Bezug  auf  die  obige  Einheit  nicht  entgegengesetzt  sind, 
nicht  angehören,  weil  durch  diese  Punkte  auch  in  Bezug  auf  diese  Einheit 
mehrere  verschiedene  Grade  gehen  "würden  (Satz  IV  u.  V).  Wenn  daher  Äwei 
Punkte  in  absolutem  Sinn  die  Grade  nicht  bestimmen,  so  müssen  sie  in  den 
unendlich  kleinen  Gebieten  Von  A  und  A'  liegen,  wenn  A'  entgegengesetzt  zu 
A  ist.  Nehmen  wir  nämlich  an,  es  gebe  in  einem  imendlich  kleinen  Gebiet 
der  Ordnung  n  um  den  Punkt  A'  auf  der  Graden  einen  Punkt  A",  der  von 
A'  verschieden  ist  und  mit  A  eine  Grade  nicht  bestimmt.  Betrachten  wir  das 
Segment  {A'' A'")  "_.  {AA")  in  der  Richtung  AA" A'  (Einl.  d,  §  (U).  Der 
Punkt  A"'  gehört  dem  unendlich  kleinen  Gebiet  derselben  Ordnung  um  A  an, 
weil  {AA')j  {AA")  nur  um  ein  Unendlichkleines^  der  Ordnung  n  differiren  und 


1)  Siehe  Satz  n,  §  31. 

^    18' 
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die  Differenz  der  doppelten  Segmente  ein  Unendlichkleines  von  derselben  Ord- 
nung ist,  da  sie  das  Doppelte  der  ursprünglichen  Differenz  ist  (EinL  d,  §  104 
und  i,  §  82  und  b',  §  8G).  A  und  A"'  müssten  aber  die  Grade  nicht  bestimmen 
(Satz  VT,  §  4  und  Bern.  II,  §  22).  Dies  ist  nach  dem,  was  früher  bewiesen 
wurde,  widersinnig. 

Sat£!  VIL  Verschiedene  im  UtwmJliehfrossen  einer  Graden  des  endUdm 
Gehiets  lie(/ende  Pmikfe  geben  mit  dem  Punkt  S  in  Bezug  auf  die  endliche  Em- 
heit  zusammenfallende  Grade,  vcyrausyesetzt  dass  diese  Graden  im  Faü  der  ge^ 
schlossenen    Graden    die   gegebene    G^-ade    nieht   in    einem    im    endliclien    GdM 

m 

liegenden  Punkte  treffen, 

_      *      2^^  A  Z^  sei   die  gegebene  Grade  und   der  Punkt  S 
'  """"   liege    ausserhalb    derselben.     Die    im    Unendlichgroasen 

in  Beziehung  auf  die  Einheit   (SÄ)  liegenden   in  abso- 
lutem   Sinn    verschiedenen    Punkte    liefern    verschiedene 
*»B-27.  Grade,  weil,  wemi  sie  zusammenfielen,  die  beiden  Punkte 

Z^  und  Z',,  (Bez.  I)  die  Grade  nicht  bestimmen  würden.  Dies  ist  aber  unmöglich, 
wenn ,  die  Grade  offen  ist;  ist  die  Grade  dagegen  gesclilossen,  so  mflssten  es 
entgegengesetzte  Punkte  sein  (Satz  VI)  und  mithin  bestimmen  zwei  andre  im 
Unendlichgrossen  liegende  nicht  entgegengesetzte  Punkte  mit  S  die  Grade. 

Nehmen  wir  nun  an,  die  beiden  Punkte  Zj, ,  Z'^  lieferten  in  dem  endliehoi  . 
Gebiet  um  S  zwei  verschiedene  Grade.  Betrachtet  mam  alsdann  das  Gebiet  um 
S  in  Bezug  auf  die  Einheit  {SZ^_),  so  muss  die  Grade  Z'^A  bezüglich  dieser 
Einheit  mit  der  Graden  Z'^S  (Satz  UI,  §  22)  und  mithin  auch  mit  der  Graden 
Zj,  S  zusammenfallen  (Satz  IV,  §  22).  In  Bezug  auf  die  unendlich  grosse  Einheit 
müssen  also  die  beiden  Graden  SZ'j,^  SZj.  zusammenfallen,  während  sie  nach 
der  Voraussetzung  verschieden  sein  müssten  (Hyp.  IV);  die  Annahme^  SZ„ 
SZ'j,   seien  verschieden,  ist  mithin  widersiimig. 

Wenn  einer  der  Punkte  z.  B.  Z^^  im  Unendlichgrossen  von  der  Ordnung  fi 
liegt  und  Z'^  im  Unendlichgrossen  von  der  Ordnung  m  (Bern.  I,  §  19),  so 
fallen  die  Graden  iSZ^;  SZ'^_.  in  Bezug  auf  die  unendlich  grosse  Einheit  erster 
Ordnung  mit  der  Graden  AZ^,  zusammen  und  aus  demselben  Grund  können 
mithm  SZj,  und  SZ'^  in  Bezug  auf  die  Einheit  des  endlichen  Gebiets  um  S, 
welches  auch  dasjenige  um  A  in  Bezug  auf  die  Einheit  {A8)  ist  (Satz  I,  §  23)^ 
nicht  verschieden  sein  (Fig.  27). 

Die  Bedingung,  die  durch  S  und  einen  im  Unendlichgrossen  der  Graden 
AZ^  liegenden  Punkt  gehende  Grade  dürfe  im  Fall  der  gesclJossenen  Graden 
die  Grade  AZj^^  nicht  in  einem  ande.rn  Punkt  des  endlichen  Gebiets  z.  B.  in 
A  treffen,  was  noch  möglich  ist  (Sjitz  II,  §  14;  Satz  VI,  §  23),  ist  gestellt 
worden,  weil  alsdann  die  Punkte  ASZ ^  nicht  läjiger  ein  Dreieck  bilden  würden 
u]id  man  dami  im  Allgemeinen  nicht  länger  behaupten  kann,  die  Graden  AS 
und  AZj,  fielen  in  Bezug  auf  die  unendlich  grosse  Einheit  zusammen;  denn. 
sonst  würden  alle  durch  A  gehenden  Graden  in  Bezug  auf  die  unendlich  grosse 
Einheit  zusammenfallen,  was   ausgeschlossen  ist  (Satz  IV  und  Bern.  IV^  §  23). 
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Zus.  Die  durch  zwei  Punkte,  wdclie  im  UtiendlicJiffrosseii  zweier  verschiedenen 
durdi  S  gehenden  Graden  des  endlidten  Gebiets  liegen,  bestimmte  Grade  liegt  ganz 
im  Unendliehgrossen. 

Denn  wäre  es  eine  Grade  des  endlichen  Gebiets  (Def.  I),  so  würde  sie  in 
Bezug  auf  die  unendlich  grosse  Einheit  mit  den  beiden  gegebenen  Graden 
zusammenfallen  (Satz  IQ,  IV,  §  22);  diese  beiden  Graden  würden  mithin  in  Bezug 
auf  die  unendlich  grosse  Einheit  zusammenfallen  imd  könnten  der  Hyp.  IV  zu- 
wider nicht  verschieden  sein. 

Bern.  V.  Falls  bei  der  geschlossenen  Graden»  die  Einheit  des  endlichen  Gebiets  in 
Bezug  auf  die  ganze  Grade  unendlich  klein  yon  der  ersten  Ordnung  ist,  so  hat  jede  Grade 
des  endlichen  Grebiets  nur  einen  einzigen  Grenzpnnkt  im  Unendlichgrossen  (Satz  ÜT)  und 
d&  zwei  verschiedene  Grenzpunkte  durch  verschiedene  durch  S  gehende  Grade  gegeben 
sind,  so  fällt  eine  Grade,  welche  zwei  im  unendlichgrossen  liegend!  Grenzpunkte  verbindet 
(d.  h.  in  absolutem  Sinn  eine"  Grade,  welche  zwei  im  Unendlichgrossen  liegende  Punkte 
der  beiden  verschiedenen  Graden,  welche  diese  Punkte  zu  Grenzpunkten  haben,  verbindet), 
in  das  ünendlichgrosse.  * 

12. 

firade,  welche  einen  Punkt  des  endlichen  Gebiets  mit  Punkten  verbinden, 

die  im  Unendlichgrossen  liegen. ^^) 

§  24.  Satz  L  Ist  eine  beliebige  Grade  AZ^  des  endlichen  Gebiets  gegeben^ 
so  fallen  die  Graden,  welche  den  ausserhalb  derselben  gelegenen  Punkt  8  mit  den 
im  Unendlidhgrossen  liegenden  Punkten  der  gegebenen  Graden  in  einer  gegebenen 
JRichtung  verbinden^  in  Bezug  auf  die  Einheit  des  endlichen  Gebiets  miteinander, 
in  Bezug  aber  auf  eine  unendlich  grosse  Einheit  irgend  einer  Ordnung  mit  der 
Graden  AZj,  seRfst  zusammen;  immer  vorausgesetzt,  dass  im  Fall  der  geschlossenen 
Graden  die  durch  S  gellenden  Graden  die  Grade  AZ^  nicht  in  einem  andern 
Punkt  des  endlichen  Gebiets  treffen. 

Denn  die  Graden,  welche  den  Punkt  S  (Def  I,  §  21;  Bem.  m  u.  IV,  §  23) 
mit  den  im  Unendlichgrossen  der  Graden  AZ^  bezüglich  der  Einheit  (ßA) 
liegenden  Punkten  verbinden,  fallen  in  eine  einzige  Grade  (Satz  VII,  §  23) 
aber  nicht  mit  der  Graden  AZ^  zusammen;  die  Graden  AZ<^  und  SZ^^,  sind 
vielmehr  verschieden,  weil  der  Punkt  S  ausserhalb  der  Graden  AZj,  liegt 
(Fig.  27). 

In  Bezug  auf  eine  unendlich  grosse  Einheit  z.  B.  erster  Ordnung  und  mithin 
auch  höherer  Ordnimg  (Einl.  Def.  11,  §  8G)  ist  (AS)  unendlich  klein  und  mithin 
fallen  alle  Graden,  welche  durch  8  und  die  im  Unendlichgrossen  auf  der  Graden 
AZ^  von  ^  an  in  der  betrachteten  Richtung  liegenden  Punkte  gehen,  in  Bezug 
auf  die  neue  Einheit  mit  der  Graden  AZ^  zusammen  (Satz  HI,  §  22). 

Satz  IL  Wenn  zwei  Strahlen,  welche  den  Punkt  S  getneinschafüich  haben, 
in  Bezug  auf  die  Einheit  des  endlichen  Gebiets  zusammenfallen  und  man  wäJdt 
auf  ihnen  zwei  in  unendlich  grosser  Entferrtung  erster  Ordnung  von  8  liegende 
Punkte  B^  und  C^  und  wenn  dann  die  Grade  B^  C^  eine  von  der  Graden  der 


^^  Dieser  Abschnitt  ist  wegzulassen. 
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heidm  zusmmmnfaUeiulen  Strahlen  verschiedene  Grade  r  des  endlidien  Gd>iets  ist, 
so  li^en  die  Punkte  B^  und  Cj,  von  einem  beliebigen  Punkt  A  des  en^idioi 
Gebiets  an  auf  der  Graden  r  in  derselben  Bichtung. 

Denn  wenn  B^,  und  C^  von  A  aus  in  entgegengesetzter  Richtung  lägen, 
so  würden,  da  die  Graden  der  Strahlen  SB^,,  SC:,.  (Def-  I;  §  7)  bezüglich  der 
Einheit  des  endlichen  Gebiets  zusammenfallen  (Satz  VH,  §  23),  jB»,  C^  Ton 
S  aus  in  entgegengesetzten  Richtungen  liegen  und  mithin  waren  die  beiden 
Strahlen  entgegengesetzt  und  fielen  nicht  zusammen  (Def.  II,  §  7). 

Satz  IIL  Wenn  die  Stralden  SZ,,  SZ\^  den  Punkt  S  mit  den  im  Un- 
endlichgrossen  erster  oder  im  Fall  der  offenen  Graden  beliebiger  Ordnung  liegendm 
Punkten  einer  »Graden  Zj,AZ'y,  verbitiden  mid  nian  betrachtet  auf  den  zu  8Z^ 
und  SZ'j,  entgegengesetzten  Strahlen  die  beiden  Punkte  C  und  D,  die  si6h  w 
endlicher  Entfernung  voti  S  befinden,  so  ist  das  Seg^nent  (CD)  unendlidi  Um 
oder  die  beiden  Graden  SZj,,  SZ'j,  fallen  in  Bezug  auf  die  EinfhcU  des  endX^idm 
Gebiets  aber  nicht  in  absolutem  Sinn  zusammen. 

Bei  der  geschlossenen  Graden  gilt  dies  für  eine^bezüglkh  der  ganzen  Graden 
unendlich  klei^ie  Einheit  zweiter  oder  höherer  Ordnutig,  Bei  einer  in  Bezug  auf 
die  ganze  Grade  unendlich  kleinen  Einheit  erster  Ordnung  fallen  die  Graden 
SZ^,  SZ':^  zusammen  und  können  in  absolutem  Sinn  zusammenfallen y  wenn  es 
ausgeschlossen  ist,  dass  die  Graden  SZ^,  SZ'j,  die  Grade  AZ'^,  in  einem  PutJd 
des  endlichen  Gebiets  treffen. 

Bei  der  offenen  Graden  kann  {CD)  nicht  unendlich  gross  sein  (Satz  I, 
§  20),  sondern  muss  wenigstens  unendlich  klein  sein,  weil  die  beiden  Graden 
SZj,y  SZ'j,  in  Bezug  auf  die  gegebene  Einheit  zusamnjenfallen  (Satz  VII,  §  23). 
Sie  können  nicht  in  absolutem  Sinn  zusammenfallen,  weil  sonst  die  Punkte  Z*. 
und  Z^  die  Grade  nicht  bestimmen  würden,  was  widersimiig  ist  (Satz  VI,  §  23). 

Dies  gilt  auch  in  den  angegebenen  Fällen  für  die  geschlossene  Grade.  Ist 
die  Einheit  unendlich  klein  von  der  ersten  Ordnung,  so  können  die  Punkte 
Zj,,  Z'^j  wenn  sie  entgegengesetzt  sind,  die  Grade  nicht  bestimmen  (Sab  II, 
§  14  und  Satz  VI,  §  23);  in  diesem  Fall  kömien  die  Graden  SZ^,  SZ'^  b 
absolutem  Sinn  zusammenfallen. 

§  25.  Satz  L  Bestimmt  ein  im  Unendlichgrossen  liegender  Punkt  X^  mit 
einefn  Punkt  A  des  endlichen  Gebiets  die  Grade,  so  bestimmt  er  mit  jedem  ausser- 
Jialb  der  Graden  AX,  liegenden  Punkt  B  dieses  Gebiets  eine  Grade. 

Denn,  wenn  B  uud  X,  eine  Grade  nicht  bestimmten,  so  müsste  die  Grade 
AB  auch  durch  X,  gehen  (Satz  VI,  §  4  und  Bem.  II,  §  22)  und  mithin  ginge 
entweder  durch  A  nur  eine  einzige  Grade  oder  B  müsste  auf  der  Graden  AX^ 
liegen,  was  gegen  die  Voraussetzung  ist. 

Satz  IL  Ist  die  Grade  geschlossen  und  bestimmeti  zwei  entgegengesetzte 
Punkte  in  ihr  eine  Grade  nicht,  ist  ferner  die  Einlieit  des  eftdlidien  Gebiets 
in  Bezug  auf  die  ganze  (irade  unendlich  klein  von  der  ersten  Ordnung  und  ist 
alsdann  eine  Grade  AB  gegeben,  so  gibt  es  mehrere  Punkte  im  UnendlichffrasseH 
in  beiden  Biehtnngen  von  AB,  welche  mit  jedem  Punkt  des  emllidken  Gebiets  die 
Grade  bestimmen. 


§§  26.  26]    Grade,  welche  einen  Punkt  u.  s:  w.  verbinden.  -—  Parallele  Strahlen  ii.  (iradeu.    279 

Wir  haben  schon  gesehen,  dass  zwei  entgegengesetzte  Punkte  die  ge- 
schlossene Grade  nicht  bestimmen  können  (Satz  II,  §  14  und  Satz  VI,  §  23). 
•  Soll  nun  ein  Punkt  X^  mit  jedem  Punkt  des  endlichen  Gebiets  um  den  Punkt 
A  im  Fall  der  geschlossenen  Graden  und  einer  in  Bezug  auf  die  ganze  Grade 
unendlich  kleinen  Einheit  erster  Ordnung  eine  Grade  bestimmen,  so  muss  man 
diesen  Punkt  X^,  ausserhalb  des  in  Bezug  auf  dieselbe  Einheit  endlichen  Ge- 
biets um  den  zu  A  entgegengesetzten  Punkt  A'  auswählen,  weil  es  sonst  auf 
der  Graden  AX^  in  dem  endlichen  Gebiet  um  A  einen  Punkt  X'  derart  gäl)e, 
dass  X'X,,  der  Hälfte  der  Graden  gleich  käme  d.  h.  X'  und  X^^  entgegen- 
gesetzte Punkte  wären  (Satz  VI,  §  2i\). 

Ud)ereink,  L  Solange  wir  uns  noch  nicht  über  das  System  schlüssig  ge- 
macht haben,  in  welchem  zwei  entgegengesetzte  Punkte  die  geschlossene  Grade 
bestimmen,  setzen  wir  fest,  dass  wir  unter  einem  im  Unendlichgrossen  liegenden 
Punkt,  wenn  die  Einheit  in  Bezug  auf  die  ganze  Grade  unendlich  klein  von 
der  ersten  Ordnung  ist,  immer  einen  keinem  Punkt  des  endlichen  ßrebiets  ent- 
gegengesetzten Punkt  verstellen. 

Sat^  III.  Ein  im  Unendlirhffrossen  liegender  Funkt  bestimmt  mit  einem 
Putikt  des  etidliehen  Gebiets  eine  Grade  und  eine  Riehtiing  oder  eine)i  Strald 
dieser  Graden  (Uebereink.  I). 

Dieser  Satz  gilt  offenbar,  wenn  die  Grade  offen  ist  oder  wenn  die  Einheit 
des  endlichen  Gebiets  im  Fall  der  gesclilossenen  Graden  unendlich  klein  von 
einer  höheren  Ordnung  als  der  ersten  in  Bezug  auf  die  ganze  Grade  ist,  immer 
vorausgesetzt,  dass  man  unter  Punkten  im  Unendlichgrossen  bezüglich  einer 
Einheit  die  in  dem  unendlich  grossen  Gebiet  erster  Ordnung  in  Bezug  auf 
diese  Einheit  liegenden  Punkte  versteht  (Einl.  Bem.  IV,  §  86). 

In  der  That  bestimmen  die  Punkte  z.  B.  A  und  X^,  falls  die  Grade  offen 
ist,  stets  und  falls  sie  geschlossen  ist,  auch  dann  ein  Segment,  wenn  die  Einheit 
imendlich  klein  von  der  ersten  Ordnung  ist  (Uebereink.  I);  mithin  bestimmt 
der  Punkt  X^   in  dem  Segment  (AX^^  die  Richtung  der  Graden  von  A  aus. 

13. 

Parallele  Strahlen  und  Graden. 

§  2().  pef.  I  Ein  Strahl  des  endlichen  Gebiets  (Bem.  III,  §  23;  Def.  I, 
§  7  und  Def.  II,  §  23)  heisst  einem  andern  Strahl  dieses  Gebiets  parallel,  wenn 
ein  im  Unendlichgrossen  erster  Ordnung  liegender  Punkt  des  zweiten  Strahles 
auf  dem  ersten  liegt,  vorausgesetzt  jedoch  dass  der  ini  Unendlichgrossen  liegende 
Punkt  mit  jedem  Punkt  des  endlichen  Gebiets  die  -Grade  bestimmt,  falls  die 
Orade  geschlossen  und  die  Einheit  des  endlichen  Gebiets  in  Bezug  auf  die 
ganze  Grade  unendlich  klein  von  der  ersten  Ordnung  ist  (Uebereink.  I,  §  25). 

Sat^  I.  Ist  ein  Strahl  einem  ziveiten  parallel,  so  ist  ßer  zweite  de^n  ersten 
parallel. 

Denn  AX^  sei  der  gegebene  Strahl  und  BX^  der  ihm  parallele.  Der 
Punkt  Xgo  liegt  auch  in  Bezug  auf  den  Punkt  B  im  Unendlichgrossen  erster 
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Orduimg  (Satz  II,  §  23)  und  bestimmt  mit  B,  auch  wemi  die  Grade  geschlossen 
ist,  einen  einzigen  Strahl  (Def.  I). 

Zi4S,    Zwei  eifiem  dritten  parallele  Strahlen  sind  unter  sich  ptMraUd. 

Denn  r  und  r'  seien  die  dem  dritten  Strahl  r"  parallelen  Strahlen.  Bio 
Punkt  X;,  von  r"  liegt  in  r  und  r  und  weil  X^  im  Unendlichgrossen  erster 
Ordnung  in  r  und  r'  liegt  (Satz  II,  §  23),  so  sind  r  und  r'  parallel  (Dei  I). 

Def,  IL  Die  Graden,  welchen  zwei  i)arallele  Strahlen  angehören ,  heissen 
in  der  durch  die  beiden  Strahlen  bestimmten  Richtung  parallel  (Def.  I,  §  7). 

Satz  IL  Zwei  parallele  Graden  haben  in  dem  endUclien  Gebiet  keinen  Punkt 
gefneinsdiafüieh. 

Dies  ist  offenbar  der  Fall,  wenn  die  Grade  offen  ist,  weil  alsdann  zwei 
Grade  nicht  zwei  Punkte  gemeinschaftlich  haben  können  (Zus.  Satz  I,  §  14  und 
Satz  VI,  §  23)  und  gilt  auch  für  die  geschlossene  Grade,  wenn  die  Einheit  des 
endlichen  Gebiets  in  Bezug  auf  die  ganze  Grade  unendlich  klein  jron  der  zweiten 
oder  einer  «höheren  Ordnung  ist  (Satz  11,  §  14  und  Satz  VI,  §  23).  Ist  die 
Einheit  unendlich  klein  von  der  ersten  Ordnung  bezüglich  der  ganzen  Graden, 
so  können  sie  sich  nicht  in  einem  Punkt  C  des  endlichen  Gebiets  schneiden, 
weil  sonst  die  Punkte  X^  und  C  der  Def.  I  zuwider  die  Grade  nicht  bestimmen 
würden. 

Satz  IIL  I}ie  durch  den  Pimld  S  mit  einem  Strahl  parallel  gesogenen 
Strahlen  fallen  in  Bezug  auf  die  Einheit  des  endlidien  Gebiets  in  einen  einzigen 
Strahl  zusantfnen. 

Und  zwei  parallele  Stralden  fallen  hezüglich  jeder  unendlich  grossen  Einheit 
zusammen  (Def  I,  Satz  I  und  Satz  I,  §  24). 

Zus.  Von  dem  Punlt  S  kann  man,  wenn  die  Grade  offen  ist  oder  wenn 
im  Fall  der  geschlossenen  Graden  die  Einheit  des  emiliehen  Gebiets  ivenigstens 
unendlich  Mein  von  der  ersten  Ordnmig  in  Bezug  auf  die  ganze  Grade  ist,  beeiigliitA 
der  cndlicJien  Einheit  nur  eine  einzige  Grade  ziehm,  die  einer  gegdmien  Graden 
in  einer  gegebeyien  Richtung  parallel  ist  (Satz  III,  §  24,  Def  II). 

Satz  IV,  Wenn  die  Grade  offen  ist,  so  kann  man  von  dem  Punkt  S  ans, 
welches  auch  die  Einlicit  des  endliehen  Gebiets  sei,  zwei  einer  gegdmien  Graden 
parallele  Graden  ziehest,  welche  in  Bezug  anf  die  endliehe  Einlieit  aber  nicht  in 
absolutem  Sinn  zusammenfallen  (Satz  III,  §  24  und  Def  11). 

Bern.  I.  Ist  die  Grade  geschlossen,  so  kann  man  durch  einen  Punkt  Mes  endlichen 
Gebiets,  dessen  Einheit  die  ganze  (^rade  ist  und  das  um  einen  Punkt  A  liegt,  überhaupt 
keine  Parallele  zu  einer  gegebenen  Graden  ziehen. 

Denn  alsdann  hat  die  Definition  paralleler  Strahlen  und  Graden  keine  Gültigkeit 
mehr,  weil  in  Bezug  auf  die  gegebene  Einheit  kein  im  Unendlichgrossen  liegender  Punkt 
existirt.^^*')     '^ 


^^)  In  dem  endlichen  (liebiet  EucVkT^  kann  die  zu  einer  Graden  Parallele  unabhängig 
von  der  Ebene  in  folgender  Art  definirt  werden: 

Def.    Wenn  in  zw^i  gleichen  Dreiecken  zwei  Paar  Seiten  entgegengesetzt  sind,  so 


mit  zwei  Paaren 
§  16).     Nimmt 

mau  alsdann  auf  der  Seite  {AB)  einen  Punkt  C  und  ist  auf  dem  zu  {MC)  entgegengesetzten 
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Die  zwei  allgemeinen  Systeme  der  Geometrie.  —  Die  Systeme  Enclid's, 
Lobatschewsky's  nnd  Biemann's.  —  Hypothese  Y. 

§  27.  Emp.  Bern,  Auf  Grund  der  bisher  gegebenen  Axiome  kann  man  zwei  Systeme 
der  Geometrie,  dasjenige  der  offenen  und  dasjenige  der  geschlossenen  Graden,  sowohl  in 
auf  eine  Einheit  bezüglichem  als  in  absolutem  Sinn  entwickeln  (Satz  I,  §  4;  Bern.  Ill,  §  18). 
Um  in  dieser  Hinsicht  eine  Entscheidung  zu  treffen,  müssen  wir  zu  der  Beobachtung  unsre 
Zuflucht  nehmen,  da  wir  abstract  genonuncn  die  Geometrie  sowohl  in  dem  einen  wie  in 
dem  andern  Fall  weiter  behandeln  können.  Auch  die  Definition  des  allgemeinen  liaumes 
(Def.  II,  §  2)  nöthigt  uns  zu  bestimmen,  welchen  Weg  wir  einschlagen  wollen  und  da  hier 
Schlussfolgerungen  nicht  möglich  sind,  so  bleibt  uns  nur  die  Erfahrung  übrig.  *) 

Beschränket!  wir  unsre  Beobachtung  auf  den  gradlinigen  Gegenstand,  so  scheint  uns 
der  der  Graden  entsprechende  Gegenstand,  welchen  man  ^hält,  wenn  man  sich  einen 
gespannten  Faden  in  der  einen  oder  andern  Richtung  unbegrenzt  verlängert  denkt  (Emp. 
Bern.  I,  §  4),  auf  den  ersten  Blick  offen  d.  h.  der  Art  sein,  dass  ein  Punkt,  der  von  einer 
Anfangslage  A  auf  ihm  in  einer  gegebenen  Richtung  ausgeht,  niemals  wieder  in  die 
ursprüngliche  Lage  zurückkehrt.  Diese  Eigenschaft  ist  in  der  That  vorhanden  innerhalb 
des  Gebiets  unsrer  Beobachtung  auf  diesem  Gegenstand,  welches  einem  Theil  des  endlichen 
Gebiets  um  den  Punkt,  an  welchem  sich  der  Beobachter  befindet,  entspricht  (Def.  I,  §  21); 
damit  ist  aber  durchaus  nicht  gesagt,  dass  sie  auch  für  die  ganze  Grade  gelten  muss. 
Denn  die  Grade  kann,  wie  wir  bis  jetzt  annehmen  müssen,  eine  einfach  geschlossene  Linie 
sein.  Wir  wollen  uns  nun  einen  Gegenstand  denken,  der  einer  solchen  Linie  entspricht 
(Fig.  28),  und  voraussetzen,  der  Beobachter  könne  nur  den  Theil  (AB)  untersuchen,  der  in 
der  Zeichnung   durch  eine  doppelte  Linie  markirt  ist.     Wenn  der  Beobachter  sich  nur  an 


Strahl  der  Punkt  C  in  demselben  Abstand  von  B  gegeben,  so  sind  die  Dreiecke  ABC, 
A'BC;  BBC,  B'BC;  ABB,  ABB'  identisch  (Satz  II,  §  17  und  Satz  III,  §  16)  und 
weil  die  Punkte  ABC  in  grader  Linie  liegen,  so  liegen  daher  auch  die  Punkte  A' B' C  in 
grader  Linie  (Satz  V,  §  17). 

Wählt  man  eine  andre  Grade  z.  B.  AC  und  verbindet  den  Mittelpunkt  JR'  von  {AC) 
mit  einem  beliebigen  Punkt  von  AB  z.  B.  C  und  bestimmt  dann  in  gleichem  Abstand  von 
R*  wie  C  den  PunÖ;  C\,  so  folgt,  nicht,  dass  der  Punkt" C,'  auf  der  Graden  A' B'  liegen  muss. 

Wir  wenden  uns  an  die  Erfahrung,  welche  uns  zeigt,  dass  dies  annähernd  der  Fall 
ist  und  stellen  das  folgende  Axiom  auf: 

Ax.  VI.  Durch  einei}  Punkt  geht  nur  eine  Grade,  welche  zu  einer  gegebenen  Graden 
parallel  ist. 

Liegt  Az.  H'  zu  Grunde,  so  zeigt  man,  dass  zwei  parallele  Graden  sich  nicht  schneiden 
können,  weil  die  Grade  BX,  wenn  X  ihr  Durchschnitt^i^unkt  ist,  die  beiden  Graden  no^h 
einmal  in  einem  andern  gemeinschaftlichen  Punkt  X'  in  derselben  Entfernung  von  B 
schneiden  müsste.  MiUiin  hätten  die  beiden  Graden,  wenn  X  und  X'  verschieden  sind, 
dem  Ax.  11'  zuwider  zwei  Punkte  gemeinschaftlich. 

Aber  auch  wenn  X  und  X'  zusammenfallen,  so  müssfen  sie  doch  in  gleicher  Ent- 
fernung von  B  und  nach  Ax.  VI  auch  von  B'  liegen,  was  unmöglich  ist  (Einl.  Def  I,  §  61 
und  Satz  I,  §  4).  Liegt  Ax.  II  zu  Grunde,  so  bleibt  es  dagegen  noch  unbestimmt,  ob  zwei 
Grade  im  Fall  der  geschlossenen  Graden  zwei  entgegengesetzte  Punkt<3  gemeinschaftlich 
haben  können,  aber  auch  dann  können  die  beiden  parallelen  Graden  nacli  dem  eben  ge- 
gebenen Ax.  VI  sich  nicht  sclmeiden,  weil  die  Punkte  X  und  X'  gleichen  Abstand  von  B. 
und  R'  haben  müssten  (Satz  11,  §  14),  was  widersinnig  ist. 

Es  bleibt  mithin  immer  noch  sei  es  bei  Ax.  II  oder  11'  zu  beweisen,  dass  die  Grade 
offen  ist.  Wir  werden  in  einer  der  folgenden  Anmerkungen  diese  Eigenschaft  beweisen, 
welche  in  den  Elementarbüchem  gewöhnlich  vorausgesetzt  wird,  indem  man  das  Postulat 
aufs'tellt,  die  Grade  würde  durch  einen  ihrer  Punkte, in  zwei  Theile  zerlegt,  während  doch 
bei  der  geschlossenen  Graden  zwei  solche  Punkte  nöthig  sind  (siehe  Anm.  VI).  Wir  müssen 
una  in  den  folgenden  Anmerkungen,  bis  dieser  Beweis  geliefert  ist,  gegenwärtig  halten,  dass 
die  Grade  offen  oder  geschlossen  sein  kann  und  dass  bei  geschlossener  Graden  und  wenn 
Ax.  n  zu  Grunde  liegt,  zwei  entgegengesetzte  Punkte  die  Grade  nicht  bestimmen  können 
(Satz  U,  §  14).       • 

1)  In  der  Folge  werden  wir  noch  weitere  Beweise  dafür  beibringen,  dass  die  obigen 
Axiome  in  beiden  Fällen  gelten. 
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Fig.  28. 


dasjenige  hält,   was  er  sieht,  so  kommt  er  offenbar  zu  der  Ansicht,  der  Gegenstand  sei 
offen,  während  er  in  der  Wirklichkeit  geschlossen  ist.     Hält  er  an  dieser  Ansicht  fest  und 

betrachtet  ein  Segment  als  Einheit,  welches  in  Bezug  auf  du 
Gebiet  seiner  materiellen  Beobachtung  auf  dem  Gegenstand 
endlich  ist,  und  gibt  femer  nicht  zu,  dass  es  ein  unendlich- 
grosses  bezüglich  seiner  wahrnehmbaren  Einheit  gebe,  alsdann 
muss  der  Gegenstand  endlich  sein.  Der  Denker  dagegen,  welcher 
abstract  das  Unendlichgrossc  zulässt,  wie  wir  es  gethan  haben, 
ohile  damit  die  wirkliche  Existenz  desselben  in  der  änsseren 
Welt  einräumen  zu  müssen,  kann  sich  ohne  Widerspruch  vor- 
stellen, der  Gegenstand  sei  in  dem  ganzen  endlichen  Gebiet, 
welches  man  vom  Punkt  C  an  auf  demselben  construirt,  offen, 
die  entsprechende  lAnio  dagegen  sei,  abstract  genommen,  ge- 
schlossen. Alsdann  wird  seine  wahrnehmbare  Einheit  in  Bezug 
auf  die  ganze  Grade  unendlich  klein  und  von  einer  beliebigen  gegebenen  Ordnung  sein 
(Satz  ni,  §  19).  Nimmt  er  an,  das  wahrnehmbare  Gebiet  sei  von  einem  beliebigen  Punkt 
der  Graden  als  Anfang  an  unendlich  klein  von  der  ersten  Onlriung,  so  wird  die  Gnule 
unendlich  gross  von  der  ersten  Ordnung  in  Bezug  auf  die  wahrnehmbare  Einheit  sein  und 
einen  einzigen  im  Unendlichgrossen  liegenden  Grenzpunkt  haben  (Zus.  I,  Sat«  III,  §  lü).  Hielte 
er  die  Grade  dagegen  bezüglich  der  wahrnehmbaren  Einheit  fiir  unendlich  gross  zweiter  Ord- 
nung, dann  hätte  dieselbe  von  einem  beliebigen  Punkt  als  Anfang  an  in  ihren  beiden  Kich- 
tungen  zwei  verschiedene  im  Unendlichgrosseu  erster  Ordnung  liegende  Grenzpunkte.  Das- 
selbe väre  i\or  Fall,  wenn  der  Denki^r  annähme,  die  ganze  Linie  sei  in  Bezug  auf  die 
wahrnehmbare  Einheit  des  Beobacht^^rs  unendlich  gross  von  der  Ordnung  n  (Bem.  I,  §  19). 
Wenn  er  dann  auch  die  concrete  Existenz  des  Unendlichgrossen  nach  den  in  der 
Einleitung  aufgestellten  Hypothesen  zugibt,  was  (feomelrisch  keinen  WiderspHich  in  sich 
schliesst  und  auch  weder  gegen  die  Anschauung  noch  gegen  die  Erfahrung  verstösst,  falls 
er  die  Eigenschaften  des  Anschauungsgebiijts  unverändert  lässt  (Def.  H,  §  2)  und  wenn  er 
femer  die  Existenz  eines  andern  Wesens  voninssetzt,  dessen  wahrnehmbare  Einheit  unendlich 
gross  von  der  w'**"  Ordnung  in  Bezug  auf  die  unsrige  ist,  so  wird  diese  Linie  fSr  den  neuen 
Beobachter  nicht  mehr  unendlich  gross  sein  (Einl.  c,  §  91 ;  a,  §  80  und  Zus.  I,  Satz  III,  §  19). 
Und  wenn  der  zweite  Beobachter  ohne  sich  zu  widersprechen  nur  die  Existenz  des  ersten 
als  Denker  voraussetzen  könnte  und   wenn  er  die  in  Kap.  I  der  Einleitung   entwickelten 

Sätze  gelten   Hesse,  so  würde  er  dieselben  Hypothesen  über 
die  endlichen  und   unendlich  grossen  Segmente  aufstellen. 

Die  Beobachtung  an  dem  gradlinigen  der  Graden  ent- 
sprechenden Gegenstand  gibt  uns  mithin  keinen  Anhalt  zur 
Entscheidung  der  Frage,  ob  die  Grade  offen  oder  geschlossen  ist. 
Nehmen  wir  nun  andre  Beobachtungen  zu  Hilfe.  Es  sei 
der  bekannte  gradlinige  (iegenstand  gegeben  (Fig.  29).  Beob- 
achtet man  um  mit  blossem  Auge  oder  durch  daa  Vergrösse- 
mngsghis  oder  vcjrlängert.  ihn  mit  Hilfe  des  Femrohrs,  wir 
s^hen  stets,  dass  jedes  S(igment  {A  Ä^ )  desselben  in  Bezug  auf 
jedes  andre  begrenzte  Segment,  welches  wir  beobachten  können, 
endlich  ist  (Eiid.  Def.  II,  §  82). ») 

Die  Figur  der  Graden,  welche  die  Punkte  einer  Graden 
r  mit  einem  Punkt  R  verbinden,  der  ausserhalb  r  in  dem  endlichen  um  den  Punkt  S 
liegenden    (Bem.  HI,  §  "23)  der  wahrnehmbaren  Einheit  ent^nech enden  Gebiet  liegt  (Emp. 


Pig.  29. 


1)  Wir  sagen  nicht,  alle  vorstelWaren  Segmente  wären  endlich.  Ueber  das  Wort  Vo^ 
Stellung  herrscht  nicht  geringe  Verwirrung  nicht  nur  was  das  ünendlichkleine  angeht,  son- 
dern auch  in  Bezug  auf  die  Figuren  \on  mehr  als  drei  Dimensionen  (über  diese  letzteren 
siehe  den  Anhang  und  speciell  den  Theil  II).  Nach  den  Sätzen  unsrer  Einleitung  kann  man 
.^ich  das  unendlich  kleine  Segment  unabhängig  von  den  endlichen  Segmenten  als  ein  wahr- 
nehmbares Segment  vorstellen,  so  dass  sich  auch  auf  die  unendlich  kleinen  oder  unendlich 
grossen  Gebiete  auf  der  Graden  die  Raumanschauung  anwenden  lässt.  Diese  Raumanschauunff 
können  wir  vollständig  in  jedem  unendlich  kleinen  oder  unendlich  grossen  Gebiet  zu  drei 

-IV  und  nach 
einem  kleinen 


Dimensionen  um  einen  Punkt  anwenden,  weil  wir  nach  unsern  Hypothesen  I — ^^I 
den  Eigenschaften,  die  wir  in  der  Folge  entwickeln  werden,  wemgstens  in  ei 
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Bern.  I,  §  4),  wird  theilweise  durch  die  gradlinigen  Gegenstände  dargestellt,  die  B  mit  den 
Punkten  des  Gegenstandes  r  verbinden  (Fig.  29).  Angenommen,  die  gradlinigen  Gegen- 
stände, welche  durch  B  gehen  und  r  schneiden,  würden  unbegrenzt  verlängert,  so  kann 
die  Figur  derselben  ganz  oder  zum  Theil  dieselbe  Figur  sein,  die  man  erhält,  wenn  man 
alle  gradlinigen  durch  B  gehenden  (ebenfalls  der  Voraussetzung  nach  unbegrenzt  verlän- 
gerten) Gegenstände  auf  dem  Papier  der  Zeichnung  zieht. 

Wir  wollen  annehmen,  es  wäre  auf  dem  hinreichend  verlängerten  Gegenstand  r  eine 
Scala  von  der  Einheit  (^^i)  von  ^  an  in  der  einen  oder  der  andern  Richtung  gegeben  oder 
construirt  (Einl.  Def.  I,  §80).  Es  kann  so  kommen,  dass  auf  die  Strahlen,  die  in  der 
Zeichnung  die  Grade  r  rechts  von  A  treffen,  ein  erst^  Strahl  folgt,  welcher  r  nicht  trifft, 
so  dass  jeder  andre  zwische^^  diesem  und  einem  beliebigen  der  ersteren  auf  dem  gehörig 
verlängerten  Papier  liegender  Strahl  die  Grade  r  in  einem  Punkt  des  Gebiets  der  obigen 
Scala  schneidet  (Einl.  Def.  DI,  §  80).  Denn  wenn  es  unter  den  Strahlen,  welche  die  Grade 
r  rechts  von  Ä  in  dem  Gebiet  der  Scala  nicht  treffen,  nicht  einen  ersten  Strahl  gäbe,  dann 
könnte  sich  ein  beliebiger  StrahF,  welcher  die  Grade  r  in  dem  obigen  Gebiet  trifft,  nicht 
unbegrenzt  einem  beliebigen  der  ersten  Strahlen  nähern  (Def  I,  §  12);  die  Beobachtung 
des  Papieres  um  den  Punkt  B  zeigt  aber,  dass  dies  immer  möglich  ist. 

Wenn  es  möglich  wäre  auf  dem  Papier  der  Zeichnung  einen  ersten  gradlinigen  durch 
den  Punkt  B  gehenden  Gegenstand  r,  zu  construiren,  der  rechts  vom  Beobachter  verlän- 
gert, den  verlängerten  Gegenstand  r  in  einem  Punkt  des  obigen  Gebiets  rechts  von  A 
nicht  träfe,  so  würde  der  Gegenstand  r^  genau  den  von  B  aus  nach  rechts  parallel  ge- 
zogenen Strahl  oder  alle  Strahlen  darstellen,  welche  von  B  in  absolutem  Sinn  parallel  zu 
der  Graden  r  gezogen  sind  (Def  I  und  II  und  Satz  III,  §  26).  ^) 

Annähernd  wird  dieser  Strahl  in  der  Zeichnung  durch  den  Gegenstand  r,  dargestellt, 
wenn  man  denselben  in  der  Richtung  des  Pfeiles  rechts  durchläuft.  Wir  sagen  „annähernd", 
weil  wir  kein  Mittel  haben  einen  Gegenstand,  welcher  genau  der  Parallelen  entspricht,  zu 
bestimmen.  Denn  zwischen  dem  Gegenstand,  welcher  dem  parallelen  Strahl  entspricht,  und 
einem  gradlinigen  Gegenstand,  welcher  hinreichend  verlängert  die  Grade  r  in  einem  sehr 
weit  entfernten  Punkt  ausserhalb  des  Gebiets  unsrer  Beobachtung  trifil,  kann  man  mit 
blossem  Auge  so  wenig  wie  mit  den  uns  zur  Disposition  stehenden  Instrumenten  irgend 
einen  wahrnehmbaren  Unterschied  entdecken.  In  dem  begrenzten  Theil  des  Papiers  der 
Zeichnung  ersetzt  der  zweite  Gegenstand  annähernd  den  parallelen  Strahl.  Und  was  wir 
von  dem  Gebiet  des  Zeichenpapiers  sagen,  gilt  offenbar  auch  für  das  ganze  Gebiet  unsrer 
äusseren  Beobachtung,  welches  nicht  der  gesammte  geometrische  Anschauungsraum  ist. 

Was  für  die  Richtung  rechts  von  A  auf  der  Graden  r  gesagt  wurde ,  kann  man  auch 
für  die  Richtung  nach  links  wiederholen.  Da  wir  nun  auf  dem  Papier  einen  Gegenstand 
r , ,  der  genau  der  von  B  in  der  Richtung  nach  links  der  Graden  r  Parallelen  entspräche, 
nicht  ziehen  können,  so  kann  uns  die  Beobachtung  nicht  sageli,  ob  die  beiden  Graden  oder 
die  von  B  aus  zu  der  Graden  r  parallel  gezogenen  Strahlen  zusammenfallen  oder  ver- 
schieden sind  oder  überhaupt  nicht  existiren,  wie  es  der  Fall  wäre,  wenn  die  Grade  in  dem 
endlichen  Gebiet  geschlossen  wäre.  Wir  nehmen  nur  wahr,  dass  in  dem  Gebiet  unsrer 
Beobachtungen  die  Hypothese,  dass  die  Strahlen  r,  und  r  j  existiren  und  zusaumienfallen, 
der  Wahrheit  sehr  nahe  kommt.  Dfese  Hypothese  ist  mithin  für  die  praktische  Anwendung 
den  beiden  anderen  vorzuziehen.  Es  ist  aber  möglich,  dass  dies,  wenn  es  mit  grosser 
Annäherung  in  dem  beschränkten  Gebiet  unsrer  Beobachtungen  stattfindet,  für  ein  aus- 
gedehnteres Gebiet  nicht  mehr  gilt;  wie  es  auch  möglich  ist,  dass  jeder  gradlinige  Gegen- 


Theil  derselben  die  Eigenschaften  unsres  Beobachtungsgebiets  wiederfinden.  Wir  können 
sagen,  es  fehlte  uns  die  Stetigkeit  der  Vorstellung  beim  Uebergang  von  den  endlichen  zu 
den  unendlich  kleinen  und  unendlich  grossen  Segmenten  und  es  wäre  aus  diesem  Grund  . 
das  thatsächlich  Unendlichkleine  oder  Unendlichgrosse  in  Bezug  auf  das  Endliche  nicht 
vorstellbar,  was  übrigens  auch  von  der  endlichen  Grösse,  welche  kleiner  als  jede  gegebene 
Grösse  wird,  wenigstens  in  Bezug  auf  ihre  sämmtlichen  Zustände  gilt  (siehe  Einl.  Anm. 
zu  §  105). 

1)  Wir  werden  in  Kurzem  sehen  (Satz  II,  §  31),  dass  der  Satz  HI,  §  26  wie  die  vor- 
hergehenden nur  für  den  Punkt  S  bewiesenen  Sätze  (Hyp.  IV)  für  alle  anderen  Punkte 
gelten.  Wir  werden  in  der  Folge  auf  Grund  unsrer  Def  I,  §  26  beweisen,  dass  der  pa- 
rallele Strahl  des  Euclid' sehen  Systems  der  Grenzstrahl  derjenigen  Strahlen  ist,  welche  die 
Grade  r  auf  der  Rechten  treffen.     Dieses  ist  bisher  noch  nicht  geschehen. 
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stand  r^  auf  dem  Zeicbenpapier,  wenn  er  hinreichend  yerlängert  wird,  mit  dem  Gegenstand 
r  in  dem  endlichen  Gebiet  einen  Punkt  gemeinschaftlich  hat. 

Die  drei  Hypothesen  dürfen  nun,  um  geometrisch  möglich  zu  sein,  den  Daten  der 
Erfahning  innerhalb  des  Beobachtungsgebiets  nicht  widersprechen  (siehe  Vorrede);  das 
heisst  also  sie  müssen  in  einem  sehr  kleinen  aber  endlichen  und  constanten  Gebiet  um 
einen  Punkt  S  annähernd  dieselben  Resultat^  liefern,  was  man  eben  beweisen  kann. 

Die  erste  Hypothese,  welche  die  einfachste  ist,  ist  mithin  auch  in  dieser  Hinsicht  den 
beiden  anderen  für  die  praktische  Anwendung  vorzuziehen. 

Eine  Vorstellung  von  dem,  was  in  dem  Anschauungsraum  möglich  ist  (Emp.  Bern., 
§  1),  bekommen  wir  auf  der  Oberfläche  gewisser  Köri)er,  z.  B.  der  Erde.  Man  weiss,  dass 
die  Erde  eine  Kugelgestalt  hat,  bekannt  ist,  was  die  Meridiane,  die  Parallelkreise  u.  s.  w. 
sind.  Denken  wir  uns  nun  auf  dem  Boden  durch  einen  Punkt  des  bcschiilnkten  Beobach- 
tungsgebiets einen  Meridian  gezogen,  so  fallt  dieser  Meridian  offenbar  in  diesem  Gebiet 
sehr  annähernd  mit  der  Graden  zusammen  und  wir  wissen  doch  auf  anderem  Weg,  das» 
er  keine  Grade  ist.  Wenn  wir  dann  auf  der  Erde  durch  zwei  Punkte  an  dem  Ort,  an 
welchem  wir  uns  befinden,  in  einem  hinreichend  kleinen  Gebiet  zwei  Meridiane  ziehen,  so 
verwechseln  wir  sie  mit  zwei  parallelen  Graden,  während  sie  sich  doch,  wie  man  weiss,  in 
den  beiden  Polen  der  Erde  schneiden.  ^^")  *) 

Def,  L  Die  Hypothese,  nach  welcher  es  zwei  durch  einen  Punkt  U  in 
einem  endlichen  Gebiet  gehende  zu  einer  Graden  r  desselben  Gebiets  parallele 
Strahlen  gibt  (Def.  II,  §  23),  welche  auf  derselben  Graden  liegen  (Def.  II,  §  7), 
heisst  Hypothese,  jixiom  oder  auch  Postulat  EuclkV^. 

Die  Hypothese,  nach  welcher  die  beiden  Strahlen  verschieden  sind,  heisst 
Htfpofhese  LobatsdtewsJcy's.-) 

Diejenige  endlich,  nach  welcher  die  Grade  geschlossen  ist  und  mithin  die 
parallelen  Strahlen  nicht  existiren,  heisst  Hypothese  Rionmin's.    . 

Die  verschiedeneu  Systeme  der  Geometrie  in  dem  endlichen  Gebiet  einer 
Einheit,  welche  sich  aus  diesen  Hypothesen  in  Verbindung  mit  den  vorstehenden 
Axiomen  I — V  ableiten  lassen,  werden  nach  Eticlid,  LobatscJietvsky  und  jRie- 
niaim  benannt. 

Bern.  IL  Hei  unseren  Hyj>otliesen  über  die  absolute  Geometrie  ist  das  System  Lo- 
hatschi' wsky's  in  dem  endlichen  Gebiet  jeder  Einheit  (Satz  IV,  §  26)  ausgeschlossen  und  nur 


1)  Wie  wir  sehen  werdeif,  hat  der  Umstand,  dass  die  Parallele  eindeutig  bestimmt 
ist,  in  Verbindung  mit  den  andern  Axiomen  zur  Folge,  dass  die  Summe  der  Winkel  eines 
Dreiecks  zwei  Rechte  beträgt,  während  in  der  sphärischen  Geometrie  die  Summe  der 
Winkel  eines  aus  ITauptkreisen  gebildeten  Dreiecks  gi'osser  als  zwei  Rechte  ist.  In  einem 
beschränkten  Hf^obachtungsgebiet  auf  der  Oberfläche  der  Erde  beträgt  nun  die  Summe  der 
Winkel  eines  Dreiecks  mit  gro8si?r  Annäherung  zwei  Rechte;  wollte  man  dies  für  die  ganse 
Erde  gelten  lassen,  so  käme  man  zu  dem  Scliluss,  dass  sie  eine  Ebene  ist,  wie  die  Alten 
geglaubt  haben. 

Ninmit  man  an,  die  Ebene  sei  gegeben  und  definirt  die  Parallele  als  diejenige  Linie, 
«leren  Punkte  gleichen  Abstand  von  einer  in  der  Ebene  gegebenen  Graden  haben,  so  ent- 
hält auch  diese  Definition  ein  Axiom,  welches  mit  grosser  Annäherung  in  dem  Gebiet  unsrer 
äussern  Beobachtung  sich  bewahrheitet.  Denn  dehnt  man  dieses  Gebiet  aus,  so  ist  es 
möglich,  dass  die  obige  Linie  keine  Grade  ist,  sondern  eine  andre  Linie,  die  in  dem  Grebiet 
imsrer  Beobachtung  von  der  Graden  nicht  zu  unterscheiden  ist. 

*2)  Siehe  Anhang. 

^^'")  Um  das  Axiom  über  die  Parallelen  in  Anm.  XVI  zu  rechtfertigen,  stellt  man 
andre  empirische  Betrachtungen  an.  Denn  in  unsrer  Definition,  die  sich  besser  für  Unter- 
suchungen eignet,  die  sich  auf  das  KucUd'ache  System  beschränken,  erscheint  der  parallele 
Strahl  nicht  als  Grenzstrahl  zwischen  zwei  Strahlenbündeln,  welche  die  dirigirende  Grade 
schneiden  und  nicht  schneiden.    Diese  Eigenschaft  wird  später  bewiesen  (siehe  Def.  I,  §  80). 
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dasjenige  EucHcTa  und  Biemann's  möglich.    Das  letztere  ist  es  nur  dann,  wenn  die  Grade 
in  absolutem  Sinn  geschlossen  ist.  ') 

Wir  befassen  uns  daher  nicht  damit  uns  für  das  ^ucZ^'sche  oder  Eiemann'ache  oder 
auch  Lobatschewsky'Bche  System,  falls  dieses  letztere  möglich  gemacht  wird,  zu  entscheiden, 
sondern  haben  uns  f^r  die  in  absolutem  Sinn  oilcne  Grade  oder  fiir  die  geschlossene 
SU  erklären.  Theils  weil  nun  die  geschlossene  Grade  mit  unsem  Hypothesen  I — IV  die 
beiden  Systeme  Riemann'a  und  ^uclicTa  in  sich  schliesst,  theils  der  Anwendungen  wegen, 
welche  wir  speciell  von  dem  ersten  System  bei  dem  Studium  des  letzteren  machen,  wählen 
wir  die  folgende  Hypothese: 

Hyp.   F.    Die  Grade  ist  eine  geBohlossene  Linie.  ^^"^ 

Def,  IL    Das  absolute  System,  welches  sich  aus  der  geschlossenen  Graden 

ergibt,  heisst  das  absolute  System  Riemann's.     Wenn  man  bei  der  in  absolutem 

Sinn  offenen  Graden  durch  jeden  Punkt  ausserhalb  derselben  nur  eine  Parallele 

zu  ihr  ziehen  kann,  so  erhält  man,  das  absolute  EuduFsdie  System, 

Bern.  III.  Mit  unsem  Hypothesen  I — V  ist  das  Lobat^liewsky'Bche  System  in  abso- 
lutem sowenig  wie  in  relativem  Sinn  möglich.  Wir  haben  anderswo  die  Gründe  angegeben 
(Bern,  n,  §  18),  aus  welchen  wir  uns  nur  in  soweit  mit  dem  absolutem  System  beschäf- 
tigen, als  es  uns  bei  dem  Uebergang  von  dem  System  der  verschiedenen  endlichen  Gebiete 
um  einen  Punkt  und  speciell  bei  dem  Uebergang  von  dem  Euclid'Bchen  zu  dem  Rietimnn- 
schen  System  und  umgekehrt  hilft. 

Def.  HL  Das  System  einer  Dimension  (Einl.  Def.  I,  §  62),  das  durch»  die 
Graden  gegeben  ist,  wejche  die  Punkte  einer  Graden  r  mit  einem  Punkt  li 
ausserhalb  derselben  verbinden  in  Bezug*  auf  die  Grade  als  Element  und  deren 
Richtungen  durch  diejenigen  der  Graden  r  gegeben  sind,  heisst  Gradenbüschel, 
von  welchem  JB  das  Centrum  und  r  die  Dircctrix  ist. 

Bez.  Das  Büschel  mit  dem  Centrum  Ji  und  der  Directrix  r  bezeichnen 
wir  mit  (JBr). 


15. 

Erstes  praktisches  Axiom  oder  Postulat  Enclid's.   —  Richtung  der  weiteren 

Untersnchnngen  und  die  Grundeinheit. 

§  28.  Bern.  I.  Die  ftüheren  Axiome  und  Hypothesen  reichen  zwar  zur  Entwicklung 
der  Geometrie  des  Euclid'aGhen  und  Äietrmnn'schen  Systems  aus,  genügen  aber  nicht  um 
zu  bestimmen,  welchem  der  beiden  Systeme  das  Gebiet  unsrer  Beobachtungen  entspricht 
oder  mit  andern  Worten  welcher  Einheit  der  Graden  die  auf  dem  gradlinigen  Gegenstand 
fOr  uns  wahrnehmbare  Einheit  entspricht.  Eine  solche  Frage  geht  die  Geometrie  an  sich 
Nichts  an;  weil  aber  andrerseits  die  Anwendung  auf  da«  Studium  der  Körper  ein  Haupt- 
zweck der  Geometrie  ist  (Def.  HI  und  Bem.  IV,  §  2),  so  entscheiden  wir  die  Frage  durch 
das  folgende  Axiom,  welches  dem  ii^wcZid'schen  Postulat  entspricht  (Def.  I,  §  27^. 

Prakt.  Ax.  L  In  dem  Gebiet  unsrer  actuellen  Beobachtungen  gilt  mit 
sehr  grosser  Annäherung  die  Eigensohait,  dass  durch  einen  Punkt  nur  eine 
einsige  Parallele  su  einer  gegebenen  Graden  geht.  ^") 


1)  Siehe  Vorrede  und  Kap.  UI,  Buch  II  in  diesem  Theil. 


^^'"')  Selbstverständlich  sind  nach  dem  in  Anm.  XVI  gegebenen  Axiom  Enclid's  die 
Hyp.  I — V  nicht  nöthig,  mag  mau  Ax.  II  oder  11'  zu  Grunde  legen  (Amn.  IV). 

^**)  Auch  dieser  Abschnitt  kami  nach  dem  Axiom  über  die  Parallelen  in  Auni.  XVI 
sowohl  bei  Ax.  II  als  11'  wegfallen  (siehe  Vorrede). 
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Bern.  IL  Im  Hinblick  auf  dieses  Axiom  lassen  wir  von  nun  an  nicht  nur  den  Fall 
der  offenen  Graden  in  absolutem  Sinn  bei  Seite,  sondern  stecken  uns  för  die  geschlossene 
(jrade  ah  Hauptziel  die  Behandlung  des  Euclid'schen  Systems  in  der  Umgehung  eines  Punktes. 
Und  obwohl  wir  gleichermassen  das  Biemann'' seht}  System  behandeln  theils  der  Geometrie 
im  absohlten  Sinn  wegen,  theils  um  die  Grundeigenschaften  dieses  wichtigen  Systems  za 
entwickeln,  so  gehen  wir  doch  auf  die  Einzelheiten  desselben  näher  ein,  damit  es  uns  bd 
der  Behandlung  des  ^McZuTschen  von  Nutzen  sei. 

Auch  mit  der  Ebene  lA)hatschewsky^9  werden  wir  uns  beschäftigen,  wobei  wir  Gelegen- 
heit erhalten  weitere  Betrachtungen  über  die  obigen  geometrischen  Systeme  anzustellen, 
ohne  dass  wir  jedoch  dadurch  in  dem  Studium  der  beiden  Systeme  Euclid's  und  Bienuinni 
unterstützt  würden.  ') 

Uehereink,  Als  Grundeinheit  auf  der  geschlossenen  Graden  (Einl.  Def.  VH, 
§  97)  betrachten  wir  die  bezüglich  der  ganzen  Graden  unendlich  kleine  Einheit 
erster  Ordnung.  Und  wenn  wir  ohne  Weiteres  von  Punkten  und  Figuren  des 
endlichen  Gebiets  sprechen,  so  verstehen  wir  darunter  das  EudiiT^che  mit  der 
genannten  Einheit. 

Def,  I.  Die  Grundeinheit  nennen  wir  Euelid'scfie  Einheit  und  die  Einheit 
des  unendlich  grossen  oder  Biemannschen  Gebiets  Riemann'sch^  Einheit. 

16. 
Die  vollständige  Grade.  ^^) 

§  21>.  Def.  I,     Da  die  Grade  in  dem  Enclid'schen  System  um  einen  Punkt 

nur  ein  Theil  der  Graden  ist,  so  nennen  wir  die  ganze  Grade:  vollständige  Grade^ 

Bern.  1.  Ist  dieselbe  geschlossen  (Ilyp.  V),  ho  stelb^n  wir  sie  durch  einen*  auf  dem 
Tapier  gezogenen  Strich  wie  in  Fig.  iJü  dar,  ohne  das«  desshalb .  dieser  Gegenstand  alle 
Eigenschaften  der  Graden  haben  m.üsst«. 

Def.  II.  Zwei  Segmente  {AB),  {A^B^y  deren  Enden 
entgegengesetzte  Punkte  (Def.  111,  §  (>).  sind,  heissen  eni- 
gegemjcsetzU'  Segmente. 

Satz  L  Zwei  entgegengesetzte^  Punkte  werden  durd^  zum 
amlrv  entge^efigesetzte  Punkte  von  einmider  getrennt. 

Es  seien  AA^,  BB^  die  beiden  Paare  entgegengesetzter 
Punkte  auf  der  vollständigen  Graden.  Wenn  B  in  einem 
der  beiden  Theile  der  durch  die  Punkte  A  und  A^  bestimmten 
Graden  liegt,  so  muss  B^  in  dem  entgegengesetzten  Theil 
liegen;  denn  sonst  würden  die  Punkte  B  und  B^^  auf  der 
Graden  ein  Segment  bestimmen,  das  kleiner  als  die  Hälfte  derselben  ist  (EIqI. 
Def.  I,  §  Gl  und  d,  §  73).  A  und  A^  werden  also  in  der  einen  wie  in  der 
andern  Richtung  der  Graden  durch  B  und  B^  von  einander  getrennt  (Ax.  II,  a^ 
Hyp.  1,  Einl.  Def.  II,  §  62  und  §  23). 

Def.  IIL  Zwei  Segmente,  welche  summirt  die  Hälfte  der  vollständigen 
Graden  geben,  heissen  Supplementärsegmeiiie. 

1)  Siehe  Kap.  IIl,  Buch  II. 

^^)  Dieser  Abschnitt*  ist  natürlich  für  jlas  endliche  (lebiet  nicht  nöthig,  wenn  man 
auch  bei  Ax.  11  wie  11'  wissen  muss,  ob  die  Grade  otfeii  oder  geschlossen  ist  und  im  letzten 
Fall  hei  Ax.  II,  ob  sie  durch  zwei  entgegengesetzte  Punkte  bestimmt  wird  oder  nicht 
(siehe  Anm.  XVI). 
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Sind  sie  zugleich  coiisecutiv,  wie  (AB)  und  (BÄ^),  so  werden  sie  neben- 
einaftder  liegend  genannt. 

Def.  IV,  Ein  Segment,  welches  der  vierte  Theil  der  Graden  ist,  heisst 
Quudrant  oder  rechtes  Segtnent  (Einl.  b',  §  ^>9  oder  a,  §  103). 

Satz  IL    Zwei  gleiche  Sup^ilemctitär^gmcntc  sind  beide  rechte. 
Dies  gellt  unmittelbar  aus  den  Def.  III  und  IV  hervor. 

Def.  V.  Cmnjdeniefitär  sind  diejenigen  Segmente,  die  addirt  ein  rechtes 
Segment  geben. 

Sat2  IIL  Zwei  entgegengesetzte  Segniente  sind  gleich  und  haben  von  entgegen- 
gesetzten Entlen  aus  dieselbe  Birhtung, 

Denn  es  seien  A  und  A^,  B  mid  B^  zwei  Paare  entgegengesetzter  Punkte 
auf  der  Graden  AB  (Fig.  30).  Sie  th eilen  die  Grade  in  die  vier  consecutiven 
Segmente  von  derselben  Richtung: 

(AJi),  (BA,),  (A^Ji,),  (B,A) 
derart,  dass 

(AB)  +  {BA,)  (1) 

{B,A,)  +  {A,B)  .   .  (2) 

der  Hälfte  der  Graden  gleich  sind.     Aus  (1)  und  (2)  folgt 

(AB)  +  (BA^)       (BA)  +  (AB^) 

(AB)  +  (BA,)  .._-  (B,  A,)  +  (A,  B) . 
Es  ist  aber 

(BA,)       (A,B),  (B.A,)  =H  01,1?,)      (Einl..  g,  §  99  oder  c,  §  104) 
mithin: 

(AB)  -  (B,  A,)       (A,  B,)-.  (Einl.  g'^  §  73) 

Offenbar  haben  {AB)  und  (JjjB,)  dieselbe  Richtung  z,  B.  von  A  und  von 
A^  aus;  denn  B  liegt  in  der  einen  und  JB^  in  der  andern  entgegengesetzten 
von.^  und  Ay^  bestimmten  Hälfte  (Satz  I);  die  vier  Punkte  A,  A^,  B,  B^ 
folgen  sich  also  in  der  Ordnung  ABA^B^  oder  AB^A^B  (Einl.  f,  f,  f",  f  ", 
§  G3  und  §  23). 

Satz  JV.  Wenn  ein  Punkt  C  eines  Segments  {AB)  dasselbe  derart  theilt, 
dass  {AC)  der  n^  Thidl  von  {AB)  ist,  so  liegt  dir  entgegengesetzte  Punkt  C\  in 
dem  entgegengesetzten  Segment  (^i^,)  w«^/  (^i^-i)   i-'^t  der  n^  Thf^il  von  {A^B^), 

Die  Punkte  ACBA^B^A  folgen  sich  in  der  Reihenfolge  der  Buchstaben. 
Wir  wissen,  dass  A  und  vi,,  B  und  ßj  in  jeder  Richtung  der  Graden  sich  von 
einander  trennen  milssei^  (Satz  I).  Der  i^unkt  C  liegt  in  den  Segmenten  (B^ACB)j 
(ACBAi)'^  C,  muss  daher  in  den  entgegengesetzten  Segmenten,  das  heisst 
(BA^B^,  {A^B^A)  liegen.  Er  kann  aber  nicht  ili  dem  ersten  zwischen  B 
und  -4,  gelegen  seiq,  weil  er  sonst  im  Segment  {ABA^)  läge  und  nicht  in  dem 
entgegengesetzten;  er  muss  also  in  dem  zu  {AB)  entgegengesetzten  Segment 
(-4|  -Bj)  liegen.  • 

Der  zweite  Theil  folgt  aus  Satz  III  (Fig.  30). 

« 

Zus.  Die  Mittelpunkte  entgegemjesetzter  Segmente  sind  entgegengesetzt  (Einl. 
e,  §  99  oder  a;  §  104). 
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Satis  V.   Die  Mittdpunlcie  der  vier  consecutiven  in  derselben  Biditiing  liegenden 
durch  zwei  Paare  enigegmgesetzter  PunJite  bestimmten  Segmente  theilen  die  Grade   , 
in  vier  rechte  Segmente, 

AA^y  BB^  seien  die  beiden  Paare  entgegengesetzter  Punkte.  Die  von 
ihnen  bestimmten  consecutiven  Segmente  sind 

{AB),  \baS,  (AB,),  (B,A). 
Die  Mittelpunkte  von  (AB)  und  {A^B^)  seien  C  und  C,,  von  (BA^)  und 
(B,  A)  seien  T)  und  D^  (Hyp.  I  und  Einl.  b',  §  09  oder  a,  §  103).     Es  ist  dann 

(1)  (CB)  +  (BD)  -  (CD)       (DA,)  +  {A, C\)  =  {DC,) 

weil 

(BD)       (DA,)   gegeben  und  (CA)  eb  (A,C,)  =  (CB) 
(Satz  lü)  und 

(CI?)  +  (BD)     -  (BD)  +  (CT?)   (Einl.  e,  §  99  oder  a,  §  104) 
ist. 

(CD)  +  (DC\)  ist  aber  die  Hälfte  der  Graden  und  weil  (CD).  '  (DC,) 
(1),  so  sind  die  Segmente  (C D)  und  (DCj)  und  mithin  auch  (C^D^)  und  (i),(') 
rechte  Segmente  (Def.  IV  und  Satz  III). 


17. 
Hypothese  VI.  —  Entgegengesetzte  Punkte  nnd  Figuren. 

§  30.  Bern.  I.  Au8  Satz  11,  §  14  und  VI,  §  23  geht  hervor,  daas  es  auf  der  voll- 
Kttlndigen  Gradeu  Punkt^paare  geben  kann,  welche  die  Grade  nicht  bestimmen  und  dass 
ein  HolchcH  Punktepaar  mögliclier  Weise  auch  nicht  existiren  kann. 
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Fig.  81. 


Fig.  82. 


Ist  ein  Büschel  (7?r)  gegeben  (Def.  I,  §  27)  und  durchläuft  der  Punkt  X  die  Grade  r 
in  einer  gegebenen  Kichtung  und  kehrt  dann  in  seiiie  ur«i)riingliche  Lage  zurück  (Bern.  II, 
§  3  oder  Einl.  §  G7),  so  durchläuft  die  Grade  jRA'  dan  ganze  Büschel  in  dem  zweiten  Fall 
nur  einmal,  im  ersten  zweimal.  • 

Die  beiden  Fälle  werden  durch  die  Fig.  31  und  H2  bezüglich  der  Durchschnittspunkte 
der  (iraden  des  Büschels  vom  Centnim»J^  mit  der  Directrix  r  dargestellt.  In  der  ersten 
Figur  treffen  sich  alle  durch  li  geh«»nden  Ciraden  in  dem  entgegengesetzten  Punkt  B'  und 
schneiden  die  Grade  r  in  zwei  entgegengesetzten  Punktt^u.  Die  beiden  Figuren  entsprechen 
dem  that sächlichen  Stnthlenbüschel  nur  sehr  mangelhaft,  weil  sie  das  Gftnze  auf  einem 
beschränkt^'u  Theil  des  i^apicrs  das  heisst  des  (jehiets  uusrer  Beobachtungen  darstellen. 
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ScUe  I.  -Wenn  die  entgegengesetzten  Funkte  der  Graden  r  die  vom  CetUrum 
ausgehenden  Strahlen  der  Graden  eines  Büschels  he$timtne)%,  so  bestimmen  sie  in 
Besug  auf  den  StraJd  ofa  Element  ein  einfach  geschlossenes  System  einer  I^imen- 
sion  und  die  Strahlen  des  Büschds  entspre<Aen  den  Funkten  der  Diredrix  eindeutig 
und  in  ders^hen  Ordnung. 

Denn  -wenn  der  veränderliche  Punkt  X  von 
A  aus  auf  der  Directrix  r'  an  dem  entgegen- 
geaetzten  Punkt  Ä  ankommt,  so  fällt  die  Grade 
RX  (Äx.  n  und  Hjp.  m)  mit  der  Graden  AR 
aber  in  der  entgegengesetzten  Richtung  von  R 
ans  zusammen  und  die  Strahlen  der  Graden 
des  Büschels  bilden  daher  ebenlaUs  ein  einfach 
geschlossenes  System  einer  Dimension,  weil 
durch  jeden  Punkt  von  r  ein  einziger  Strahl 
geht  und  umgekehrt. 

Def.  I.    Ein    solches  Strahleusystem   heisst 
^''  "■  SiraidetAiisdiel   oder   einfach  Büsdid   mit   dem 

Centrum  R  und  der  Directrix  r.     Die  RicMungen  des  Bäschels  sind  durch  die- 
jenigen der  Directrix  gegeben. 

Hat  das  Strahlenbüschel  und  das  GradenbUschel  dieselben  Eigenschaften, 
so  verwechseln  wir  auch  beide. 

Bern.  JI.  Der  zweit«  Fall  reducirt  sich  auf  den  ersten,  wenn  man  die  Grade  r  bo 
betrachtet,  als  wire  aie  doppelt  und  als  stelle  jeder  Punkt  zwei  Terachiedene  Punkte  vor, 
so  dass  der  Punkt  2C,  nachdem  er  von.  A  aus  (Fig.  32)  die  ganze  einfache  Orade  r  durch- 
laufen hat,  die  Lage  des  Punktes  A.'  einnimmt  und  noch  einmal  die  ganze  einfache  Qrade 
durchlaufen  muss,  um  zu  dem  Funkt  A  zurückzukehren. 

Soll  der  zweite  Fall  mit  der  Beobachtung  in  dem  Gebiet  selbst  übereinstimmen,  so 
muBB  er  der  Fig.  88  entsprechen;  das  Strohlensjstem  muss  daher  auch  in  diesem  Fall  ein 
einfach  geBchloBBenea  System  sein  (Einl.  Def.  n,  %  63).  Man  muss  daher  annehmen,  dasB, 
wenn  der  Punkt  X  die  ganze  einfache  Grade  r  durchlaufen  hat  und  nach  A  zurückkehrt, 
der  Strahl  SA  in  die  entgegengeeetzte  Richtung  fällt,  sensit  würde  das  Strahlensjstem, 
wie  niBji  nach  Fig.  32  glauben  konnte ,  in  zwei  einfach  geschlossene  Strahlensjsteme 
zer&llen. 

Wollen  wir  in  diesem  Fall  den  Strahlen  des  BQschels  die  Punkte  der  Graden  r  ent- 
iprechen  lassen,  so  mQBsen  wir  die  Orade  als  doppelt  betrachten.  Da  wir  im  Allgemeinen 
die  Betrachtung  der  ganzen  Graden  dem  Studium  des  Euclid'schen  Systems  unterordnen 
(Bem.  n,  §  26),  so  ist  überdies  die  Grade  in  diesem  Gebiet  offen  und  die  zwei  Theile  ,  in 
welche  sie  durch  einen  Punkt  zerlegt  wird,  haben  keinen  Funkt  gemeinschaftlich  (Zus.  I, 
Saia  m,  %  19  and  Uebereink.  §  28).  Mit  llQckaicht  darauf  ist  daher  die  Annahme  TOrzu- 
Eiehen,  dass  jedem  Strahl  in  dem  Büschel  {R  r)  bezüglich  der  unendlich  grossen  oder  Rie- 
mann'echen  Einheit  (Uebereink.  §  28)  ein  einziger  Punkt  der  Directrix  entspricht  und  um- 
gekehrt. 

Wenn  man  dagegen  auch  das  im  Unendlichgrosaen  des  endlichen  Euclid'schen  Gebiete 
liegende  Grenzgebiet  in  Betracht  zieht,  bo  reducirt  sich  der  erste  Fall  in  Bezug  auf  die 
Euclid'sche  Einheit  auf  den  zweiten,  weil  die  Qra<1e  in  Bezug  auf  diese  Einheit  einen  ein- 
cigen  im  ünendlichgrosBen  liegenden  Funkt  hat  (Satz  III,  §  28  und  Uebereink.  §  28).  Wir 
dürfen  daher  die  folgende  Hypothese  aufstellen: 

Hyj}.  VI.    Auf  der  Qraden   gibt  es  Funktepaare,   welche  ste  nicht  be- 
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Bern.  III.  Dies-  ist  fiir  das  Euclid'sche  System  mehr  ein  Uebereinkommen  als  eine 
Hypothese;  denn  auch  der  zweite  Fall  liefert  für  es  dieselben  Resultate.  In  absolutem  Sinn 
dagegen  ist  es  eine  richtige  Hypothese. 

Satz  IL  Bei  der  vollständigen  Graden  bestimmen  zwei  entgegengesetzte  und 
nur  zwei  entgegengesetzte  Punkte  die  Grade  nicht  (Hyp.  VI,  Satz  ü,  §  14  und 
Satz  VI,  §  23). 

Zus.  I.  Zwei  Grade,  die  sich  in  einetn  Punkt  schneiden,  schneiden  sich  auch 
in  dem  ihm  entgegengesetztere  Punkt  (Satz  VI,  §  4;  Bern.  11,  §  22). 

Def,  IL  Jedem  Punkt  X  entspricht  ein  Punkt  X',  welcher  X  in  allen 
Graden,  die  X  enthalten,  entgegengesetzt  ist  (Zus.  I,  Satz  II). 

Die  Punkte  X  und  X'  heissen  unabhängig  von  den  Graden,  in  welchen 
sie  liegen,  entgegengesetzte  oder  GegenrPunkte, 

Figuren,  die  durch  entgegengesetzte  Punkte  bestimmt  werden  (Def.  I,  §  2), 
heissen  entgegengesetzte  Figuren. 

Satz  IIL    Zwei  entgegengesetzte  Figuren  sind  einander  gleich. 

Denn  wählt  man  zwei  Punkte  X  und  T  und  die  entsprechenden  entgegen- 
gesetzten Punkte  X'  und  r,  so  ist  {XT)  =  (X'  F)  (Satz  HI,  §  29). 

Bern.  IV.  In  §  6  haben  wir  gesehen,  dass  zwei  Punkte  Ä  und  B  auf  der  Graden 
zwei  Segmente  bestimmen,  von  denen  im  Allgemeinen  das  eine  kleiner  als  das  andere  ist. 
Wir  konnten  damals  aber  noch  nicht  Ton  Segmenten  und  AlAtänden  sprechen,  die  durch 
zwei  beliebige  Punkte  [im.  allgemeinen  Raum  (Def.  1,  §  2)]  bestimmt  werden,  weil  wir  noch 
nicht  wuösten,  wie  sich  die  Segmente  Terbalten,  die  zwei  Enden  gemeinschaftlich  haben. 
Jetzt  können  wir  die  Bem.  I,  §  11  yervollständigen  und  behaupten,  dass  zwei  Punkte,  wenn 
sie  nicht  entgegengesetzt  sind,  ein  einziges  Segment  bestimmen,  indem  wir  darunter  das 
kleinere  auf  der  yon  ihnen  bestimmten  Graden  und  mithin  einen  einzigen  Abstand  Ter- 
stehen.  Und  wenn  die  beiden  Punkte  die  Grade  nicht  bestimmen,  so  haben  sie  einen  ein- 
zigen Abstand,  da  jede  durch  sie  gehende  Grade  von  ihnen  in  gleiche  Theile  zerlegt  wird. 

Die  Gleichheit  der  Abstände  bei  zwei  Segmenten  liefert  die  Gleichheit  der  Segmente; 
wenn  daher  (AB)  und  {Ä' B')  die  Abstände  zwischen  den  Punkten  Ä  und  J?,  A'  und  B' 
sind  und  wenn  {AB)  «  (-4'.B')  ist,  so  gilt  auch  für  die  Segmente  {AB)  iE  (A* B')  (Satz  I, 
§  5  und  Satz  I,  §  8).^^) 

18. 

Grade,  deren  Punkte  rechte  Segmente  mit  einem  Punkt  bestimmen.  —.Die 

Hypothese  IV  gilt  für  jeden  Punkt.  ^™^) 

§  31.  Satz  L.  AUe  Punkte  einer  Graden,  wdcfie  zwei  nicht  entgegengesetzte 
Punkte  verbindet,  von  denen  jeder  mit  einetn  beliebigen  Punkt  A  ein  rechtes  Seg- 
ment bestimmt,  sind  von  dem  Punkt  A  gleichweit  entfernt 

X  und  Y  seien  die  beiden  gegebenen  nicht  entgegengesetzten  Punkte,  die 
eine  Grade  r  bestimmen  (Satz  VI,  §  23).  Da  sie  keine  entgegengesetzte  Punkte 
sind,  so  bestimmen  sie  in  r  ein  Segment  (XY)  (Def.  ü,  §  6),  welchem  in  r^ 
ein  Segment  (X'  Y")  entgegengesetzt  und  gleich  ist  (Satz  HI,  §  29).     Wir  be- 


^^^)  Die  Eigenschaft,  dass  der  Strahl  als  Element  des  Büschels  angesehen  werden 
kann  und  dass  in  Bezug  auf  den  Strahl  als  Element  das  Büschel  ebenfalls  ein  einfach 
geschlossenes  System  ist  und  dass  jede  Grade  des  Büschels  dasselbe  mithin  in  zwei  Theile 
zerlegt,  lässt  sich  aus  der  Eigenschaft  ableiten,  dass  die  Grade  in  dem  Euclid'schen  System 
offen  ist,  wie  in  der  Anm.  zu  §  4G  gezeigt  werden  wird. 

xxiij  ißi  ebenfalls  auszulassien.     Siehe  Bem.  III,  §  2. 
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haupteii;  dass  jeder  Punkt  Z  der  Graden  r  in  absolutem  Sinn  von  A  gleich- 
weit absteht.  Nehmen  wir  zuerst  an,  Z  liege  innerhalb  des  Segments  «(X  Y). 
Dem  Punkt  Z  ist  ein  Punkt  Z'  in  dem  Segment  (X'  Y^)  entgegengesetzt,  der 

denselben  Abstand  von  X'  und  Y'  hat,  wie  der  Punkt  Z  von 
X  und  r  (Satz  III,  §  29)  und  die  Grade  ZA  geht  durch  den 
Punkt  Z'  (Zus.  I,  Satz  H,  §  30).  Die  beiden  Dreiecke  ^XF, 
AX  Y  sind  identisch  (Hyp.  IH  und  Satz  IH,  §  17)  und  es 

ist  mithin 

(AZ)  =  {AZ'),  (Satz  n,  §  15) 

weil  Z  und  Z'  zwei  entsprechende  Punkte  sind  oder  auch  weil 
die  beiden  Dreiecke  AYZ,  AY  Z'  gleich  sind,  da  sie  zwei  Seiten  und  das 
von  ihnen  eingeschlossene  Paar  gleich  haben  (Satz  DI,  §  16).     Es  ist  mithin 

{AZ)  =  (AZ')  EZE  (^X)  =  (AY). 

Ebenso  verhält  es  sich,  wenn  der  Punkt  Z  ausserhalb  des  Segments  (XT) 
in  der  Graden  r  fällt.     Mithin  u.  s.  w. 

Satz  IL    Die  Hyp.  TV  gut  für  jeden  Punkt 

Wählt  man  einen  beliebigen  Punkt  A,  so  gehört  derselbe  zu  einem  end- 
lichen Gebiet  des  Pimktes  5,  auf  welches  wir  uns  bis  jetzt  immer  bezogen 
haben  (Bem.  HI,  §  23).  Es  gibt  Grade,  die  durch  A  gehen  und  in  Bezug  auf 
die  Einheit  des  genannten  endlichen  Gebiets  imd  ^uch  auf  die  unendlich  grossen 
Einheiten,  wenn  diese  existiren  (Satz  IQ,  §  19),  verschieden  sind  (Satz  IV,  §  23). 

Zwei  Grade  r  und  r^,  die  durch  A  gehen  und  in  Bezug  auf  die  Einheit 
eines  beliebigen  Gebiets  um  A  verschieden  sind,  sind  in  absolutem  Sinn  auch 
dann  verschieden,  wenn  sie  in  einem  unendlich  kleinen  oder  imendlich  grossen 
Gebiet  um  A  in  Bezug  auf  die  Einheit  dieses  Gebiets  zusammenfallen  (Bem.  I, 
%22). 

Wählt  man  zwei  Punkte  X  und  Y,  von  denen  jeder  mit  A  ein  rechtes 
Segment  auf  den  Graden  r  und  r^  bestimmt,  so  haben*  alle  Punkte  der  Graden 
XY  gleichen  Abstand  von  A  (Satz  I).  Wir  lassen  uun  durch  S  eine  Grade  r' 
gehen  imd  betrachten  eine  durch  einen  Punkt  X'  in  r',  welcher  mit  S  ein 
rechtes  Segment  bestimmt,  gelegte  Grade  s\  deren  Pimkte  gleichen  Abstand 
vom  Pimkt  S  haben,  was  möglich  ist  (Hyp.  IV  und  Satz  I).  Wählt  man  dann 
in  $'  ein  Segment  (X'  Y)  =  (XY),  so  sind  die  beiden  Dreiecke  XAY,  X'SF 
identisch,  weil  sie  drei  Seiten  gleich  haben  (Hyp.  HI  und  Satz  HI,  §  17);  die 
beiden  Gradenpaare  XAY,  X'/SY'  (Def.  I,  §  16)  sind  daher  identisch. 

Jedem  Paar  von  Graden  r  imd  r^  mit  dem  Scheitel  A  (Def.  I,  §  16)  kann 
man  daher  ein  Gradenpaar  mit  dem  Scheitel  S  entsprechen  lassen,  welches  dem 
ersten  in  absolutem  Sinn  gleich  ist.  Weil  aber  zwei  verschiedene  beliebige 
Grade,  die  durch  S  gehen,  in  jedem  unendlich  kleinen  oder  unendlich  grossen 
Gebiet  um  S  verschieden  sind  (Hyp.  IV),  so  gilt  dieselbe  Eigenschaft  auch  für 
die  Graden  r  imd  r^  (Satz  H,  §  15). 

Bein.  Bei  diesem  Satz  können  wir  uns  auf  die  Gebiete  um  jeden  Punkt  (des  allge- 
meinen Raums)  beziehen,  in  deren  Umgebung  alle  aufgestellten  Satze  und  Hypothesen  und 
daher  auch  die  daraus  abgeleiteten  Eigenschaften  Geltung  haben ;  für  einen  beliebigen  Punkt 

10* 
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A  gelten  folglich  auch  Satz  VII  mit  Zus.  in  §  23,  die  Sätze  I,  II,  III,  §  24  u.  III,  IV,  §  26. 
Solange  ^^r  nicht  das  Euclid'sche  System  behandeln,  wollen  wir  uns  daher  auf  das  Gebiet 
um  einen  beliebigen  gegebenen  Punkt  beziehen. 


19. 

Absolate  und  relative  parallele  Graden  nnd  Strahlen.  —  Absolutes  Grencgebiet 
nm  einen  Pankt  des  endlichen  Enclid'schen  Gebiets.  ^^^^ 

§  32.  Bern.  I.  Wir  wollen  wieder  das  Euclid'sche  Gebiet  um  den 'Punkt  A  (Bern. 
§  31,  Uebcreink.  §  28)  und  eine  Grade  r  oder  X^  JIX^  betrachten.  Wenn  wir  auf  dieser 
Graden  einen  Punkt  X^  wählen,  der  dem  endlichen  Euclid'schen  Gebiet  um  den  zu  A  entgegen- 
gesetzten Punkt  A '  nicht  angehört,  so  muss  er  mit  einem  beliebigen  Punkt  B  des  endlichen 
Gebiet»  um  A  eine  Grade  l>estimmen  (Satz  VI,  §  23).  Die  Graden,  welche  einen  Punkt  B 
mit  allen  im  Unendlichgrossen  liegenden  Punkten  der  Graden  r  mit  Ausnahme  der  zu  A 
entgegengesetzten  Punkte  und  der  Punkte  des  endlichen  Gebiets  um  A'  Terbinden,  fallen 
in  Bezug  auf  die  Einheit  des  endlichen  Gebiets  in  eine  einzige  Grade  zusammen  (Satz  lU 
u.  IV,  §  26;  Uebcreink.  §28  u.  Bem.  §  31)  und  sind  der  Graden  r  parallel  (Def.  II,  §  26). 

Def,  L    Wir  nennen  diese  paralleleli  Graden  rdative  ParaUden. 

Bern.  IT.  Eine  durch  B  gehende  relatiTC  parallele  Grade  schneidet  die  Grade  r  in 
zwei  in  entgegengesetzten  Richtungen  von  A  aus  liegenden  bestimmten  Punkten  Xj^ ,  X^ , 
welche  in  absolutem  Sinn  auf  der  yollständigen  Graden  entgegengesetzte  Punkte  sind  (Zus. 
Satz  II,  §  30).  Die  Punkte  X^  und  X^  müssen  Ton  den  entgegengesetzten  Punkten  A  und 
A*  getrennt  sein  (Satz  I,  §  29).  Eine  Hälfte  der  durch  die  beiden  Punkte  X^  und  X^ 
bestimmten  Graden  enthält  den  Punkt  A  und  ist  diejenige,  die  zum  Theil  in  dem  endlichen 
Gebiet  um  A  liegt.    Damit  ist  aber  nicht  gesagt,   dass  A  der  Mittelpunkt  des  Segments 

(X^x;)  ist. 

Def.  IL  Die  Grade,  welche  sich  von  einem  Punkt  J?  aus  in  dem  Eudid*- 
sehen  Gebiet  parallel  zu  einer  durch  den  Punkt  A  gehenden  Graden  r' ziehen 
lässt  und  welche  die  Grade  r  in  zwei  in  absolutem  Sinn  und  mithin  auch  in 
Bezug  auf  die  unendlich  grosse  Einheit  (Uebereink.  §  28  und  Satz  ü,  §  30) 
in  gleichem  Abstand  von  A  liegenden  entgegengesetzten  Punkten  X^,  X'^ 
schneidet,  heisst  absolute  Parallele.  Die  Punkte  X,,  X'^  heissen  absolute  Grenz- 
pioikte  der  Chradeti  r  in  Bezug  auf  den  Punkt  A. 

Zus.  I.  Die  absoluten  Parallelen,  welche  von  den  Punkten  einer  Graden,  die 
zu  einer  gegebenen  Graden  absoliU  paracet  ist,  gezogen  tcerden,  fallen  lyezüglich 
der  endliclien  und  miemUich  grossen  EinJieit  zusammen. 

Es  geht  dies  unmittelbar  aus  der  Definition  hervor  (Satz  I,  §  24  und  Bem. 

§  31). 

Satz  I.  Jedem  Punkt  eitler  Graden  r  entspricht  in  dem  endlichen  Gebiet  eme 
verschiedene  vofi  demselben  Punkt  B  zu  der  Graden  r  absolut  Parallele, 

Dies  folgt  unmittelbar  aus  der  obigen  Definition;  denn  wählt  man  einen 
andern  Punkt  A^j  der  dem  Punkt  A  auch  unendlich  nahe  liegen  kann^  so  sind 
die  beiden  absoluten  Grenzpunkte  in  absolutem  Sinn  verschieden  (Ax.  II ^  a^ 
Hyp.  I;  Einl.  Def.  I,  §  61  und  d,  §  73). 

Zus.  I.    Eine  durch  A  gehoide  Grade  r  ist  im  Allgemeinen  der  Graden 


xxiiij  Auch  dieser  Abschnitt  ist,  wenn  man  nur  das  endliche  Clebiet  behandelt,  aus- 
zulassen. 
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rj  nicht  absolut  parallel,  die  durch  einen  Punkt  B  absolut  paraUel  zu  der  Graden 
r  geführt  wird. 

Denn  wäre  sie  es,  so  müssten  die  absoluten  Grenzpunkte  in  Bezug  auf  A 
in  r  auch  absolute  Greuzpunkte  in  Bezug  auf  JB  in  r^  sein,  was  im  Allgemeinen 
nicht  der  Fall  ist. 

I)ef.  HL  Der  durch  einen  absoluten  Grenzpunkt  von  Ä  auf  der  Graden  r 
z.  B.  X,  und  durch  den  Punkt  B  bestimmte  Strahl  (Def.  I,  §  7)  heisst  der  dem 
Strahl  (ÄX^)  von  Ä  aus  absolut  parcdiele  Strahl. 

Zus.  II.  In  einem  StraJd  sind  ein  Funkt  und  sein  absoluter  Grenzpunkt 
Enden  eines  rediten  Segments. 

.  Denn  da  (Xj^X^)  die  Hälfte  der  Graden  und  Ä  der  Mittelpunkt  von 
(X,X^)  ist  (Def.  n),  so  sind  (ÄXJ)  und  (^X'^,)  rechte  Segmente  (Def.  IV, 
§  29;  Hyp.  I  und  Einl.  b',  §  99  und  a,  §  103). 

Satz  IL  In  Bezug  auf  die  endliche  und  utiendlich  grosse  (Eudid'schc  und 
Biemann'sche)  Eiiüieit  fallen  die  Graden,  die  von  jedetn  Punkt  B  zu  einet*  Gra- 
den absolut  paraUd  gezogen  werden,  zusammen. 

In  Bezug  auf  dieselben  Einheiten  fallen  die  Graden,  die  von  den  Punkten  eitler 
Graden  r  zu  einer  zu  r  absolut  Parallelen  absolut  parallel  gezogen  werden,  mit 
der  Graden  r  zusamtnen. 

Es  fallen  nicht  nur  diejenigen  Graden  zusammen,  die  von  einem  Punkt  B 
zu  der  Graden  r  in  Bezug  auf  ihre  im  endlichen  Gebiet  liegenden  Punkte  ab- 
solut parallel  gezogen  werden,  sondern  alle  relativen  Paraljelen  (Def.  11  und  I; 
Satz  I,  §  24;  Uebereink.  §  28  und*  Bem.  §  31). 

Aus  dem  ersten  Theil  des  Satzes  geht  auch  der  zweite  hervor;  denn  wenn 
X^AX'j,  die  Grade  r  und  X^BX'j,  die  in  Bezug  auf  den  Punkt  Ä  absolute 
Parallele  (Def.  II)  ist,  so  ist  X^^X^  der  Graden  X^JBX^  relativ  parallel 
(Def.  I;  Satz  EI  und  IV,  §  26  und  Bem.  §  31).  Wählt  man  mithin  einen 
Punkt  Ä'  in  r,  so  ist  die  Grade  r  der  Graden  X^JBX'ao  relativ  parallel  und  da 
alle  von  A'  aus  zu  X^^BX'^  relativ  parallel  gezogenen  Graden,  unter  denen 
sich  auch  die  in  Bezug  auf  einen  beliebigen  Punkt  des  endlichen  Gebiets  von 
Xy,BX'^  absolute  Parallele  befindet,  in  eine  einzige  d.  h.  in  die  Grade  r  zu- 
sammenfallen (Def.  I;  Satz  HI,  IV,  §  26  und  Bem.  §  31),  so  ist  damit  der  Satz 
bewiesen. 

Zus.  I  Bezüglich  der  endlidien  und  miendlieh  grossen  Einheit  fallen  die  von 
einetn  Punkt  aus  zu  eitlem  gegebenen  Strahl  absolut  paralld  gezogenen  Strahlen 
zusammen. 

I 

Bezüglich  derselben  Einlieiten  fallen  die  von  den  Punkten  cims  StraJds  zu 
einem  andern  demselben  absolut  parallelen  Strahl  absolut  parcdld  gezogetmi  StraJüen, 
mit  dem  ersteren  StraJil  zusammen  (Def.  lU). 

Def.  IV.  Wir  nennen  absolutes  Grenzgebiet  des  Eudid'schen  Geldets  um  jeden 
Punkt  X  des  endlichen  Gebiets  dasjenige,  welches  durch  alle  absoluten  Grenz- 
punkte der  durch  den  Punkt  X  gehenden  Graden  gegeben  ist,  welche  in  Bezug 
auf  die  endliche  und  unendlich  grosse  Einheit  verschieden  sind  (Satz  IV,  §  23 
und  Satz  11,  §  31). 
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Satz  III.  Ztcei  ahsohite  GrmzpunJife  ebies  PunJctes  X,  welche  nicht  entgegen- 
gesetzt  si7i(i,  bestimmen  eine  Grade,  die  ganz  in  dan  absoluten  Grenzgdnet  von  X  liegL 

Dieser  Satz  ist  eine  andere  mittelst  Def.  IV  erhaltene  Form  des  Satzes 
n,  §  31. 

Satz  IV.  Die  absoluten  Grenzgebiete  zweier  beliebiger  Punkte  des  endUdken 
Gebiets  fallen  in  ahsoliitem  Sinn  zwar  nicht  zusammen,  jedodh  hezüglidi  der 
endlichen  und  unendlich  grossen  Einheit, 

Denn  wenn  X;»  ein  absoluter  Grenzpunkt  eines  Punktes  A  ist,  so  ist 
(ÄX^)  ein  rechtes  Segment.  Ist  B  ein  Punkt  des  endlichen  Gebiets^  so  ist 
im  Allgemeinen  (i?X^)  in  absolutem  Sinn  kein  rechtes  Segment  (Zus.  I,  Satz  I); 
dagegen  besteht  für  die  endliche  mid  unendlich  grosse  Einheit  die  Identität 
{ÄX,)  =  (BX,)  (Einl.  i,  §  85  und  b',  §  91;  Satz  EI,  §  22). 

20. 

In  derselben  oder  der  entgegengesetzten  Richtung  parallele  Strahlen 

und  Segmente.  ^^^ 

§  33.  Def.  I  Ein  Punkt  X,  des  absoluten  Grenzgebiets  eines  Punktes  Ä 
bestimmt  mit  Ä  ein  rechtes  Segment  und  zwei  entgegengesetzte  Punkte  dieses 
Gebiets  zwei  rechte  Segmente  mit  dem  gemeinsamen  Ende  in  A  (Def.  IT,  §  32). 
Wir  nennen  diese  beiden  Segmente  entgegengesetzte  Seiten  oder  Theile  der  Graden 
r  um  den  Pimkt  A  in  Bezug  auf  das  Euclid'sche  Gebiet. 

Bern.  I.  In  dem  Eiiclid'scheii  Gebiet  können  die  entgegengesetzten  Seiten  bezfigl.  der 
Einheit  dieses  Gebiets  auch  als  Strahlen  angesehen  werden,  die  Ton  den  Grenzpunkten  und 
dem  l*imkt  -1  begrenzt  werden  (Zus.,  Satz  III,  §  19). 

Satz  I  Jeder  absolute  Grenzpmikt  X,  voti  A  bestimmt  mit  jedem  Pwiki 
des  endliehen  Gebiets  7iur  einen  Strahl  und  mithin  auf  der  durch  X»  und  den 
gegebenen  Punkt  bestimmten  Graden  von  diesem  Punkt  aus  eine  Ridiking. 

B  sei  der  gegebene  Punkt,  der  auch  mit  -4.  zusammenfallen  kann.  Der 
Punkt  Xj,  bestimmt  mit  B  ein  Segment,  welches  kleiner  als  die  Hälfte  der 
Graden  ist,  weil  in  Bezug  auf  die  unendlich  grosse  Einheit  (AX^,)  ^E  (BX^) 
ist  (Satz  ni,  §  22)  und  sie  mithin  in  absolutem  Sinn  höchstens  um  ein  Seg- 
ment differircn,  welches  in  Bezug  auf  die  imendlich  grosse  Einheit,  die  bezüglich 
der  vollständigen  Graden  endlich  ist,  unendlich  klein  ist  (Def.  I,  §  29  und 
Uebereink.  §  28).  Weil  auf  diese  Weise  auf  der  Graden  BX^.  nur  ein  einziges 
Segment  bestimmt  wird  (Def.  II,  §  6),  so  ist  auch  seine  Richtung  von  B.  aus 
bestimmt  (Einl.  Bez.  I,  §  G4  und  Hyp.  I). 

Zus.  I.  Wir  können  behaupten,  dass  zwei  Strahlen,  die  denselben  absoluten 
Grenzpunkt  im  Unendlichgrossen  hüben,  dieselbe  Richtung  in  Bezug  auf  die  endlidie 
Einheii  haben. 


XXIV)  Dieser  Abschnitt  wird,  wenn  man  sich  nur  im  endlichen  Grebiet  bewegt,  nicht 
auf  diese  Art  abgehandelt  und  die  Definition  von  Strahlen  oder  Segmenten  derselben  oder 
cntgegengesotzter  Uichtungen  wird  entweder  hier  in  Uebereinstimmung  mit  Anm.  XVI  oder 
an  der  in  der  ersten  Anm,  zu  §  62  angogebeueu  Stelle  gegeben. 
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Denn  die  Richtung  eines  Strahls  bestimmt  den  absoluten  Grenzpunkt  be- 
züglich der  endlichen  Einheit  (Satz  IV,  §  32)  und  da  die  beiden  Strahlen  den- 
selben absoluten  Grenzpunkt  haben,  so  bestimmen  ihre  Richtungen  denselben 
Punkt  im  ünendlichgrossen.  In  Bezug  auf  die  Bestimmung  dieses  Punktes 
können  sie  daher  einander,  substituirt  werden  (Einl.  Def.  VI,  §  8  imd  Def.  I, 
§  9)  und  in  dieser  Hinsicht  sind  die  beiden  Richtungen  gleich  oder  wir  können 
mit  andern  Worten  behaupten,  dass  die  beiden  Strahlen  dieselbe  Richtung  haben. 

Def.  IL  Wir  sagen^  zwei  Strahlen,  die  diesem  Zusatz  entsprechen,  hätten 
dieselbe  Richtung, 

Zus,  IL  Zwei  Strahlen^  die  dieselbe  Richtung  mit  einem  dritten  Strahl  h<iben, 
sind  unter  sich  gleich  gerichtet 

Denn  die  drei  Strahlen  und  mithin  auch  der  erste  imd  zweite  haben  in 
Bezug  auf  die  endliche  Einheit  denselben  im  ünendlichgrossen  liegenden  ab- 
soluten Grenzpunkt  (oder  auch  Zus.  I  und  Einl.  e,  §  8). 

Zus,  IIL  Die  zwei  Strahlen,  die  van  einem  Punkt  aus  absolut  (und  mithin 
auch  relativ)  parallel  zu  einer  Graden  gezogen  werden,  haboi  entgegengesetzte 
Richtung. 

Denn  zwei  absolut  entgegengesetzte  Punkte  bestimmen  mit  einem  Punkt 
JB  des  endlichen  Gebiets  zwei  Segmente,  die  von  B  aus  entgegengesetzte  Rich- 
tung haben  (Satz  I;  Einl.  Def.  H,  §  62;  f,  §  63  und  Zus.  I,  Satz  H,  §  32). 

Zus.  TV,  Wir  können  behaupten,  dass  zwei  StraJden  a  und  a,  die  entgegen- 
gesetzte im  ünendlichgrossen  liegende  absolute  Grenzpunkte  haben,  entgegengesetzt 
gerichtet  sind.  • 

Dies  ist   an  sich   klar,   wenn   die  Strahlen   auf  derselben  Graden   liegen 

(Zus.  m). 

Liegen  sie  auf  verschiedenen  Graden  und  man  bezeichnet  mit  a^  den  zu  a 
entgegengesetzten  in  einer  graden  Linie  mit  a  liegenden  Strahl,  so  sind  a  und 
Gl  entgegengesetzt  gerichtet  (Zus.  HI),  a'  und  a^  haben  aber  dieselbe  Richtung 
(Zus.  I  und  Def.  II),  das  heisst  bei  der  Bestimmung  der  Richtung  können  wir 
a'  durch  a^  ersetzen  und  da  nun  a  und  a^  entgegengesetzte  Richtung  haben, 
so  können  wir  dasselbe  auch  von  a  und  a'  behaupten. 

Def.  III.  Von  zwei  Strahlen,  die  diesem  Zusatz  entsprechen,  sagen  wir 
sie  hätten  entgegengesetzte  Richtung. 

Von  jetzt  an  verstehen  wir  imter  StraJden  einer  Graden  von  einem  Punkt 
A  ihres  endlichen  Gebiets  an  in  absolutem  Sinn  und  bezüglich  der  imendlich' 
grossen  Einheit  die  Hälften  der  vollständigen  Graden  (Def.  I,  §  29)  bis  zu  dem 
entgegengesetzten  Punkt  Ä\  Bei  dem  Euclid'scheu  Gebiet  dagegen  nehmen 
wir  an,  sie  würden  durch  ihre  absoluten  Grenzpunkte  begrenzt,  welche  für  die 
Punkte  ihres  endlichen  Gebiets  bezüglich  der  endlichen  und  unendlich  grossen 
Einheit  zusammenfallen  (Satz  FV,  §  32). 

Bern.  H,  Ist  ein  Segment  (AB)  auf  einer  Graden  gegeben,  so  ist  seine  Richtung  in 
dem  endlichen  Gebiet,  wie  auch  auf  der  vollständigen  Graden  durchaus  bestimmt;  denn 
A  und  JB  bestimmen  zwei  Segmente,  von  denen  das  eine  (AB)  unendlich  klein  in  Bezug 
auf  das  andere  ist.    Betrachtet  mau  nun,  wie  in  §  6  angegeben,  wenn  man  nicht  nöthig 
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hat  auch  das  grössere  in  Betracht  zu  ziehen,  das  kleinere  als  das  Segment  der  Punkte  Ä 
und  i?,  so  ist  die  Richtung  von  (AB)  Ton  A  aus  Tollständig  bestimmt  (Einl.  Bez.  I,  §  61]. 

Zus.  V.  In  Bezug  auf  die  Richtung  sitid  zwei  Segmente  (AB),  (^A'B^, 
wcklie  zwei-  paraüden  Strahlen  angehören  und  in  ihnen  dieselbe  Bicktufig  be* 
stimtneny  gleidi  (lidben  dieselbe  Richtung). 

Denn  man  kann  sie  bei  Bestimmung  der  Richtung  einander  substituiren; 
da  aber  die  Bestimmung  ihrer  Richtung  auf  den  Strahlen^  welche  die  Segmente 
enthalten,  nur  mittelst  der  Richtung  der  Strählen  geschieht^  so  haben  die  Seg- 
mente gleiche  Richtungen  d.  h.  dieselbe  Richtung  (Einl.  Def.  VI  u.  VII,  §  8 
und  Def.  I,  §  9). 

Zus.  VI.  Wenn  zwei  Segmente  (AB)  und  (A'B')  parallelen  Strahlen  an- 
(jih'oren  uml  von  A  mid  A'  aus  entgegetigesetztc  Riehtungen  bestimmen,  so  hahen 
sie  entgegengesetzte  Richtung. 

Denn  sie  bestimmen  Strahlen  von  entgegengesetzten  Richtungen  und  diese 
Richtungen  sind  auch  diejenigen  der  beiden  gegebenen  Segmente  (Einl.  f",  §  63). 

21. 
In  absolntem  nnd  relativem  Sinn  gleiche  Figuren. ^"^ 

§  84.  Satz  I  Die  im  Unendlieligrossen  liegenden  Fmikte  zweier  gleiAer 
Figuren  entsjyreche}i  sich  einander  derart^  dass  der  Abstand  zweier  beliebigen  im 
Unendlichgrossen  liegenden  Funkte  der  einen  dem  Abstand  der  beiden  entere- 
chcndeti  Punkte  der  andern  in  absolutem  Sinn  gleich  ist. 

Denn  wählt  man  zwei  entsprechende  Punkte  A  und  A'  der  beiden  Figuren 
in  dem  endlichen  Gebiet  und  einen  Punkt  X,  der  ersten,  so  muss  dem  Seg- 
ment (-4X,)  [oder  den  Segmenten  {AX^),  falls  Xy,  zu  A  entgegengesetzt  ist 
(Def.  I,  §  30)]  ein  unendlich  grosses  Segment  {A'X'^)  derzweiten  entsprechen 
Aiwin  in  zwei  gleichen  Figuren  sind  die  ejitsprechenden  Segmente  in  absolutem 
Sinn  gleich  (Satz  11,  §  15  und  Einl.  Def.  EI,  §  9)  und  mithin  entspricht  dem 
im  Unendlichgrossen  liegenden  Punkt  X^,  der  ersten  ein  im  ünendlichgrosBen 
liegender  Punkt  X^  der  zweiten.  Sind  aber  X^^,  und  IT»  zwei  Punkte  der 
ernten  Figur  und  X',,    F^,   die  entsprechenden  Punkte  der  zweiten,  so  muss 

(X,.y,)-(x;r;.)  sein. 

Sind  Xje,  Y,  entgegengesetzte  Punkte,  so  sind  es  auch  die  Punkte  X'^^ 
Y j .  Will  man  in  diesem  Fall  entscheiden,  welche  der  beiden,  von  diesen  zwei 
Puuktepaaren  auf  den  zwei  Graden  bestimmten,  Segmente  sich  entsprechen, 
üid  beachte  man,  dass  diese  beiden  Graden  von  zwei  entsprechenden  Punkten 
heHtiuinit  sein  müssen  und  dass  mitbin  die  Segmente  sich  entsprechen,  welche 
iliehe  Punkte  enthalten. 

linn.  I.  Ein  Dreieck,  dessen  einer  Stlieitel  in  dem  en<llichen  Gebiet  liegt  und  dessen 
I iridis  andern  in  dem  absoluten  (.Irenzgebiot  de«  ersten  Scheitels  liegen,  ist  gleichschenklig 
^IM'  lll,  §  1)  und  Def.  III,  §  32). 

^^^1  Auch  dieser  Abschnitt  ist  auszulassen,  wenn  man  sich  auf  das  endliche  Gebiet 
oAuci   h!iuh^it  beschränkt. 
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Ein  Dreieck,  voÄ  welchem  zwei  Scheitel  in  einem  absoluten  Grenzgebiet  liegen  und 
dessen  andrer  Scheitel  in  dem  endlichen  Gebiet  liegt,  ist  in  Bezug  auf  die  endliche  und 
die  unendlich  grosse  Einheit  gleichschenklig  (Dof.  III,  §  9  und  Satz  IV,  §  32). 

Sab!  IL  Zwei  Dreiecke,  dereti  Scheitel  in  einetn  heliehigen  endlichen  Gebiet 
liegen  und  deren  Seitoi  in  Bezug  auf  die  endlidie  Einlieit  bezüglich  gleich  sind, 
könneti  als  gleich  in  absdutetn  Sinn  angesehen  werden,  wenn  nicht  festgesetzt  ist, 
dass  ihre  Seiten  um  mietidlich  kleitie  Segmente  differiren. 

Die  Seiten  eines  jeden  der  Dreiecke  müssen  endlich  sein;  denn  wäre  eine 

unendlich  klein,  so  hätte  man  bezüglich  der  endlichen  Einheit  kein  Dreieck  mehr. 

Wenn  die  Seiten  der  beiden  Dreiecke  in  absolutem  Sinn  gleich  sind,  so  wissen 

wir  schon,  dass  die  beiden  Dreiecke  gleich  sind  (Satz  HI,  §  17;  Hyp.  III  und 

Einl.  Def.  III,  §  9).    Da  man  aber  die  drei  Seiten  als  in  absolutem  Sinn  gleich 

ansehen  kann  (EinL  a",  §  109),  so  ist  der  Satz  damit  bewiesen. 

Bern.  IL  Ein  Dreieck,  dessen  einer  oder  zwei  Scheitel  in  absolutem  Sinn  im  Unendlich- 
groBsen  liegen  (Uebereink.  §  28)  z.  B.  BCA^  oder  ÄBy>C:^  ist  eigentlich  kein  Dreieck  des 
endlichen  Gebiets,  wenn  man  dieses  Gebiet  unabhängig  von  dem  Unendlichgrossen  be- 
trachtet. Im  zweiten  Fall  haben  wir  in  dem  endlichen  Gebiet  ein  Gradenpaar,  dessen 
Scheitel  mit  dem  im  eudliclien  Gebiet  liegenden  Scheitel  Ä  des  Dreiecks  zusammenfallt. 
Im  ersten  Fall  dagegen  sind  es  zwei  durch  die  zwei  Punkte  des  endlichen  Gebiet«  begrenzte 
parallele  Strahlen. 

In  diesen  Fällen  kann  man  daher,  was  die  Gleichheit  zweier  Dreiecke  bezüglich  der 
endlichen  Einheit  angeht,  den  Satz  HI,  §  17,  welcher  sich  auf  Dreiecke  bezieht,  deren 
Scheitel  im.  endlichen  Gebiet  liegen,  nicht  anwenden  imd  will  man  auch  in  solchem  Fall 
von  Gleichheit  der  Dreiecke  sprechen,  so  muss  aus  der  Gleichheit  derselben  die  Gleichheit 
ihrer  Gradenpaare  resultiren  (Zus.,  Satz  m,  §  17).  Diese  Gleichheit  nun  erhält  man,  wenn 
die  beiden  verglichenen  Dreiecke  auch  nur  bezüglich  der  unendlich  grossen  Einheit  gleich 
sind,  weil  man  sie  alsdann  als  in  absolutem  Sinn  gleich  ansehen  kann  (Satz  II)  und  die 
genannten  Paare  mithin  bezüglich  der  endlichen  Einheit  gleich  sind. 

Kann  man  die  beiden  Dreiecke  nicht  als  in  absolutem  Sinn  gleich  betrachten,  so  kann 
man  nicht  mehr  von  Gleichheit  bezüglich  der  endlichen  Einheit  sprechen. 

Satz  HL  Zwei  Dreiecke,  tvelche  zicei  Sclieitel  in  einem  absoluten  Ofrenzgcbiet 
gemeinschaftlich  haben  und  deren  anderer  Scheitel  in  dem  endlichen  Gebiet  liegt, 
sind  bezüglich  der  endliclien  und  unendlich  grossen  Einheit  gleieh  und  sie  sind  es 
auch  in  absolutem  Sinn,  wenn  die  im  Uitendliclufrossen  liegenden  Fmikte  absolute 
Chrenzpunkte  der  übrigen  Scheitel  sind. 

BX^Yy^y  CXy^Yj,  scien  die  beiden  Dreiecke  und  die  Punkte  X^,  Y^ 
seien  absolute  Grenzpunkte  von  B  (Def.  11,  §  32).  Das  Dreieck  BX^  Yj,  ist 
in  absolutem  Sinn  und  bezüglich  der  endlichen  und  unendlich  grossen  Einheit 
gleichschenklig  (Bem.  I);  es  ist  also 

(BX^)  EE  (CX^),  (BY^)  -  (Cr.).  (Satz  IV,  §  32) 

Diese  Relationen  gelten  in  absolutem  Sinn,  wenn  X^^.und  Y^  absolute  Grenz- 
punkte auch  des  Punktes  C  sind.  Die  beiden  Dreiecke  sind  mithin  in  dorn 
ersten  Fall  bezüglich  der  unendlich  grossen  und  folglich  auch  der  endlichen 
Einheit  (Bem.  11),  im  zweiten  Fall*  auch  in  absolutem  Sinn  einander  gleich 
(Satz  m,  §  17  und  Hyp.  HI). 

Satz  LV.  Sind  X^,  und  X^,  Y,  und  Y^  Paare  entgegengesetzter  absoluter 
Grenzpunkte,  so  sind  die  beiden  Dreiecke  BX^  Y^ ,  BX'^  Y'j,  entweder  in  absolutem 
Sinn  oder  bezüglich  der  unemUieh  grossen  und  der  endlichen  Einheit  einwider  gleich. 
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Wir  wollen  annehmen^  X^,  und  X'j,  seien  absolute  Grenzpunkte  des  Punktes 
B,  Yy,  und  y^  eines  andern  Punktes  C,  Im  Allgemeinen  gilt  in  absolutem 
Sinn  nicht  die  Identität  (J?  Y^)  =  (C  F,)  und  mitliin  auch  nicht  {B  T^)  =  (B  Y^\ 
selbst  wQmi'(BX^)  =  (CY^)  ist  (Zus.  H,  Satz  I,  §  32).  Diese  Beziehungen 
gelten  dagegen  bezüglich  der  unendlich  grossen  uniil  der  endlichen  Einheit 
(Satz  IV,  §  32). 

Damit  ist  der  Satz  bewiesen  (Satz  IQ,  §  17  und  Bem.  II). 

Satz  V,  Zwei  Breiecke,  deren  Seiten  bezüglieh  der  endlichen  Einheit  gleich 
sind,  Mnnen  nicht  immer  in  absolutem  Sinn  für  gleich  gelten,  wewn  einer  oder 
zwei  ihrer  Sclheitd  im  Unendlichgrossen  liegen. 

Im  ersten  Fall  können  sie  auuih  dann  nicht  für  gleich  in  absolutem  Sinn 
gelten,  tcenn  äire  Seiten  bezüglich  der  ufiendlich  grossen  Einheit  gleich  sind. 

^  Die  beiden  Punkte  C  und  C  seien  in  gleichem  Ab- 

stand  von    B  gegeben   und   die   Entfernung   (CC)   sei 
endlich  (Satz  IV,  §  23  und  Bem.  §  31). '  Wir  wollen  von 
■Axt      /        \        -'^ctt    B  aus  die  Parallele  zu  CG'  ziehen  und  den  im  Unendlich- 

'\^  grossen  liegenden  Punkt  A^  der  beiden  Graden  betrachten. 

^  ^'  In  Bezug   auf  die  endliche   und   auch  unendlich   grosse 

^^^  ^*'  Einheit  sind  die  Seiten  der  beiden  Dreiecke  Ay,BC  und 

Ä^BC  gleich,  d.h.  {BÄ^)  ist  gemeinschaftlich,  {BC)~{BC),.{CA^)~ 
~:  {C  AJ)'^  in  absolutem  Sinn  dagegen  ist  ((7-4.^,)  nicht  gleich  {C' AJ)  (Einl. 
Def.  I,  §  61)  und  sind  die  beiden  Dreiecke  mitliin  nicht  identisch  und  folglich 
auch  nicht  die  gradlinigen  Paare  BCA^,  BC A^  (Def  I,  §  16  und  Satz  HI, 
§  16).  Ist  -4.^  der  zu  -4^  entgegengesetzte  Punkt,  so  haben  die  zwei  Dreiecke 
A'^BC,  A^BC  wie  auch,  bezüglich  der  endlichen  und  unendlich  grossen  Ein- 
heit, die  .Dreiecke  A'j,BC,  A^BC  und  A'^BCy  A'^^BC  ihre  Seiten  gleich. 
Ginge  aus  diesen  Beziehungen  die  Gleichheit  der  Dreiecke  hervor,  so  würde 
das  Dreieck  A'^BC  den  Dreiecken  A^^BG  und  A^^BG'  gleich  sein;  diese 
letzteren  sind  jedoch,  wie  wir  gesehen  haben,  nicht  gleich. 

Was  den  letzten  Theil  des  Satzes  angeht,  bemerken  wir,  dass  bezüglich 
der  unendlich  grossen  Einheit  die  zwei  Seiten  BAj,y  GA^  zusammenfallen 
(Satz  ni,  §  22);  es  ist  desshalb  kein  Dreieck  mehr  vorhanden  und  auf  die 
beiden  Dreiecke  A^^BGy  A'^^BG  kann  der  Satz  11  und  mithin  auch  Satz  ID, 
§17  nicht  angewendet  werden  und  die  beiden  Dreiecke  sind  folglich  im  All- 
gemeinen auch  bezüglich  der  unendlich  grossen  Einheit  nicht  gleich  (Bem.  II). 

Nur  wenn  die  entsprechenden  unendlich  grossen  Seiten  in  absolutem  Sinn 
gleich  sind,  kann  von  eiiier  Gleichheit  der  beiden  Dreiecke  die  Rede  sein; 

Bern.  III.  Bei  den  Identitätsbeziehungen  der  Dreiecke  im  Euclid'schen  Grebiet  kommen 
nur  solche  Dreiecke  in  Betracht,  deren  Scheitel  nach  Satz  11  in  dem  endlichen  Gebiet  liegen 
(auf  welche  stets  Satz  ni,  §  17  anwendbar  ist),  es  sei  denn,  es  werde  anders  bestimmt. 
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22. 

Congrnente  und  symmetrische  Se^ente  anf  der  Graden.  —  Stetige  Systeme 

Ton  beliebigen  nnveränderlichen  Figuren  (in  dem  allgemeinen  Ranm).  —  Stetige 

Systeme  von  nnyerSnderlichen  Segmenten  auf  der  Graden."^) 

§  35.  Def.  L  Zwei  gleiche  Segmente  einer  und  derselben  Graden,  welche 
dieselbe  Richtung  wie  die  Grade  haben  (Einl.  f",  §  63)  heissen  congruent  und 
wenn  sie  entgegengesetzt  gerichtet  sind,  symmetrisch  (Einl.  Bern.  I,  §  112). 

Def.  IL  Wenn  zwei  symmetrische  Segment«  einen  Punkt  gemeinschaftlich 
haben,  so  sagt  man,  sie  seien  symmetrisch  in  Bezug  auf  diesen  Punkt  und  ebenso 
die  beiden  andern  Enden  der  Segmente  seien  in  Bezug  auf  denselben  Punkt 
symmetrisch. 

Satz  I.  Zwei  cmtgruente  Segmente  j  welche  zwei  sich  entsprechende  PunJcte 
gemehvschaftlich  haben,  fallen  zusa/mmen, 

Ist  der  Identitäfszusanmienhang  zwischen  den  beiden  congruenten  Seg- 
menten {AB)  und  {AB')  festgestellt  (Def.  I)  und  Z  em  Punkt  von  {AB\ 
welcher  mit  dem  entsprechenden  Punkt  X'  von  {A!B')  zusammenfällt,  so  muss 
(-4X)  ^  (^'X)  sein.  Dieses  ist,  da  (^X)  und  {A!X)  dieselbe  Richtung  haben 
(Zus.  n,  Satz  ni,  §  4),  nur  dann  möglich,  wenn  A  und  Ä  nicht  verschieden 
sind  (Einl.  Def.  I,  §  61  und  d,  §  73).  Mithin  fallen  A  und  Ä  und  also  auch 
aus  demselben  Grund  B  und  JB'  zusammen. 

Satz  IL  Sich  entsprechende  Funkte  zweier  congme^tten  Segmente  sind  Enden 
congruenter  Segmente, 

{AB)  und  {AB')  seien  die  beiden  congruenten  Segmente.  Ä  kann  ent- 
weder dem  Segment  {AB)  angehören  oder  ausserhalb  desselben  in  der  Ver- 
längerung von  {AB)  von  A  nach  B  hin  liegen  (Einl.  §  66).  Der  Fall,  in 
welchem  A'  ausserhalb  {AB)  in  der  entgegengesetzten  Verlängerung  liegt, 
reducirt  sich  auf  die  beiden  ersten,  wenn  man  {AB)  mit  {A'B')  vertauscht. 
Es  ist  nicht  möglich,  dass  das  eine  Segment  in  dem  andern  enthalten  ist  (Einl. 
d,  §  73;  c,  §  61). 

Sind  X  und  X'  beliebige  entsprechende  Elemente  der  beiden  Segmente 
in  ihrem  Identitätszusammenhang  (Bem.  HI,  §  15),  so  gehört  im  ersten  Fall 
das  Element  X  entweder  dem  Segment  {AA')  oder  {A'B)  an. 

Liegt  es  in  {AA'),  so  ist 

(AX)  +  (XA')  =  {AA'),  (XA')  +  (A'X')  =  (XX') 
(A'X')  +  (XA')  =  (XX')  (Ax.  II,  a  oder  Hyp.  I,  Einl.  e,  §  99  oder  a,  §  104). 
Es  ist  aber  (AX)  =  (^'X'),  also  (AA')  =  (XX')  (Einl.  c,  §  68). 
Liegt  dagegen  X  in  (AB),  so  ist 

(AA")  +  (^'X)  =  (^'X)  +  (AÄ)  =  (.4X), 
(Ä  X)  +  (XX')  =  (Ä  X'). 

*^^)  Dieser  AbBchnitt  kann  mit  einigen  Abänderungen  des  §  36  auch  für  das  end- 
liche Gebiet  allein  mit  Az.  n  sowohl  als  Ax.  11'  beibehalten  werden. 
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•i 

Weil  nun  (Ä'X')  e^i  (ÄX)  und  X  zwischen  Ä'  und  B  liegt ,  so  ist 
(.4'X)<(^1'X')  (Einl.  Def.  I  und  H,  §61);  folglich  {ÄÄ)~-(XX')  (Einl. 
g"S  §  73). 

Liegt  schliesslich  Ä'  ausserhalb  (AB)  und  in  der  Verlängerung  von  (AB) 
von  A  nach  B  hin,  so  ist 

(AX)  +  (XA)  :  :  (AA),  (XA)  +  (AX")  =  {A'X')  +  (XA)  =  (XX'), 
es  ist  aber  (^X)  =  (^'X'),  folglich  (AA)  =  (XX). 

Jedenfalls  haben  (AA")  und  (XX')  dieselbe  Richtung.  Damit  ist  der 
Satz  bewiesen.« 

• 

§  36.  Emp.  Bern.  Jedes  System  einer  Dimension,  "welches  von  einem  materiellen 
Punkt  beschrieben  wird,  der  sich  in  dem  Gebiet  unsrer  äusseren  Beobachtung  bewegt, 
wird   eine  mateH^lle  Link  genannt.     Abstrahirt  man  von  ihrer  Dicke  und  beachtet  nur 

den  von  ihr  eingenommenen  Eaimi,  so  erhält  man  eine 
intuitive  Linie.  Wir  s^hen,  dass  eine  solche  Linie  ein  ge- 
ordnetes System  von  Punkten  ist,  deren  Ordnung  gegeben 
ist,  wie  z.  B.  der  Gegenstand  der  Fig.  36  und  dass  ein  auf 
der  Linie  gewähltes  Segment  (AB)  sich  in  consecutive  be- 
liebig kleine  Segmente  (ÄÄ'),  (A!  A") . . .  derart  zerlegen 
lässt,  dass  die  gradlinigen  Segmente  (AA'),  {A'A*').,.  so 
Yig  3e^  klein  sind,  wie  man  nur  will  und  umgekehrt. 

Wählt  man  sehr  nahe  liegende  Punkte  AA'A"  in  der 
Ordnung  der  LiÄie,  so  sehen  wir,  dass  die  gradlinigen  Striche  (AA*),  {A'A")  u.  s.  w.  sich 
mat'Criell  d.  h.  mit  grösstcr  Annäherung  mit  den  zwischen  diesen  Punkten  liegenden  Seg- 
menten der  Linie  decken  und  dass  die  materielle  Linie  sich  mithin  sehr  annähernd  durch 
eine  aus  so  vielen  gradlinigen  Strichen  zusammengesetzte  (polygonale)  Linie  ersetzen  lässt, 
deren  Striche  (Seiten)  hinreichend  klein  sind. 

Wir  heben  noch  eine  andre  Eigenthümlichkeit  dieser  Linien  hervor.  Wenn  (^1 A)  in 
der  Richtung  von  A  nach  A'  verlängert'  wird  und  man  wählt  auf  der  Verlängerung  einen 
Strich  {A'X)  =  {A'Y),  unter  Y  einen  beliebigen  Punkt  des  Strahls  A'A"  von  A'  nach 
A''  hin  verstanden,  und  man  lässt  A'  sich  hinreichend  dem  A'*  nähern,  so  fallen  die 
Punkt«  X  und  Y  mit  grosser  Annäherung  zusammen.  Wir  geben  mithin  die  folgende 
Definition. 

Def\  L  Ist  ein  System  von  Punkten  einer  Dimension  (Def.  I,  §  3)  derart 
gegeben,  dass  es 

1)*  alle  seine  Grenzpunkte  enthält  imd  dass  das  gradlinige  von  den  Enden 
eines  seiner  beliebig  kleinen  Segmente  bestimmte  Segment  mit  einem  Endpunkt 
in  einem  beliebigen  Punkt  des  Systems  (Bem.  I,  §  13)  so  klein  ist,  v^ie  man 
nur  will  und  dass 

2)  jedes  Segment  {AB)  desselben  aus  beliebig  kleinen  consecutiven  Seg- 
menten zusammengesetzt  ist, 

so  heisst  das  System  Linie.  '^^^^^)  ^) 

Bern.  L  Aus  der  ersten  Eigenschaft  geht  hervor,  dass  jeder  Grenzpunkt  auf  der 
Linie  auch  Grenzpunkt  im  allgemeinen  Kaum  ist  (Def.  II,  §  12)  und  aus  der  zweiten,  dass 
jeder  Punkt,  welcher  kein  Ende  der  Linie  aber  das  Ende  eines  ihrer  Segmente  {AB)  ist, 


1)  Für  unsre  Untersuchungen  reicht  es  aus,  die  Def.  I  in  dem  auf  eine  Einheit  bezüg- 
lichen Sinn  zu  gebrauchen. 


xxvii^  Bleibt  man  in  dem  endlichen  Gebiet  allein  und  ^It  stets  das  Ax.  V  des 
Archimedes  für  die  gradlinigen  Segmente,  so  ist  es  nicht  nöthig  von  endlichem  Gebiet 
und  endlicher  Einheit  zu  sprechen;  es  versteht  sich  dies  von  selbst. 
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Grenzpunkt  zweier  Reihen  Ton  Segmenten  ist,*  Ton  denen  die  eine  beständig  wächst,  die 
andre  Ton  einem  andern  Punkt  der  Linie  aus  stets  abnimmt. 

Bern.  IL  Wir  untersuchen  nicht,  ob  jedes  System  einer  Dimension,  welches  Linie 
genannt  wird,  in  unsrer  Definition  enthalten  ist  oder  nicht.  ^)  Wir  bemerken  nur,  dass 
.die  materielle  Lim'e,  die  durch  eine  Linie  mit  gradlinigen  Strichen  ersetzt  werden  kann 
der  Eigenschaft  der  Graden  wegen,  die  der  Def.  I  genügt  (Satz  V,  §  10  und  Einl.  a',  §  95), 
in  dieser  Def.  I  enthalten  ist. 

Wir  untersuchen  auch  nicht,  ob  jede  Linie  oder  ein  Segment  derselben,  das  der 
Def.  I  entspricht,  mit  allen  seinen  Eigenschaften  sich  durch  eine  intuitive  Linie  (Emp.  Bem.) 
darstellen  lässt  oder  nicht,  weil  wir  es  füs  unsre  Forschungen  nicht  nöthig  haben.  *) 

Auch  die  einfache  Linie  genügt  der  Def.  I,  wie  aus  Def.  I  und  Satz  VU,  §  13 
hervorgeht. 

Bem,  III.  Wir  geben  die  Definition  der  intuitiven  Linie  nicht,  weil  wir  sie  im 
Grande  för  unsre  Untersuchungen  nicht  nöthig  haben  und  weil  sie  überdies  in  der  obigen 
Def.  enthalten  ist. 

Drf.  IL    Sind  mehrere  Linien  oder  Segmente  von  Linien  (Def.  I)  gegeben: 
{A.)  EE  •  •  •  ^  . . .  ^j  . . .  ^  . . .  ^^  . . . ^  (JB j  ^  . .,  JS . . ,  jBj . . .  ^^ . . .  JB^  . . . ^ 

yy')  =  •  •  •  G  •  •  •  Gj  •  •  •  Cj  •  •  •  (Jffi  •  •  'j  \/^)  '==  ' "  ^  ' ' '  -X|  •  •  •  -Xji  ■  •  •  JLjn  '  •  • 

u.s.w.y  derart  dass  die  Punkte  der  Keilien  derselben  (Def.  I  und  Einl.  Def.  I, 
§  62)  sich  'eindeutig  und  in  derselben  Ordnung  entsprechen  (Einl.  Def.  III, 
§  42),  wobei  jedoch  nicht  ausgeschlossen  ist,  dass  einige  oder  alle  Pimkte  einer 
oder  mehrerer  Reihen  zusammenfallen  und  dass  die  Punkte  einer  oder  mehrerer 
Reihen  mehrmal  dieselbe  Linie  oder  dasselbe  Liniensegment  bedecken,  so  heisst 
das  Figurensystem  . . .  J.  JB  CD  . . .  X  . . .,  ,.,  A^B^C^  ,,.  X^  ...  u.  s.  w.  stetiges 
Figurensystem  einer  Dimension, 

Die  Figuren  .,,  AB  CD  . . .  X . . .,  . . .  ^^  JB^  C|  . . .  X^  . . .  heissen  consecutiv, 
wenn  AA^y  BBy^  u. s. w.  consecutive  Punkte  der  Linien  (-4),  (JB)  u. s. w.  sind 
und  man  unter  eonsecutiven  Punkten  AA^  solche  versteht,  für  welche  {AA^ 
kleiner  als  jedes  gegebene  Segment  der  Linie  (-4)  wird. 

Die  gegebenen  Linien  oder  Liniensegmente  heissen  Linien  der  entsprechenden 
Punkte  der  Figuren  des  Systems,  welche  sich  wie  gesagt  auch  auf  einen  einzigen 
Punkt  reduciren  oder  mehrmal  dieselbe  Linie  oder  dasselbe  Liniensegment  be- 
decken können. 

Def.  IIL  Ist  der  Zusammenhang  zwischen  den  Punkten  zweier  beliebigen 
Figuren  des  Systems  z.  B.  zwischen  . . .  ABC . . .  X  . . .  und  ,.,A^B^C^...X.^,.. 
ein  Identifötszusammenhang  (Bem.  ZU,  §  15)  und  entsprechen  sich  die  sich  in 


1)  Wie  wir  schon  öfter  gesagt  haben,  ist  es  nicht  unsre  Absicht,  allgemeine  Defini- 
tionen zu  geben,  die  für  jeden  Fall  gelten  ^iehe  z.  B.  Einl.  Anm.  zu  §  4),  sondern  solche, 
die  in  den  von  uns  in  Betracht  gezogeneu  Fällen  gültig  sind  und  vorher  schon  mit  dem- 
selben Namen 'bezeichnete  Dinge  in  sich  fassen. 

2)  Ist  eine  beliebige  stetige  Function  y«.f  (a;)  in  dem  Intervall  {ah)  (siehe  z.  B.  Dini 
a.  a.  0.  S.  35 — 37  und  46)  und  man  stellt  diese  Function  in  der  Euclid'schcn  Ebene  {x  y) 
dar,  80  bestimmen  alle  durch  y  gegebenen  Punkte,  wenn  sie  in  der  Ordnung  der  ent- 
sprechenden Werthe  der  x  betrachtet  werden,  in  dem  Intervall  {ah)  ein  Segment  {AB) 
eines  Ptfi^ktesystems  einer  Dimension,  welches  der  Def.  I  genügt.  Die  Function  y  kann 
aber  auch  in  allen  Punkten  eine  Derivirte  nicht  zulassen  und  mithin  die  so  erhaltene  Linie 
nicht  wie  die  intuitive  Linie  eine  Tangente  gestatten  {Dini  a.  a.  0.  S.  67).  Aber  auch 
wenn  sie  überall  eine  Derivirte  hat,  so  muss,  soll  man  sie  durch  eine  intuitive  Linie  dar- 
stellen können,  auch  die  Reihe  der  Tangenten  stetig  sein  (Emx>.  Bern.). 


302  Stetige  Systeme  von  unveränderlichen  Segmenten  aui  der  Graden.  [J  86 

diesem  Zusammenhang  entsprechenden  Theile  der  beiden  Figuren  auch  in  dem 
Zusammenhang  des  stetigen  Systems,  so  heisst  dieses  System  stetiges  Sjfsiem 
einer  Dimension  nnverändcrlielier  Figuren  (sielie  weiter  unten  Bern.  IV). 

Def,  IV.  Wenn  die  geordneten  Gruppen  (yl),  (JB)  der  Def.  HI  in  einer 
Graden  liegen  und  die  Segmente  zwischen  den  entsprechenden  PunktepaareD 
gleich  sind:  (AB)  ^^  (A^Bi)  u.  s.  w.,  so  heisst  das  System  stetiges  Systan  un- 
veränderlicher Segmente  auf  der  Gradcfi. 

Bern.  IV.  Wir  haben  uns  liaupt^üächlich  mit  den  stetigen  Systemen  unvcrilnderliclier 
Figuren  zu  beschäftigen.  Es  kann  ein  stetiges  System  gleicher  Segment«  {AB)^  (-^i-^i) 
u.  8.  w.  (Def.  II)  geben,  ohne  dass  die  Segmont^i  der  entsprechenden  Punktepaare  gleich 
wären.  Es  ist  dies  z.  B.  der  Fall,  wenn  in  dem  Segment  {AB)  ein  Punkt  X  liegt,  mit 
welchem  alle  Punkte  der  Gruppe  (X)  zusammenfallen  (Def.  ll),  Wenn  -4,  in  {AX)  ent- 
halten ist,  so  muss  B^  ausserhalb  des  Segments  (XB)  in  der  Richtung  von  {AB>)  ÜEÜlen 
derart  dass  {AB)  =  {A^B,)  (Zus.  I,  Satz  m,  §4;  Einl.  Def.  I,  §  61  und  d,  §  73).  In  die«iii 
Fall  ist  aber  nicht  (^X)  __.  {A,  X,)  =  (^l^X)  und  auch  nicht  (XJ5)  ^  {XB,).  *) 

Bern.  V.  Es  ist  zu  beachten,  dass  die  Definitionen  dieses  Paragraphen  Ton  der  Existenz 
der  definirten  Figuren  abhängen ;  wir  werden  dieselbe  für  jeden  besondem  Kaum,  mit  dem 
wir  uns  beschäftigen,  nachweisen. 

In  dem  allgemeinen  Kaum  können  wir  mittelst  der  Sätze  in  §§  16  und  17  und  Satz  U, 
§  31 ;  Satz  IV,  §  12  solche  Systeme  coustruinm. 

Äate  I,  In  jedem-  stetigen  System  unveränderlidier  Segmente  auf  der  Graden 
sind  die  Segi}ietUe  congrucnt. 

{AB)f  {A^B^)  seien  zwei  beliebige  Segmente  des  Systems  und  mithin 
gleich  (Def.  IV).  Es  ist  vorerst  zu  beachten,  dass  jedem  Pmikt  ^,  des  Segments 
{AB)  nicht  in  dem  System  ein  Punkt  JB^  desselben  Segments  entsprechen 
kann,  weil  sonst  (AB)  nicht  identisch  mit  (A^B^)  sein  könnte  (Ax.  11^  a  und 
Einl.  Def.  I,  §  61;  d,  §  73). 

1)  Wir  wollen  zuerst  annehmen,  A^  läge  innerhalb  (AB)  und  (A^  JB  J  habe 
die  entgegengesetzte  Richtung.     Der  Punkt  B^  muss  in  dem  zu  (AB)  in  Bezug 

auf  A  symmetrischen  Segment   (AB')  (Def.  11,  §  35) 

^'  :^*  ^  "^^   ^  enthalten   sein,   weü  (AiBi)  =  (AB')  und  A^  aus8e^ 

^*«- '''  halb  des  Segments  (ABJ  in  (AB)  liegt.    Wenn  (A^B^j 

B,   B'  A,   A        B  (^A.B')  enthielte,    so  wäre  es  ihm  (EinL  Def.  I,  §61 

Fig.  38.  oder  d,  §  73;   b,  §  61)  und  mithin  auch   (AB)  .nicht 

A  B,       B  A,         gleich  (Einl.  Def.  11,  §  61).     Den  Punkten  Br  innerhalb 

A        B  B         A        (^1-^0  können  Pimkte  Ar  von  (AA^  nicht  entsprechen, 

yf^  ;,y  weil  sonst  nicht  (A^Br)  ^  (A^i)  =^  {^^)  wäre  (Def.  I, 

§  61  oder  d,  §  73).  Mithin  müssen  den  Punkten  Ar 
von  (AA^  Pmikte  B^  ausserhalb  des  Segments  (BB^)  entsprechen,  da  ihnen  aus 
demselben  Grund  aucli  keine  Punkte  von  (A^B)  entsprechen  können. 

Den  Punkten  von  (-4^,),  welche  ein  Continuum  bestimmen,  entsprechen 
also  eindeutig  die  Punkte  des  zweiten  von  B  und  JB^  bestimmten  Segments^ 
welclies  A  nicht  enthält  (Def.  IV).     Man  kann   aber  ausserhalb   des  Sggments 

1)  In  der  Sprache  der  Bewegung?  (Einl.  §  67)  würde  man  sagen:  der  Theil  (AX)  Te^ 
kürzt,  sich,  während  sich  {XB)  um  ebensoviel  verlilngcrt,  so  dass  die  Gleichheit  zwischen 
{^AB)  und  {A^B^)  und  nicht  die  Unveränderlichkeit  bcHtehen  bleibt. 
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(BB^)  einen  Punkt  Br  so  wählen,  dass  nicht  (ÄrBr)  ^  (^B)  ist;  es  genügt 
dazu,  dass  {BBr)  grös3er  als  (ÄA^)  genommen  wird.  Folglich  ist  es  wider- 
sinnig, dass  (Ä^B^)  in  diesem  Fall  die  zu  {AB)  entgegengesetzte  Richtung 
habe;  es  ist  mithin  mit  (AB)  congruent  (Def.  I,  §  35)  (Fig.  37). 

2)  Wenn  dagegen  Ä^  ausserhalb  des  Segments  (AB)  z.  B.  in  der  Richtung 
von  B  nach  A  hin  liegt  und  (AiB^)  nicht  dieselbe  Richtung  wie  {AB)  hat, 
so  kann  jedem  Punkt  Ar  von  {AA^)  nicht  ein  Punkt  Br  ausserhalb  des  Seg- 
ments {AB)  in  der  Richtimg  von  {AB)  entsprechen,  weil  sonst  {AB)  ein 
Theil  von  {ArBr)  wäre,  während  es  doch  identisch  mit  ihm  sein  muss.  Auch 
kann  dem  Ar  nicht  ein  Punkt  ausserhalb  des  Segments  {A^  B^ )  in  der  Richtung 
{A^Bi)  entsprechen,  da  sonst  {A^B^)  ein  Theil  von  {ArBr)  wäre.  Es  muss 
folglich  dem  Ar  ein  Punkt  Br  des  Segments  {BB^)  entsprechen.  Man  kann 
aber  in  diesem  Segment  einen  Punkt  Br  immer  so  wählen,  dass  {ArBi)  dem 
{AB)  nicht  gleich  ist  (Def.  IV);  es  ist  also  auch  hier  nicht  möglich,  dass 
(-4|JB,)  entgegengesetzte  Richtung  zu  {AB)  hat. 

3)  Es  erübrigt  noch  der  Fall,  dass  A^  ausserhalb  {AB)  in  der  Richtung 
von  {AB)  liegt.  Es  ist  aber  leicht  zu  sehen,  dass  man  dann  auf  einen  der 
vorigen  Fälle  zurückkommt.  Denn  hat  {A^B^)  die  entgegengesetzte  Richtung 
zu  {AB\  und  Hegt  B^  in  {AB\  so  ist  {BA)  =  {A^B,)  (Einl.  g,  §  99)  und 
betrachtet  man  dagegen  die  Segmente  {B^Ai)y  {AB)y  so  liegt  das  Element  B 
in  (5j  J.,),  wie  A^  im  ersten  Fall  in  {AB)  lag.  Fällt  dagegen  B^  ausserhalb 
{AB),  so  liegt  es  in  der  Richtung  von  {AB),  weil  sonst  {A^B^)  das  Segment 
{AB)  als  einen  Theü  enthalten  würde;  betrachtet  man  dann  {B^A^),  so  fällt 
das  Element  B  ausserhalb  dieses  Segments  ia  der  Richtung  {A^B^\  womit  man 
auf  den  zweiten  Fall  zurückkommt. 

Zweiter  Beweis,  Wenn  sich  A^  unbegrenzt  dem  A  nähert,  so  muss  sich  B^ 
wegen  des  Zusammenhangs  zwischen  den  Punkten  A  und  B  (Def.  II)  unbegrenzt 
dem  B  nahem  und  wenn  daher  A^  innerhalb  {AB)  liegt,  so  muss  B^  so  nahe 
man  will  an  B  aber  ausserhalb  {AB)  liegen,  weil  {AB)  e^  {A^B^)  ist  (Einl. 
a^  §  99);  mithin  haben  {AB),  (-^i-^i)  dieselbe  Richtung.  Wenn  dagegen  A^ 
ausserhalb  {AB)  und  beliebig  nahe  an  A  sich  befindet,  so  muss  B^  aus  dem- 
selben Grund  so  nahe,  wie  man  nur  wiU,  an  B  und  innerhalb  {AB)  liegen. 
*  Wenn  mithin  {AB)  und  {AJ^B^)  consecutiv  sind,  so  haben  sie  dieselbe  Richtung. 
Ist  nun  ein  Segment  {AA^)  gegeben,  so  kann  es  als  Summe  beliebig  oder  un- 
begrenzt kleiner  Theile  betrachtet  werden  (Einl.  §  105  und  Def  I,  §  95)  und 
weil  nun  die  Eigenschaft  für  jedes  zu  (J.JB)  consecutive  Segment  (-4,JBi)  gilt, 
so  ist  damit  der  Satz  bewiesen. 

^AS.  Zwei  symmetrische  Segmente  Tcmnen  niemals  einem  stetigen  System  un- 
veränderlicher  Segmente  angehören  (Def  11,  §  35). 

Satz  IL  In  einem  stetigen  System  uwveränderlkher  Segmente  können  die 
Segmente  keine  gemeinschaftlichen  sidi  entsprechenden  FunJcte  haben  (Satz  I,  §  35 
und  Satz  I). 

Satz  IIL  Sind  zwei  beliebige  Segmente  {AB),  {A^Bi)  eines  stetigen 
Systems  unveränderlicher  Segmente  auf  der  Graden  gegeben,  so  sind  die  Segmetite 
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zweier  heliebigcr  sich  entsprechender  Punkte  des  Systems  congruent  (Satz  II,  §  35; 
Satz  D. 

Sais  IV.  Ein  Paar  congrurnttr  Seißwcnte  (AB)  und  {A^B^)  der  Graden 
ist  ein  Th4'il  eims  stetigen  Systems  unveränderlicher  Segmente  in  eigner  gegebenen 
Richtung  d(*r  Graden. 

Es  genügt  A  dem  ^,,  B  dem  i?^  und  den  Punkten  von  {AA^  in  der- 
selben Ordnung  die  Punkte  von  {BB^  derart  entsprechen  zu  lassen,  dass  die 
Segmente  zwischen  den  entsprechenden  Punkten  (AA^)  gleich  sind,  was  stets 
möglich  ist,  weil  (^^1,)  iee  {BB,)  (Satz  ü,  §  35  und  Satz  a  und  e,  §  99). 

23. 
Praktisches  Axiom.  —  Wirkliche  Bewegung  auf  der  Graden.  "^■") 

§  37.  F4mp.  Bern.  Um  auf  einem  gradlinigen  Gegenstand  (Einl.  Fig.  1)  oder  auf  ver- 
sehicdenen  gradlinigen  Gegenständen  zwei  gleiche  Segmente  construiren  zu  kOnnen  (Bem.A\ 
§  4),  haben  wir  ein  praktisches  Uülfsmittel  nöthig,  das  durch  die  bisherigen  Axiome  und 
Hypothesen,  welche  der  theoretischen  lEntwicklung  der  Geometrie  aber  nicht  der  praktischen 
Anwendung  derselben  genügen,  nicht  gegeben  ist.  Kelmicn  wir  nun  die  Erfahrung  zu 
Hülfe,  so  sehen  wir,  wenn  wir  einen  Körper,  der  sich  in  einem  physisch  homogenen  Mittel 
bewegt,  in  zwei  verschiedene  Lagen  beobachten,  dass  der  in  der  zweiten  Lage  von  ihm 
eingenommene  Platz  dem  in  der  ersten  Lage  eingenommenen  gleich  ist,  so  dass  die  Theile 
des  Ton  demselben  Theil  des  Köq^ers  eingenommenen  Platzes  gleich  sind.  Wir  sagen  mit- 
hin, der  Körper  könne  sich  ohne  Defontiation  bewegen.  Wir  sehen  überdies,  dass  ein  be- 
liebiger materieller  Piuikt  eines  Körpers  sich  Ton  einem  gegebenen  Punkt  aus  in  dem  tod 
jedem  gradlinigen  durch  den  gegebenen  Punkt  gehenden  Gegenstand  eingenommenen  Ort 
bewegen  kann  und  dabei  die  Lage  aller  andern  Punkte  des  Gegenstandes  eimiimiut.  Wir 
sagen  daher,  der  Körper  könne  sich  frei  bewegen. 

Das  praktische  Axiom,  welches  für  die  praktische  Anwendung  der  Geometrie  bestimmt 
ist,  ist  das  folgende: 

Ein  Körper  kann  sich  ohne  Deformation  bewegen. 

Bern.  I.  Dieses  Axiom  setzt  offenbar  die  Eigenschaft  des  Anschauungsraums  roraitl 
(Emp.  Bern.  I),  dass  in  der  ihm  entsprechenden  abstracten  Form  stetige  Systeme  unTcr- 
anderlicher  Figuren  existiren  (Def.  III,  §  36),  welche  den  Figuren  derjenigen  Systeme  analog 
sind,  die  von  dem  in  Bewegimg  befindlichen  Körper  beschrieben  werden.  Ihre  Existent 
werden  wir  bei  der  Construction  dieser  abstract-en  Figur  beweisen.  *) 

Wenn  wir  die  Bewegung  abstract  behandeln,  das  heisst  den  Satz  voraussetzen,  dass 
ein  Körper  sich  in  der  Tliat  und  nicht  in  dem  Sinn  des  §  67  der  Einleitung  in  der  äusseren 
Welt  bewegt,  den  wir  bisher  manchmal  der  bequemeren  Ausdrucksweise  wegen  benntii 
haben,  so  werden  wir  den  Punkten  des  Kör^^ers  volle  Freiheit  der  Bewegung  unter  sich 
lassen,  so  dass  jeder  Punkt  des  Körpers  sich  unabhllngig  von  den  andern  bewegen  kann. 
Wir  verstehen  dabei  unter  frei  auch,  dass  der  Punkt  allen  Bedingungen  unterwarfen  toerden 
kann,  die  mit  den  geometrischen  Eigenschaften  der  Umgehung,  in  fvelcher  er  sich  bewegt,  he- 
züglich  der  anderen  Punkte  vereinbar  sind. 

Das  folgende  Axiom  nennen  wir  ebenfalls  praktisch,  weil  wir  es  für  die  Theorie  nicht 
nöthig  haben. 

FraJct.  Ajl\  IL    Die  Funkte  einer  beliebigen  Figur  können  sieh  frei  and 

1)  Siehe  Buch  III  dieses  Thcils  und  die  Vorrede. 


xxviii)  Während  das  praktische  Axiom  I  für  das  endliche  Gebiet  allein  ein  noth- 
wendiges  Axiom  wird  (Anm.  XVI,  XVIll),  bleibt  das  praktische  Axiom  der  Bewegung  lein 
praktisch  mit  Ax.  II  sowohl  als  11'. 
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unabhängig  voneinander  bewegen,  indem  jeder  eine  intuitive  Linie  beschreibt, 
so  jedoch,  dass  die  Lagen  der  Funkte  der  Figur  eindeutig  und  in  derselben 
Ordnung  den  successiven  Lagen  entsprechen,  wobei  nicht  ausgeschlossen  ist, 
dass  mehrere  Funkte  denselben  Ort  in  einer  successiven  Lage  einnehmen.  ^) 

Def,  I.  Ein  Punkt  und  eine  Figur,  deren  Punkte  sich  nicht  bewegen, 
heissen  festliegend. 

Bern,  II.    Die  Lagen  der  Punkte  der  Figur  liefern  die  Lagen  der  Figur  selbst. 

Satz  I.  Wenn  sich  ein  Segment  {AB)  auf  der  Graden  bewegt^  so  beschreibt 
es  ein  stetiges  System  von  Segmenten  auf  der  Graden. 

Denn  jeder  Punkt  des  Segments  beschreibt  eine  intuitive  Linie,  welche 

die  Grade  oder  ein  Strich  der  Graden  ist   (Pr.  Ax.  II)  und  welche  sich  auch 

in  speciellen  Fällen  auf  einen  Punkt  reduciren  kann  (Pr.  Ax.  II),  so  dass  die 

verschiedenen   Lagen   zweier   Punkte   X,  X^,  X^,  ...;    Y,  Y,,  Fg?  •••   sich   in 

derselben  Ordnung  entsprechen  (Pr.  Ax.  II).     Wenn  sich  mithin  X^  imbegrenzt 

dem  X  nähert,  so  kommt  F^  unbegrenzt  dem  Y  nahe  und  umgekehrt.   Damit 

ist  also  der  Def.  11,  §  36  auf  der  Graden  genügt. 

Bern.  III.  Frei  bedeutet  hier,  dass  sich  das  Segment  längs  aller  stetigen  Systeme 
von  Segmenten,  die  auf  der  Graden,  welcher  es  angehört,  möglich  sind,  bewegen  kann. 

Def.  IL  Wenn  eine  sich  bewegende  Figur  ein  System  unveränderlicher 
Figuren  beschreibt,  so  sagen  wir,  sie  bewege  sich  ohne  Deforniati<m. 

Satz  IL  Ein  Segment  Jcann  sich  auf  der  Graden  so  bewegen,  dass  es  un- 
verändert bleibt 

Man  braucht  nur  die  Punkte  des  Systems  zu  nöthigen  die  Gruppen  der 
entsprechenden  Punkte  eines  stetigen  Systems  imveränderlicher  Segmente,  von 
dem  das  gegebene  Segment  einen  Theil  ausmacht,  zu  durchlaufen  (Pr.  Ax.  II; 
Def.  ffl,  §  36  und  Bem.  III). 

Bern.  IV.  Die  Möglichkeit  dieser  Bewegung  geht  offenbar  aus  der  Existenz  dieses 
Systems  auf  der  Graden  hervor,  welche  von  der  Homogenität  und  Stetigkeit  der  Graden 
abhängt  (Satz  n,  Satz  m  und  Zus.  n,  Ax.  H,  a,  §  4). 

Bem.  V.  Da  wir  bei  unseren  Forschungen  nur  die  Bewegung  ohne  Deformation, 
welche  wie  gesagt  zur  praktischen  Ausführung  unsrer  Constructionen  im  äusseren  Gebiet 
dient,  in  Betracht  ziehen,  so  sagen  wir  für  die  Zukunft  kurz  statt  Bewegung  einer  Figur 
ohne  Deformation  nur  Bewegung  einer  Figur;  wir  beweisen  jedoch  vorher,  wie  es  für  die 
Grade  geschehen  ist,  die  Existenz  stetiger  Systeme  unveränderlicher  Figuren  in  dem  Ding, 
welches  wir  vorher  construirt  haben. 

Def.  HL  Wenn  man  sagt,  ein  Punkt  bewege  sich  in  einer  gegebenen 
Richtung  auf  der  Graden,  so  bedeutet  dies,  dass  die  Lagen  eines  jeden  Punktes 
A  in  einer  gegebenen  Richtung  von  A  aus  auf  der  Graden  liegen  (Def.  11, 
§  32).    Dies  gilt  auch  für  das  Segment. 

Wenn  sich  ein  Segment  auf  «der  Graden  in  einer  gegebenen  Richtung  be- 
wegt und  dabei  ein  System  unveränderlicher  Segmente,  beschreibt,  so  sagen 
wir,  es  laufe  auf  der  Graden  in  einer  gegebenen  Richtung. 

1)  Auf  diese  Weise  ist  der  Zusammenhang  zwischen  einer  Lage  und  der  successiven 
eindeutig,  kann  aber  möglicher  Weise  nicht  rcciprok  sein  (Einl.  Def.  II,  §  42).  Sieht  man 
jedoch  die  Punkte,  die  in  einem  Punkt  zusammenfallen,  als  verschieden  an,  so  ist  der  Zu- 
sammenhang auch  reciprok. 

T«roneie,  G«oinetrio.  20 
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Satz  HL  Ein  Segtuent,  das  auf  der  Graden  läuft,  bleibt  si^Ji  selbst  congmad 
(Satz  I,  §  30  und  Def.  lU). 

Satz  IV,  Wenn  man  einen  Punkt  eines  Segments  einer  Graden  festhält,  s$ 
kann  d/ts  Segment  nicht  auf  der  Graden  laufefi  (d.  h.  alle  anderen  Fatüctc  da 
Scfpnents  bleiben  fest  liegen)  (Satz  11,  §  36;  Def.  I  und  Def.  DI). 

Satz  V.  Wenn  ein  Segment  auf  der  Graden  in  einer  oder  der  anderm 
Biehtung  läuft,  so  sind  in  jeder  Lage  die  von  seinen  Funkten  beschrid)eneH  Seg- 
mente congruent  (Satz  IQ,  §  36  und  Def.  lU). 

Satz  VL,  Zicei  congruente  Segtnente  der  Graden  lassen  sich  ohne  DefonnaÜcm 
das  eine  auf  das  andre  übertragen  (Satz  IV,  §  3(5  und  Def.  11 ). 

Satz  VLL.  Zwei  symmetrische  Segmetite  auf  der  Graden  lassen  sidi  nidd 
ohne  Deformation  das  eine  auf  das  andere  übertragen  (Zus.  Satz  I,  §  36  und 
Def.  U  und  lU). 


Buch  II. 

Die    Ebene 


I.  Xax3itel. 

Das  StrahlenbUschel  und  die  Enciid'sche  Ebene. 

1. 

Winkelsectoren  und  Winkel  eines  Strahlenbttschels.  ^^^) 

§  38.  lief.  I.  Ein  beliebiger  Theil  eines  Strahlenbttschels,  der  von  zwei 
Strahlen  a  und  6  begrenzt  wird  (Satz  I  und  Def.  I,  §  30;  Einl.  Def.  I,  11  §  62 
und  Def.  II,  §  27)  heisst  Winkelsecfor  des  Büschels  oder  einfach  Seetor;  a  und  h 
die  Schenkel,  R  der  Scheitel  des  Winkelscctors, 

Sind  Ä  und  B  die  Punkte  der  Directrix  r  des  Büschels,  welche  mit  R  die 
Strahlen  a  und  b  bestimmen,  so  heissen  auch  die  Segmente  {RA)  und  {RB) 
Schenkel. 

Bern.  I.  In  Folge  des  eindeutigen  Zusammenhangs  zwischen  den  Strahlen  des  Büschels 
und  den  Punkten  der  vollständigen  Directrix  (Satz  I,  §  30)  entspricht  jedem  Segment  der 
Directrix  ein  Winkelsector  des  Büschels  und  umgekehrt. 

Def.  IL  Der  Winkel  der  zwei  Endstrahlen  eines  Winkelsectors  ist  der 
Sector  selbst,  insofern  er  als  durch  jeden  anderen  ihm  gleichen  Sector  bei  jeder 
Vereinigung  mit  anderen  Sectoren  ersetzbar  betrachtet  wird.  ^) 

Oder  auch; 
Dasjenige,  was  man  aus  dem  Winkelsector  erhält,  wenn  man  von  der  gegen- 
seitigen Lage  seiner  Theile,  welche  ebenfalls  Winkelsectoren  sind,  abstrahirt, 
heisst  der  Winkel  des  Sectors. 


1)  Der  Winkel  zweier  Strahlen  in  einem  Winkelsector  ist  die  intensive  Grösse  des 
Sectors,  wie  der  Abstand  zweier  Punkte  A  und  B  in  einem  Segment  (AB)  die  intensire 
Crrösse  des  Segments  ist  (Anm.  2,  Def.  1,  §  o;  Einl.  Def.  II,  a  und  c,  §  111).  Siehe  Anm 
zu  §  10. 

^*'^)  Sowohl  bei  Ax.  II  als  Ax.  11'  (Anm.  IV)  kann  man  die  Definition  und  die  Eigen- 
schaften des  Büschels  an  der  in  Anm.  XLl  angegebenen  Stelle  geben. 

20* 
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Bern.  IT.  Wenn  es  gleichgültig  ist,  ob  man  den  Winkel  oder  den  Winkebector  be- 
trachtet, so  gebrauchen  wir  oft,  dem  allgemeinen  Gebrauch  gemäss,  das  Wort  „Winkel" 
statt  „Winkc^lsector",  wie  es  auch  mit  den  Worten  „Abstand"  uud  „Segment"  der  Fall  ist, 
obgleich  diese  sowohl  wie  die  ersteren  verschiedene  Dinge  bezeichnen. 

Bez,  I.  Den  von  dem  Segment  (AB)  in  Verbindimg  mit  dem  Punkt  Ä 
bestimmten  Winkelsector  oder  Winkel  bezeichnen  wir  auch  mit  iJ  •  (AB)  oder 

ARB  oder  auch  BRA. 

I)ef.  IIL    Wir  sagen,  der  Winkelsector  oder  W^inkel  R'AB  sei  zwischen 

seinen  Schenkeln  RA,  RB  oder  {RA)  und  {RB)  enthalten  (Def.  I). 

Bern.  III.  Wie  zwei  Punkte  A  und  B  der  vollstilndigeu  Graden  (Hyp.  V  und  Def.  I, 
§  29)  zwei  Segmente  auf  ihr  bestimmen,  welche  zusammengenommen  die  ganze  Grade  auü- 
macheu  (Einl.  c,  §  64),  so  bestimmen  auch  zwei  Strahlen  a  und  h  oder  JK-4,  BB  in  dem 
Büschel  zwei  Winkelsectoren,  welche  das  ganze  Büschel  bilden  (Satz  I,  §  80). 

Def,  IV.  Unter  Winkelsector  und  Winkel  zweier  Strahlen  in  einem  Büschel 
verstehen  wir  immer  den  kleinsten;  bestimmen  die  Strahlen  zwei  gleiche  Winkel- 
sectoren, so  ist  es  gleichgültig,  welchen  man  in  Betracht  zieht,  wenn  man  ihre 
Verschiedenheit  nicht 'in  Rechnung  zu  ziehen  braucht. 

Bern.  IV.  Wenn  der  Winkelsector  {ah)  gegeben  ist,  so  soll  seine  Richtung,  wo  nicht 
Anderes   bestimmt    wird   (Einl.  Bez.  1,  §  64),    diejenige  sein,   welche  von  a  nach  b  fuhrt. 

Analog  soll  bei  den  Symbolen  ABB,  I{'(AB)  die  Richtung  von  BA  nach  BB  führen. 

])cf.  V.  Jeder  Winkelsector  des  Büschels,  dessen  Schenkel  zwei  entgegen- 
gesetzte Strahlen  a  uud  a    sind,  heisst  flach 

Def,  VL  Zwei  Winkelsectoren  (ai),  («'&')  des  Büschels,  deren  Schenkel 
entgegengesetzte  Strahlen  sind  (Def.  I,  §  7),  heissen  Sdieitelwhikdsectoren. 

I)vf\  VIL  Zwei  Winkelsectoren  {ah),  {ha)  des  Büschels,  welche  eben 
Schenkel  gemeinschaftlich  haben  und  deren  andern  beiden  Schenkel  entgegen- 
gesetzte Strahlen  sind,  heissen  Nehenwhikelsectoren. 

Bern.  V.  Aus  dieser  Definition  geht  unmittelbar  hervor,  dass  zwei  Nebensectoren 
zusammen  einen  flachen  Sector  geben  (Def.  V). 

Def.  VIII.    Zwei  gleiche  Nebensectoren  heissen  redUe. 

Def.  IX.  Wenn  das  Centrum  des  Graden-  oder  Strahlenbüschels  im  Un- 
endlichen liegt,  so  heisst  das  Büschel  auch  Büschel  paralleler  Graden  oder 
Strahlen. 

Sprechen  wir  ohne  besondre  Bemerkmig  von  einem  Strahlenbüschel,  so 
meinen  wir  immer,  sein  Centrum  liege  im  endlichen  Gebiet  (Bern.  §  31  und 
Ueben^nk.  §  28 j. 

Ihf.  X.  Der  Winkelsector  eines  Büschels  paralleler  Strahlen  heisst  Streifen 
und  di(3  Graden  oder  Strahlen,  welche  ihn  begrenzen,  Sdienkd  des  Streifens. 

Dvf.  XI.    Betrachtet  man  die  beiden  auf  den  zwei  Graden  a  und  ß  eines 

B&achels  gelegenen  Paare  entgegengesetzter  Strahlen  a,  a';  6,  6',  so  heissen 

die  Winkelsectoren  oder  Winkel  («6),  {ha'),  («'6'),  {h'a)  Winkelsectoren  und 

Jfwikd  </<■>'  hciden  Graden. 

£^.  Vf.  Zwei  beliebige  verschiodoue  Punkte  der  Graden  bestimmen  im  £uclid*BGben 
U|0^  j^«  (jriide  (Satz  II,  §  '^o)-,  os  lii.sät  sich  aber  nicht  behauj^ten,  dass  zwei  Strahlen, 
jJKl  11  lÜMIU  Ü^^^fi  endigen,   oin  eiu/.igcä  iJüschel  bestimmen.    Denn  nehmen  wir  anf 
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den  beiden  Strahlen  zwei  Punkte  A  und  J3  an,  so  bestimmt  die  Grade  AB  mit  R  ein 
einziges  Büschel  (Def.  I,  §  30);  wir  wissen  aber  noch  nicht,  ob  alle  Büschel,  die  man 
erhält,  wenn  man  andre  Punktepaare  A  und  B  auf  den  Strahlen  a,  2)  in  Betracht  zieht, 
zusammenfallen . 

Wenn  wir  auf  der  Directrix  des  Büschels,  welche  nicht  im  Unendlichgrossen  liegt, 
zwei  beliebige  gleiche  Segmente  (AB)  und  (CD)  betrachten,  so  sind  die  Winkelsectoren 
ARB,  CRD  im  Allgemeinen  keine  gleichen  Figuren.  Denn  wenn  A  imd  B  verschiedenen 
Abstand  yon  R  haben  und  wir  wählen  den  Mittelpunkt  M  des  Segments  (AB)^  so  sind 
die  beiden  Dreiecke  ARM,  MRB  nicht  gleich,  weil  ihre  drei  Seiten  nicht  gleich  sind 
(Satz  n,  §  15)  und  mithin  sind  im  Allgemeinen,  wie  wir  in  der  Folge  sehen  werden,  auch 

die  Sectoren  ARM,  MRB  nicht  gleich. 


2. 

Das  Bfischel  (Br^).  —  Winkelsector  und  Winkel  zweier  Strahlen.  —  Erste 

Eigenscbaften  derselben.  —  Winkeleinheit.^^ 

§  39.  Bern.  I.  Eine  im  ünendlichgrosgen  liegende  gegebene  Grade  können  wir  als 
absolute  Grenzgrade  eines  jeden  Punktes  R  des  endlichen  Gebiets  betrachten  (Satz  IE,  IV, 
§  32).  Man  muss  pich  gegenwärtig  halten,  dass  die  absoluten  Grenzgebiete  der  Punkte  des 
endlichen  Gebiets  in  Bezug  auf  die  endliche  und  unendlich  grosse  Einheit  zusammenfallen, 
in  absolutem  Sinn  aber  verschieden  sind  (Satz  lY,  §  32)  und  wenn  man  die  Grade  fg»  in 
Bezug  auf  die  endliche  imd  unendlich  grosse  Einheit  als  absolute  Grenzgrade  der  zwei 
Punkte  A  und  B  des  endlichenCGebiets  betrachten  kann,  so  weiss  man  doch,  dass  diese 
beiden  Graden  in  absolutem  Sinn  bestimmt  und  yerschieden  sind. 

Bern.  IL  Für  das  Büschel  (-Brgc)  gelten  dieselben  Eigenschaften,  die  für  die  Büschel 
(Rr)  festgestellt  wurden,  doch  werden  wir  sogleich  sehen,  dass  es  noch  andre  Eigenschaften 
besitzt,  die  wir  erst  später,  wenn  wir  bewiesen  haben,  dass  alle  Strahl enbüschcl  {Rr) 
identisch  sind,  auf  die  andern  Büschel  ausdehnen  können. 

Satz  L  Zwei  gleiche  Segmente  (Ä^B^^),  (Cj^-D,)  der  Graden  r»  bestimmen 
tm»  den  Punkt  B  zwei  gleicJie  Winkelsectoren. 

Denn  die  beiden  Dreiecke  A^^BB^y  C^BD^,  sind  gleich  (Satz  IH,  §  34 
und  Bern.  I). 

Satz  IL  Zwei  derart  ungleiche  Segmente  (Ä^B^)y  (C^D^),  dass  (Ä^B^)> 
>  {C^DJ),  bestimmen  zwei  solclie  ungleiche  Sectoren  B'{A^BJ)j  B'(C^D:^), 
dass  B  .  {A^B^)  >  B  •  (C^D^), 

Dieser  Satz  geht  aus  Satz  I  und  der  Definition  des  Strahlenbüschels  hervor 
wegen  des  eindeutigen  und  in  derselben  Ordnung  stattfindenden  Zusammenhangs 
zwischen  den  Strahlen  des  Büschels  und  den  Punkten  der  Graden  (Satz  I,  §  30) 
und  wegen  der  Def.  I,  ü,  §  &1  der  Einl. 

Zus.  I.  Zwei  gleiclie  Sectoren  des  Büschels  (Br^^)  bestimmen  auf  der  Graden 
r^  zwei  gleiche  Segmente. 

Wären  die  durch  die  beiden  Sectoren  auf  der  Graden  r^  bestimmten  Seg- 
mente (Ä^B^)y  (Cr^D^)  ungleich,  so  würden  der  Voraussetzung  zuwider  die 
beiden  Sectoren  imgleich  sein  (Satz  11  u.  Einl.  b,  b',  §  61). 

Saiz  HL  Jedes  in  Bezug  auf  die  vollständige  Grade  r^^  endliche  Segment 
bestimmt  in  Bezug  auf  das  ganze  Büschel  (Br^)  einen  endlichen  Sector. 


^^^)  Dieser  ganze  Abschnitt  ist  selbstverständlich  wegzulassen,  wenn  man  sich,  wie 
in  diesen  Anm.  yorausgesetzt  wird,  nur  auf  das  endhche  Gebiet  beschränkt  (Anm.  I). 
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Denn    wenn  (A^^Bj:),    (C^D/)   der  Graden    r^   endlich   zueinander   sind, 

das  eine  kein  Vielfaches  des  andern  und   (-4^JBj,)  <  (C,Djc)  ist,  so  gibt  es 

eine  solche  Zahl  m,  dass 

(Ä^B,)m<{C^D^)<{A^B,)(m  +  l).        (Einl.  c',  §  81) 
Mithin  ist  auch 

R .  (Ä,B,)m  <R   {C,D^)<R'  {Ä^B,)(m  +  1)      (Satz  I,  II) 

und  die  Sectoren  R  -  (A^lij,),  R'{C^Dj,)  sind  also  endlich  zueinander  (EinL 
d,  d',  §  81  und  Def.  H,  §  82). 

Satz  IV.   Ein  Strahlvnlüschel  (Rr^)  ist  in  der  Position  seiner  Tlieile  identisd. 

Denn  die  Grade  r,  ist  in  der  Position  ihrer  Theile  identisch  (Ax.  U,  a  und 
Hyp.  I)  und  es  gibt  mithin  von  einem  beliebigen  Punkt  derselben  an  in  der 
einen  und  der  andern  Richtung  ein  einem  beliebigen  gegebenen  Segment  gleiches 
Segment  (Zus.  11,  Satz  III,  §  4  und  Bem.  lU,  §  18),  wahrend  gleichen  Segmenten 
der  Graden  r^  gleiche  Winkelsectoren  des  Büschels  (Rtj,)  entsprechen  (Satz  I, 
Einl.  Def.  I,  §  70). 

Sats  V,  Ein  Sector  (ah)  des  Büschels  (Rr^^)  ist  detn  Sector  (ha)  gleich,  d.k 
demselben  Sector  in  entgegengesetzter  RiMung  durcMaufoi. 

Denn  dies  gilt  für  jedes  Segment  (A^^B^:)  der  Graden  r^  (Einl.  g,  §  99 
und  c,  §  104). 

Satz  VI.  Zivei  Strahlenhüschel,  deren  Centren  m  dem  endlichen  Gdnet  ixni 
deren  Directricen  im  UnendlicJigrossen  liegen,  sind  in  absolutem  Sinn  gleich,  wemi 
die  Directricen  absolute  Grenzgi'aden  der  beiden  Centren  sind  oder  in  Bezug  auf 
die  efidliehe  und  unendlich  grosse  Einheit,  nenn  die  Directricen  in  den  absoluten 
Grenzgebieten  zteeier  Pufikte  des  endlichen  Gebiets  liegen, 

Demi  es  seien  R,  r^,]  R\  r'^  die  Centren  imd  Directricen  der  beiden  BflscheL 
Sind  die  Directricen  absolute  Grenzgraden  von  R  und  ü',  so  stehen  R  und  JB' 
von  den  Punkten  der  Graden  r^^  und  r'^,  um  ein  rechtes  Segment  ab  (Satz  HI, 
§  32).  Setzt  man  mithin  zwischen  den  beiden  Graden  r^,  und  r^  einen  Iden- 
titätszusammenhang fest  (Satz  VI,  §  15)  und  lässt  dem  Punkt  R'  den  Punkt 
R  entsprechen,  so  entspricht  jedem  Dreieck  RA^By,  der  ersten  Figur  (Br^) 
ein  gleiches  Dreieck  R' A\B'^  der  zweiten  Figur  (Satz  III,  §  17;  Satz  HI,  §  34). 
Wählt  man  mithin  zwei  auf  den  Strahlen  RA,,  RB^  gelegene  Punkte  X  und 
Y,  so  entsprechen  ihnen  zwei  Punkte  X.'  und  Y'  in  R'A'j^,  R'B',.j  welche 
denselben  Abstand  von  R'  haben,  wie  die  Punkte  X  und  Y  bez.  von  R.  Die 
beiden  Dreiecke  RXY,  R'X'Y  sind  also  gleich,  weil  sie  zwei  Seiten  und  das 
eingeschlossene  Paar  gleich  haben  (Satz  III,  §  K)).  Mithin  ist  (XY)  Fi?  (X'T) 
(Zus.  Satz  m,  §  16).  Folglich  sind  die  beiden  Figuren  (Rr^)y  (R'r,)  gleich 
(Satz  III,  §  15). 

Der  zweite  Theil  dos  Satzes  geht  auf  ähnliche  Art  aus  Satz  IV,  §  32  hervor. 

Satz  VII  Wenn  man  auf  zwei  gegebenen  Graden  AB,  AC  zwei  hdidnge 
im  Unendlichgrossen  liegemle  Punlctc  B,,,  C,  ausivählt  und  (Bj.C^)  ist  in  Bezug 
auf  die  vollständige  Grade  endlicli  uml  die  Grade  B,  C,  fällt  nicht  mit  einer  der 
beiden  Graden  in  Bezug  auf  die  mieudlich  grosse  Ei^üieit  zusammen,  so  sind  die 
beiden  Graden  in  dem  endlichen  Gebiet  verschieden. 
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Da  die  Grade  Br^Cj^  mit  keiner  der  beiden  Graden  AB^^  AC^  zusammen- 
fallt, so  sind  diese  beiden  Graden  bezüglich  der  unendlich  grossen  (Satz  IV, 
§  22)  und  mithin  auch  bezüglich  der  endlichen  Einheit  verschieden  (Satz  ü,  §  31). 

Saiz  VIIL  Wenn  zwei  im  absoluten  Grenzgebiet  eines  Punktes  A  liegende 
Funkte  B^ ,  C^  endlidien  Abstand  voneinander  haben,  so  fallen  die  beiden  StraJäen, 
die  A  mit  den  beiden  gegebenen  Funkten  verbinden,  bezüglich  der  endliefien  Einheit 
zusammen. 

Denn  das  Segment  (B^C^)  ist  in  Bezug  auf  die  unendlich  grosse  Einheit 
unendlich  klein  und  mithin  fallen  die  beiden  Graden  AB^,  AC^  bezüglich 
dieser  Einheit  (Satz  11  und  Bem.  §  31  und  Satz  III,  §  22)  und  folglich  auch 
bezüglich  der  endlichen  Einheit  zusammen  (Satz  11  und  Bem.  §  31). 

jDef.  L  Unter  Winkelsectoren  zweier  im  Pimkt  R  endigender  Strahlen  a 
und  b  verstehen  wir  immer  diejenigen  Sectoren,  welche  in  dem  Büschel  be- 
trachtet werden,  das  durch  den  Punkt  JR  und  durch  seine  von  seinen  absoluten 
Grenzpunkten  in  a  und  b  gegebene  absolute  Grenzgrade  bestimmt  wird  (Def.  II, 
§  32  und  Satz  IQ,  §  32),  solange  wir  nicht  Anderes  bestimmen. 

Bem,  III.  Gleichen  Segmenten  der  Graden  r«  entsprechen  gleiche  Winkelsectoren  um 
den  Punkt  M  in  dem  Büschel  {Mr^)  und  umgekehrt  (Satz  1  und  Zus.  I,  Satz  II).  Als  Mass 
der  Winkelsectoren  oder  Winkel  um  den  Punkt  B,  die  d^m  nämlichen  Büschel  angehören  oder 
nicht,  sehen  wir  die  Segtnente  oder  Abstände  an,  welche  durch  die  absoluten  Grenzpunkte  auf 
ihren  Endstrahlen  in  Bezug  auf  den  Punkt  B  bestimmt  werden.  Umgekehrt  kann  man  als 
Mass  der  Segmente  einer  Graden  r  ^  die  Winkelsectoren  um  den  Punkt  B,  von  dem  r»  eine 
absolute  Grenzgrade  ist,  ansehen  (siehe  Einl.  Def.  IV,  §  111). 

Zus,  L  Wenn  zwei  Strahlen  BA,  BB  in  Bezug  auf  die  Einheit  des  end- 
lichen Gebiets  verschieden  sind,  so  bestimmen  sie  einen  endlichen  Sector. 

Denn  wäre  er  nicht  endlich,  so  würde  ihm  auf  der  absoluten  von  den 
Strahlen  JR-4,  BB  bestimmten  Grenzgraden  von  -R  ein  bezüglich  der  unendlich 
grossen  Einheit  unendlich  kleines  Segment  (A^Bj,)  entsprechen  (Satz  IH)  und 
die  beiden  Strahlen  würden  mithin  bezüglich  der  Einheit  des  endlichen  Gebiets 
nicht  verschieden  sein. 

Zus,  IL  Verbindet  man  die  Enden  zweier  endlichen  Segmente  (AB),  (CD) 
mit  einem  Punkt  B  ausserhalb  (AB)  und  (CD),  so  erhalt  man  zwei  endliche 
Sectoren  (ab),  (cd). 

Denn  B  gibt  mit  A  und  B  wie  mit  C  und  D  zwei  verschiedene  Strahlen 
in  Bezug  auf  die  Einheit  des  endlichen  Gebiets,  weil  jR  ausserhalb  AB  und 
CD  Hegt  (Satz  IV,  §22). 

Zus.  III.  In  einem  Dreieck  ABC  mit  einer  unbegrenzt  kleinen  Seite  ist  der 
dieser  Seite  gegenüberliegende  Winkel  unbegrenzt  klein  (Satz  HI,  §  22). 

Satz  IX.  Wenn  zwei  Winkelsectoren  gleiche  Winkel  Juiben,  so  sind  die  beiden 
Sectoren  gleich. 

Denn  dies  gilt  für  zwei  Sectoren  eines  Büschels  (Br^),  weil  es  für  ihre 
im  Unendlichgrossen  liegenden  Segmente  in  Bezug  auf  deren  Länge  gilt  (Def.  I, 
Satz  I,  §  5).  Die  Eigenschaft  besteht  aber  auch  für  zwei  Sectoren  zweier 
solcher  Büschel  (Satz  VI  imd  Def.  I)  und  mithin  für  zwei  beliebige  Winkel- 
sectoren (Def.  I). 
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§  40.  Satz  L  Zicei  Winlelsectoren,  deren  Schenkel  parallel  sind  und  gkidie 
Itiehtting  h^hen,  shid  in  Bezug  auf  die  Einheit  des  endliclien  und  unendlich  grossen 
Gdnets  gleidi,  und  können  auch  in  ahsolutetn  Sitm,  wenn  nicht  Anderes  bestimmt 
ist,  als  gleich  angeselien  icerden. 

BäC,  B' A'C  seien  die  beiden  Sectoren.    Wir  können  Toraussetzen,  d&» 

die  im  Unendlichgrossen  liegenden  Punkte  X;,,  Y^   der  beiden  Strahlen  AB, 

^  AC  in  Bezug  auf  die  endliche  Einheit  absolute  Gfrenz- 

punkte  von  A  sind  (Def.  11  und  Zus.,  Satz  ü,  §  32). 
Da  diese  Punkte  aber  auch  in  den  Strahlen  A'V^ 
A' C  liegen,  so  können  wir  annehmen,  dass  sie  aucb 
absolute  Orenzpunkte  Ton  A'  sind.  Die  absoluten 
..-—  Grenzgraden  von  A  und  .4-',  die  durch  die  absoluten 
Grenzpunkte  X^j),  Y^«);  X(j'>,  T^f)  der  Strahlen  AB, 
AC  und  A'B\  A'C  bestimmt  werden,  fallen  auch 
bezüglich  der  unendlich  grossen  Einheit  zusammen  (Satz  IH,  IV,  §  32).  Be- 
züglich dieser  Einheit  fallen  auch  die  parallelen  Strahlen  zusammen  und  mithin 
diflferiren  die  durch  die  beiden  Winkelsectoren  bestimmten  absoluten  Grenz- 
segmente, wenn  sie  nicht  in  absolutem  Sinn  gleich  sind,  um  ein  Unendlich- 
kleines  in  Bezug  auf  die  unendlich  grosse  Einheit.  Alsdann  kann  man  aber 
auf  der  Grenzgraden  von  A'  ein  Segment  (X  (^')  F  [;j'>)  ^  (X'^>  r<f))  betrachten, 
welches  also  um  ein  Unendlichkleines  von  dem  Segment  (J^^^T^^)  differirL 
Verbindet  man  aber  den  Punkt  A'  mit  Y^^\  so  deckt  sich  dieser  Strahl  be- 

OD      / 

züglich  der  endlichen  wie  der  unendlich  grossen  Einheit  mit  dem  Strahl  A'Y^^ 
oder  A'  F,  (Zus.,  Satz  H,  §  32).     Damit  ist  der  Satz  bewiesen  (Fig.  40)."") 

Zus.  L  Sind  ztcei  beliebige  Segmente  (AB)  und  (CB)  gegebeti,  die  van  Ä 
nach  B  und  von  C  nach  D  gerichtet  sind,  und  man  zielit  voti  den  Punkten  eüies 
derselben  z.  B.  {AB)  die  zu  detn  andern  parallelen  Strahlen,  so  sind  die  Winkd- 
sectoren,  welche  diese  Strahlen  mit  dem  durc/i  (AB)  bestimmtest  Strahl  bilden,  glüA. 

Wir  wollen  z.  B.  von  A  und  B  aus  die  parallelen  Strahlen  zu  dem  von 
{CD)  bestimmten  Strahl  ziehen.  Die  Winkelsectoren,  die  sie  mit  dem  Strahl 
{AB)  biden,  haben  einen  Schenkel  gemeinschaftlich  und  die  beiden  andern 
Schenkel  sind  parallel.  Man  kann  sie  also  als  zwei  Winkelsectoren  mit  paral- 
lelen Schenkeln  betrachten  imd  sie  sind  mithin  gleich. 

Bern.  I.  Die  Definition  des  Masses  eines  Winkels  zweier  Segmente  oder  Strahlen 
(Bern.  III,  §  39)  setzt  voraus,  dass  die  beiden  Segmente  «ich  schneiden  oder  durch  einen 
gemeinschaftlichen  Punkt  begrenzt  sind.  Dieses  Mass  kann  auch  für  zwei  beliebige  Scg- 
nM»nt<5  (AB)^  {CD)  benutzt  werden,  von  denen  die  Richtungen,  in  welchen  sie  durchlanfen 
worden  sollen,  oder  mit  andern  Worten  ihre  im  Unendlichgrossen  liegenden  Punkte  gegeben 
ttiiid  (Satz  I  und  Def.  IT,  §33'.  In  der  That  bestimmen  zwei  Segmente,  welche  die  obigen 
kUnlingungen  nicht  erfüllen,  keinen  Winkelst'ctor;  zieht  man  aber  von  den  Punkten  eines 
derselben  die  zu  dem  andern  parallelen  Strahlen,  jso  kann  man  alle  so  erhaltenen  Winkel- 
^ectoren  auch  in  absolutem  Sinn  (wenn  sich  nicht  etwas  Anderes  ergibt)  und  nicht  nnr 


wxi)  Dieser  Satz  wird,  ohne  das  Unendlichgrosso  zu  Hülfe  zu  nehmen,  in  der  Ebene 
!jid  im  .\llfTemeinen  in  einer  Anm.  zu  §  52  mitt<?l!st  der  Sätze  des  Kaums  von  drei  Dirnen- 
.:oikoii  bewiesen  werden. 
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bezüglich  der  Einheit  des  endlichen  und  unendlich  grossen  Gebiets   als   gleich  ansehen. 
Wir  behaupten  daher: 

Def,  L  Unter  Winkd  zweier  Segmente,  deren  Richtung  gegeben  ist,  ver- 
steht man  denjenigen,  der  durch  den  Abstand  der  absoluten  Grenzpunkte  der 
beiden  Strahlen  in  Bezug  auf  einen  Punkt  des  endlichen  Gebiets  eines  jeden 
der  Segmente  gemessen  wird.*) 

Zus.  IL  Der  Winkel  zwischen  zwei  parallelen  Segmenten  voti  derselben  Eich- 
ttmg  ist  Null;  derjenige  zwischen  zwei  paraUden  Segfnenten  von  entgegengesetzter 
lUdäung  ist  einem  fladien  Winkel  gleich  (Zus.  V  und  VI,  Satz  I,  §  33;  Zus.  I 
und  Def.  I). 

Def.  IL  Der  Winkel,  welcher  der  Masseinheit  der  Abstände  im  unendlich 
grossen  Gebiet  entspricht  (üebereink.  §  28;  Bem.  IH,  §  39  und  Bem.  I)  heisst 
Qrimdmrücdemheit  oder  auch  Winkeleinheit,  wenn  man  wie  wir  keine  andern 
gebraucht. 

Satz  II    Zwei  Scheitelwinkelsectoren  sind  gleich. 

Denn  (a6),  {aV)  seien  die  beiden  Winkelsectoren  mit  dem  Scheitel  JB. 
Wir  wollen  mit  -4,,  JB,  die  im  TJnendlichgrossen  der  Schenkel  a  und  6,  mit 
A'^y  B'^  die  im  Unendlichgrossen  der  Schenkel  a',  &'  liegenden  absoluten 
Ghrenzpunkte  bezüglich  R  bezeichnen.  Die  letzteren  sind  den  beiden  ersten 
entgegengesetzt  (Def.  II,  §  32).  Die  zwei  Dreiecke  A^RBy^y  A'^RB'^  sind 
gleich  (Satz  EI,  §  34)  imd  desshalb  auch  die  beiden  gradlinigen  Paare  (a&) 
und  (a'6')  (Zus.  Satz  EI,  §  17)  und  mithin  auch  die  Winkelsectoren  (a6),  {ah') 
(Satz  n,  §  15). 

Def.  IIL  Unter  Winkelsectoren  zweier  entgegengesetzter  Segmente  oder 
Strahlen,  die  von  einem  Punkt  R  auf  derselben  Graden  begrenzt  werden,  ver- 
stehen wir  diejenigen,  welche  durch  den  Punkt  jR  und  eine  Grade,  die  durch 
die  absoluten  Grenzpunkte  der  beiden  Strahlen  in  Bezug  auf  JB  geht,  erzeugt 
werden  (Def.  11,  §  32;  Satz  11,  §  30). 

Sa;tz  III    Die  heiden  flachen  Winkelsectoren  (Winkel),   die  durch  ein  von 
einem  seiner  Punkte  R  begrenztes  Segtnent  oder  Strahl  toid  durch  seitie   Ver- 
längerung bestimmt  werdest,  sind  gleich,  mag  man  sie  in  derselben  oder  in  entgegen- 
gesetzter  Richtung  betrachten. 

Denn  die  beiden  absoluten  Grenzpunkte  A^^j  Ä^  der  beiden  entgegen- 
gesetzten Strahlen  in  Bezug  auf  R  sind  auf  jeder  Graden  r^  im  Unendlich- 
grossen, welche  durch  sie  geht  (Def.  11,  §  32;  Satz  11,  §  30),  entgegengesetzte 
Punkte  und  halbiren  diese  Grade  (Def.  IH,  §  6).  Mithin  sind  die  beiden  flachen 
Winkelsectoren,  welche  durch  die  zwei  entgegengesetzten  Strahlen  a  und  a' 
bestimmt  werden,  sowohl  in  derselben  als  in  entgegengesetzter  Richtung  einander 
gleich,  weil  die  durch  die  Punkte  A^,  A'^  bestimmten  Segmente  der  Graden 
T;«  in  dem  einen  wie  in  dem  andern  Sinn  einander  gleich  sind. 


1)  Bem.  I  und  Def.  I  lassen  den  Unterschied  zwischen  Winkel  und  Winkelsector  deut- 
licher erkennen  (Def.  1  und  11,  §  88).  Es  wird  gut  sein,  wenn  sich  der  Leser  gegenwärtig 
hält,  dass  unser  endliches  Gebiet  hier  immer  das  Euclid'sche  ist,  wie  es  die  Ueberschrift 
des  Kap.  I  angibt  und  der  üebereink.  §  28  entspricht. 
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Sie  haben  auch  dasselbe  Mass  (Bern.  III,  §  39)  d.  k  denselben  Winkel 
(Def.  II,  §  38). 

Zt(s,  Eine  Grade^  weldie  durch  das  Centrmn  des  Büschels  (-Rr^,)  geht,  iJieiÜ 
dasselbe  in  zwei  gleiche  Theile  in  derselben  und  der  entgegengesetzten  Riditung, 

§  41.  Bern.  I.  Die  Benennungen,  die  wir  filr  die  Segmente  oder  Abstände  der  voll- 
ständigen Graden  benutzt  haben  (Def.  I,  §  29)  können  ohne  Weiteres  auch  für  die  Winkel- 
sectoren und  Winkel  gebraucht  werden. 

Def,  I.  Wenn  das  im  TJnendlichgrossen  liegende  einem  Winkelsector  ent- 
sprechende Segment  (Def.  I,  §  39)  ein  rechtes  ist  (Def.  IV,  §  29),  so  lieisst  der 
Winkelsector  oder  entsprechende  Winkel  ein  rechter. 

Ist  ein  Winkelsector  oder  Winkel  grösser  als  ein  Rechter,  so  heisst  er 
stumpf;  ist  er  kleiner,  spitz, 

Def,  IL    Zwei  Winkelsectoren  oder  Winkel,  deren  Summe  einem  flachen 
Winkel  oder  der  Summe  zweier  Rechten  gleich  ist,  heissen  supplementär,   com'- 
plementär  dagegen,  weim  ihre  Summe  einem  rechten  Winkel  gleich  kommt. 

Satz  I,    Zwei  NebenwinJcelsectoreti  (Nebenwinkel)  sind  suppteiyientär. 

Denn  ihre  Summe  ist  ein  flacher  Winkelsector  (Winkel)   (Def.  VH,  §  38 

und  Def.  I,  §  39). 

Satz  IL    Alle  rechten  Winkclsectoren  (Winlel)  sind  gleich. 

Denn  die  rechten  Segmente  auf  der  vollständigen  Graden  sind  gleich  (Def.  I, 

Def.  IV,  §  29). 

Satz  IIL    Jeder  Winlcelsector  Icann  in  n  glcidie  Theile  zerlegt  werden. 
Denn  dies  gilt  auch  für  jedes  Segment  der  vollständigen  Graden  (Einl.  b, 

§  99  oder  a,  §  103). 

I)ef,  LH.  Die  Grade,  welche  einen  Winkelsector  (ab)  halbirt,  heisst  Hai 
binmgslinie  des  Winkelsectors  oder  Winkels  (cib). 

Def,  IV,    Zwei   Grade  aa,  bV,    welche  einen  Punkt  B  gemeinschaftlich 
haben  und  durch  denselben  in  die  Paare  entgegengesetzter  Strahlen  öf,  a';  6,  b 
getheilt   werden,   bestimmen   vier  consecutize  Winkelsectoren   in  dem  Büschel 
(Br.,)  (Def.  I,  §  39)  d.  h.  {ab),  (ba),  (ab'),  (b'a),  welche  die  Seetaren  oder 
Winlel  der  beiden  Graden  genannt  werden. 

Unter  Winkelsector  oder  Winkel  zweier  Graden  verstehen  wir  den  kleineren 
oder  einen  von  ihnen,  wenn  sie  gleich  sind,  es  sei  denn  wir  müssten  auch  die 
andern  in  Betracht  ziehen. 

Def,  V,  Wenn  die  im  Unendlichgrossen  liegenden  Punkte  A,,  A\;  B^, 
B' y.  zweier  Graden  die  Grade  A^B^  in  vier  rechte  Segmente  theilen,  so  be- 
stimmen die  beiden  Graden  vier  rechte  Winkel.  In  diesem  Fall  heissen  die 
zwei  Graden  senJcrcchf  zueinander. 

Ebenso  sind  zwei  Strahlen  oder  Graden,  auch  wenn  sie  sich  nicht  treffen, 
rechtwinklig  zueinander  (Def.  I). 

Satz  IV,  Die  HalbirungsUnie  eines  Winkelsectors  (ab)  ist  auch  die  Halbirungs- 
linie  des  zweiten  durch  die  Strahlen  a  und  b  bestimmten  Sectors  und  des  Sclieüd- 
sectors. 
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Denn  es  gibt  nur  einen  Mittelpunkt  eines  Segments  (Ay.B^)  der  vollstän- 
digen Graden  r^,  während  der  entgegengesetzte  Punkt  das  zweite  durch  A:^, 
B;^  bestimmte  Segment  und  das  entgegengesetzte  Segment  (J.',J?'^)  halbirt 
(Zus.  Satz  V,  §  29). 

Satz  V,  Vofh  dem  Centrum  des  BnsclieU  {TtrJ)  Jcann  man  nur  eine  Senh 
rechte  auf  eine  Grade  des  Büschels  zielten. 

Denn  es  gibt  nur  zwei  entgegengesetzte  Punkte  Bj,y  B\,,  welche  mit  den 
Punkten  A:^^  A' ^  der  gegebenen  Graden  die  Grade  r^  in  vier  consecutive 
recht«  Segmente  theilen  (Ax.  11,  a  oder  Hyp.  I;  Einl.  b,  §  99  oder  a,  §  103). 

Satz  VI.  Eine  zu  einer  gegeboieti  Graden  senkrechte  Grade  ist  auch  zti  allen 
mit  dieser  Graden  Parallelen  senTcrecht 

r  und  r    seien  die  beiden  parallelen  Graden  mit  dem 

^'■^  gemeinschaftlichen  Punkt  X^^  im  TJnendlichgrossen  (Def.  11, 

-X-     §  26;  Def.  I,  H,  §  32;  Uebereink.  I,  §  28).    Die  Grade  BY^ 

sei  senkrecht  zu  einer  dieser  Parallelen   z.  B.  zu  r.     Der 


r 


R      Xr>     Winkel,  den  die  Grade  r'  mit  -R  Y^  macht,  wird  durch  das 
Flg.  11.  Segment  der  beiden  Punkte  Xy,  Yj,  gemessen  imd  ist  mithin 

ein  Rechter  (Def.  I,  §  40)  (Fig.  41).  x^^") 
Satz  VII.    Die  beiden  HaVnruyigslinien  der   Winkelsectoren  zweier  Graden 
sind  sertJcrecht  zueinander. 

Denn,  wie  man  weiss,  bestimmen  ihre  absoluten  Grenzpunkte  im  Unendlich- 
grossen vier  rechte  Segmente  (Satz  V,  §  29). 

3. 
Winkelsectoren  und  Winkel  eines  Dreiecks  und  zweier  gleicher  Dreiecke. 

§  42.  Bern.  I.  In  einem  Dreieck  ABC  bestimmen  die  von  einem  beliebigen  der  drei 
Scheitel  begrenzten  und  durch  die  beiden  andern  Eckpunkte  festgelegten  Strahlen  drei 
Winkelsectoren  nämlich: 

i^,  BCÄ,    GAB. 

Wenn  der  Winkelsector,  den  man  durch  Verbindung  z.  B.  des  Scheitels  A  mit  den 
Punkten  der  gegenüberliegenden  Seite  {B  C)  erhält  (Def.  I,  §  38),  mit  dem  genannten  Winkel- 

sector  CAB  nicht  zusammenfiele,  so  hätte  das  Dreieck  andre  drei  Winkelsectoren. 

Wir  wollen  diese  Frage  für  jetzt  unerörtert  lassen  und,  solange  wir  nicht  Anderes  be- 
stimmen, unter  Winkelsectoren  und  Winkel  eines  Dreiecks  die  ersteren  drei  verstehen,  -^^x"') 


xxxnj  Auch  dieser  Satz  kann  ohne  Zuhülfenahme  des  Unendlichgrossen  im  Allgemeinen 
so  einfach  nicht  bewiesen  werden.  Wir  beweisen  ihn  för  in  der  Ebene  gelegene  Grade  (siehe 
Zna.  I,  Satz  IX,  Anm.  zu  §  48).  Der  allgemein  gültige  Beweis  kann  bei  der  Betrachtung 
des  Raums  von  drei  Dimensionen  gegeben  werden  (Buch  III). 

xxxni)  Beschränkt  man  sich  auf  das  endliche  Gebiet,  so  muss  man  als  Winkelsectoren 
die  zweiten  statt  der  ersten  drei  ansehen,  sie  sofort  nach  der  Betrachtung  der  Paare  der 
Dreiecke  (§  16)  definiren  und  für  den  Winkel  die  Def.  11,  §  38  oder,  wenn  man  will,  die 
Eigenschaft  des  Satzes  a,  §  111  der  Einleitung  benutzen  (Einl.  c,  §  111).  Man  hat  jedoch 
im  Grunde  nicht  nöthig  hier  die  Definition  von  Winkelsector  und  Winkel  zu  geben,  wenn 
man  statt  derselben  das  gradlinige  Paar  benutzt  und  die  Sätze  lU  und  IV  bringt. 

Man  kann  die  Definition  von  Nebcnstrahlenpaaren  und  von  orthogonalen  Nebenpaaren 
mithin  von  zueinander  senkrechten  Graden,  die  einen  Punkt  gemeinschaftlich  haben,  geben 


~;j:.=>— .T.  rpn  nml  Winkel  eines  Dreiecks  und  zweier  gleicher  Dreiecke.        [§45 

z  .-^1    >■:  .'?»''.'tnren  bezeichnen  wir,  solange  sie  von  den  ersten  unterschieden 
1  .     -„   -:  a  .    BC  .  B  .  .C.l),  C  •  [AB). 

Ter  Winkelseetor  (Winkel)  des  Dreiecks  ABC  mit  dem  Scheit«! 
.  r  Sfite    [BC)   fieycniiberlieciend   und   ebenso   die  Seite   (BC)  dem 
.    ^.     r    tiiT  Winkel  mit  dem  Scheitel  A  gcyenüherlkyend. 

' '.    Uz  ein  Winkelseetor  oder  Winkel  eines  Dreiecks  ein  Rechter,  so 
--.      ;>   l.^reieok   rcihhvinklig.     Die   dem  rechten  Winkel   gegenüberliegende 
^         »  >5>:   Hfjpotmme,  die  beiden  andern  Katheten. 

^,  .    i    In  zwei  fflciclien  Dreieclcen  sind  die  von  den  efitspredienden  Seiten 
^  -»/«««•♦   Winkelsectorcn  gleich. 

*MiM    sie  sind  entsprechende  Figuren  in  gradlinigen  identischen  Figuren 

:  is.    //*  gleichen  JDreieclen  liegen  den  cfitsprechenden  gleidien  Seiten  gleidte 
I    f..  •    H'geniiber  und  tongekehrt. 

'/'••.'SIT  Zus.  gellt  unmittelbar  aus  dem  vorigen  Satz  und  Def.  II,  §  38  hervor. 

<iti:   IL    Wenn  zwei  Dreieclce  zicd  Seiten  und  deti  eingeschlossenen  WinM- 
•i    /'i    fU'u'h  hohen,  so  sind  sie  gleich. 

ilU\  A'B'C  seien  die  beiden  Dreiecke;  es  ist 

(AB)    -.  (A'B'),  (AC)  =  (A'C/),  BAC ~  jfT^'. 

\h\^  gnuliinigon  Paare  mit  den  Scheiteln  A  und  A'  sind  gleich  (Zus.  I, 
^.,x.  II.  »  ;V.);  Satz  IIT,  §  34  und  Zus.,  Satz  IH,  §  17)  und  weil  B  und  B\ 
,  utiti  r'  nitsprecliende  Punkte  in  ihrem  Identitätszusammenhang  sind,  so  ist 
^  N<  M  ili'C').  Mithin  sind  die  beiden  Dreiecke,  weil  sie  drei  Seiten  gleich 
Ulli itiimndrT  gleich  (Satz  III,  §  17).^-"^^^') 

.SV//.  ///.  Die  dcfi  gleichen  Seiten  gegennberliegetiden  WinTiel  eines  gleitk- 
^JniilJifftn  Ih'rirfis  sind  gleich. 

,ilii(i'  •!•""  lU\f''\n'\  zu  Hülfe  zu  nehmen  (siehe  Anm.  XXIX).  Für  die  Nebenpaare  genügt  es 
,)..(  !»•!  VII.  *;  'JH,  di«*  nich  iinf  dit»  Winkel»»ertoren  eines  Büschels  bezieht,  zu  folgen  und 
lih  ijh  iiiüi'}'fintiu\t'u  N(;l)i'n]>anro,  die  einen  Scheitel  gemeinHchaftlich  haben,  kommt  man 
tut  •!•  •   h«  ij/iiljiiii  mit  der  Voraussetziinp  aus,  das8  sie  gleich  seien  (siehe  Anm.  XXX\T'. 

■'■*'\,  ihn-  Hi;K'f*is  dienes  Satzes  bleibt  derselbe. 

'•,  Ljii   den   Satz   LI   zu  beweisen,    muss    man    vorher   die    folgenden    Zusätze   zu 
ii,il  ■   I  c  I''  "' 

/lii.    I     Zun  Wwh'hfrtnrm  ABC,  A' B' C  sind  gleich,  wenn  {AB^  =  {A'B'),  (.40  = 
,  I   /',      lif'         'B'(!'). 

\nnt.  -i;*    Im.  i-r^k.-  AIiC\  A' B' C  sind  gleich   (Satz  IH,  §  17;  Satz  I,  Anm,  XXXH". 

/,!.-    //      Wtun  zirt'l  ]\'ifdrlsevtoirn  ABC,   A' B' C/  gleich  sind,  so  sind  die  Gradtn- 

tHifti'    i  ^f    '^*-  ^<'^^'.  Ji'C'  nleich. 

'         \h».i^  '.'   i^^   M//;       (A''jn,  (BC)       (B' C')  und    folglich   (AC)    ^(A'C)  fSatz  II, 
,,,       M  li*.   vij.l  dj.r  Dreii'cke  AJUl  A' B' C  gleich  (Satz  TU,  §  17)  und  also  auch  die 
(•„„M    '<  ^f    t^^     ^'  ii\  tiC  (Zus.  Satz  IIT,  §  17  und  Anm.  XII). 
|/ij   Ji«  v*i  ...  dl-}.  Hjitzes  TT  i.st  nunmehr  derselbe. 

W^i    '  •  "  '  'li'*iJ,  da.HH  wir  bis  jetzt  noch  nicht,  wie  im  Text  (Satz  IX,  §  39),  behaupten 

VoiiM*-^*'  ''*''   ^'-'^''"'»t    die  gleiclie   Winkel  haben,  gleich  sind,  wohl  aber,  dass  gleiche 

•#,^,v**»*' ''■*^' ''  J'N'Ij  glrirjip  Winkel  haben  (Anm.  XXXIII  und  Bew.  zu  Satz  I,  §  5  oder  zu 

.  ||i  «J    j'  h  ,      Wir  JM'iiierlvcu  ferner,  dass  man  diese  Sätze  hier  weglassen  und  nach 

.  r^MM**"^' "    '^' ■■  iJnj-'lii'lH  rsii'li»!  Anm.  XLT')  geben  kann,  indem  man  sich  solange  mit  den 

M.^Nif«**'*^  ^'   Di-ir.  kr  bi-liilft  (Def.  I,  §  1«\ 
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Denn  ABC  sei  das  gleichschenklige  Dreieck  und  (AB)  EE=i(ÄC).  Wir 
wollen   ein  andres  Dreieck  A'B'C   betrachten,   dessen   Scheitel  A'  mit   dem 

Pmikt  A^   B'  mit  G  und    C  mit   B  zusammenfällt 
A*A  (Einl.  Def.  HI,  §  59).    Offenbar  sind  die  beiden  Drei- 

ecke ABCj  A'B'C  identisch,  denn  zwei  entsprechende 
Seitenpaare  sind  gleich  nämlich  (AB)  ^  (AB'),  (A  G)  -^ 
=  (A'a),  weil  (AB)  =  (AG)  und  es  ist  BÄG  ^ 

=  B'ÄC  (Satz  I,  §  17).    Mithin  ist  ABC  =  ÄB'G' 

(Satz  U);  weil  aber  Ä'B^'^ACB,  so  folgt  ABC ee  AGB  (Fig.  42). 

Bern.  IL  Wenn  der  der  Basis  (Def.  III,  §  9)  gegenüberliegende  Scheitel  Ä  des  gleich- 
schenkligen Dreiecks  ins  Unendlichgrosse  fallt,  so  kann  man  im  Allgemeinen  nicht  länger 
behaupten,  dass  die  den  gleichen  Seiten  gegenüberliegenden  Winkel  gleich  sind  (Satz  V,  §  34). 

jDef.  IIL  Die  Graden,  die  durch  die  Scheitel  eines  Dreiecks  und  die  Mittel- 
punkte der  gegenüberliegenden  Seiten  gehen,  heissen  MiUeUinien. 

Satz  IV.  Die  Mittellinie  eines  gleichscImikUgen  Dreiecks  ABCj  wdclve  durch 
den  der  Basis  (BC)  gegenüberliegenden  Scheitel  A  gehty  hatbirt  den  Winkehector 

BAC  und  ist  senkrecht  auf  der  Basis. 

M  sei  der  Mittelpimkt  der  Basis  (BC),  Die  zwei  Dreiecke  ABM,  ACM 
sind  gleich,  weil  sie  ihre  drei  Seiten  gleich  haben  (Satz  III,  §  17)  und  mithin 

ist  BMA  ^-  GMA  (Satz  II).    Weil  mm  diese  beiden  Winkel  Nebenwinkel  sind 
(Def.  Vn,  §  38),  so  sind  sie  Rechte  (Def.  VEI,  §  38;  Bem.  I,  §  42). 

Es  ist  auch  A  •  (BM)  r-'Ji  A  -  (GM),  wenn  man  unter  A  -  (BM),  A  •  (GM) 
die  durch  A  mit  den  Seiten  (BM)  und  (GM)  erzeugten  Sectoren  versteht 
(Bem.  I,  §  42),     Mithin  halbirt  die  Grade  CM  den  Sector  A'(BC). 

Bern,  IIL  Man  weiss  noch  nicht,  ob  die  Graden  AB,  AC,  AM  demselben  Büschel 
(Aa  )  angehören.  ^^^"^^') 


Andre  Eigenscbafteu  des  Bfiscliels  (Br). 

§  43.  Satz  L  Die  Funkte,  welcfie  in  den  Strahlen  eines  Büsdids  (Br) 
hezüglidi  in  gleichem  Abstand  von  R  wie  die  Pmikte  der  Directrix  r  liegen,  be- 
finden sich  auf  eifier  jsu  der  ersten  parallelen  Graden  r  , 

a  und  b  seien  zwei  durch  die  Punkte  A  und  ,B  der  Graden  r  bestimmte 
Strahlen,  welche  die  Segmente  RA  und  RB  enthalten;  a  und  6'  seien  die 
entgegengesetzten  Strahlen  oder  Verlängenmgen  von  a  und  b  (Def.  I,  §  7);  die 
beiden  Paare  entgegengesetzter  Strahlen  (a&),  (ab')  sind  gleich  (Satz  11,  §  17). 

Wenn  wir  in  den  zwei  Strahlen  a'  und  V  von  R  aus  die  beiden  den  Seg- 
menten (RA)  imd  (RB)  bezüglich  gleichen  Segmente  (RA')j  (RB')  betrachten, 

XXXVI)  j^j^n  beweist  auf  dieselbe  Art,  dass  die  Dreiecke  MAB,  MAC  gleich  sind 
und  dass  mithin  die  Grade  AM  auf  der  Graden  BC  in  dem  Punkt  31  senkrecht  steht 
(Anm.  XXXUI). 

Die  Grade  AM  heisst  Ualhirungslinic  des  Winkelsectors  oder  Winkels  A  •  {CB), 
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Fig.   43. 


SO  erhalten  wir  zwei  solche  Punkte  Ä'  und  B\  dass  die  beiden  Dreiecke  ARB^ 
A'UB'j  weil  sie  zwei  Seiten  und  das  eingeschlossene  Paar  gleich  haben^  einander 
gleich  sind  (Satz  III,  §  IG).    Mithin  ist  {Ali)z:z{A'B')  (Zus.  Satz  IE,  §  16)  und 

ABU  --  A'B'R ,     BAB  und  B'A'R  sind  ebenfalls  gleich  (Zus.,  Satz  III,  §  16). 

Ist  c  ein  andrer  Strahl  von  (JRr),  welcher 
die  Grade  r  in  einem  Punkt  C  schneidet  und 
betrachten  wir  in  seiner  Verlängerung  c  einen 
Punkt  C  derart,  dass  (RC)  :  {RC),  so  sind 
die  Dreiecke  RAB,  RAC,  RBC  bezügHch  den 
Dreiecken  RA'B',  RA'C\  RB'C  gleich  und 
weil  Aj  Bj  C  in  einer  graden  Linie  sind,  so 
liegen  auch  die  drei  Punkte  A'^  JB',  C  in  der 
Graden  r    (Satz  V,  §  17). 

Um  zu  beweisen,  dass  die  Grade  r'  parallel  zur  Graden  r  (Def.  11,  §  26 
und  Def.  I  u.  II,  §  32  und  üebereink.  §  28)  oder,  was  dasselbe  ist,  zu  der  durch 
R  parallel  zur  Graden  r  gezogenen  Graden  6  ist  (Zus.  Satz  I  und  Def.  U,  §  26), 
genügt  die  Bemerkung,  dass  dem  in  /•  gelegenen  Pimkt  X^  des  ParaUelsfcrahk 
s  der  Punkt  X' ^  des  Strahls  s  entspricht,  welcher  auf  der  Graden  r  liegen 
muss.  Und  umgekehrt;  betrachtet  man  X\  als  zu  der  Ghraden  r  gehörig,  so 
muss  der  Punkt  X,.  auf  der  Graden  r    liegen  (Fig.  43). 

Ztis.  L  Shid  zwei  Winkel  zweier  gleicher  Dreiecke  ScJmfelwifücely  so  sind 
die  diesen  Winkeln  ge/jc^iubcrliegctiden  Seiten  parallel  und  gleich. 

Denn  solche  zwei  Dreiecke  verhalten  sich  wie  die  eben  erwähnten  Drei- 
ecke ABB,  A'B'R. 

Zus.  IL  Jede  Grade  des  Büschels  (Rr)  scJineidet  die  Grade  r  und  ufH- 
gekehrt  ist  jede  Grade,  die  einen  Punkt  von  r'  mit  R  verbindet,  eine  Grade  des 
Biisdiels  (Rr), 

Deim  jede  Grade  des  Büschels  (Rr)  schneidet  nach  der  Definition  (Def.  HI, 
§  27)  die  Grade  r  und  mithin  auch  die  Grade  r'  in  einem  von  R  gleich  weit 
entfernten  Punkt  und  ebenso   sclineidet  jede  Grade,  die  durch  R  geht  und  r 
schneidet,  aus  demselben  Grund  auch  die  Grade  r  und  ist  mithin  eine  Grrade 
des  Büschels  (Rr). 

Bern.  I.  Aus  dem  vorstehenden  Satz  geht  auch  hervor,  dass  zwei  Scheitekectoren 
des  Büschels  {Br)^  von  denen  die  Strahlen  des  einen  die  Grade  r  und  die  des  andern  r 
schneiden,  gleich  sind.  Dies  gilt  aber  noch  nicht  für  zwei  Scheitelsectoren  des  Büscheb,  von 
denen  ein  Strahl  r  unil  ein  andi-er  r'  trifi't,  wie  z.  B.  für  die  beiden  Winkebectoren  ABC 
und  A'  BC^  weil  noch  nicht  bekannt  ist,  ob  das  Büschel  BAC  mit  dem  Büschel  Br  lu- 
sammenfallt.  xxxvu) 


xxxvii^  Der  Satz  I  folgt  unmittelbar  aus  dem  in  Anm.  XVI  gegebenen  Postulat  über 
die  Parallelen.  Da  aber  die  Definition  des  Büschels  erst  in  Anm.  aLI  gegeben  wird,  so 
erhält  Satz  I  folgende  Form: 

Wlhh  man  in  dir  VcrU'oujauntj  vincs  Jeden  Sefjmcntii  (BX),  welches  einen  Miehigen 
Punlt  X  einer  (imden  r  mit  einem  Punkt  H  am^strhalb  r  verbindet,  von  B  an«  ein  Segmtni 
\JiX')  m  {BX)  construirt,  so   liegen   die  Punkte  X'  in  einer  zu  der  gegebenen  Gmdtn  r 
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Sat2  IL  Wenn  auf  zwei  parallelen  Graden  zwei  gleiche  und  entgegengesetzt 
gerielitete  Segtnente  (AB),  (A'B')  gegebefi  sind,  so  schneiden  sieh 

1)  die  Segfnente  (AA),  {BB')  in  ihretn  Mittelpunkt  und  sitid 

2)  die  Scg^mnte  (AB'),  (A! B)  gleich  wnd  parallel. 

Vom  Punkt  A  aus  wird  die  Grade  r  (Fig.  43)  in  zwei  entgegengesetzte 
gleiche  Theile  (X*^Ä),  (AX^)  in  Bezug  auf  den  Punkt  A  zerlegt  (Zus.  11, 
Satz  m,  §  4  und  Uebereink.  §  28;  Zus.  IH,  Satz  UI,  §  19).  Analog  sind 
(AX^),  (ÄX^)  auf  der  Graden  r    bezüglich  des  Punktes  A'  entgegengesetzt. 

Die  beiden  Strahlen  (AX^)^  (ÄX'^)  sind  parallel  und  entgegengesetzt 
gerichtet,  ebenso  (AX'^),  (ÄX^)  (Def.  m  und  Zus.  IV,  Satz  I,  §  33). 

Wir  wollen  annehmen,  der  Punkt  B  liege  in  dem  Segment  (^X^);  der 
Punkt  B'  liegt  dann  in  demselben  Abstand  von  R  in  (Br)  in  dem  Segment 

(A!X'^),  In  der  That  ist  das  Segment  (BB)  in  dem  Winkelsector  ABX^ 
des  Büschels  (Br)  enthalten  (Def.  I,  §  38)  und  das  entgegengesetzte  Segment 
(BB')  bestimmt  in  dem  Büschel  mit  den  Segmenten  (BA')  und  (JBX'^)  Winkel- 
sectoren, die  den  in  demselben  Büschel  von  dem  Segment  (BB)  mit  den  Seg- 
menten  (BA)   und   (JBXjo)   bestimmten    Sectoren    entgegengesetzt   sind.     Wie 

aber  der  Sector  ABX^  den  Strahl  BB  enthält,  so  enthält  auch  der  entgegen- 
gesetzte Sector  ^'BX;  den  Strahl  BB\  weil  BB'  mit  BA'  und  JiX;  Winkel 

macht,  die  kleiner  als  A'BX'^  sind  und  weil  das  Strahlenbüschel  (Br)  einfach 
geschlossen  ist  (Satz  I,  §  30)  und  desshalb  BB'  nicht  ausserhalb  des  Sectors 

ABX'^  liegen  kann  (Einl.  a,  §  65). 

Es  seien  mm  zwei  beliebige  parallele  Grade  r^  mid  r'^  gegeben,  wie  in 
dem  Satz  verlangt  wird.  Sie  befinden  sich  auf  unendlich  viele  Arten  in  den- 
selben Verhältnissen,  wie  die  obigen  Graden  r  und  r'.  Denn  man  braucht  nur 
eine  beliebige  Grade  auszuwählen,  welche  sie  in  den  Punkten  A  und  Ä  schneidet, 
und  den  Mittelpunkt  B  des  Segments  (AA)  zu  bestimmen.  Das  Büschel 
(UrJ  fällt  mit  dem  Büschel  (Br^  wie  (-Kr)  mit  (Br)  zusammen  (Satz  I)  und 
weil  man  vom  Punkt  A'  nur  eine  Parallele  zu  der  Graden  r,  ziehen  kann 
(Satz  IV,  §  26;  Uebereink.  §  28;  Bem.  §  31).  Sind  mithin  (AB)  und  (AB') 
die  zwei  gleichen  und  entgegengesetzt  gerichteten  Segmente  auf  den  Graden 
r^  und  r'i,  so  muss  die  Grade  BB  nach  den  obigen  Auseinandersetzungen  r\ 
in  einem  Punkt  schneiden,  welcher  mit  A  in  r\  ein  (AB)  gleiches  und  ent- 

Parallelen  r\  Den  Ptmkten  X  der  Chraden  r  in  einer  gegebenen  Richtung  etüsprechen  die 
Punkte  X'  von  r    in  einer  bestimmten  Michtung. 

Was  den  letzkm  Theil  angeht,  beachte  man,  dasa  jedem  Punkt  C  (Fig.  43)  innerhalb 
des  Segments  beliebiger  zweier  Punkte  Ä  und  B  der  Graden  r  auf  dem  zu  RC  entgegen- 
gesetzten Strahl  in  r'  ein  Punkt  C  innerhalb  des  Segments  der  Punkte  A'  und  B'  ent- 
spricht, weil  er  von  diesen  beiden  Punkten  dieselben  Abstö-nde  hat,  wie  C  von  A  und  B 
(Satz  I,  §  4;  Einl.  Def.  I,  §  61).  Ist  mithin  eine  Reihe  von  Pimkten  ABC  ...  X  ...  m 
einer  bestimmten  Richtung  der  Graden  r  gegeben,  so  folgen  sich  die  Punkte  A' B'  C  . . .  X' . . . 
in  einer  Richtung  der  Graden  r    (Einl.  Def.  II,  §  62). 

Der  Zus.  I  ist  die  Def.  in  Anm.  XVI  und  Zus.  11  gilt  mit  einigen  kleinen  Aenderungeu 
in  der  Form  des  Beweises  (siehe  Anm.  XVI  und  XXVIII). 
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gegengesetzt  gerichtetes  Segment  bestimmt.     Dieser  Punkt  muss  daher  mit  If 
zusammenfallen  (Zus.  I,  Satz  III,  §  4). 

Die  Segmente  {ÄB)^  iA^')  sind  dann  parallel  und  gleich  (Zus.  I,  Satzl). 
Zus,  L  Wenn  auf  zwei  parallelen  Graden  zwei  gleidie  und'  gleicligerichtek 
Segmetite  (AB),  (Ä'B')  gegeben  sind,  so  sind  die  Segmente  {AÄ),  (-^-S)  9^^^ 
und  parallel  und  die  Segmente  (AB'),  (A'B)  schneiden  sidh  in  ihretn  MittdputikL 
Zus,  IL  Wenn  man  von  einem  Punkt  X  eine  Parallele  zu  einer  Graden 
AÄ  zieht,  so  schneidet  dieselbe  die  vofi  jedem  Punkt  Ä  der  gegebenen  Gradim  zn 
AX  parallel  gezogene  Grade. 

Denn  wählt  man  auf  der  durch  A'  z\i  AX  parallel  gezogeneu  Graden  ein 
(AX)  gleiches  Segment  (^IX'),  so  geht  entweder  die  Grade  (XX')  durch  den 
Mittelpunkt  von  (AA')  oder  sie  ist  parallel  zu  AA'y  je  nachdem  das  Segment 
{A'  X')  die  eine  oder  die  andre  Richtung  hat.  Zieht  man  daher  durch  X  die 
zu  AA'  Parallele,  so  muss  sie,  weil  es  nur  eine  solche  Parallele  gibt  (Satz  IV, 
§  26;  Uebereink.  §  28;  Bern.  §  31),  die  durch  Ä  z\jl  AX  parallel  gezogene 
Grade  in  einem  Punkt  schneiden  (Fig.  44). 

Zus.  IIL  Jede  zu  der  Directrix  eines  Büschels  pa- 
ralleler Graden  Parallele,  welche  eiiie  derselben  schneidet, 
sditieidet  auch  äUe  andern. 

r  sei  die  Directrix  des  Büschels  (Def.  IX,  §  38) 
und  a  eine  Grade  desselben,  die  von  einer  zu  r  pa- 
rallelen Graden  r'  in  dem  Punkt  A'  geschnitten  wird, 
während  a  die  Grade  r  in  dem  Punkt  A  schneidet 
Wir  behaupten,  dass  r'  eine  beliebige  Grade  x  des 
Büschels  in  einem  Punkt  X'  schneidet. 

In  der  That  trifft  x  die  Grade  r  nach  der  Voraus- 

Fig.  44. 

Setzung  in  einem  Punkt  X;  mithin  muss  die  durch 
den  Punkt  A'  von  a  zu  r  oder  auch  r'  parallel  gezogene  Grade  die  Grade  x 
schneiden  (Zus.  H).  ^^^"^ 

xxxvim  ^Qji  kann  auch  hier  ohne  die  Richtimg  der  Segmente  in  verschiedenen 
Graden  auskommen  (Anm.  XXIV).     Der  Satz  11  nimmt  dann  die  tolgende  Form  an: 

M^enn  auf  ztcei  parallelen  Graden  ztcei  gleiche  Segmente  {AB)  und  (A'B')  gegeben 
sind,  so  sind  zwei  der  Segmente^  welcJie  die  Enden  von  {AB)  mit  defien  von  {A' B')  ver^ 
biyiden,  parallel;  die  beideti  andern  schneiden  sich  in  ihrem  Mittelpunkt. 

Denn  wählt  mau  den  Mittelpunkt  B'  tou  {AB')j  ^o  schneidet  die  Grade  BB'  die 
Grade  AB'  entweder  in  dem  Punkt  A'  und  dann  ist  der  Satz  bewiesen  (Satz  I  und  Zus.  I) 
oder  in  einem  Punkt  A\  derart,  dass  {A\B')  ~  {B'  A')  (Satz  I  und  Ax.  der  Anm.  XVI). 

Es  ist  auch  {R' B)  ^- {R  A^'),  {B'A)  —  {B'B')  und  AB'A\  -  BKB'  (Sati  II, 
§  17);  mithin  sind  die  beiden  Dreiecke  AR'A^,  BB'B'  gleich  (Satz  III,  §  16)  und  alw 
auch  {AA\)  ^  {BB')  (Zus.  Satz  HI,  §  IG  und  Def.  der  Anm.  XVI). 

Ist  im  vorstehenden  Fall  M  der  Mittelpunkt  von  {BB'),  so  kann  die  Grade  BA\ 
nicht  durch  A  gehen,  weil  AA'^  parallel  zu  BB'  ist  (Anm.  XVI);  es  muss  also  BA  durch 
A'  gehen  und  {AB')  #  {A' B)  sein,  da  die  Dreiecke  ABB',  A' BB  zwei  Seiten  und  das 
eingeschlossene  Paar  gleich  haben  und  mithin  gleich  sind  (Satz  III  und  Zus.  §  16  und  DeC 
Anm.  XVD  (Fig.  43). 

Als  Zusatz  erhält  man: 

Wenn  {BB')  ein  Segment  ist,  dcsse^n  Enden  in  den  beiden  parallelen  Graden  r  und  r 
liegen  und  {AB)  ein  Segment  von  r  ist,  so  liefern  die   Enden  Ä  und  A\   zweier  {AB) 
gleicher  Segmente  {AB'),  {A'^B')  in  r'  mit  A  verbunden  zwei  Segmente,  vofh  dienen  das  eine 
parallel  zu  {BB')  ist  wtd  das  andre  es  in  seinem  Mittelpu}%kt  schneidet. 
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5. 
Das  Parallelogramm. 

§  44.  Def.  L  Wenn  ein  Viereck  (Def.  I,  §  17)  zwei  Paare  paralleler  Seiten 
bat,  heisst  es  Parallelogramm.  Die  beiden  andern  von  den  vier  Ecken  des 
Parallelogramms  bestimmten  Segmente  oder  Graden  heissen  Diagonalen. 

Unter  den  gegenüberliegenden  Seiten  des  Parallelogramms  versteht  man  die 
Seiten,  welche  keine  Ecke  gemeinschaftlich  haben,  d.  h.  die  parallelen  Seiten. 

Wenn  Aj  B,  A,  B'  die  Ecken  des  Parallelogramms  und  {AB)j  (BÄ\ 
(A!B')y  iß'  Ä)  seine  Seiten  sind,  so  sind  (AÄ),  ißB')  die  beiden  Diagonalen 
und  ist  {AB)  parallel  zu  {AB')  und  {BÄ)  parallel  zu  {AB'),  so  liegen  sich 
die  Seiten  {AB)  und  {AB),  {BA)  und  {B' A)  gegenüber. 

Die  durch  die  Seiten  des  Parallelogramms  bestimmten  Winkelsectoren  oder 

Winkel,  deren  Scheitel,  in  den  Ecken  des  Parallelogramms  liegen,  heissen  die 

Winkelsectoren  oder  Winkel  des  Parallelogramms. 

Bern.  I.  Nach  der  Definition  der  parallelen  Graden  (Def.  11,  §  26)  müssen  die  Ecken 
des  Parallelogramms  im  endlichen  Gebiet  liegen  (Def.  I  und  Zus.  Satz  III,  §  26; 
Bem.  §  81). 

Bern,  IL  Die  aus  den  beiden  gleichen  Segmenten  {AB),  {A' B')  auf  zwei  parallelen 
Graden  (Fig.  44)  gebildete  Figur  ist  offenbar  ein  Parallelogramm,  dessen  Diagonalen  sich 
halbiren. 

Bez.  I.  Sind  zwei  Segmente  {AB)  und  {AB')  gleich  und  parallel  ohne 
Rücksicht  auf  die  Richtung,  so  bezeichnen  wir  dies  mit  dem  Symbol  #  und 

setzen 

{AB)  #  {AB'). 

Satz  L    In  jedem  Parallelogramm  halbiren  sich 

1)  die  Diagonalen  und  sind 

2)  die  gegenüberliegenden  Seiten  gleich. 

A,  B,  A,  B'  seien  die  Ecken;  {AB),  {AB')-,  {AB),  {AB')  die  gegen- 


Denn  verbindet  man  A  mit  dem  Mittelpunkt  R  von  (BB*),  so  muss  die  Grade  HA 
entweder  durch  A'  oder  A'^  gehen. 

Mit  einem  ähnlichen  Beweis  gilt  Zus.  11. 
Dann  folgt  der  Satz: 

III.  Sind  zwei  parallele  Grade  r  wid  r'  und  ein  Segment  (AA)  gegeben,  dessen  Enden 
in  r  und  r'  liegen  und  zieht  man  von  den  Punkten  X  in  r  in  eitler  hestimmtefi  Richtung 
hetraditet  die  Parallelen  zu  AA,  so  folgen  sich  die  Durchschnittsputikte  X*  mit  der  Graden 
r    in  einer  geaehenen  Richtung. 

B  sei  der  Mittelpunkt  von  {AA').  Die  zu  den  gegebenen  Punkten  in  r  entgegen- 
gesetzten Punkte  von  r'  liegen  von  A'  aus  in  der  entgegengesetzten  Richtung  wie  die 
Punkte  X'  (der  letzte  Zus.  und  Satz  I,  Anm.  XXXVÜ). 

IV.  Sind  zwei  parallele  Grade  r  und  r'  gegeben,  so  ist  die  Grade,  die  von  einem  be- 
liebigen  Punkt  einer  ihrer  DurcJischnittslInien  aus  zu  einer  derselben  parallel  gezogen  wird, 
auch  zu  der  andern  parallel. 

Denn  zieht  man  von  X  (Fig.  44)  die  Parallele  zur  Graden  a,  so  ist  (AX)  ^  {A  X') 
und  da  (AB)  ^.  {AB'),  so  ist  aus  demselben  Grund  (im  (XB)  "  (X'^')- 

Die  Grade  AA  ist  parallel  zu  BB'  (XVl).  Betrachtet  man  die  Graden  r  und  r'  in 
i)iren  durch  die  Segmente  (AB),  (AB')  bestimmten  Richtungen,  so  sind  entweder  B  und 
B'  in  {AX)  und  {A X')  enthalten,  wie  in  Fig.  44,  oder  A  und  A  liegen  in  (BX)  imd 
(jB'X').    Mithin  geht  die  durch  X  zu  BB'  parallel  gezogene  Grade  durch  X'  (lII). 

y^ronoi«,  Geometrie.  21 
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überliegenden  Seiten  des  Parallelogramms.  B  sei  der  Mittelpunkt  der  Diago- 
nale {AA'y  Die  Stralilen  des  Büschels,  welches  durch  den  Punkt  H  und  die 
Grade  Ali,  die  wir  wieder  mit  r  bezeichnen,  bestimmt  wird,  schneiden  eine 

Grade  r\    Verbindet  man  li  mit  i?,  so  geht  die  Grade 
BB  durch. einen  Punkt  B\  von  r'  (Satz  I,  §43). 

Weil  aber  ÄB\  parallel  zu  BÄ'  ist  (Zus.!, 
Satz  I,  §  43)  imd  durch  einen  Punkt  A  nur  eine 
Parallele  zu  einer  gegebenen  Graden  geht  (Satz  IV, 
§  2(5;  Uebereink.  §  28  und  Bem.  §  31),  so  fallt  der 
Punkt  B'i  mit  B'  zusammen.  Es  ist  mithin  (AB)  = 
=  (A'B'),  (AB')  ^  (A'B)  und  B  halbirt  die  beiden 
Diagonalen,  q.  e.  d.  (Fig.  45). 

Def.  IL    Der  Mittelpunkt  der  Diagonalen  heisst 
Centnim  des  Parallelogramms. 
Sat^  IL  Die  gegenüberliegenden  Winkelsectoren  des  Parallelogramnis  sind  gleiA, 

Deim  eine  Diagonale  (^1-^')  des  Parallelogramms  AB  AB'  theilt  es  in  die 
zwei  Dreiecke  ABA\  AB'  A\  welche  bezüglich  drei  Seiten  gleich  haben  und 
mithin  gleich  sind  (Satz  III,  §  17  und  Satz  ü,  §  34).  Folglich  sind  die  Winkel- 
sectoren  in  B  und  B'y  welche  der  Diagonale  gegenüberliegen  und  sich  im 
Parallelogramm  gegenüberstehen,  gleich  (Zus.  Satz  I,  §  42)  (Fig.  45). 

Satz  LIL  Wenn  ztvei  Segmente  (AA),  (BB')  sich  halbiretiy  so  sind  die 
Pmikte  AB  AB'  Ecken  eines  Parallelogramms. 

Denn  wenn  R  der  Mittelpunkt  von  (AA')  und  (BB')  ist  und  man  von 
A  die  Parallele  zur  Graden  AB  zieht,  so  muss  diese  durch  B'  gehen  ^^Zus.  I, 
Satz  I,  §  43;  Satz  IV,  §  26;  Uebereink.  §  28;  Bem.  §  31).  Aus  demselben  Grund 
ist  AB'  parallel  zu  AB]  folglich  u.  s.  w.  (Def  I)  (Fig.  45). 

Satz  IV.  Verbindet  man  die  Mittelpunkte  der  gegenüberliegenden  Seiten  des 
Parallelogramms y  so  erhalt  nian  zwei  zu  den  Seiten  parallele  Grade,  die  durek 
das  Centrum  des  Paraüdogramms  gehen. 

Und  umgekehrt: 

Die  durch  das  Centrum  des  Parallelogramms  parallel  zu  den  Seiten  gezogenen 
Graden  liaUnren  die  Seiten. 

C  und  C  seien  die  Mittelpunkte  der  Seiten  (AB),  (AB")  des  Parallelo- 
gramms AB  AB  .  Weil  (AC)  =  (AC)  (Satz  I  und  Einl.  b  und  g,  §  99) 
und  {AA)  durch  JR  geht,  so  muss  die  Grade  CC  durch  U  gehen,  da  (AC) 
und  (AC)  entgegengesetzte  Richtung  haben  (Satz  11,  §  43).  Es  ist  aber  audi 
(AC)^.{B'C')  und  weil  (CC)  durch  B  geht,  so  ist  (AB')  paraUel  zur 
Graden  CC  (Satz  II,  §  43);  d.  h.  ABCC\mili  Ecken  eines  neuen  Parallelo- 
gramms (Def  I).  Zieht  man  mithin  durch  B  die  zu  den  beiden  Seiten  (Aff)^ 
(BA)  des  Parallelogramms  Parallele,  so  halbirt  dieselbe  die  beiden  anderen 
Seiten  (Satz  IV,  §  26;  Uebereink.  §  28  und  Bem.  §  31).  Dasselbe  gilt  oflFen- 
bar  auch,  wenn  man  von  B  die  zu  den  Graden  AB,  AB'  Parallele  6  zieht; 
sie  halbirt  die  Seiten  (AB'),  (AB)  in  den  Punkten  S'  und  S, 
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Wie  die  Graden  CC\  88'  dem  durch  das  Centrum  R  und  die  Seite  AB 
oder  die  entgegengesetzte  A'B'  bestimmten  Büschel  angehören^  so  gehören 
sie  auch  demjenigen  an,  welches  durch  B  imd  AB'  oder  A'B  bestimmt  wird 
(Fig.  45). 

Bern.  III.  Daraus  geht  noch  nicht  hervor,  dass  diese  beiden  Büschel  zusammen- 
fallen, es  beweist  dies  nur,  dass  sie  die  Graden  AA\  BB\  CC\  SS'  gemeinschaft- 
lich haben. 

Zus.  L  Wenn  man  von  dem  Mittelpunkt  einer  Seite  des  Dreiecks  eine  Pa- 
rallele zu  einer  andern  Seite  zieht,  so  haJbirt  dieselbe  die  dritte  Seite. 

Denn  das  oben  beschriebene  Dreieck  AB'  A  kann  als  ein  beliebiges  Dreieck 
angesehen  werden  (Def.  11,  §  9),  insofern  dann  die  z.  B.  von  A  und  Ä  aus  zu 
den  Seiten  B'A  und  AB'  bez.  parallel  gezogenen  Graden  sich  in  dem  Punkt 
B  schneiden  (Zus.  11,  Satz  11,  §  43). 

Zus.  IL  Wenn  man  von  einem  Punkt  X  innerhalb  einer  Seite  z.  B.  AB' 
eines  gegebenen  Parallelogramms  ABA'B'  die  Paraüek  zu  den  andern  ihr  nicht 
gegenüberliegenden  Seiten  zieht ,  so  schneidet  diese  die  gegenüberliegende  Seite  in 
einem  Punkt  X'  innerhalb  (A'B). 

Denn  die  durch  X  gehende  Parallele  zur  Graden  AB  schneidet  BA'  (Zus. 
n,  Satz  II,  §  43)  und  die  Figur  AXX'B  ist  ein  ParaUelogramm  (Def.  I)  und 
mithin  {B'X')  =  (AX)  (Satz  I).  Analog  ist  (XB')  =  {X'A')  und  weü  X 
innerhalb  des  Segments  {AB')  liegt,  so  ist  auch  X'  innerhalb  des  gleichen 
Segments  (BA')  gelegen  (Fig.  45).  ^'^^'^) 

6. 
Fundamentalsatz  Aber  das  Dreieck. 

§  45.  Satz  I.  Wenn  man  von  einem  beliebigen  Punkt  X  der  Seite  AB  eines 
Dreiecks  ABC  die  Parallele  zu  einer  andern  Seite  BC  zieht,  so  schneidet  diese 

1)  die  dritte  Seite  in  eitlem  Punkt  X'  und 

2)  ist  das  VerhcHtniss  des  Segments,  welches  der  Punkt  A  'oder  C  mit  dem 
Punkt  X'  bestimmt,  zur  Seite  {A  (J)  dem  Verhältniss  des  durch  den  Punkt  X  mit 
A  oder  B  bestimmten  Segments  zur  Seite  (AB)  gleich. 

Und  umgekehrt: 

Wenn  das  letztere  der  Fall  ist,  so  bestimmen  die  beiden  Punkte  X  und  X' 
eine  zur  Graden  BC  parallele  Grade. 

Das  Dreieck  AB'Ä  der  Fig.  45  kann  man  als  ein  beliebiges  Dreieck  ABC 
betrachten  (Def.  11,  §  9).  Zieht  man  vom  Mittelpunkt  22^  einer  Seite  z.  B. 
{AB)  die  Parallele  zur  Seite  (BC),  so  schneidet  sie  die  dritte  Seite  (AC)  in 
ihrem  Mittelpunkt  E'^  (Zus.  I,  Satz  IV,  §  44).    Verfährt  man  ebenso  mit  dem 


xxxixj  Die  Sätze  I,  III,  IV  und  Zus.  werden  auf  dieselbe  Art  bewiesen,  indem  man 
sich  auf  die  vorausgehende  Anm.  bezieht.  Satz  11  dagegen  gilt,  wenn  man  die  Def.  des 
Winkelsectors  des  Dreiecks  und  also  auch  des  Parallelogramms  noch  nicht  gegeben  hat 
(siehe  Aimi.  XXXV),  für  die  gradlinigen  Paare  (Def.  I,  §  16)  des  Parallelogramms.  Zu  Lehr- 
z^ecken  braucht  man  hier  nur  den  Zus.  I,  Satz  IV  zu  bringen,  welcher  sich  leicht  auch 
ohne  die  Definition  und  die  speciellen  Eigenschafben  des  Parallelogramms  beweisen  lässt. 
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Dreieck  ÄR^Il\f  so  liegen  die  beiden  Mittelpunkte  R^  und  It\  von  {AR^) 
und  (-4Ii',)  in  der  durch  R^  gehenden  zu  R,R\  oder  zur  Seite  BC  Parallelen; 
deim  es  gibt  nur  einen  Mittelpunkt  eines  gradlinigen  Segments  (Satz  I,  §  4; 
Bern,  in,  §  18;  Einl.  Def.  I,  §  61). 

Um  zu  beweisen,  dass  dies  auch  für  den  Mittelpunkt 
2?3  von  (ü|  J?)  gilt,  verbinde  man  C  mit  JZ^;  man  erhalt 
daim  die  zwei  Dreiecke  R^BCy  R^CR\  mit  den  beiden 
parallelen  Seiten  BC,  R^R\.  Die  von  R^  aus  in  dem 
ersten  Dreieck  zur  Seite  (BC)  parallel  gezogene  Grade 
trifft  die  Seite  {R^  CT)  in  ihrem  Mittelpunkt  R'\.  Die 
von  R'\  zur  Seite  (JJ^U',)  parallel  gezogene  Grade,  die 
auch  parallel  zu  -BC  ist  und  mit  der  Graden  RjR^\  zu- 
sammenfüllt (Zus.  I,  Satz  I,  Satz  IV,  §  26;  Uebereink. 
.  §  28  und  Bem.  §  31),  geht  durch  den  Mittelpunkt  R\  des 
Segments  {CR\), 

Dieser  Beweis  gilt  offenbar  auch  für  die  Mittel- 
punkte der  Segmente  (R,B),  (RiR^),  (ÄiÄ«).  Halbirt 
man  daher  (AB)  und  dann  die  beiden  so  erhaltenen  und  dann  wieder  die 
vier  sich  ergebenden  Segmente  und  fuhrt  diese  Operation  %mal  aus,  so  hat  man 

(AB)  in  2*  gleiche  Theile  zerlegt.-  Zieht  man  nun  von  den  Theilungspimkten 
die  Parallelen  zur  Seite  {BC)^  so  schneiden  diese  die  Seite  {AC)  in  Punkten, 

welche  sie  in  2"  gleiche  Theile  zerlegen  derart,  dass,  wenn  R^  und  2Ji  in 
einer  Parallelen  zu  (BC)  liegen, 

(^^        i±K}_  „„d  auch   f -*>  .-  ^  ist; 

(AB)    ■        {ÄC)  {AB)    —    (AC)        ' 

d.  h.  {AR^)y  {AR'„)]  {RnB)j  {linH)  sind  sich  entsprechende  Segmente  in  dem 
durch  (AB)  und  {A(J)  bestimmten  Proportionalitätszusammenhang  (EinL  Def. 
I  und  UI,  §  106). 

Lässt  man  n  unbegrenzt  wachsen,  so  ist  jeder  andre  Punkt  X  Grenzpunkt 
der  Punktgruppe  (Jt),  die  man  durch  die  successive  Halbirung  von  {AB)  er- 
hält. Einer  Reihe  von  Punkten  R,  die  zur  Grenze  X.  hat,  entspricht  nun  iu 
dem  obigen  Proportionalitätszusammenhang  eine  Reihe  von  Punkten  R\  die 
zum  Grenzpunkt  den  entsprechenden  Punkt  X'  hat  (Einl.  b,  §  106).  Ziehen 
wir  von  C  aus  die  Grade  (CA^  parallel  zu  {AB)j  so  schneiden  die  von  den 
Punkten  von  {AB)  zu  {BC)  parallel  gezogenen  Graden  sänmitlich  das  Segment 
{A,  C)  (Zus.  n,  Satz  IV,  §  44). 

JR",  R"'  seien  die  Durchschuittspunkte  der  durch  einen  Punkt  R'  gehenden 
Parallelen  zur  Gniden  AB  mit  den  Graden  BC,  XX^  (parallel  zu  BC).  Man 
erhält   {1VK')  =  {RX)    und    andrerseits    {XK')  ^  {RR')  =  {BR'").      Es 

ist  aber 

(B'A)  ^{B'"B) 
(AC)    "^ 


(BC)  ' 


(Satz  I,  §  45) 

•  ■ 

Wenn   daher,   für   eine«    aiuleni   Punkt   Il\,   {R\A)<{R'A)    ist,    so    folgt 
(Ä/"if) < (E"']i)  xuid  mithin  (XH^')  < (Xlt"),  d. h.  das  Segment  {XB")  nimmt 
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in  dem  Segment  (XX ^)  mit  den  Segment  (R'X")  unbegrenzt  ab.  Folglich 
hat  die  Punktreihe  JR"  einen  Grenzpunkt  Y  der  Graden  XX^  (Einl.  d,  §  97). 
(R'  Y)  wird  also  zugleich  mit  (RR'')  unbegrenzt  klein  (Zus.  Ax.  IV,  §  10). 
R'  hat  also  zu  Grenzpunkten  X'  und  F;  das  heis^  aber  X'  und  Y  und  dess- 
halb  auch  die  Graden  XX\  XX^  fallen  zusammen  (Satz  IV,  §  10). 

Nachdem  so  der  Satz  für  einen  beliebigen  Punkt  X  der  Seite  (AB)  be- 
wiesen ist,  kann  man  ihn  leicht  für  jeden  Punkt  M  der  Graden  AB  beweisen. 
M  liege  in  Bezug  auf  A  auf  der  Seite  nach  B  zu.  Es  gibt  immer  eine  solche 
2^hl  n,  dass 

(AB)n>(AM)     (Ax.  H,  a;  Einl.  c',  §  81;  Uebereink.  §  28). 

Bezeichnet  man  die  zweiten  Enden  von  (AB)ny  (AC)n  mit  J9„,  (7„,  so 
befindet  sich  M  auf  der  Seite  AB»  des  Dreiecks  ABn  C«  imd  weil  (AB)  und 
(AC)  in  dem  durch  (ABn)  und  (ACn)  bestimmten  Proportionalitätszusammen- 
hang entsprechende  Segmente  sind  (Einl.  e',  §  106),  so  ist  die  Grade  BC  pa- 
rallel zur  Graden  Bn  Cn  und  mithin  schneidet  die  durch  M  parallel  zu  Bn  Cn 
gezogene  Ghrade,  die  auch  zu  BC  parallel  ist  (Zus.  Satz  I  und  Def.  11,  §  26), 
die  Seite  (ACn). 

Liegt  dagegen  M  von  A  aus  auf  der  entgegengesetzten  Seite  von  A  in 
der  Graden  AB,  so  construire  man  ein  Dreieck  AB'n  Ca  so,  dass  (AB'„)  ^'^ 
EB  (ABn),  (AC'n)  ^~'.(ACn)'  Die  Grade  B'nC'n  ist  dann  parallel  zur  Graden 
BnCn  (Zus.  I,  Satz  I,  §  43)  imd  mithin  auch  zu  BC  Folglich  schneidet  die 
von  M  zu  BC  parallel  gezogene  Grade  das  Segment  (AC'n). 

Der  erste  Theil  des  Satzes  ist  damit  vollständig  bewiesen. 

Dass  der  Satz  auch  in  seiner  ümkehrung  gilt,  ist  klar.  Denn  wenn  man 
von  X  die  Parallele  zur  Seite  BC  zieht,  so  schneidet  sie  die  Seite  AC  id.  einem 
Punkt  X,,  welcher  in  dem  durch  (AB)  und  (AC)  auf  den  Graden  AB,  AC 
bestimmten  Proportionalitätszusammenhang  dem  Punkt  X  entspricht.  Mithin 
muss  Xj  mit  X'  zusammenfallen  (Einl.  d,  §  111)  (Fig.  46). 

Zus.  L     Wenn  zwei  parallele  Grade  gegeben  sind  und  eine  Grade  cc,  welclie 

sie  schneidet  (Transversale),  so  schneidet  jede  andre  Grade, 
wdclie  die  Grade  a  u/nd  eine  der  beiden  Barallelen  trifft, 
auch  die  andre, 

AB  und  AB'  oder  r  und  r  seien  die  beiden  Parallelen, 
A  und  A  die  Durchschnittspunkte  der  Transversalen  mit 
r  und  r',  /5  die  Grade,  welche  a  und  r'  in  den  Pxmkten 
R  und  B'  schneidet.  In  dem  Dreieck  AB'  R  muss  nach 
dem  ersten  Theil  des  vorigen  Satzes  die  von  A  aus  zu  r 
parallel  gezogene  Grade  nämlich  r  die  Grade  RB'  d.  h.  /5 
pj    ^^  in  einem  Punkt  B  schneiden  (Fig.  47). 

Zvs,  IL    Zieht  man  vofi  einem  helicbigcn  Punkt  inner- 
halb einer  Seite  des  Dreiecks  eine  Parallele  m  einer  andern  Seite,  so  sdineidet 
diese  die  übrig  bleibende  Seite  in  einem  inneren  Pwikt 
Denn  in  dem  Dreiedk  Fig.  46  ist 


326  Fundamcntalsatz  über  das  Dreieck.  [(  45 

(AX)  _  (A  X'l     (Xß)       (xy) 
(AB)~\ÄC)  '   (AB)"^   {AC)'^ 

es  ist  aber  (ÄX)  <  (AB),  (XB)  <  (AB),  folgUch  ist  auch  (AX')  <  (ACj, 
{X'C)  <  (AC)  (Einl.  c,  §  111);  d.  h.  X'  ist  ein  Punkt  innerhalb  der  Seite 
(AC),  denn  läge  es  ausserhalb  des  Segments  (AC)j  so  könnten  die  obigen 
Beziehungen  nicht  bestehen  (Einl.  Def.  I^  §  61). 

Zus.  IIL    Wenn  zwei  Punkte  A  und  B'  die  beiden  Seiten  (AR)  ufid  (BR) 
eines  Breiecks  ABB  in  demselben  VerhäUniss  Üieüen^  so  stehen  auch  die  Segmenk 

(AB)  und  (A'B')  in  diesem  Verhältniss. 

Von  A'  ziehe  man  die  Parallele  zu  (BR)^  welche  (AB)  in  einem  Punkt 
A''  schneidet.    Nach  dem  zweiten  Theil  des  Satzes  muss 

(a:'_b)     (A'B)  , 

(AB)  "^  (AB)  ' 

es  ist  aber  (A"B)  ^^  (A'B'),  weil  Ä'BB'A'  die  Ecken  eines  Parallelogramms 
sind  (Def.  I  und  Satz  I,  §  44).    Mithin  ist 

■  ^-^5IHW-       (Einl.  g,  §  106)  (Pig:  47) 

Zus.  IV,  Sind  A,  B,  C  drei  Punkte  einer  Graden  r  und  Hegt  C  innerhalb 
des  Segments  (AB)  und  sind  A\  JB',  C  die  drei  Dtirclisdmittstpuhkte  der  drei 
Graden  RA,  RB,  RC  mit  eifier  zu  r  Parallelen  r\  so  liegt  der  Punkt  C  inner- 
lioQ)  des  Segments  (A'B'). 

Denn  nach  dem  Zus.  IQ  ist 

\AB)   ~    {ÄC)~  ^  {AB)   ~    (CB)  ' 

Mithin  entsprechen  sich  (A'C)  und  (A'B')  in  dem  durch  die  Segmente 

(AC)  und  (AB)  bestimmten  Proportionalitätszusammenhang.  Weil  nun  nach 
der  Voraussetzung  (AB)>(AC)  ist,  so  folgt  dass  die  Vielfachen  und  Quo- 
tienten von  (AB)  grosser  sind  als  diejenigen  von  (AC)y  welche  nach  derselben 
ZÄhl  genommen  werden  (Einl.  d,  d',  §  79).  Also  ist  (A' B")  >  (A' CT)  (EinL 
c,  §  106).  Analoges  gilt  fiir  die  Paare  (AB'),  (AB)-,  (C'B'),  (CB).  Wefl 
mithin  die  Abstände  des  Punktes  C  von  Ä  imd  B'  kleiner  sind  als  (ÄB^\ 
so  liegt  C  innerhalb  des  Segments  (AB')  (Einl.  Def.  I,  §  61).^^) 


^^)  Der  Satz  I  wird  sowohl  bei  Ax.  II  als  11'  ebenso  bewiesen.  Man  legt  dabei  die 
in  den  früheren  Anmerkungen  gegebenen  Sätze  zu  Grunde,  welche  den  im  Text  angezogenen 
analog  sind.  Weil  es  aber  sowohl  bei  Ax.  n  als  IE'  noch  nicht  ausgeschlossen  ist^  da» 
die  Grade  geschlossen  -sei  und  bei  Ax.  II  auch  die  Möglichkeit  besteht,  daas  Kwe>  ent- 
gegengesetzte Punkte  die  Grade  nicht  bestimmen  (Satz  II,  §  14),  so  machen  wir  den  Vw- 
behalt,  dass  es  in  den  Seiten  des  Dreiecks  keine  entgegengesetzte  Punkte  gebe.  Diete 
EinschiUnkung  ist  bei  Ax.  11'  nicht  nöthig,  wie  auch  bei  Ax.  11  nicht,  wenn  man  all 
Seite  des  Dreiecks  das  kleinere  der  beiden  durch  die  Ecken  bestimmten  Segmente  be- 
trachtet. p]in  Dreieck,  dessen  eine  Seite  der  Hälfte  der  Graden  gleich  wäre,  kann  es  nidit 
geben  (Satz  n,  §  14).    Aehnlich  verhält  es  sich  mit  den  Zusätzen. 

Hat  man  zu  Lehrzwecken  die  Definitionen  der  §§  10  und  12  nicht  gegeben,  so  leiclit 
es  aus,  wenn  man  sie  hier  mit  Ax.  IV  bringt  und  sich  darauf  beschr^kt  den  Sati  YI, 
§  11  zu  beweisen.    Satz  II,  §  10  wird  als  Zusatz  zu  Ax.  IV  gebracht. 
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7. 

Definition  der  Ebene  und  ihre  ersten  Eigenschaften.*  —  Bftschel  um  ihre 

Punkte. 

§  46.  Def.  L  Betrachtet  man  den  Punkt  als  Element^  so  erhält  man 
aus  dem  Strahlenbüschel*  eine  Figur,  welche  ebetie  Fläche  oder  einfadi  Ebcfie 
heisst. 

Def.  IL  Der  durch  einen  Winkelsector  des  Büschels  gegebene  Theil  der 
Ebene  heisst  ebepier  Winkelsector  oder  Sector. 

Wenn  der  ebene  Winkelsector  als  durch  jeden  andern  ihm  identischen 
Sector  bei  jeder  Verbindung  mit  andern  ebenen  Sectoren  ersetzbar  angesehen 
wird,  so  heisst  er  d>ener  WinJcd^)  des  gegebenen  Sectors. 

Bern.  I.  Es  ist  also  ein  wesentlicher  Unterschied  zwischen  dem  Winkelsector  des 
Büschels  und  dem  Winkelsector  der  Ebene,  insofern  der  erste  den  Strahl,  der  zweite  da- 
gegen den  Punkt  zum  Element  hat.  Dies  h^jsst,  wenn  man  die  Definitionen  des  §  110  der 
Einleitimg  benutzt:  während  das  Strahlenbüschel  als  eine  Figur  einer  Dimension  in  Bezug 
auf  einen  Strahl  oder  eine  Grade  angesehen  wird,  ist  die  Ebene  dagegen  bezüglich  des 
Punktes  als  Element  eine  Figur  von  zwei  Dimensionen. 

Weil  aber  jeder  Sector  eines  Strahlenbüschels  nur  einen  ebenen  Sector  und,  wie  wir 
in  Kurzem  sehen  werden,  jeder  ebene  Sector  nur  einen  Sector  eines  Büschels  liefert,  so 
darf  man  sie  unbeschadet  ihres  Unterschieds  imd  der  Eigenschafben,  die  von  diesem  Unter- 
schied abhängen,  miteinander  vertauschen,  wie  wir  in  analogen  Fällen  Abstand  und  Seg- 
ment, Sector  imd  Winkel  eines  Büschels  verwechseln  können. 

Def.  HL  Wenn  alle  Punkte  einer  Graden  der  Ebene  angehören  (Def.  I, 
§  2),  so  sagt  man,  die  Grade  liege  in  der  Ebene.  ^^^) 

Satz  L  Wenn  man  von  den  Pimkten  der  Eheste  die  Parallelen  zu  allen 
Graden  eines  BüscJielSy  welches  die  Ebene  erzeugt,  zieht,  so  werden  diese  Pa- 
raUden 

1)  von  äUen  Graden  des  Büschels  geschnitten  und  Imben 

2)  alle  üire  Punkte  in  Graden  des  Büschels  liegen  und  schneiden  sich 

3)  untereinander.^^^^) 

a)  Die  durch  das  Strahlenbüschel  (JRr)  gegebene  Ebene  (Def.  I)  enthält 
eine  andre  zu  r  parallele  Grade  r'  (Satz  I,  §  43).  Sind  zwei  beliebige  Grade 
«  imd  ß  des  Büschels  (JRr)  gegeben  und  man  zieht  von  einem  Punkt  der  ersten 
die  Parallele  x  zur  Graden  r,  so  schneidet  diese  die  Grade  ß  (Satz  I,  §  45) 


')  Der  ebene  Winkel  ist  daher  die  intensive  Grösse  des  ebenen  Sectors  (Einl.  Def.  II 
und  a,  c,  §  111). 

xLi^  Wenn  man  die  Definition  des  Gradenbüschels  noch  nicht  gegeben  hat,  so  kann 
man  sie  hier  sehen.  Es  ist  die  durch  alle  Graden,  welche  die  Punkte  einer  Graden  r 
mit  einem  Punkt  B  ausserhalb  derselben  verbinden,  bestimmte  Figur  mit  Einschluss  der 
durch  22  zu  r  parallel  gezogenen  Gruden.  Hierher  gehören  dann  die  in  §  38  gegebenen 
Definitionen  der  Winkelsectoren  und  Winkel  des  Büschels  wie  auch  die  Definition  des 
Büschels  5>aralleler  Graden.     Alsdann  folgt  die  Definition  der  Ebene. 

^"^  Macht  man  von  dem  im  Unendlichgrossen  liegenden  Punkt  der  Graden  keinen 
Gebrauch,  auch  nicht  als  Ausdrucksweise,  so  hat  man  in  1)  und  3)  den  Fall  paralleler 
Graden  auszuschliesscn.  Der  Beweis  ist  mit  Ausnahme  dieses  Unterschieds  uuter  Berück- 
sichtigung des  Satzes  IV,  Anm.  XXXVIU  derselbe. 
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und  mithin  jede  Grade  des  Büschels;  denn  auch  wenn  ß  der  Graden  r  parallel 
ist,  so  schneidet  x  die  Grade  ß  im  Unendlichen.  Umgekehrt  liefert  jeder  Punkt 
der  Graden  x  mit  B  verbimden  eine  Grade,  welche  die  Grade  r  schneidet  (Zus.  I, 
Satz  V,  §  45);  die  Grade  x  liegt  daher  vollständig  in  der  Ebene  (Def.  DI). 
Die  Grade  a  aber  ist  eine  beliebige  Grade  des  Büschels  imd  andrerseits  sind 
die  Pxmkte  der  Ebene  durch  die  Graden  des  Büschels  gegeben  (Def.  I).  Mithin 
schneiden  alle  Graden,  welche  von  den  Punkten  der  Ebene  parallel  zur  Graden 
r  und  also  auch  zu  der  durch  B  parallel  zu  r  geführten  Graden  ö  gezogen 
werden  (Zus.  Satz  I  und  Def.  H,  §  26)  die  Graden  des  Büschels  (JRr)  und  liegen 
in  der  Ebene  (Def.  JE)  (Fig.  45). 

b)  Jeder  Punkt  Z  der  Graden  AB'  liegt  in  der  Ebene;  denn  die  durch 
Z  parallel  zu  r  gezogene  Grade  muss  die  Grade  BA  des  Büschels  schneiden 
und  liegt  daher  in  der  Ebene  (a);  folglich  liegt  die  Grade  AB'  in  der  Ebene 
(Def.  m)  (Fig.  45). 

Oder  auch:  Die  Grade  BZ  schneidet  die  zu  r  parallele  Grade  x,  welche 
BA  schneidet;  folglich  schneidet  BZ  auch  die  Grade  r  (Zus.  I,  Satz  §  45). 
Jeder  Punkt  der  Graden  AB'  liegt  daher  in  einer  Graden  des  Büschels  {Br) 
(Fig.  45). 

Umgekehrt  schneidet  jede  Grade  des  Büschels  {Br)  die  Grade  AB\    Ist 

X  der  Durchschnittspunkt  der  gegebenen 
Graden  des  Büschels  mit  r  und  betrachtet 
man  das  Dreieck  XCB,  so  sieht  man,  dass 
die  Grade  AB'  die  Grade  BX  schneiden  muss 
(Satz  I,  §  45)  (Fig.  48). 

Der  Punkt  A  kann  nun  als  ein  beliebiger 
Punkt  der  Graden  BA  angesehen  werden; 
denn  zieht  man  von  einem  beliebigen  Punkt 
A\  der  Graden  BA  die  zu  r  Parallele  r, ,  so 

Piff   48 

ist  jede  Grade  des  Büschels  (Br)  eine  Grade 
des  Büschels  (Br^)  und  umgekehrt  (a).  Man  kann  also  ein  dem  Parallelo- 
gramm AB  AB'  analoges  Parallelogramm  construiren,  dessen  Centrum  B  und 
Ecke  ^',  und  dessen  eine  Seite  die  Grade  r^  imd  dessen  andre  Seite  parallel  zu 
B  C  ist.  Zieht  man  daher  von  einem  beliebigen  Punkt  A  der  Graden  BA  eine 
Parallele  zur  Graden  BC  des  Büschels,  so  besitzt  diese  die  Eigenschaften 
1)  und  2)  des  Satzes. 

Ist  ein  beliebiger  Punkt  Y  der  Ebene  gegeben,  so  ist  die  Grade  B  Y  eine 
Grade  des  Erzeugimgsbüschels  (Def.  I),  welche  die  Directrix  r  in  einem  Pimkt 
X  schneidet.  Betrachtet  man  den  Strahl  BX  als  Strahl  BAy  so  folgt,  dass 
die  von  Y  zu  BC  parallel  gezogene  Grade  vollständig  in  der  Ebene  liegt  und 
von  allen  Graden  des  Büschels  (JRr)  geschnitten  wird. 

BC  kann  aber  als  beliebige  Grade  des  Büschels  angesehen  werden  und 
mithin  schneiden  die  Graden,  welche  von  einem  beliebigen  Punkt  Fder  Ebene 
parallel   zu   den  Graden  des  Büschels  (Br)  gezogen  werden,  diese  Graden  und 
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liegen  in  der  Ebene.  Jst  RC  die  von  R  parallel  zu  r  gezogene  Grade  ö^  so 
wissen  wir  schon;  dass  die  von  Y  parallel  zu  6  gezogene  Grade  dieselbe  Eigen- 
schaft besitzt  (a). 

Was  für  das  Büschel  (Rr)  gilt,  hat  oflFenbar  für  jedes  Büschel  Geltung, 
welches  die  Ebene  erzeugt  und  sich  mithin  in  denselben  Verhältnissen  wie 
das  Büschel  (Rr)  befindet  (Def.  I). 

Damit  sind  die  Eigenschaften  1)  und  2)  nachgewiesen  (Fig.  48). 

c)  Es  erübrigt  der  Beweis,  dass  die  zu  den  Graden  des  Büschels  (Rr) 
Parallelen  sich  in  einem  Punkt  schneiden.  Wir  nehmen*  den  Fall  aus,  in 
welchem  sie  parallel  sind,  weil  sie  alsdann,  wie  wir  schon  wissen,  sich  in 
einem  Punkt  im  Unendlichgrossen  bez.  der  Einheit  des  endlichen  Gebiets 
schneiden  (Def.  H,  §  26,  Uebereink.  §  28  und  Zus.  I,  Satz  m,  §  19). 

Es  sei  also  eine  Grade  des  Büschels  gegeben  und  es  werde  von  einem 
Punkt  A  aus  AB  parallel  zu  ihr  gezogen.  Ali  liegt  dann,  wie  man  weiss, 
in  der  Ebene  und  schneidet  alle  Graden  des  Büschels  (b).  Von  einem  Puukt 
Y  ziehe  man  die  Parallele  zu  einer  andern  Graden  RC  des  Büschels.  Da  JBC 
und  R  Y  die  Grade  AB  bez.  in  den  Punkten  C  und  X  treffen  (b),  so  schneidet 
die  von  Y  parallel  zu.  RC  gezogene  Grade  die  Grade  AB  (Satz  I,  §  45)  (Fig.  48). 

Der  Satz  ist  damit  vollständig  bewiesen- 

Zus.  L  Ein  Punkt  im  Unendlichgrossen  und  ein  Punkt  des  etidlichen  Gebiets 
hestimnieti  eine  vollständig  in  der  Eheste  liegende  Grade, 

Denn  der  Punkt  im  Unendlichgrossen  ist  durch  eine  Grade  des  Büschels 
(jBr)  gegeben  (Def.  I)  imd  durch  den  Punkt  des  endlichen  Gebiets  geht  eine 
zu  dieser  Graden  Parallele,  welche  in  der  Ebene  liegt  (b). 

Zus.  IL  Ist  ein  Büschel  (Rr)  der  Ebene  gegeben,  so  bestimmt  jede  andre 
Grade  dieser  Ebene  mit  R  dieselbe  Ebene. 

Ist  r'  die  andre  Grade,  so  ist  sie  einer  Graden  des  Büschels  (Rr)  parallel 
und  schneidet  mithin  alle  Graden  des  Büschels  (Rr)  und  wird  von  den  Graden 
dieses  Büschels  geschnitten.  ^^"^) 

Sat-z  IL  Zieht  man  durch  den  Pmikt  R  eine  Parallele  zu  einer  Graden  r, 
so  ist  dieselbe  Grenzgrade  des  BüscJids  (Rr). 

xuii)  Zus.  I  wird  so  ausgedrückt: 

Ziefit  man  durch  emen  Punkt  der  Ebene  eine  Parallele  zu  einer  ilirer  Graden,  so  liegt 
diese  Parallele  ganz  in  der  Ebene. 

a)  I)ie  Grade,  welche  von  E  aus  parallel  zu  einer  in  der  Ebene  liegenden  Graden 
gezogen  wird,  liegt  ebenfalls  in  der  Ebene. 

Denn  betrachtet  man  BA  und  eine  Grade  ES\  welche  AB'  im  Punkt  S'  trifft,  und 
zieht  durch  A  die  Parallele  AB  zu  BS\  so  liegt  ^JB  in  der  Ebene  (Def.  III  und  Satz  I) 
und  wird  mithin  von  allen  Graden  des  Erzeugungsbüschels  {Rr)  der  Ebene  geschnitten  und 
ihre  Punkte  liegen  in  Graden  des  Büschels  (b).  Zieht  man  aber  von  B  die  Parallele  zu 
AS\  so  schneidet  diese  die  Grade  AB  in  einem  Punkt  C  (Anm.  XXXVII).  JKC,  welches 
parallel  zu  AB'  ist,  ist  mithin  eine  Grade  des  Büschels  (Br). 

b)  Wenn  8  die  gegebene  Grade  und  X  der  gegebene  Punkt  sind,  so  ziehe  man  BC 
durch  B  parallel  zu  s;  BC  liegt  dann  in  der  Ebene  (a).  Zieht  man  durch  X  eine  Parallele 
XM  zu  »,  so  ist  diese  auch  parallel  zu  der  durch  Ä  zu  s  parallel  gezogenen  Graden  (Satz  IV, 
Anm.  XXXVni)  oder  zu  einer  Graden  des  Büschels  (Br);  XM  liegt  also  ganz  in  der  Ebene 
(Satz  I). 

Zus.  II  wird  ebenso  bewiesen,  nur  sind  die  beiden  parallelen  Graden,  wie  in  der  vorigen 
Anmerkung  angegeben,  auszuschliessen. 


•»1 


330  Definition  der  Ebene  und  ihre  ersten  Eigenschaften.  [|4I 

a)  Z  sei  ein  Punkt  innerhalb  des  zu  (ß>G)  parallelen  Segments  {AS^  und 
ACj  BS'  seien  parallel  zueinander.  X  sei  der  Durchschnittspunkt  der  Gradeo 
BZ  mit  der  Graden  ÄC]  A  liegt  dann  innerhalb  des  Segments  (CX).  Denn 
aus  den  Dreiecken  XBC,  XZA  erhält  man 

m  =  (x| '  (Zus.  m,  Säte  I,  §  45) 

und  weU  (CiJ)--(^S')  ist  (Satz  I,  §  44)  und  (AZ)<(A8')  (EinL  De£  I, 
§  61),  so  ist  (AZ)  <  (CR)  (Einl.  Def.  H,  §  61).  Folglich  ist  (XZ)  <  (XJl) 
(Einl.  c,  §  111). 

Betrachtet  man  die  Dreiecke  RXX^,  RZS',  wobei  (XX,)  parallel  zu  (BC) 
ist  und  der  Punkt  X,  auf  der  Graden  BS'  liegt,  so  ist  (XX,)  ^:  (ÜC)  (Satz  I, 
§  44)  und  daher 

Sl  =  ff-  (Zus.  m,  Safa  I,  §  45) 

Es  ist  aber  (S'Z)  <  {S'A)  —  {X,X)  und  also  {ZB)  <  (XB).  Z  liegt  mithin 
innerhalb  des  Segments  (XB)  (Einl.  Def.  I,  §  61).  Folglich  liegt  auch  A  innei^ 
halb  des  Segments  (XC)  (Zus.  II,  Satz  I,  §  45). 

Wenn  umgekehrt  A  innerhalb  des  Segments  {XC)  liegt ^  so  lasst  sich 
älmlich  beweisen,  dass  der  Durchschnittspiuikt  Z  von  {BX)  mit  (AS^)  (Satz  I) 
innerhalb  des  Segments  (AS')  liegt  (Fig.  48). 

b)  Wählt  man  einen  Punkt  Z'  in  dem  Segment  {ZS')y  so  schneidet  BZ^ 
das  Segment  (XXJ  in  einem  innerhalb  gelegenen  Punkt  X"  (Zus.  IV,  Satz  I, 
§  45),  und  bezeiclmet  man  mit  X'  den  Durchschnittspunkt  von  BZ'  mit  der 
Graden  AC  (Satz  I),  so  liegt,  weil  X"  sich  innerhalb  des  Segments  (XX^ 
befindet,  der  Punkt  X  innerhalb  des  Segments  (CX')  (a). 

Liegt  umgekehrt  X  innerhalb  des  Segments  (CX'),  so  ist  der  Punkt  X" 
innerhalb  des  Segments  (XXJ  (a)  xmd  mithin  auch  Z'  in  dem  Segment  (ZS') 
(Zus.  IV,  Satz  I,  §  45). 

Wenn  also  (ß'  Z)  unbegrenzt  abnimmt  (Uebereink.  §  28  und  Einl.  Def  I, 
§  1>5),  so  nimmt  das  Segment  (CX)  in  der  Richtung  von  {CA)  unbegrenzt  zu, 
weil  die  Grade  BZ,  wie  auch  Z  in  {AS')  liegen  mag,  stets  die  Grade  r  in  einem 
Punkt  X  schneidet  (Satz  I)  mid  umgekehrt. 

Damit  ist  der  Satz  bewiesen.  ^)^^^) 

1)  In  Verbindung  mit  unscm  Definitionen  von  Strahlen  und  parallelen  Graden  (Def.  I, 
II,  §  26),  welche  sich  auf  die  abstracto  Existenz  der  im  Unendlichgrossen  licj^nden  Punkte 
nach  den  in  der  Einleitung  entwickelten  Principien  stützen,  haben  wir  hier  eine  erf^hrungt- 
mJisKigc  Bestätigung  der  Exist^'uz  der  parallelen  Graden  und  Strahlen.  Denn  bei  onsers 
<»mpinachen  Betrachtungen  in  §  27  hahen  wir  wohl  gesehen,  dass  der  parallele  Strahl  Grens- 
strahl  des  Büschels  ist,  dies  aber  nur  zur  Aufstellung  der  Hyp.  V  und  des  ersten  prakt. 
Axioms  benutzt. 


^^^^)  Satz  n  wird  auf  dieselbe  Art  bewiesen. 

Bern.  I.  Man  beachte,  dass  jedem  Punkt  der  Graden  r  in  dem  Büschel  (JRr)  eine 
Grade  entspricht,  welche  durch  den  gegebenen  Punkt  geht,  mit  Ausnahme  der  Parallelen 
und  dass  jede  Grade  des  Büschels  die  Gm  de  r  schneidet. 

Um  auch  in  einem  Elemeutarbuch  die  Ausnahmen  in  den  Sätzen  und  Beweisen  zu 
vermeiden,  kann  man  sagen: 
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Säte  IIL  Jeder  Punkt  der  Ebene  ist  Centrum  eines  Büschels  voti  Graden^ 
welche  in  der  Ebene  liegen  und  alle  Punkte  der  Ebene  enthalten.  * 

Denn  die  Graden ,  welche  von  einem  beliebigen 
Punkt  X  parallel  zu  den  Graden  des  die  Ebene 
erzeugenden  (Def.  I)  Büschels  {Itr)  gezogen  werden, 
schneiden  sämmtlich  die  Grade  r  (Satz  I).  Nimmt 
man  einen  Punkt  A  von  r,   so   ist   die  Grade  AX 

parallel  zu  einer  Graden  JRB  des  Büschels  (ür),  weil 

JRX  eine  Grade  des  Büschels  ist  imd  mithin  r  schnei- 

Fiff.  40. 

det;  also  schneidet  die  Parallele  zu  AXy  welche  durch 
B,  geht,,  die  Grade  r  in  einem  Punkt  B  (Satz  I,  §  15).  Alle  Graden  des 
Büschels  (Xr)  gehören  folglich  der  Ebene  {JRr)  an  (Satz  I). 

Umgekehrt  ist  jede  Grade  des  Büschels  (i2r),  weil  sie  die  Grade  r  schneidet, 
parallel  zu  einer  Graden  des  Büschels  (Xr)  und  wird  mithin  von  allen  Graden 
des  Büschels  (Xr)  geschnitten  und  jeder  Punkt  einer  Graden  von  (Ur)  liegt  in 
diesem  Büschel  (Satz  I).  Also  liegt  jede  Grade  des  Büschels  (i?r)  und  mithin 
jeder  Punkt  der  Ebene  (Ur)  in  der  Ebene  (Xr). 

Ist  der  Punkt  X  im  Unendlichgrossen,  so  sind  alle  Graden  des  Büschels 
mit  dem  Centrum  X  parallel  zur  Graden  2iX  und  werden  von  der  Graden  r 


jifcei  Grade  haben  einen  Pwnkt  im  ünendlichgrossen  gemeinschaftlich  lieisst  soviel  als: 
die  beiden  Graden  sind  parallel. 

Dieser  so  eingeführte  Punkt  im  Ünendlichgrossen  ist  ein  uneigentlicher  Punkt  und 
hat  nicht  wie  unsre  im  Unendlicliygrossen  liegenden  Punkte  dieselben  Eigenschaften  wie  die 
übrigen  Punkte  (Def.  I  u.  ü,  §  26).    Dann  folgt  (siehe  Anm.  V) 

Satz  III,    Die  Crrade  ist  eine  offene  Linie, 

Denn  wäre  sie  geschlossen,  so  würde  jedem  Punkt  Z  der  Graden  r  eine  durch  Z 
gehende  Grade  des  Büschels  (Er)  und  einer  (rrenzgraden  JRX  des  Büschels  ein  Grenzpunkt 
X  der  Graden  entsprechen,  da  man  in  diesem  Fall  die  Grade  als  ein  Segment  AB  mit 
zusammenfallenden  Enden  betrachten  kann  (Einl.  a,  §  63  und  Satz  VIII,  §  IS).  Die  zu  der 
Graden  r  parallele  Grade  in  dem  Büschel  (Er)  schneidet  die  Grade  r  aber  nicnt  (Anm.  XYI), 
ist  jedoch  Grenzgrade  des  Büschels  (Satz  IE).    Folglich  ist  die  Grade  nicht  geschlossen. 

Es  ist  in  Bezug  auf  Anm.  X  zu  beachten,  dass  der  Beweis  des  Satzes  YIII,  §  18,  wenn 
der  Satz  auf  die  Grade  beschränkt  wird,  unabhängig  von  den  andern  Sätzen  des  §  13  ist. 

Zus.    Die  Grade  wird  durch  einen  ihrer  Punkte  halJnrt  (wie  Satz  a",  §  70  der  Einl.). 

Def.  Wenn  man  in  einem  Gradenbüschel  die  Strahlen  betrachtet,  wie  sie  durch  die 
Theile  gegeben  sind,  in  welche  E  jede  Grade  des  Büschels  zerlegt,  so  heisst  die  resultirende 
Figur  Stralüenhüschel. 

Satz  IV.  Das  StrahlenhOschel  ist  bez.  des  Strahls  als  Element  ein  einfach  geschlossenes 
System  einer  Dimension, 

Denn  in  (Er)  gibt  es  Strahlen,  welche  die  Grade  r  und  die  entgegengesetzten  Strahlen, 
welche  die  Grade  r'  schneiden  (siehe  Anm.  XXXVII),  zwischen  denen  die  Strahlen  der 
parallelen  Graden  liegen,  welche  dem  Büschel  angehören  (Anm.  XLI). 

Bern.  II.  Aus  dem  Beweis  des  Satzes  II  geht  hervor,  dass  die  Strahlen  des  Büschels, 
welche  die  Grade  r  von  einem  ihrer  Punkte  an  in  einer  gegebenen  Richtung  schneiden, 
einen  Strahl  der  parallelen  Graden  zum  Grenzstrahl  Caben,  während  die  Strahlen,  welche 
die  Grade  r  in  der  entgegengesetzten  Richtung  schneiden,  den  entgegengesetzten  Strahl  zum 
Grenzstrahl  haben  (De?.  I,  §  12). 

Unterscheidet  man  die  Strahlen  einer  Graden,  so  kann  man  sagen,  dass  im  ersten 
Fall  der  Strahl  der  Graden  r  und  der  parallele  Strahl  in  dem  Büschel  (Er)  einen  Punkt 
im  Ünendlichgrossen  und  die  entgegengesetzten  Strahlen  einen  entgegengesetzten  Punkt  im 
ünendlichgrossen  haben  (Bem.  I). 

Bem.  III.  Nach  Satz  III,  wenn  Satz  I,  §  14  mit  dem  Ax.  II  gilt,  braucht  man  von 
jetzt  an  in  diesen  Anmerkungen  dem  Unterschied  zwischen  Ax.  II  u/nd  IF  nicht  mehr  Eech- 
nung  zu  tragen  (siehe  Anm.  IV). 
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luid  allen  Graden  des  Büschels  (Rr)  geschnitten,  weil  jeder  ihrer  Punkte  in 
einer  Graden  dieses  Büschels  liegt. 

Zus.  L  Jede  Grade  der  Elcne  schneidet  alle  Gradeti  eitles  jeden  Büsdids 
dieser  Eheyie. 

Dies  geht  aus  dem  Beweis  unsres  Satzes  hervor,  weil  sie  parallel  zu  einer 
Graden  des  Büschels  ist  (Zus.  I,  Satz  I)  und  mithin  alle  Graden  des  Büscheb 
trifft  (Satz  I). 

Zhs,  IL    Zwei  Graden  der  Ebene  schneiden  sieh  in  einetn  PunJct 

Sind  sie  parallel,  so  treffen  sie  sich  im  Unendlichgrossen  (Def.  U,  §  26). 
Sind  sie  es  nicht  und  nimmt  man  auf  einer  von  ihnen  einen  Punkt  X  an,  so 
gehört  diese  zu  dem  Büschel  der  Ebene  mit  dem  Centruni  X  und  die  andre 
gegebene  Grade  ist  einer  Graden  dieses  Büschels  parallel  (Zus.  I^  Satz  I)  und 
sclmeidet  mithin  alle  Graden  des  Büschels  und  also  auch  die  erste  gegebene 
Grade  (Satz  I). 

Satz  IV,  Eine  Grade,  tcclche  zwei  Punkte  in  dem  endlichen  Gthiet  der 
Ebene  hat,  liegt  vollständig  in  der  Ebene. 

Sind  A  und  B  diese  beiden  Punkte,  so  zieht  man  durch 
A  die  Grade  BA  xmd  durch  B  eine  z.  B.  zu  der  Graden  BS 
des  die  Ebene  erzeugenden  Büschels  (Def.  I)  parallele  Grade, 
welche  BA  in  M  trifft  (Satz  I). 

Jede  Grade,  welche  A  mit  den  Punkten  der  Ghraden  BM 
verbindet,  ist  eine  in  der  Ebene  liegende  Grade  des  Büschels 
mit  dem  Centrum  A  (Satz  IQ  und  Zus.  11,  Satz  I).     Mithin 
liegt  die  Grade  AB  m  der  Ebene. 
Oder  auch:  Zieht  man  von  B  eine  Parallele  zu  AB,  so  schneidet  sie  MB 
(Satz  I,  §  45)  und  ist  eine  Grade  des  Büschels  von  dem  Centrum  J2  und  der 
Directrix  BM  (Zus.  II,  Satz  I).    Mithin  liegt  nach  Satz  I  die  Grade  AB  voll- 
ständig in  der  Ebene.*) 

Satz  V.  Die  Ebene  wird  durch  jede  ihrer  Graden  und  einen  beliebigen  Pmkt 
ausserhalb  dieser  Graden  bestimmt. 

X  imd  X  seien  der  Punkt  und  die  Grade  und  (Br)  das  ursprOngliche 
Büschel,  welches  die  El)ene  erzeugt  (Def.  I).  Wie  man  weiss,  fallen  die  Punkte 
der  beiden  Büschel  {Xx),  (Br)  zusammen  (Satz  III)  und  mithin  auch  die  beiden 
Ebenen  (Xx),  (Br). 

Zus.  I.  Durch  eine  Grade  und  jeden  Punkt  ausserhalb  derselbefi  geht  nwr 
eine  Ebetw. 

Wenn  r  und  JR  die  Grade  und  der  Punkt  sind  imd  es  gingen  zwei  Ebenen 
durch  dieselben,  so  müsseji  diese  durch  das  Büschel  {Br)  bestimmt  sein,  A  h« 
sie  müssen  zusammenfallen  (Satz  HI  und  Zus.  II,  Satz  I). 

Dasselbe  gilt,  wenn  der  Punkt  B  im  Unendlichgrossen  liegt. 

1^  Diese  Eigenschaft  wird  in  den  Elementarbüchem  gewöhnlich  als  FandamentaluioiB 
iSr  die  Ebene  angenommen. 
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Zus.  IL  Drei  nicht  in  grader  Linie  liegende  Punkte  bestimmen  eine  einzige 
Ebene,  welche  auch  von  jeder  acutem  Gruppe  von  dreien  ihrer  Punkte,  welcJie  im 
endlichen  Gebiet  und  nicht  in  grader  Linie  liegen,  bestimmt  wird. 

Denn  durch  die  Grade  r,  welche  zwei  von  den  gegebenen  Punkten  ver- 
bindet und  durch  den  dritten  Punkt  geht  nur  eine  Ebene  (Zus.  I),  welche  die 
Graden  enthlüt,  die  den  letzten  Punkt  mit  den  beiden  ersten  verbinden. 

Wählt  man  drei  beliebige  Punkte  D,  E,  F  der  Ebene,  die  nicht  in  grader 
Linie  liegen,  so  liegt  die  Grade,  welche  zwei  beliebige  von  ihnen  verbindet,  in 
der  Ebene  (Satz  IV).  Mithin  wird  die  Ebene  durch  diese  Grade  und  den  dritten 
Punkt  bestimmt. 

Zus.  LH.  Zwei  Grade,  welche  einen  Punkt  A  gemeinschafüich  haben,  be- 
stimmen eine  einstige  Ebene; 

oder  auch: 

Zwei  Strahlenbüschel  mit  zwei  genieinscluxftlichen  Strahlen  fallen  zusammen. 

Denn  um  die  beiden  Graden  zu  bestimmen,  sind  ausser  dem  gemeinschaft- 
lichen Punkt  Ä  noch  zwei  andre  nöthig,  die  mit  dem  ersten  eine  einzige  Ebene 
bestimmen,  welche  die  beiden  gegebenen  Graden  enthält. 

Zus.  LV.    Zwei  Parallelen  bestimmen  eine  einzige  Ebene. 

r  und  r'  seien  die  beiden  Parallelen,  {AB)  schneide  sie  und  JR  sei  der 
Mittelpunkt  von  {AB).  Die  von  E  mit  einer  der  beiden  Parallelen  bestimmte 
Ebene  enthält  alle  Graden,  die  man  von  den  Punkten  von  AB  parallel  zu  den 
beiden  Graden  ziehen  kann.  Jeder  Punkt  von  AB  oder  jeder  andern  Trans- 
versalen A'B'  von  r  und  r',  welcher  in  der  Ebene  (Br)  liegt  (Satz  IV),  erzeugt 
mit  r  und  r    dieselbe  Ebene  (Satz  HI).     Damit  ist  der  Satz  bewiesen.  ^^^^ )  *) 

1)  Beschränkt  man  den  Satz  I,  §  45  anf  alle  Punkte  U,  die  man  durch  successive 
Halbirung  der  Seiten  (AB),  {ÄC),  (BC)  des  Dreiecks  ABC  sowie  durch  die  Vielfache  von 
(AB)  und  (AC)  auf  den  Seiten  AB  \md  AC  des  Dreiecks  erhalt  und  zieht  durch  diese 
Punkte  E  Parallele  zu  den  Seiten  des  Dreiecks  und  der  neuen  durch  die  neuen  Graden 
gebildeten  Dreiecke,  so  erhält  man  eine  Figur,  die  wir  netzförmige  Ebene  nennen.  Dieses 
Netz  enthält  statt  Graden  gradlinige  von  zwei  Punkten  bestimmte  Punktgruppen  derart, 
dass  die  Seraiente  der  Punkte  jeder  Gruppe  unter  sich  commensurabel  sind  und  dass  einem 
gegebenen  Segment  (AB)  des  Netzes  die  Punkte  angehören,  welche  es  in  eine  beliebige 
Anzahl  n  gleicher  Theile  zerlegen.  Die  netzförmige  Ebene  besitzt  dieselben  Eigenschaften, 
die  bis  jetit  för  die  Ebene  gelten;  d.  h.:  zwei  Punkte  der  netzförmigen  Ebene  bestimmen 
eine  gradlinige  in  der  Ebene  gelegene  Gruppe  und  zwei  gradlinige  Gruppen  schneiden  sich, 
wenn  sie  nicht  parallel  sind,  immer  in  emem  Punkt  des  Netzes.  In  einem  solchen  I^^etz 
kann  man  die  Constructionen  der  projectiven  Formen  erster  Art,  welche  von  diesen  Eigen- 
schaften abhängen,  ausführen;  dagegen  gelten  die  das  Mass  betreffenden  Eigenschaften 
nicht  immer;  so  ist  es  z.  B.  möglich,  dass  in  dem  Netz  eine  gradlinige  Gruppe,  ilie  durch 
einen  Punkt  des  Netzes  geht  und  normal  zu  einer  gradlinigen  Gruppe  desselben  ist,  nicht 
existirt.  Projicirt  mau  das  Netz  auf  eine  beliebige  Ebene,  so  erhält  man  ein  weiteres  Netz, 
welches  im  Allgemeinen  die  Eigenschaft  nicht  zu  besitzen  braucht,  dass  zwei  Segmente 
einer  gradlinigen  Gruppe  des  neuen  Netzes  commensurabel  sind. 


^^  Die  Sätze  HI,  IV  u.  V  und  ihre  Zusätze  können  auf  dieselbe  Art  bewiesen  werden, 
wenn  man  die  Def.  Anm.  XLIV  benutzt;  andernfalls  muss  man  die  Fassung  ändern,  sobald 
es  sich  um  parallele  Grade  handelt. 

Hat  man  in  der  Anm.  yyXTTT  die  Definition  von  Winkel secteren  und  Winkeln  eines 
Dreiecks  nicht  gegeben  und  daher  die  Sätze  I  u.  I[,  §  42  noch  nicht  gebracht,  so  kann 
man  hier,  vne  es  in  Anm.  XXXIV  geschehen  ist,  beweisen,  dass  gleichen  gradlinigen  Paaren 
gleiche  Winkelsecteren  entsprechen  imd  umgekehrt.   Schickt  man  Satz  I,  Anm.  XL  VI  voraus, 
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8. 

Die  Identität  der  Ebene  (I2r)  nm  ihre  Punkte  des  endlichen  Gebiets  ud  u 
die  im  Unendlichgrossen  liegenden  Punkte.  —  Eigenschaften  der  Senkreehtei 

in  der  Ebene. 

§  47.  Def.  L  Wir  nennen  im  Unendlichgrossen  liegendes  absolutes  Chrms- 
Segment  eines  Winkelsectors  (ah)  eines  Büschels  (Jir)  das  durch  die  absoluten 
Grenzpunkte  Ä^,,  B^,  der  Strahlen  a  imd  b  bez.  des  Punktes  II  bestimmte 
Segment  (Def.  11,  §  32). 

Satj3  L  Gleichen  Winielsectorcn  eines  Büsdicls  (Br)  oder  verschiedener  BnsAd 
(Rr),  (B'r)  entsprechen  gleiche  im  Ufiendlidigrossen  liegende  absduie  Grrcnjssegmeiik 
und  umgelcehrt 

m 

Denn  es  seien  Aj^RB,,  A'^B'B'^  die  zwei  gleichen  Winkelsectoren  und 
Äj,,  Bj,\  A',y  B\  die  absoluten  Grenzpunkte  bez.  B  und  B\ 

Wählt  man  auf  den  Strahlen  BAj.y  BB^  zwei  Punkte  A  und  B  und  auf 
den  Strahlen  B' A'.j.^  B'B'^  die  Punkte  A'  und  B\  welche  denselben  Abstand 
von  K  haben,  wie  A  und  B  von  JR,  so  ist  {AB)  -r-:  {A'B')  (Satz  H,  §  15)  und 
mithin  sind  die  beiden  Dreiecke  ABBy  A'B'B'  gleich  (Satz  III,  §  17). 

Da  aber  Aj,  und  A'^,  Bj,  und  B'j,  entsprechende  Pimkte  in  dem  Iden- 
titätszusammenhang zwischen  diesen  Dreiecken  sind,  so  ist  (A^g^B^,)  e^  (-4',ir,) 
(Satz  I,  §  34). 

Wenn  umgekehrt  (A^B^):  {Ä^B'^),  so  sind  die  beiden  Dreiecke  A^BB^^ 
A'^B'B'^,  gleich  (Satz  III,  §  17)  und  mithin  auch  die  beiden  Dreiecke  ARB^ 
A'KB'  (Satz  UI,  §  1(5).  Folglich  sind  ihre  zwei  Winkelsectoren  A^BB^, 
A'^B'B\^  gleich  (Satz  H,  §  15). 

Wenn  die  Winkelsectoren  der  Büschel  flach  sind  (Def.  V,  §  38),  so  sind 
ihre  absoluten  im  Unendlichgrossen  liegenden  Grenzsegmente  der  Hälfte  der 
Graden  gleich,  weil  die  im  ünendlichgrossen  liegenden  Punkte  der  entgegen- 
gesetzten Strahlen  der  Sectoren  entgegengesetzte  Punkte  sind  (Def.  lU,  §  6  und 
Def.  n,  §  32). 

Sind  dagegen  zwei  Segmente  A,,Xy,A^^y  A\X'^A[j,  gegeben,  welche  der 
Hälfte  der  Graden  in  den  absoluten  Grenzgebieten  von  B  und  B'  gleich  sind, 
so  wählen  wir  zwei  Punkte  Bj,  und  I?V  auf  den  andern  Hälften  der  durch  diese 
zwei  Segmente  bestimmten  Graden  in  gleichem  Abstand  von  Ai^,  und  Ai,. 
Die  Winkelsectoren  der  durch  die  Segmente  J-^^Xr-^iw-Boo  und  J.»X«^i,£« 
bestimmten  Büschel  {Rr)  und  (JRV)  sind  gleich  imd  weil  es  auch  ihre  Theile 
A^j,RBj,,  A[y:R'B'j.  sind,  so  sind  die  übrigbleibenden  Winkelsectoren,  d.  h. 
die   beiden  gegebenen  flachen  Winkelsectoren  ebenfalls  gleich  (Satz  H,  §  15). 

Zus.  L    Zivei  Scheitelivi^kelsectoren  in  einem  StrahlenbüscJwl  (Br)  sind  gleUk 

80  lä^st  Hicli  auch  beweisen,  dass  gleichen  Winkeln  gleiche  Winkelsectoren  und  mithin 
gleiche  gnidlinige  Pjuire  entsprechen.  Als  Ziisiltze  werden  die  Siltae  über  die  Gleichheit 
der  Dreiecke  gegeben  und  den  gradlinigen  l^iaren  dabei  die  Winkelsectoren  und  Winkel 
substituirt. 
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Denn  die  beiden  entgegengesetzten  von  ihnen  bestimmten  gradlinigen  Paare 
sind  gleich  (Def.  I,  §  16  und  Satz  II,  §  17)  und  folglieh  auch  ihre  im  Unendlich- 
grossen liegenden  absoluten  Grenzsegmente  (Satz  I,  §  34). 

Ziis.  IL  Zwei  bdkiige  flache  WivJcdsectoren  desselben  Büschels  (JRr)  odo- 
zweier  Büschel  (Br),  (B'r')  sind  gleich. 

Deim  ihre  im  Unendlichgrossen  liegenden  absoluten  Grenzsegmente  sind 
der  Hälfte  der  Graden  gleich. 

Zus.  HL  Ein  in  der  Bidiiung  von  a  nach  b  durchlaufener  Winkelsedor 
(ab)  eines  Büschels  (Br)  ist  mit  demselben  Sector  in  der  etitgegengesetzten  BidUung 
durchlaufen  identisch. 

Denn  dies  gilt  von  dem  im  Unendlichgrossen  liegenden  absoluten  Grenz- 
segment des  Sectors  (EinL  g,  §  00  oder  c,  §  104). 

Satz  IL    Zwei  bdidnge  Büsclwl  (Br),  (iJV)  sind  identisch. 
Die  beiden  Büschel  haben  zum  absoluten  Grenzsegment  die  als  Segment 
betrachtete  ganze  Grade,   deren  Enden  in  einem  beliebigen  ihrer  Punkte  zu- 
sammenfallen. 

Sind  umgekehrt  die  beiden  absoluten  Grenz- 
graden Ä.j,X^Äiy,Xiy,f  Ä';^X'^Aiy,Xi,  der 
Punkte  jB  und  B'  gegeben  (Satz  lU,  §  32),  so 
werden  die  beiden  Büschel  (Br)  und  (iZV), 
welche  sie  mittelst  der  Gradenpaare  BA^Äi^, 
BX^X^^',  B'A'^A[^,  B'X'^Xi^  bestimmen, 
durch  die  Graden  BA^Ai^^^  2i'-4'»-4i«>  in  zwei 
gleiche  flache  Winkelsectoren  getheilt  (Zus.  11, 
Satz  I),  auch  wenn  die  Winkelsectoren  X^^BA^, 
X'^B'A'^  nicht  gleich  sind 

Setzt  man  in  gegebenen  Richtungen  der  bei- 
den Büschel,  z.  B.  in  denjenigen,  die  durch  die 
und  A'^X'^A'i^X'i^  bestimmt  sind,  den  Identitäts- 
zusammenhang zwischen  den  obengenannten  flachen  Winkelsectoren  fest,  so 
entsprechen  den  zwei  Punkten  Y  und  Z  in  einem  dieser  Sectoren  zwei 
Punkte  T  und  Z'  des  andern  Sectors  in  einem  Abstand  von  JB',  der  demjenigen 

der  Punkte  Y  und  Z  von  B  gleich  und  derart  ist,  dass  YBZ=  TB'Z'  und 
mithin  (YZ)  =  (rZ'). 

Liegen  dagegen  Y  und  Z  in  den  beiden  obengenannten  flachen  Sectoren 
des  Büschels  (Br)^  so  liegen  die  entsprechenden  Punkte  Y'  und  Z'  in  den 
entsprechenden  Sectoren  des  Büschels  (B'r). 

Der  zu  J?  r  entgegengesetzte  Strahl  JB  Y, «  ist  in  dem  entgegengesetzten 
flachen  Sector  gelegen  (siehe  Beweis  zu  Satz  U,  §  43),  in  welchem  auch  der 
Strahl  BZ  liegt  Diesem  Strahl  entspricht  in  dem  obigen  Identitätszusammen- 
hang der  zu  B'  T  entgegengesetzte  Strahl  B'  Yx:^ .  Man  erhält  mithin  Y^r^BZ^Ji 
=  yCb^Z'  und  daher,  weil  1^^«  =^-  Ti^B'T,,  auch  ZBY~Z'lVr, 


Flg.  61. 


Punkte  A^X^A^^X, 
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woraus  {ZY)=^  (Z'  Y)  folgt  (Satz  11,  §  42).  Danach  kann  man  zwischen  den 
beiden  Büscheln  (iZr),  (üV)  einen  solchen  Zusammenhang  feststellen,  dass  den 
Segmenten  des  einen  der  Ordnung  nach  die  Segmente  des  andern  gleich  sind. 
Folglich  sind  die  Büschel  identisch  (Fig.  51). 

Zus.  L    Alle  Ebenen  (JRr)  sind  identisch,  , 

Denn  es  sind  dies  die  beiden  Büschel,  welche  sie  bestinmien  (Def.  I,  §  46) 
und  der  Identitätszusammenhang  der  beiden  Büschel  ergibt  den  Identitätszu- 
sammenhang der  beiden  Ebenen,  welche  mithin  identisch  sind  (Satz  11,  §  15). 

Ziis,  IL  Die  Ebene  ist  um  jeden  ihrer  Punkte  des  endlichen  GAiets  identisch. 

Es  gilt  ein  ähnlicher  Beweis  (Satz  DI,  §  46). 

Satz  III.  Das  Büschel  (Br)  ist  identisch  in  der  Position  seiner  Theile 
und  stetig. 

Dass  es  identisch  in  der  Position  seiner  Theile  ist,  geht  daraus  hervor, 
dass  es  von  einem  seiner  Strahlen  in  der  einen  Richtung  aus  identisch  mit 
dem  Büschel  ist,  welches  in  der  entgegengesetzten  Richtung  durchlaufen  wird 
(Satz  I). 

Dass  es  stetig  ist,  folgt  aus  der  Definition  des  Büschels;  denn,  ist  ein 
Winkelsector  (ab)  des  Büschels  gegeben,  so  gibt  es  in  ihm  einen  kleineren  Sector 
(Def.  I,  §  38)  und  weim  ein  Winkelsector  (xx)  derart  ist,  dass  x  und  x'  das 
Büschel  in  entgegengesetzten  Richtungen  durchlaufen  und  (xx')  unbegrenzt 
klein  wird  und  wenn  man  eine  Grade  r  der  Ebene  des  Büschels  auswählt, 
welche  die  Schenkel  x  und  x'  des  Sectors  schneidet,  so  wird  auch  das  Segment 
(XX')  auf  der  Graden  r  unbegrenzt  klein  (Def.  I,  §  30)  und  dem  Punkt  Y, 
welchen  (XX')  in  r  bestinmit  (Einl.  a,  §  96  oder  a,  §  101)  entspricht  ein  in 
jedem  Zustand  des  Sectors  {xx')  enthaltener  Strahl  jK  Y  des  Büschels. 

Das  Büschel  besitzt  mithin  bezüglich  seiner  Winkel  die  Eigenschaften  des 
in  der  Position  seiner  Theile  identischen  und  stetigen  Systems  einer  Dimension 
sowohl  in  relativem  als  absolutem  Sinn. 

Zus.  Die  Ebene  ist  in  der  Position  ihrer  Theile  um  jeden  ihrer  Punkte  des 
endlichen  Gebiets  identisch. 

Denn  die  gleichen  Winkelsectoren  eines  Büschels  (2Jr)  der  Ebene  mit  dem 
Centrum  in  dem  endlichen  Gebiet  bestimmen  gleiche  ebene  Winkelsectoren 
(Def.  n,  §  46  und  Satz  UI,  §  15). 

Satz  IV.  Die  im  ühendlicfigrossen  liegenden  absoluten  Grenzsegmente  der 
rediten  Winkelsectoren  eines  beliebigen  Büschels  (lir)  sind  rechte  Segmente. 

Sind  drei  Punkte  A^B^A^^  einer  Graden  in  dem  absoluten  Grenzgebiet 
eines  Punktes  B  derart  gegeben,  dass  {A^^B^^)  .7-  {B^^A^^)  und  sind  A^y  A^^ 

entgegengesetzte  Pimkte,  so  sind  die  Winkelsectoren  Aj,BBj,,  B^^BA^rg,  in 
dem  Büschel  (JRr)  der  vierte  Theil  des  Büschels.  Und  weil  zwei  beliebige 
Büschel  (Br),  (B'r)  identisch  sind  (Satz  II),  so  sind  auch  ihre  vierten  Theile 
gleich  (Satz  UI;  Einl.  b,  §  99  oder  a,  §  103  und  d',  §  79).  Mithin  sind  ihre 
im  ünendlichgrossen  liegenden  absoluten  Grenzsegmente,  da  sie  gleich  sind 
(Satz  I),  rechte  Segmente. 
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Ztis,  In  einem  Büschel  (Rr)  gibt  es  nur  eine  zu  einer  Graden  des  Büscliels 
senkrechte  Grade, 

Denn  die  gegebene  Grade  bestimmt  zwei  flache  Sectoren  in  dem  Büschel, 
welche  durch  die  zu  der  gegebenen  Graden  Senkrechte  halbirt  wetden  (Def.  V, 

§'41). 

Satz  V.    Ist  ein  Punlt  A  ausserJialb  einer  Graden  a  gegeben,  so  gibt  es  nur 

eine  Senkrechte,  welche  die  Grade  a  schneidet  und  den  Punkt  A  enthält. 

Man  betrachte  das  Büschel  {Aa)  imd  ziehe  von  A  aus  eine  Parallele  s  zu 
der  Graden  a.  Von  A  aus  kann  man  in  dem  Büschel  {Aa)  nur  eine  Senk- 
rechte zu  der  Graden  s  ziehen  (Zus.  Satz  IV),  welche  auch  auf  der  Graden  a 
senkrecht  steht  (Satz  VI,  §  41). 

Zus,  I,  Durch  einen  Punkt  A  der  Ebene  geht  nur  eifie  Senkrechte  zu  eigner 
beliebigen  Graden  a  der  Ebene  (Satz  V;  Zus.  11,  Satz  DI,  §  46). 

Zus.  II  Zwei  Grade,  die  in  der  Ebene  {Br)  auf  einer  dritteti  senkrecht 
stehen,  sind  parallel. 

Denn  a  und  b  seien  die  zur  Graden  c  senkrechten  Graden,  A  und  B  ihre 
Durchschnittspunkte  mit  c.  Wäre  b  nicht  parallel  zu  a,  so  würde  die  zu  a 
Parallele,  die  durch  den  Punkt  B  geht,  eine  zweite  Senkrechte  auf  der  Graden 
c  sein  (Satz  VI,  §  41),  was  widersinnig  ist  (Zus.  I). 

Satz  VI  Zwei  Strahlen,  die  in  der  Ebene  senkrecht  auf  zwei  andern  Strahlen 
stehen,  bilden  einen  Winkel,  weldier  deni  Winkel  der  beiden  Strahlen  gleich  oder 
supplementär  ist. 

Wir  können  annehmen,  dass  die  gegebenen  Strahlen  x  und  y  und  die  senk- 
rechten Strahlen  z  und  w  demselben  Büschel  angehören;  denn,  wäre  es  nicht 
so,  so  könnten  wir  in  der  Ebene  immer  zwei  zu  den  senkrechten  Strahlen 
parallele  Strahlen  betrachten,  die  durch  den  Durchschnittspimkt  der  Strahlen 
X  und  y  gehen  (Zus.  11,  Satz  IQ,  §  46)  und  die  denselben  Winkel  miteinander 
machen,  wie  die  senkrechten  Strahlen  (Satz  I,  §  40). 

Wenn  die  Winkel  {xz)  und  {yw)  dieselbe  Richtimg  haben  und  {xy)  ein 
spitzer  Winkel  ist,  so  erhält  man: 

(^y)  +  {y^)  '-  {yz)  +  {^y)     (Satz  ni;  Einl.  b,  §  99  oder  a,  §  104) 
imd  da  die  rechten  Winkel  einander  gleich  sind  (Satz  IV  und  Satz  I),  so  ist: 

Daraus  folgt 

(xy)  _-  {zw),  (Satz  UI;  Einl.  g^",  §  73) 

Aehnlich  ist  es,  wenn  der  Winkel  {xy)  stumpf  ist. 

Wenn  dagegen  die  Winkel  {xy)  und  {zw)  entgegengesetzte  Richtung  haben 
und  man  bezeichnet  mit  %v'  den  zu  w  entgegengesetzten  Strahl,  so  haben  die 
Winkel  {xy)  und  {zw')  dieselbe  Richtmig  und  man  kommt  damit  auf  den 
vorigen  Fall  zurück,  {zw)  ist  aber  der  Supplementwinkel  zu  {zw'),  womit  der 
Satz  bewiesen  ist. 

§  48.  Satz  I  Jedes  Parallelogramm  mit  eitlem  rediten  Winkel  hat  vier 
rechte  Winkel, 

Yeronoio,  üeometrie.  22 
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MM^M' M^  sei  das  Parallelogramm  mit  einem  rechten  Winkel  in  M  und 
daher  auch  in  M^  (Def.  I,  §  44  und  Satz  VI,  §  41). 

Da  die  gegenüberliegenden  Winkel  des  Parallelo- 
gramms gleich  sind  (Satz  U,  §  44),  so  ist  auch  der 
Winkel  in  M'  ein  lichter.  \mM,),  {M' MO  sind 
aber  parallel,  daher  steht  auch  M^M^  senkrecht  auf 
der  Graden  M' M^  (Def.  I,  §  44;  Satz  VI,  §41)  (Fig.  52). 

Bef.  I.  Ein  Parallelogramm  (Def.  I,  §  44),  welches 
einen  rechten  Winkel  hat,  heisst  BechtecJc, 

Säte  IL  Sind  in  der  Ebene  zwei  Grade,  die  auf  zwei  gegebenen  (rraden 
senkrecht  stehen,  parallel,,  so  sind  die  gegebenen  Graden  paraUel. 

MM^y  M'M^  seien  die  beiden  Graden,  die  auf  den  gegebenen  Graden 
MM'  und  M^M^  senkrecht  stehen. 

Wäre  die  Grade  M^M^  nicht  parallel  zu  MM\  so  würde  die  Grade,  die 
parallel  zu  MM'  durch  M^  gezogen  wird,  eine  zweite  durch  M^  gehende  Senk- 
rechte zu  M^M  sein  (Satz  VI,  §  41),  was  widersinnig  ist  (Zus.  I,  Satz  V,  §  47) 
(Fig.  52). 

Satz  HL  Ein  Büschel  paralleler  Graden  ist  in  der  Position  seiner  TJieile 
identisch  und  stetig. 

Denn  X^,  sei  das  Centrum  des  Büschels  und  man  ziehe  in  der  Ebene 
desselben  eine  Senkrechte  AC  zu  einer  Graden  des  Büschels,  welche  dann  auch 

senkrecht  auf  allen  andern  Graden  des  Büschels 
steht  (Satz  VI,  §  41).  Wir  wählen  auf  dieser 
Senkrechten  zwei  gleiche  Segmente  {AB)  und 
(BCT)  aus  und  durch  ihre  Enden  mögen  die 
Strahlen  b  und  c  gehen. 

Wir  behaupten,  dass  die  Streifen  (ab),  (bc) 
(Def.  X,  §  38)  gleich  sind. 

In  der  That,  stellt  man  einen  Identitätszu- 
sammenhang zwischen  den  Graden  a  und  6,  b 
imd  c  derart  fest,  dass  jedem  Punkte  A'  von  a 
der  Punkt  B'  von  b  und  C  von  c  entspricht,  welche  in  gleicher  Entfernung 
von  den  Punkten  A,  B  und  C  und  in  den  Strahlen  der  Graden  a,  b,  c  in  der 
Richtung  des  Punktes  X^  liegen,  so  sind  die  Figuren  AA'BB',  BB'CC 
Rechtecke  (Satz  I)  und  mithin  (AB)  =  {A'B'),  {BC)  -  {B'G')  (Satz  I,  §  44). 
Durch  den  Punkt  B'  geht  aber  nur  eine  Senkrechte  zur  Graden  b  und  mithin 
auch  zu  allen  andern  Graden  des  Büschels  (Zus.  I,  Satz  V,  §  47  und  Satz  VI, 
§  41).  Da  also  B'A\  B' C'  senkrecht  auf  b  stehen,  so  liegen  die  Punkte  A\ 
B\  C'  in  einer  Graden,  die  senkrecht  auf  allen  Graden  des  Büschels  steht. 
Weil  nun  A\  J5',  C  beliebige  in  dem  obigen  Zusammenhang  entsprechende 
Punkte  sind,  so  liegen  beliebige  entsprechende  Punkte  von  a,  b,  c  in  einer 
auf  allen  Graden  des  Büschels  senkrecht  stehenden  Graden. 

Man  wähle  nun  zwei  Punkte  X  und  Y  von  (a6),  ziehe   durch  X  und   Y 


Fig.  53. 
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die  Senkrechten  AB,  A'B'  zu  den  Graden  des  Büschels  und  X',  Y  seien  die 
Punkte,  welche  von  B  und  B'  ebensoweit  abstehen  als  X  und  Y  von  den 
entsprechenden  Punkten  Ä  und  Ä\  Durch  Y  und  Y  ziehen  wir  die  zur 
Richtung  des  Büschels  parallelen  Graden,  welche  (AB)  und  (BC)  in  den 
inneren  Punkten  Z  und  Z'  schneiden  (Zus.  11 ,  Satz  IV,  §  44).     Es  ist  dann 

(ÄZ)  --  (Ä'  Y)  =  (BZ')  -^.  iß'  r).  (Satz  I,  §  44) 

Die  Dreiecke  XYZ,  X  Y Z'  sind  bei  Z  und  Z'  rechtwinklig  (Def.  H, 
§  42)  und  haben  gleiche  Katheten,  folglich  ist  auch 

(Xl^    .:  (X'F).     (Satz  n,  §  42;  Satz  IV  und  Satz  I,  §  47) 

Auf  diese  Art  wird  ein  Identitlitszusammenhang  zwischen  den  beiden 
Streifen  (a6),  (bc)  festgestellt,  welche  mithin  identisch  sind  (Satz  III  und  11, 
§15). 

Die  Streifen  des  Büschels  verhalten  sich  bei  diesem  Zusammenhang  wie 
die  Segmente,  welche  sie  auf  einer  beliebigen  zu  den  Graden  des  Büschels 
senkrechten  Graden  bestimme^     Damit  ist  der  Satz  bewiesen  (Fig.  53). 

Satz  IV,  Die  Gleicliheit  der  Streifen  eines  Büschels  paralleler  (hraäen  ist 
durch  die  GleichJieii  der  Segmente  gegeben,  welclie  durch  die  Streifen  auf  einer 
beliebigen  Graden  r  der  Ebene  des  Büsdiels  bestimmt  werden. 

Denn  wenn  man  durch  den  Durchschnittspunkt  A  der  beiden  Graden  AB^ 
und  a  (Zus.  11,  Satz  III,  §  46)  die  Normale  AB  zu  den  Graden  des  Büschels 
zieht  (Zus.  I,  Satz  V,  §  47  und  Satz  VI,  §  41)  und  B^y  C^  die  Durchschnitts- 
punkte von  AB^  mit  b  imd  c  sind,  so  ist,  weil  (AB)  J  (BC)  auch  (AB^)  -^£r. 
-    (B,Ci)  (Satz  I,  §45)  (Fig.  53). 

I)ef,  II,  Als  Mass  der  Streifen  eines  Büsdiels  paralleler  Graden  kann  man 
daher  die  Segmente  betrachten,  welche  die  Streifen  auf  einer  beliebigen  Trans- 
versalen in  dem  endlichen  Gebiet  des  Büschels  abschneiden. 

Def,  III,  Wenn  man  in  einem  Streifen  eines  Büschels  paralleler  Graden 
den  Punkt  als  Element  ansieht,  so  heisst  die  so  erhaltene  Figur  ebener  Streifen, 

Zus,  Die  Ebefie  ist  um  jeden  ihrer  im  Unendlidigrossen  liegenden  Punkte 
identisdi  in  der  Position  Hirer  Theüe  (Satz  HI;  Def.  III  und  Satz  HI,  §  15). 

Sats  V,    Die  Büsdtd  paralleler  Graden  sifid  gleidi. 

Denn  wählt  man  zwei  Grade  r  imd  r',  welche  die  Graden  der  zwei  Büschel 
senkrecht  durchschneiden  und  setzt  man  zwischen  den  beiden  Graden  r  und  r' 
einen  Identitätszusammenhang  fest  (Satz  VI,  §  15),  so  können  wir  mittelst 
dieses  Zusammenhangs  einen  Identitlitszusammenhang  zwischen  den  beiden 
Büscheln  selbst  feststellen  (Satz  UI). 

Zus,  Die  Ebefie  ist  um  jeden  ihrer  im  Unendlidigrossen  liegenden  Punkte 
idmtisch  (Satz  IV,  Def.  IH  und  Satz  HI,  §  15). 

Def,  IV,  Eine  Figur,  deren  Punkte  der  Ebene  angehören  (Def.  U,  §  2) 
heisst  ehene  Figur, 

Satz  VI  Eine  eJmie  Figur  ist,  wetin  sie  von  jeder  Graden  ihrer  Ebene,  die 
nicht  selbst  der  Figur  angdiihiy  in  nur  einem  Punkt  geschnitten  wird,  eine  Grade. 

22* 
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Denn  zwei  Punkte  der  .Figur  bestimmen  nach  der  Bedingung  des  Satzes 
eine  Grade,  welche  ein  Theil  der  Figur  ist  (Def.  I,  §  2).  Hätte  die  Figur  noch 
andre  Punkte  ausserhalb  dieser  Graden,  so  würde  jeder  von  ihnen  mit  einem 
ihrer  Punkte  eine  andre  der  gegebenen  Figur  angehörige  Grade  bestimmen 
und  es  hätte  mithin  jede  Grade  der  Ebene  mehr  als  einen  Punkt  mit  der 
Figur  gemeinschaftlich  (Zus.  U,  Satz  III,  §  4G),  was  gegen  die  Voraussetzung 
ist^^v^) 


^^^')  Bezüglich  der  Sätze  des  §  47  muss  man  im  endlichen  Grebiet  auf  folgende  Art 
verfahren: 

Satz  I.  Ein  Winkehector  AGB  mit  dem  Scheitel  C  kann  durch  ein  beliebiges  Segment 
(ÄiB^),  dessen  Enden  auf  den  Scitenkeln  des  Sectors  liegen,  erzeugt  werden. 

Man  betrachte  zunächst  das  Segment  (BA^)  und  2>  sei  ein  innerer  Punkt  desselben. ' 
Durch  D  ziehe  man  die  Parallele  zu  ^1^,  welche  die  Schenkel  CA,  CB  des  Sectors  in 
E  und  F  schneidet.    Der  Punkt  E  liegt  innerhalb  des  Segments  {AA^)  (Zus.  II,  Satz  I, 

§  46)  und  mithin  ausserhalb  (AC).    Es  ist  (EF)  >  {AB),  weil  ^^^l  =  \^}^   (Zus.  HI, 

{AH)         {AL)  ^ 

Satz  I,  §  46).    Aus  demselben  Grund  ist  aber  {ED)  <i{AB)',  mithin  liegt  D  im  Innern 

des  Segments  {EF).    Nun  trifft  die  Grade  CD  das  Segment  {AB)  in  einem  inneren  Punkt 

(Zus.  IV,  Satz  I,  §  46).    Jede  Grade  also,  welche  (-4.,  jj|  in  einem  inneren  Punkt  schneidet, 

trüfb  auch  ein  beliebiges  andres  Segment  {AB)  in  einem  inneren  Punkt  und  umgekehrt. 

Betrachtet  man  nun  das  Segment  (A^B^),  so  gilt  dieselbe  Eigenschaft  für  {A^B)  und  {A^B^) 

und  mithin  auch  für  {AB)  und  {A^B^).  Weil  aber  der  Winkelsector  ACB  dadurch  erzeugt 
wird,  dass  man  die  Punkte  von  {AB)  mit  C  verbindet,  so  ist  der  Satz  damit  bewiesen. 

Satz  II.    Zwei  Scheitelwinkelsectoren  (Scheitelwinkel)  eines  Büschels  {Rr)  sind  gleich. 

Der  Satz  wurde  bereits  für  solche  Winkelsectoren  bewiesen,  deren  Endstrahlen  die 
Grade  r  schneiden  (Dem.  I,  §  43  und  Anm.  XXXV).  Man  betrachte  nun  einen  Winkelsector 
des  Büschels  {Rr),  dessen  einer  Endstrahl  die  Grade  r  in  einem  Punkt  A,  der  zweite 
dagegen  die  zu  r  Parallele  r'  (deren  Punkte  den  gleichen  Abstand  von  R  wie  die  Punkte  der 

Graden  r  haben)  in  dem  Punkt  C  trifft  (Fig.  43).  Die  Strahlen  des  Sectors  ARC  schneiden 
die  Grade  AC,  weil  das  Büschel  {Rr)  mit  dem  Büschel  R  •  AC  zusanmienfällt  (Satz  HI, 

§  46  und  Anm.  XLV).  Mithin  ist  nach  dem  in  §  43  gegebenen  Beweis  auch  ARC  =^  A' RC 
(Fig.  43). 

Zus.  I.     Zwei  ebene  ScJieitelwinkelsectoren  (Sclieitelwitikel)  sind  gleich. 

Dies  geht  unmittelbar  aus  der  Identität  der  Scheitelwinkelsectoren  eines  Büschels  der 
Ebene  mit  dem  Centrum  in  dem  Scheitel  der  gegebenen  Winkelsectoren  hervor  (Def.  11, 
§  46  und  Anm.  XLI). 

SoUz  III.     Ein  Büschel  wird  durch  zwei  seiner  entgegengesetzten  Strahlen  lialbirt. 

s  und  s'  seien  die  beiden  entgegengesetzten  Strahlen  in  einer  Graden  6  des  Büschels 
{Rr)  und  r  sei  eine  zu  6  parallele  Grade  der  Ebene  des  Büschels  (Anm.  XLI).  Alle  Strahlen 
des  Büschels  {Rr),  welche  die  Grade  r  schneiden,  s  und  s'  eingeschlossen,  bestimmen  einen 
Theil  des  Büschels,  dessen  Endstrahlen  s  und  s'  sind  (Anm.  XLI;  Satz  11,  §  46  und  Anm. 
XLV)  und  die  entgegengesetzten  Strahlen  liefern  den  andern  Theil  des  Büschels. 

Diese  beiden  Theile  sind  gleich.  Denn  jedem  Sector  des  ersten  entspricht  ein  entgegen- 
gesetzter ihm  identischer  Sector  des  zweiten  (Satz  I).  Wählt  man  daher  zwei  Punkte  X 
und  Y  in  dem  ersten  Theil,  lässt  durch  sie  die  Strahlen  RX  und  RY  gehen  und  con- 
struirt  die  beiden  Punkte  X'  und  Y'-  in  den  entgegengesetzten  Strahlen  derart,  dass  (-KX)  - 
~{RX'),  {RY)-:Z^{RY'),  so  sind  die  beiden  Dreiecke  XRY,  X' RY'  gleich,  weil  sie 
zwei  Seiten  und  den  eingeschlossenen  Winkel  gleich  haben  (Satz  II,  §  42  und  Anm.  XXXV). 
Mithin  ist  (XY)  =  {X'Y')  (Satz  UI,  §  16  und  Anm.  XH)  und  folglich  sind  die  beiden 
genannten  Theile  des  Büschels  gleich  (Satz  lU  und  Zus.  II,  Satz  II,  §  15  und  Anm.  XII). 

Satz  IV.    Es  gibt  einen  Zusammenhang  in  dem  Strahlenbüschel  vom  Cetttrum  R  derart,  dass 

1)  der  Punkt  R  sich  selbst  entspricht  tmd  eitie  Grade  AB  und  die  zu  ihr  parallelen 
Graden,  jede  in  einer  Richtung  betrachtet,  sich  selbst,  in  der  entgegengesetzten  Richtung  be- 
trachtet, entsprechen, 

2)  den  Winkelsectoren  des  Büscliels  andre  gleiche  Winkelsectoren  desselben  entsprechen  wnd 

3)  zwei  beliebigen  Pmikten  X  und  Y  der  Ebene  des  Büscliels  Punkte  X'  uiul  Y'  derart 
entsprecfien,  dass  (X  Y)  ~  (X'  Y')- 
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9. 

Betraclitniigen  Aber  das  System  der  im  Unendlicilgrossen  liegenden  absoluten 
Orenzpnnkte  der  Strahlen  eines  Bfiscliels  (Er)  in  Bezug  auf  das  Centrum  R. 

§  49.  Wir  betrachten  nun  alle  absoluten  Qrenzpunkte  der  Strahlen  eines 
Büschels  (Rr)  in  Bezug  auf  den  Punkt  jK  (Def.  II,  §  32). 

Wir  wollen  in  zwei  Strahlen  des  Büschels  zwei  Punkte  A  und  B  in  gleichem  Abstand 
vom  Punkt  7^  betrachten  und  sie  auch  bezüglich  mit  B'  und  Ä'  bezeichnen;  die  beiden 
Dreiecke  ABB,  A'BB'  sind  gleich,  weil  ihre  drei  Seiten  gleich  sind  (Einl.  g,  §  99  und 
Satz  in,  §  17  und  Anm.  XII).  Mittelst  dieser  beiden  Dreiecke  können  wir  den  Identitäts- 
zusammenhang des  Satzes  zwischen  den  beiden  Büscheln  B  •  AB  und  BÄB'  festsetzen. 
Diese  Büschel  fallen  zusammen,  d.  h.  sind  dasselbe  Büschel,  einmal  in  der  durch  das  Seg- 
ment {.AB)  gegebenen  Richtung  von  A  nach  B  hin,  das  andre  Mal  in  der  entgegengesetzten 
Richtung   betrachtet. 

a)  In  dem  Identitätszusammenhang  zwischen  diesen  beiden  Dreiecken  entspricht  der 
Punkt  B  sich  selbst  und  (Ter  Graden  AB  in.  der  Richtung  des  Segments  (AB)  von  A  nach 
B  hin  durchlaufen  (Einl.  f",  §  63)  entspricht  dieselbe  Grade  in  der  entgegengesetzten  Rich- 
tung durchlaufen  derart,  dass  einem  beliebigen  Punkt  X,  der  Graden  AB  in  der  ersten 
Richtung  betrachtet  ein  Punkt  X/  entspricht,  dessen  Abstände  von  A'  imd  B'  denjenigen 
des  Punktes  Xj  von  ^4  und  B  gleich  sind  (Fig.  54). 

b)  Einem  beliebigen  Punkt  X  des  Büschels  B  -  AB  entspricht  ein  Punkt  X'  in  dem- 
selben Abstand  von  i2  auf  folgende  Weise.  Man  bestimme  den  Durchschnittspunkt  X,  der 
beiden  Graden  BX  und  Ati,  von  denen  wir  zuerst  voraussetzen  wollen,  dass  sie  einander 
nicht  parallel  sind  (Zus.  II,  Satz  III,  §  46  und  Anm.  XLV).     Dem  Punkt  X.   entspricht  in 

AB  Qin  Punkt  X/  (a)  und  weil  der  Punkt  B 
sich  selbst  entspricht,  so  entspricht  72 X,  der 
Graden  JRX/  und  mithin  dem  Punkt  X  der 
Punkt  X',  der  denselben  Abstand  von  B  und 
Xi'  hat,  wie  der  Punkt  X  von  B  und  Xj. 
Damit  ist  der  Punkt  X^  vollständig  bestimmt 
(Satz  I,  §  8  und  Anm.  VII;  Einl.  Def.  I,  §  61; 
b,  §  36  und  Anm.  III). 

Wenn  dagegen  BX  die  in  der  Richtung 
von  {AB)  durchlaufene  zur  Graden  AB  pa- 
rallele Grade  s  ist,  so  muss  ihr  die  Grade  8* 
entsprechen,  die  zur  Graden  A' B'  oder  zu 
der  in  der  entgegengesetzten  Richtung  durch- 
laufenen Graden  AB  parallel  ist;  d.  h.  die 
beiden  Graden  s  und  s  fallen  mit  der  durch 
B  zn  AB  parallel  gezogenen  Graden  derart 
zusammen,  dass  einem  Punkt  T  der  einen  ein 
Punkt  T'  der  andern  in  demselben  Abstand 
von  B  auf  dem  entgegengesetzten  Strahl  entspricht;  denn  in  dem  durch  die  beiden  Drei- 
ecke ABB,  A' B' B  bestimmten  Identitätszusnmmenhang  muss  dem  Winkelsector  BBT, 
welcher  BA  zum  inneren  Strahl  hat  (Anm.  XXXIII),  ein  Sector  ABT  en^prechen,  der  BA' 
zum  inneren  Strahl  hat  und  dieses  würde  nicht  stattfinden,  wenn  T*  mit  T  zusammenfiele 
(Satz  H;  Anm.  XLIV  und  Einl.  b,  §  36)  (Fi^.  54). 

Jedem  Punkt  z.  B.  A,  von  J^^  entspricht  ein  Punkt  A^*  des  entsprechenden  Strahls 
BA*  in  demselben  Abstand  von  B  und-  die  Grade  A.Ai'  isl  der  Graden  AB  parallel  (Satz  I, 
§  45  und  Anm.  XL).  Zwei  sich  entsprechende  Strahlen  BX^  und  22  X'  schneiden  die  Grade 
A^A/  in  zwei  Punkten  X^  und  X/,  die  von  B  gleichweit  abstehen  (Satz  I,  §  45,  Anm.  XL 
und  Bern.  III,  Anm.  XLIV).  Jedem  Punkt  der  Graden  -4-1-4,'  entspricht  daher  ein  Punkt 
derselben  Graden  (Fig.  54). 

c.)  Zweien  Strahlen  x  und  y  des  Büschels,  die  der  Graden  AB  nicht  parallel  sind, 
entsprechen  zwei  Strahlen  x'  und  y\  welche  denselben  Winkel  bilden. 


Fig.  54. 


Anm.  XXXV),   nämlich   (^X)  =- (ul'X/);    (BA)  =  {BA'),   X^AB^X^A'B-^    also    ist 
(BX^)  EE  (i?X/)  (Anm.  XXXV;  Zus.  Satz  III,  §  16  und  Anm.  XII). 
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Alle  diese  Punkte  bestimmen  ein  Punktesystem  6j,  einer  Dimension,  welches 
eindeutig  und  in  derselben  Ordnimg  dem  es  bestinmienden  Strahlenbüschel 
entspricht  (Def.  DI,  §  42)   imd  weil  dieses  auf  dieselbe  Art  einer   beliebigen 


Analog  erhält  man  {BY,)  =  {RY\y,  es  ist  aber  (X,  Y,)  =  (X'/Y'J  (a);  daher  sind 
die  beiden  Dreiecke  X^BY^^  X\BY\  gleich,  weil  sie  die  drei  Seiten  gleich  haben  (Satz 

m,  §  17  und  Anm.  XII),  mithin  auch  die  zwei  Winkel  X^ÄY,  und  X\EY\  (Anm.  XXXV) 
und  zweien  Punkten  X  und  Y  auf  den  beiden  Strahlen  x  und  y  entsprechen  zwei  Punkte 
X'  und  Y'  (b)  und  die  beiden  Dreiecke  XB  Y,  X'  B  Y'  sind  gleich,  weil  sie  zwei  Seiten  und 
den  eingeschlossenen  Winkel  gleich  haben.  Folglich  ist  (X  Y)  =  (X'  Y')  (Zus.  Satz  III, 
§  16  und  Anm.  XXXV). 

d)  Wir  wollen  nun  annehmen,  einer  der  beiden  Strahlen  z.  B.  x  sei  der  zur  Graden 
AB  parallele  Strahl  8. 

Wir  ziehen  von  A  die  Parallele  zu  BA  und  T  sei  ihr  Durchschnittspunkt  mit  der 
von  B  zM  AB  parallel  gezogenen  Graden,  alsdann  von  A'  die  Parallele  zm  BA^  welche 
die  Grade  TB  in  dem  Punkt  T  trifft.  Aus  den  beiden  Parallelogrammen  AA'BT^ 
AABT  erhält  man  {BT)  =  {AÄ)  =  {BT')  (Satz  I,  §  44  und  Anm.  XXXIX);  mithin  sind 
T  und  T  entsprechende  Punkte  (b).  Femer  sind  die  Dreiecke  ATB,  AA' B-,  AA'B, 
A  T  B  gleich ,  weil  sie  zwei  Seiten  und  den  eingeschlossenen  Winkel  gleich  haben  (Satz 

U,  §  44  und  Anm.  XXIX);  also  ist  TBA  =  BAA   (Zus.  Satz  UI,  §  16  und  Anm.  XXXV) 

und  TBA  =  BAA.  Es  ist  aber  BA^  =  BAA  (Satz HI,  § 42),  folglich  TBA  =  rBA 
(Satz  rV,  §  15). 

Es  sei  nun  eine  beliebige  Grade  y  des  Büschels  gegeben;  man  ziehe  durch  T  eine 
Grade,  welche  die  beiden  Graden  y  imd  BA  in  den  Punkten  Y  imd  Z  schneidet.  Dieses 
ist  möglich,  sonist  müssten  alle  Graden  in  der  Ebene  des  Büschels,  welche  die  Grade  y 
schneiden,  zu.  BA  parallel  sein,  was  gegen  Ax.  VI  wäre  (Anm.  XVI). 

In  den  JBT,  y,  BA  entsprechenden  Graden,  entsprechen  den  Punkten  T,  Y,  Z  drei 
Punkte  T\  Y',  Z'  in  gleichem  Abstand  von  B  (b)  derart,  dass  {TZ)  =  {T\Z')  —  der  Gleich- 
heit der  Dreiecke  TBZ,  T'BZ'  wegen,  welche,  wie  gesagt,  zwei  Seiten  und  den  ein- 
geschlossenen Winkel  gleich  haben  —  und  {YZ)  =.  {Y' Z')  ist  (c).  Mithin  ist  immer  eben- 
falls in  Folge  der  Gleichheit  der  genannten  Dreiecke,  welches  auch  die  Lage  des  Punktes 
Y  auf  der  Graden  TZ  sei,  {TY)  =  {TY'). 

Damit  ist  der  Satz  für  alle  Fälle  bewiesen. 

Satz  V.    Ein  Strahlenbüschel  {Br)  ist  in  der  Position  seitier  Theile  identisch. 
Wir  wollen  einen   Sector   {ab)   des   Büschels   und   zwei   gleichweit  von  B   entfernte 
Punkte  A,B  in  a,&  betrachten  und  sie  auch  bezüglich    mit  J5,  und  Ai  bezeichen.     Die 

beiden  Büschel  BAB  und  BA^B^  sind  identisch  (Satz  III; 
Satz  in,  §  15  und  Anm.  XU).  Sie  sind  aber  dasselbe  Büschel  von 
a  und  von  b  in  entgegengesetzten  Richtungen  betxachtet;  das 
Büschel  von  einem  beliebigen  seiner  Strahlen  a  an  in  einer  ge- 
gebenen Richtung  {ab)  ist  also  dem  Büschel  von  einem  beliebigen 
andern  Strahl  6  an  in  der  entgegengesetzten  Richtung  {ba)  gleich. 
Das  Büschel  von  einem  in  dem  Sector  {ab)  enthaltenen  Strahl  x 
an  in  der  Richtung  {xa)  oder  (ba)  ist  mit  dem  von  a  an  in  der 
Richtung  {ab)  betrachteten  Büschel  identisch  und  ebenso  ist  das 
Büschel  von  x  an  in  der  Richtung  {xb)  oder  {ab)  dem  Büschel, 
das  von  b  in  der  Richtung  {bx)  ausgeht,  gleich.  Daraus  folgt  also 
nach  dem  Obigen,  dass  das  Büschel  vom  Strahl  x  aus  in  einer 
gegebenen  Richtung  demselben  Büschel  vom  Strahl  x  ausgehend 
in  der  entgegengesetzten  Richtung  gleich  ist.  Ist  mithin  ein  be- 
^^-  ^^-  liebiger  Winkelsector  {ac)  des  Büschels  gegeben,  so  gibt  es  von  x 

an  in  der  einen  und  der  andern  Richtung  einen  {ac)  gleichen  Sector. 

Der  Strahl  x  aber  kann  als  ein  beliebiger  Strahl  des  Büschels  angesehen  werden, 

weil  sich ,  wie  leicht  zu  sehen,  stets  ein  Sector  (a  b)  wählen  lüsst,  in  welchem  dieser  Strahl 

enthalten  ist.  Damit  ist  der  Satz  bewiesen  (Einl.  Def.  I,  §  68  und  §  70  und  Bem.  II,  §  81). 

Zus.  Die  Ebetie  ist  um  jeden  ihrer.  Punkte  identisch  in  der  Position  ihrer  Theile 
(Def.  n,  §  46  und  Anm.  XLl;  Satz  HI,  §  15  und  Anm.  XII). 

Satz  VI.^"^    Das  Büscltel  iM  ein  stetiges  System. 

Denn  ist  ein  Sector  {xx')  gegeben,  so  ist  immer  ein  kleinerer  in  ihm  enthalten. 
Um  sich  davon  zu  überzeugen  braucht  man  nur  eine  Grade  r  der  Ebene  des  Büschels  als 
seine  Directrix  zu  wählen  (Satz  III,  §  46;  Anm.  XLI,  XLV).     Wenn  dann  ein  Sector  ge- 
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Directrix  r  des  endlichen  Gebiets  der  Ebene  entspricht  (Satz  HI,  §  46),  so 
entsprechen  sich  auch  das  System  6^  und  die  Grade  r  eindeutig  und  in  der- 
selben Ordnung. 

p^eben  ist,  dessen  Endstrahlen*  .x;  und  a;'  in  (nit^egongesetzten  Richtungen  veränderlich 
sind,  so  hat  das  entsprechende  Segment  auf  der  (Iraden  r  dieselbe  Eigenschaft  und  be- 
stimmt einen  zwischen  <len  l*uidjten  X  und  X'  gelegenen  Punkt  Y  (Einl.  Hyp.  VI  und  a, 
§  1)1),  welchem  ein  Strahl  y  des  zwischen  x  und  x*  liegenden  Büschels  entspricht  (An- 
merk.  XLl]. 

Die  in  der  Einleitung  gegebenen  Bedingungen-  für  die  Stetigkeit  (siehe  Anm.  8  zu 
§  99)  sind  erfüllt  und  das  Büschel  ist  mithin  stetig. 

Bern.  I.  Die  llalbirung  (»ines  Winkelsectors ,  dessen  Strahlen  nicht  entgegengesetzt 
sfnd,  kann  man  nunmehr  mittelst  eines  gleichschenkligen  Dreiecks  ausführen«  dessen  Seiten 
in  die  Strahlen  des  gegebenen  Sectors  fallen  (Satz  IV,  §  42  und  die  bezügl.  Anm.) 

Wir  haben  den  Satz  VI  mit  einem  Stern  bezeichnet,  weil  wir  die  Eigenschaften  dtjs 
Büschels,  welche  uns  später  noch  vorkommen  werden,  unabhängig  von  der  Stetigkeit  be- 
weisen wollen.     Siehe  das  Ende  der  Anm.  IV. 

Bern.  II.  Auf  Grund  des  Satzes  VI  kann  man  behaupten,  dass  die  Ebene  (Def.  II,  §  46 
und  XU)  stetig  ist. 

Satz  VII.  Ein  heliehiger  Wifikelsector  (Witikcl)  {ab)  eines  BüscJiels  in  einer  Bichtung 
durchlaufen  ist  demselben  Sector  (Winkel)  in  der  entaegengesetzten  KicIUung  durchlaufen  gleich. 
Wenn  a  und  b  keine  entgegengesetzten  Stranlen  sind,  so  folgt  der  Satz  daraus,  dass 
das  Paar  (ab)  dem  gradlinigen  Paar  {ba)  gleich  ist  (Satz  11,  §  17  und  Anm.  XII)  und  mit- 
hin auch  tue  von  ihnen  bestimmten  Sectoren  und  Winkel  gleich  sind  (Anm.  XLI  u.  XXXV). 
Sin<l  a  und  b  entgegengesetzte  Strahlen  z.  B.  s  und  5',  so  geht  der  Satz  aus  dem  in  Satz 
in  behandelten  Zusammenhang  hervor  (Satz  III,  §  15  und  Anm.  XII)  (Fig.  54). 

Bern.  III.  Der  Satz  VII  kann  auch  als  Zusatz  zu  Satz  VI  aufgefasst  werden  (Einl.  g, 
§  99  oder  des  Verf.  „II  continuo  rettilineo  u.  s.  w."). 

Zits.     Flache  elmie  Sectoren  (Winkel)  sind  direct  und  umgekehrt  gleich. 
Denn  es  sind  dies  die  Sectoren  des  Büschels,  welches  sie  bestimmt  (Def.  11,  §  40  und 
Anm.  XLI;  Satz  III  und  V  dieser  Anm.;  Satz  EI,  §  15  und  Anm.  Xu). 

Satz  VIII.  Es  gibt  eitie  und  nur  eitie  Grade,  xcekhe  einen  flachen  Winkelsector  hol- 
bin.  —  Die  reclUen  Wifikel  des  Büschels  sind  gleich. 

a  und  a  seien  die  Strahlen  des  flachen  Sectors 
mit  dem  Scheitel  R.  Man  wähle  eine  zu  aa'  parallele 
Grade  XX'  und  stelle  den  in  Satz  III  gegebenen  Iden- 
titätszusammenhang fest.  Wenn  x  und  x'  entsprechende 
Strahlen  des  gegebenen  flachen  Sectors  sind  und  X  und 
X*  ihre  Durchschnitt«punkte  mit  der  Graden  XX',  so 
ist  das  Dreieck  XB  X'  gleichschenklig  und  der  Sector 
(ax)  dem  Sector  (ax)  gleich  (Satz  lü). 

Die    Ualbirungslinie    des    Sectors    XBX'    halbirt 
offenbar  auch  die  von  zwei  andern  sich  entsprechenden 
Strahlen  y,y'  gebildeten  Sectoren  und  entspricht  sich 
selbst,  weil  ihr  Durchschnittspunkt   Z  mit  der  Graden 
"X^  X  X'  gleichweit  von  X  und  X'  absteht  (Satz  IV,  §  42 

-^  ^x  und    die  dazu   gehörige  Anm.)    und   mithin  Z  und  Z' 

Fig  56.  zusammenfallen.     Es  ist  also  {az)  =  (a'z)  und  weil  das 

Büschel  einfach  geschlossen  ist  (Anm.  XLIV),  so  gibt 
es  nur  einen  Winkel  von  a  an  in  der  Richtung  axa\  der  einem  gegebenen  Winkel  gleich 
ist  (Fig.  56). 

Es  ist  femer  klar,  dass  die  Graden,  welche  zwei  Paare  sich  entsprechender  Punkte 
verbinden,  sich  in  der  Halbirungslinie  schneiden.  Die  Grade  ÄC  z.  B.  schneidet  die  Halbi- 
rungslinie  z  in  einem  Punkt  0,  der  mit  0'  zusammenfällt,  weil  {0'  Z)  =  (OZ)^  ^0'  B)  _i 
■1£  (OB)  ist  (Einl.  b,  §  36  und  Def.  I,  §  61  und  Anm.  lü). 

Sind  zwei  flache  Winkelsectoren  gegeben,  so  stelle  man  ihren  Identitätszusammen- 
hang fest  (Satz  VII) ;  die  Ualbirungslinien  entsprechen '  sich  alsdann.  Damit  ist  der  Satz 
bewiesen. 

Satz  IX.     Wenn  zwei  Dreiecke  ABD,  ADC  einen  Eckpunkt  A  wid  eine  Seite  AD 

gemtinscliaftlich ,  die  Winkel  BAD  utid  CAD  gleich  haben,  die  Punkte  B,D,C  in  grader 
Linie  liegen  und  (B D)     .  (D  C)  ist ,  so  sind  die  beiden  Dreiecke  gleich. 

Denn  durch  den  Punkt  C  geht  keine  andre  Grade,  welche  AD  und  AB  derart  in 
zwei  Punkten  D'  und  B'  schnitte,  dass  (B' D')  Tl  (D* C)  wäre,  denn  es  wäre  sonst 
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Das  System  a^,  ist  durch  zwei  beliebige  seiner  Punkte  bestimmt,  sofern 
es  nicht  entgegengesetzte  Punkte  sind,  und  enthält  den  entgegengesetzten  Punkt 
eines  jeden  seiner  Ptmkte. 


{CB) 


(CD') 
(CB') 


und  die  Graden  BB\  DD'  müssten  parallel  sein  (Satz  I,  §  45)  während  Hie  sich  doch  in 
dem  Punkt  A  schneiden  (Anm.  XVI).     Und  wenn  {AB)  nicht  gleich  {AC)  wäre,  so  fi^äbe 

es  in  (AB)  einen  solchen  Punkt  -B', ,  dass  {AB\) {AC)  wäre  und  da  alsdann  D'  der 

Durchschnittspunkt  von  B\  0  mit  AD^  ist,  so  würde  {B\D*)  :  :  (D' C)  sein,  was,  wie  man 
gesehen  hat,  widersinnig  ist. 

Satz  X.  Durch  einefi  Pufikt  R  kann  man  in  eiiier  Ebene  nur  eine  einzig  SenkrecKu 
zu  einer  Graden  AB  ziehen. 

Liegt  der  Punkt  B  auf  der  Graden  AB^  ho  ist  der  Satz  nichts  Anderes  wie  Satz  VIII 
(Anm.  XXXVI).  Ist  dies  nicht  der  Fall,  so  sei  c  die  durch  B  gehende  Parallele  zu  AB. 
Man  ziehe  zwei*  Strahlen  RA  und  RB^  welche  mit  den  entgegengesetzten  Strahlen  RS\ 
RS  von  ö  zwei  Winkel  ARS  und  BRS'   bilden,  die  kleiner  als  ein  Rechter  und  gleich 

sind.     Die    Halbirungslinie    des    Sectors    ARB   steht   in    R   senkrecht  auf  der  Graden  a 

(Satz  vni). 

Man  verlängere  RB  nach  B\  sodass  (RB)  =  (RB*)  imd  ebenso  A  nach  A\  so  dass 

(HA)  =  {RA').  Es  ist  dann  B^S=^  BRS'  ^  ARS.  Die  Dreiecke  ASR,  B'SR  be- 
finden sich  in  derselben  Lage,  wie  diejenigen  des  Satzes  IX,  es  ist  mithin  {AR)  =  {B' R) 

und  also  ASR  =:  B'  SR;  AB'  steht  daher  auch  senkrecht  auf  der  Graden  a  (Anm.  XXXHI). 
C  sei  der  Mittelpunkt  von  (AB);    durch  ihn  geht  die  Halbirungslinie    des  Sectors 

(BRA)  (Satz  IV,  §42  und  Anm.  XXXVI);  mithin  ist  auch  die  Grade   RC  senkrecht  zur 

Graden  AB  (Anm.  XXXIII). 

Ist  umgekehrt  gegeben,  dass  die  Grade  RC  in 
C  senkrecht  auf  der  Graden  AB  st^ht  und  man  con- 
struirt  die  gleichen  Segmente  {BC)  und  {AC),  so 
ist  {RB)  —  {RA),  weil  die  beiden  Dreiecke  BCR, 
ACR  zwei  Seiten  und  den  eingeschlossenen  Winkel 
gleich  haben  und  also  gleich  sind-  (Satz  II ,  §  4*2 
und  Anm.  XXXV).  Mithin  ist  auch  {RB)  =_  {RA). 
Da  die  Parallele  a  das  Segment  {AB')  in  seinem 
Mittelpunkt  S  schneidet  und  das  Dreieck  ARB' 
gleichschenklig  ist,  so  ist  die  Grade  ö  senkrecht 
zur  Graden   AB'.     Mithin   ist,    da   {BS')  =  {AS), 
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Fig   57. 


BRS'  =  ARS  {S&tz  YIU)  und  die  Grade  iJC  halbirt 

den  flachen  durch  die  beiden  Strahlen  RS  und  RS' 

bestimmten  Winkel.     Die  Grade  RC  steht  folglich 

senkrecht  auf  der  Graden  o  (Fig.  ö7). 

Es  lässt  sich  also  von  R  nur  eine  Grade  senkrecht  zu  AB  ziehen,  denn  gäbe  es  zwei 

verschiedene,  so  würden  sie  auch  senkrecht  auf  der  Graden  c  stehen,  was  widersinnig  ist 

(Satz  VIII). ') 

Zus.  I.    Die  Nonnale  zu  einer  Graden  in  der  Ebene  steht  senkrecht  auf  allen  zu  der 
gegebenen  j^^Tollelen  Graden. 

r'  sei  parallel  zur  Graden  AB  und  schneide  AB'  in  einem  Punkt  A^.    Man  ziehe 
RA^  und  den  Strahl  RB^  der  Art,  dass 

A,RS=  B,RS       (Satz  V). 

Aus  demselben  (jrund  wie  früher  steht  die  Grade  RC  senkrecht  auf  der  Graden  r'. 
Zus.  IL     Zwei  Grade,  die  auf  ein^r  dritten  aenkrecht  stehen,  sind  parallel. 
Es  gilt  derselbe  Beweis,  wie  der  im  Text  zu  Zus.  II,  Satz  VI  gegebene. 
Satz  XI.     Zwei  beliebige  Büschel  der  Ebene  mit  den  Centren  R  und  R'  sind  idi'ntisch. 
Durch   den  Mittelpunkt  M  von  {RR')  ziehe  man  r  senkrecht  auf  RR'.     Verbindet 
man  einen  beliebigen  Punkt  A  von  r  mit  R  und  R\  so  erhält  man  zwei  einander  gleiche 


1)  Siehe  Kap.  lü,  in  welchem  der  Beweis  dieses  Satzes  unabhängig  von   der  Ebene 
und  für  jedes  »System  der  Geometrie  gegeben  ist. 
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Es  ist  leicht  zu  zeigen,  dass  gleichen  Winkelsectoren  des  Büschels  gleiche 
Segmente  des  Systems  a^  entsprechen  und  umgekehrt  und  dass  den,  Sectoren 

(ab),  {ah')  des  Büschels  [(ah)  ^  («'&')]  Segmente  von  6,,  entsprechen,  welche 

in  demselben  Verhältniss  der  Ungleichheit  stehen  und  umgekehrt. 

Jeder  Punkt  des  Systems  <y^  besitzt  überdies  die  Eigenschaft,  dass  die 
Summe  seiner  Abstände  von  zwei  beliebigen  entgegengesetzten  Punkten  des 
Systems  der  Hälfte  der  Graden  gleich  ist. 

Aber  trotz  allen  diesen  Eigenschaften,  welche  das  System  ö^^  mit  der  durch 
zvvei  Punkte  des  Systems  6^  bestimmten  Graden  des  absoluten  Grenzgebiets 
die  mithin  auch  die  entgegengesetzten  Punkte  enthält  (Satz  I,  §  30),  gemein- 
schaftlich hat,  trotzdem,  dass  zwei  solche  Systeme  identisch  sind  (Satz  II,  §  47), 
wie  zwei  Grade  (Satz  I,  §  8),  ist  es  uns  doch  nicht  gelungen  und  daher  wie 
wir  annehmen  müssen,  nicht  möglich,  die  folgenden  Eigenschaften  mittelst 
der  bisherigen  Axiome  und  Hypothesen  in  jedem  Fall  nachzuweisen: 

1)  Dass  gradlinigen  Segmenten  (A^.B^)  ^  (Cj:D^)  immer  Winkelsectoren 

entsprechen,  welche  in  demselben  Verhältniss  der  Ungleichheit  stehen,  obwohl 
ihnen  imgleiche  Sectoren  entsprechen. 

2)  Dass,  wenn  man  einen  Winkelsector  als  Summe  mehrerer  consecutiver 
Winkelsectoren  in  dem  Büschel  betrachtet,  das  dem  ersten  Sector  entsprechende 
gradlinige  Segment  im  Allgemeinen  auch  die  Summe  der  den  zweiten  Sectoren 
entsprechenden  Segmente  ist. 

Die  zweite  Eigenschaft  reicht  aus,  um  die  Identität  des  Systems  6^^  mit 
der  Graden  festzustellen.  Aus  der  zweiten  geht  mithin  die  erste  hervor;  wir 
haben  sie  jedoch  getrennt  gegeben,  weil  aus  der  ersten  noch  nicht  die  zweite 
folgt.  Könnte  man  für  das  System  6:^  den  Satz  VH  §  13  beweisen,  so  liesse 
sich  daraus  leicht  die  erste  der  obigen  Eigenschaften  ableiten. 

Der  Beweis  des  Satzes  VH,  §  13  stützt  sich  aber  auf  die  Definition  der 
einfachen  Linie  (Def  H,  §  13),  welche  festsetzt,  dass  ein  Grenzpunkt  einer 
Beihe  von  Punkten  auf  der  Linie  dies  unabhängig  von  der  Linie  und  im  all- 
gemeinen Raum  ist  (Def.  H,  §  10).  Wir  sehen  nicht  ein,  wie  dies  fiir  das 
System  6^  bewiesen  werden  kann,  ohne  zu  der  Hyp.  IV  die  Eigenschaft  hinzu- 


Segmente  (JB-4.),  {B' A);  denn  die  beiden  Dreiecke  BMA,  B' MA  haben  zwei  Seiten  und 
den  eingeschlossenen  rechten  Winkel  gleich  und  sind  mithin  gleich  (Satz  VIII).  Folglich 
sind  die  Figuren  (7^r)  und  (B'  r)  oder  die  beiden  Büschel  der  Ebene  mit  den  Centren  B 
und  B'  gleich  (Satz  III,  §  16  und  Anm.  XII). 

Zus.  Die  Ebene  ist  um  jeden  ihrer  Punkte  und  voyi  jeder  iJirer  Graden  an  in  der  einen 
wnd  in  der  andern  Bichtung  identi^h. 

Denn  die  Büschel  um   die  Punkte   der  Ebene  und  ihre  flachen  Winkel  sind  identisch 
(Def.  II,  §  46  und  Anm.  XLI). 

Bern.  IV.  Da  wir  nicht,  wie  im  Text  auf  die  abstracten  Hypothesen  zurückgreifen, 
so  können  wir  nicht  sofort,  die  Identität  zweier  Strahlenbüschel  und  mithin  zweier  belie- 
bigen Ebenen  beweisen.  Ebenso  haben  wir  noch  nicht  im  endlichen  Gebiet  die  Gleichheit 
der  Winkel  mit  parallelen  Schenkeln  in  derselben  Ebene  und  in  verschiedenen  Ebenen  be- 
wiesen (Anm.  XXXIX 

Bern.  V.  Satz  VI,  §  47  wird  in  einer  Anm.  zu  §  52  gegeben  werden,  während  die 
Sätze  des  §  48  sich  auf  dieselbe  Weise  wie  im  Text  mit  Hülfe  der  vorstehenden  Sätze  be- 
weisen lassen. 
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zufügen,  dass  eine  Grade  SA,  wenn  sie  die  Grenze  einer  andern  Graden  SX 
in  einem  beliebigen  endlichen  Gebiet  um  S  ist,  auch  die  Grenze  derselben 
Graden  SX  in  jedem  bezüglich  der  Einheit  des  gegebenen  Gebiets  unendlich 
grossen  und  unendlich  kleinen  Gebiet  um  den  Punkt  S  ist.  Dieser  Zusatz  zur 
Hyp.  IV,  welcher  sich  nur  auf  den  Punkt  S  bezieht,  könnte  dann  auch  für 
jeden  andern  Punkt  X  bewiesen  werden,  wenn  man  so  verfährt,  wie  bei  dem 
Beweis  der  Hyp.  IV  (Satz  11 ,  §  31). 

Uebereinh  Das  System  o^j,  verhält  sich  jedoch  bezüglich  der  Ebene  oder 
auch  zweier  Uuclid' sehen  Ebenen  {lir),  {R'r')  als  ob  es  eine  Grade  wäre  (Satz 
IV  und  VI,  §  39).  Wir  wollen  dasselbe  daher  einstweilen,  wenn  wir  es  be- 
nutzen, die  unendlich  ferne  (pradc  Linie  der  JEMcZwi'schen  Ebene  nennen;  dies 
ist  jedenfalls  erlaubt,  wenn  wir  nur  die  Eigenschaften  in  Betracht  ziehen,  welche 
es  mit  der  Graden  gemeinschaftlich  hat. 

Bern.  I.  Wir  behalten  uns  vor  im  Kap.  II  eine  Hypothese  aufzustellen,  aus  welcher 
hervorgeht,  dass  das  System  c^  in  der  That  eine  Grade  ist. 

Da  wir  bis  zum  Kap.  II  nur  die  Euclid'sche  Ebene  beJiandeln  werden,  so  wollen  wir 
unter  BüscM  mit  dem  Centrum  in  dem  endlichen  Gebiet  und  mithin  auch  unter  Ebene 
immer  ein  Büschel  mit  der  Directrix  in  dem  endlichen  Gebiet  verstehen  und  wenn  wir 
ohne  weiteren  Zusatz  von  Punkten  und  Graden  sprechen,  so  meinen  wir  im  Allgemeinen 
damit  Punkte  und  Grade  des  endlichen  Gebiets. 


10. 

Die  Theile,  in  welche  die  Ebene  dnrch  eine  ihrer  Graden  zerlegt  wird.  — 

Innerer  und  äusserer  Theil  eines  Dreiecks. 

§  50.  Satz  L  In  detn  Büschel  (Rr)  liegen  die  Grade  r  und  jede  zu  ihr 
parallele  Grade  in  einem  der  The'de,  in  welche  das  Büscliel  durch  die  zur  Graden 
r  parallele  uml  durch  R  gettende  Grade  getheilt  wird. 

Die  zu  r  parallele  Grade  6,  welche  durch  R  geht,  theilt  das  Büschel  in 
zwei  identische  Theile  (Zus.  II,  Satz  I,  §  47),  welche  durch  die  beiden  Hälften 
der  im  Unendlichgrossen  liegenden  Graden  des  Büschels  (Uebereink.  §  49)  be- 
stimmt sind,  die  zu  Enden  im  Unendlichgrossen  die  Punkte  Ä,,  S'^  der  Graden 
6  haben. 

Die  durch  die  Punkte  von  r  und  den  Punkt  jB  bestimmten  Strahlen  folgen 
sich  von  einem  gegebenen  Strahl  z.  B.  dem  Grenzstrahl  jBä,  an  (Satz  11,  §  46) 
in  einer  gegebenen  Ordnung,  wie  .die  entsprechenden  Punkte  der  Graden  r 
(Def.  I,  §  30),  und  mithin  auch  die  entsprechenden  Punkte  auf  der  einen 
zwischen  den  Punkten  S^  und  S'j,  enthaltenen  Hälfte  der  im  Unendlichgrossen 
liegenden  Graden.  Mithin  sind  die  beiden  genannten  Theile  des  Büschels  der 
eine  durch  die  Strahlen,  welche  die  Grade  r  schneiden,  mit  Einschluss  der  Grenz- 
strahlen RSj.y  RS'j:  und  der  andre  durch  die  entgegengesezten  Strahlen  ge- 
geben (Fig.  43). 

Ist  r'  eine  Parallele  zu  r  und  mithin  auch  zu  tf,  welche  durch  einen  Punkt 
Äi  eines  Strahls  RA  geht,  welcher   letztere   in  einem  der  obigen  Theile   des 
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Büschels  liegt,  so  bestimmt  die  Grade  r    mit  11  denselben  Theil  S^A,S\  der 

im  Unendlichgrossen  liegenden  Graden.  ^^^^^) 

Hern.  I.  Die  Figuj  aller  Punkte  der  Ebene,  welche  in  einem  durch  eine  Grade  der 
Ebene  bestimmten  Theil  des  Büschels  liegen,  ist  ein  Theil  der  Ebene  (Def.  I,  §  46). 

Satz  IL  jyie  liüsdiel  der  Ebetie,  deren  Centrefi  auf  derselben  Graden  des 
cfidlicJien  Gebiets  liegen,  werden  durch  diese  Grade  in  zwei  Theile  zerlegt,  die 
bezüglidi  in  denselben  beiden,  Theilen  dir  Ebene  gelegen  sind, 

11  und  J?'  seien  die  in  einer  Graden  6  gelegenen  Centren  der  beiden  Bü- 
schel und  r  eine  Parallele  zu  <y.  Die  Grade  /*  kann  man  als  Directrix  der 
beiden  Büschel  (Satz  III,  §  4G)  und  überdies  nach  Satz  I  als  Directrix  eines 
der  beiden  Theile  betrachten,   in  welche  die  Büschel  durch  die  Grade  6  ge- 

theilt  werden.     Zieht  man  durch  einen  Punkt  Jlf  z.  B 

^/\ ~ 1         innerhalb  {BA)  die  Parallele  zu  <y,  so  schneidet   sie 

/    \  /  (^'-^)  in  einem  inneren  Punkt  (Zus.  II,  Satz  I,  §  45) 

"j        j/\r  Im'       und  {HB)   in   einem  inneren  Punkt  M\     Da  die  Pa- 

/  N.    •  /  rallele   MM'   in  den  Theilen   der  Büschel   {Br)  und 

/ N^  {B'r)  liegt,  die  durch  r  und  6  bestimmt  werden,  so 

haben  diese  Theile  alle  Punkte  der  Graden  MM'  ge- 
meinschaftlich, welches  auch  der  Punkt  M  innerhalb 
des  Segments*  (ü-^l)  sein  mag.  Dasselbe  gilt,  wenn  M  auf  der  Verlängerung 
von  (BÄ)  von  jB  nach  A  hin  liegt  und  andre  Fälle  sind  in  dem  durch  B 
begrenzten  Strahl  BA  nicht  möglich  (Einl.  b,  §  36;  Def.  I,  §  7).  Mithin  ist 
jeder  Punkt  des  genannten  Theils  des  Büschels  (7ir)  ein  Punkt  des  Theils  des 
Büschels  (Ä'r)  und  aus  demselben  Grund  auch  umgekehrt.  Damit  ist  der  Satz 
bewiesen. 

Def.  L     Dem  Satz  U  entsprechend  sagen  wir  von  einer  Ebene,  sie  tverde 
durch  eine  ifirer  Graden  in  zwei  Theile  bezüglich  dieser  Graden  getheilt  (Bem.  I). 
Zus.  L    Die  bezüglich  einer  Graden  entgegengesetzten  Theile  der  Ebene  sind 
direct  und  umgekehrt  identisch. 

Denn  die  entgegengesetzten  Theile,  welche  durch  die  Grade  in  einem 
Büschel,  dessen  Centrum  auf  ihr  liegt,  bestimmt  werden,  sind  direct  und  um- 
gekehrt identisch  (Zus.  IL,  Satz  I,  §  47  und  Def.  I). 

Zus.  IL  Jede  Grade  r  liegt  zur  Hälfte  in  denjenigen  beiden  Theilen  der 
Ebene,  welche  durch  eine  andre  mit  ihr.  nidit  parallele  Grade  s  bestimmt  werden. 


xLVD)  Der  Satz  I  wird  folgendermassen  bewiesen: 

Nach  der  Def.  des  Büschels  (Rr)  (Anm.  XLI)  enthält  einer  der  Theile,  welche  durch 
die  zu  r  parallele  Grade  e  des  Büschels  bestimmt  werden,  die  Grade  r,  während  der  andre 
Theil  durch  die  entgegengesetzten  von  K  begrenzten  Strahlen  gegeben  ist,  welche  die 
(Jrade  r'  schneiden,  deren  Punkte  den  gleichen  Abstand  von  J?  haben,  wie  die  entsprechenden 
Punkte  von  r  (Fi^.  43  Seite  818). 

Wenn  BA  ein  Strahl  des  ersten  Theils  und  mithin  durch  M  begrenzt  ist,  so  liegt  ein 
Punkt  Ai  desselben  entweder  innerhalb  des  Segments  (RA)  oder  A  liegt  innerhalb  des 
Se^ents  {RAy),  weil  in  dem  von  R  begrenzten  Strahl  RA  andre  Fälle  nicht  möglich  sind 
(Eml.  b,  §  36  und  Anm.  III).  Die  von  A^  zu  a  parallel  gezogene  Grade  schneidet  die  Grade 
RB,  wenn  B  ein  Punkt  von  r  ist,  in  einem  Punkt  JE^i  derart,  dass  entweder  B^  innerhalb 
des  Segments  {BB)  oder  B  innerhalb  (MB,)  liegt  (Anm.  XLI  und  Zus.  II,  Satz  I,  §  45). 
Mithin  liegt  der  Punkt  JB,  auf  dem  durch  R  begrenzten  Strahl  RB,  womit  der  Satz  be- 
wiesen ist. 
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Die  im  Unendlichgrossen  liegenden  Punkte  der  Graden  s  sind  entgegen- 
gesetzte Punkte  und  werden  durch  das  Paar  der  im  Unendlichgrossen  liegenden 
entgegengesetzten  Punkte  der  Graden  r  voneinander  getrennt  (Satz  I,  §  29). 

Diese  letzteren  beiden  Punkte  bestimmen  mit  dem  Durchschnittspunkt  B 
der  beiden  Graden  (Zus.  ü,  Satz  III,  §  46)  die  beiden  auf  entgegengesetzten 
Seiten  der  Graden  s  liegenden  Hälften  der  Graden  r  (Def.  I,  Satz  11  und  I). 

Zus.  HL  Das  Segment,  welches  zwei  Punkte  verbhidet,  die  bezüglidi  einer 
Graden  auf  entgegengesetzten  Tlieileti  der  Ebene  liegen,  wird  von  dieser  Graden 
in  einetn  inneren  Punkt  geschnitten  und  unigekehrt. 

Denn  die  Grade,  welche  die  beiden  gegebenen  Punkte  X  und  Y  verbindet, 
ist  der  gegebenen  Graden  s  nicht  parallel  (Satz  I),  sie  schneidet  dieselbe  daher 
in  einem  Punkt  S  (Zus.  II,  Satz  EQ,  §  46).  Dieser  Pimkt  theilt  aber  die  erste 
Grade  in  zwei  bezüglich  der  Graden  s  in  entgegengesetzten  Theilen  gelegenen 
Strahlen  (Def.  I,  Satz  II  und  I).  Mithin  liegt  der  Punkt  S  innerhalb  des  Seg- 
ments (XY). 

Die  Umkehrung  des  Satzes  geht  daraus  hervor,  dass  SX  und  äY  entgegen- 
gesetzte Strdhien  sind  und  mithin  in  entgegengesetzten  Theilen  bezüglich  der 
Graden  s  liegen  (Def.  I). 

Zm.  IV.  Ein  Winkelscctor  (ah)  mit  dem  Scheitel  R  kann  dadurch  construirt 
werden,  dass  man  den  Scheitel  R  mit  den  Punkten  eines  beliebigen  Segments  (AB) 
verbindet,  dessen  Enden  in  a  und  b  liegen. 

(AB)  und  {A!B')  seien  zwei  Segmente,  deren  Enden 
in  a  und  b  liegen.  Wir.  wissen,  dass  das  Büschel  mit 
dem  Centrum  R  durch  die  zwei  Graden  AB  und  A'B' 
erzeugt  werden  kann  (Zus.  II,  Satz  IQ,  §  46);  wir  wissen 
aber  noch  nicht,  ob  auch  imser  Zusatz  gilt  und  haben 
von  dieser  Eigenschaft  bisher  nur  in  dem  Fall  Gebrauch 
gemacht,  wenn  AB  imd  AB'  parallel  sind  (Zus.  IV, 
Satz  I,  §  45). 

E  sei  ein  Punkt  innerhalb  des  Segments  (AB).  Die 
Strahlen  RA,  RB  sind  mithin  bezüglich  der  Graden 
RE  auf  entgegengesetzten  Seiten  der  Ebene  gelegen  und  also  auch  die  Punkte 
A'  und  B\  Das  Segment  (A'B')  wird  daher  von  RE  in  einem  inneren  Punkt 
(•Zus.  ni)  geschnitten  (Fig.  59).^^") 

XI.VIII)  j)er  gat2  U  (Anm.  XXXI)  und  die  Zusätze  I  und  III  werden  ebenso  bewiesen, 
nur  für  Zus.  II  gilt  ein  andrer  Beweis: 

Die  Grade  r  schneidet  s  in  einem  Punkt  S  (Zus.  II,  Satz  HI,  §  46  und  Anm.  XLV) 
und  gehört  mithin  zu  dem  Büschel  mit  dem  Centrum  S.  Die  beiden  Strahlen  von  r  aber, 
die  durch  S  begrenzt  werden,  liegen  in  den  bezüglich  der  Graden  s  entgegengesetzten 
Theilen  der  Ebene  (Satz  II).    Damit  ist  der  Zusatz  bewiesen.  *) 

ZuH.  IV  ist  schon  in  Anm.  XLVI  bewiesen  worden. 


1)  Die  Eigenschaften  der  Zusätze  I  und  II  werden  in  den  Elementarbüchem  der  Geo- 
metrie gewöhnlich,  stillschweigend  oder  nicht,  als  Axiome  gegeben.  EucUd,  Baltzer  u.  s.  w. 
setzen  sie  stillschweigend  voraus  De  Paoli^  z.  B.  (Elementi  di  geometria)  gibt  sie  in  den 
Postulaten  III,  3  und  4;  IV,  3;  V,  1;  Sannia  und  D'Ovidio  geben  dagegen  als  Postulate 
die  Zusätze  I,  II  und  III  (Elementi  di  geometria.     1886.     Post.  8,  4  u.  6;  S.  15—16).     Bei 
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§  51.  Sat0  L  Die  TJieile  der  Ebene,  welclie  durch  die  von  den  gegenüber- 
liegenden Seiteti  begrenzten  Winkelsectoren  eines  Dreiecks  bestimmt  werden,  fallen 
zusammen, 

ABC  sei  das  Dreieck  und  der  Sector  GAB  durch  die  Seite  BC  begrenzt. 

Wählt  man   auf  der  Seite  (AB)  einen  Punkt   D,  so  kann  der  Sector   CAB 
auch  durch  d6n  Scheitel  A  und  das  Segment  (CD)  erzeugt  werden  (Zus.  IV, 

Satz  n,  §  50).  Ist  ein  Punkt  E  iimer- 
halb  (CD)  gegeben  und  F  der  Durch- 
schnittspunkt von  AE  mit  der  Seite 
(CB)  (Zus.  IV,  Satz  H,  §  50),  so  ist, 

weil  der  Sector  ACB  durch  das  Seg- 

,ji^--""'"      \  ment  (AF)  erzeugt  werden  kann  und 

jj   y^i^     ' \'ß \  D  ein  Punkt  innerhalb  {AB)  ist,  auch 


E  ein  Punkt  innerhalb  {AF)  (Zus.  IV, 
Pig  ßo.  Satz  II,  §  50).    {CD)  ist  aber  ein  Seg- 

•^  ment  innerhalb  des  Sectors  A  CB\  folg- 

lich fällt  der  Theil  der  Ebene,  welcher  durch  den  von  der  Seite  {GB)  be- 
grenzten Sector   CAB  bestimmt  wird,  mit  dem  Theil   der  Ebene   zusammen, 

welcher  durch  den  von  der  Seite  {AB)  begrenzten  Sector  ACB  bestimmt  wird 
(Einl.  Def.  V,  §  57). 

Aehnlich   weist   man  dieselbe  Eigenschaft   bezüglich   des    dritten   Sectors 

ABC  nach  (Fig.  60). ") 

Def,  I.  Der  Theil  der  Ebene,  welcher  von  den  durch  die  gegenüber- 
liegenden Seiten  begrenzten  Winkelsectoren  des  Dreiecks  bestimmt  wird,  heisst 
der  innere,   der  übrige  Theil  der  Ebene  der  äussere  Theil  des  Dreiecks. 

Die  durch  die  drei  Seiten  {AB),  {AC),  {CB)  des  Dreiecks  allein  gebil- 
dete Figur  heisst  der  Perimeter  oder  Umfang  des  Dreiecks. 

Unter  innerem  oder  äusserem  Punkt  eines  Dreiecks  versteht  man  einen 
Punkt  des  inneren  oder  äusseren  Theils,  welcher  jedoch  nicht  auf  dem  beiden 
Theilen  gemeinschaftlichen  Umfang  liegt. 

Def,  IL  Eine  Figur,  deren  sämmtliche  Punkte  innere  oder  äussere  Punkte 
des  Dreiecks  sind  und  zum  Theil  auch  auf  dem  Umfang  (Def.  I)  liegen  können, 
heisst  innere  oder  äussere  Figur  des  Dreiecks. 

den  Postulaten  über  die  Zulässigkeit  der  ümkehrung  eines  Winkels  {ah)^  bei  der  Rotation, 
die  man  der  Ebene  um  eine  beliebige  ihrer  Graden  gibt,  bis  sie  durch  einen  beliebigen 
Punkt  des  Raumes  geht  (ohne  Definition  ist  hier  der  Kaum  zu  drei  Dimensionen  verstanden 
—  siehe  Buch  Ell) ,  bei  dem  Gleiten  der  Ebene  längs  einer  ihrer  Graden  und  der  Rotation 
um  jeden  ihrer  Punkte  in  zwei  entgegengesetzten  Richtungen  wird  das  Postulat  der  Be- 
wegung ohne  Deformation  (§  37;  benutzt  und  die  Zus.  II,  lU  des  Satzes  I;  Zus.  I,  Satz  II; 
Satz  III  in  §  47  und  Satz  II,  §48  einfach  vorausgesetzt,  während  wir  sie  in  den  vor- 
stehenden Anm.  auch  ohne  Benutzung  des  Unendlichgrossen  bewiesen  haben.  Davon  ist 
nur  der  Zus.  I^  Satz  II,  §  47  ausgenommen,  der  später  bewiesen  werden  soll.  Ebenso 
werden  stillschweigend  oder  nicht  andre  Postulate  aufgestellt,  die  wir  dagegen  beweisen. 

1)  In  diesem  Fall  kann  man  nicht  statt  Winkelsector  Winkel  setzen,  es  sei  denn  man 
wolle  das  Wort  „Winkel"  stets  im  Sinn  von  Winkelsector  gebrauchen  (Def.  I,  II,  §  38). 
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ZiiS,  L  Eine  Grade,  die  durch  einefi  Scheitel  und  einen  inneren  Punkt  des 
Dreiecks  geht,  schneidet  die  gegenüberliegende  Seite  in  einem  inneren  Punkt  (Def.  I 
und  Satz  I). 

Zus,  IL  Zivei  Grade,  die  durch  zwei  Sdieitel  und  zwei  innere  Punkte  der 
gegenüberliegenden  Seiten  des  Dreiecks  gehen,  schneiden  sich  in  einem  inneren  Punkt 
des  Dreiecks. 

Denn  A  und  C  seien   die  beiden  Scheitel,  D  und  F  die  inneren  Punkte 

der  gegenüberliegenden  Seiten.  Der  Sector  AGB  kann  durch  C  und  das  Seg- 
ment {AF)  erzeugt  werden  und  weil  (CD)  innerhalb  dieses  *Sectors  liegt,  so 
schneidet  es  (AF)  in  einem  inneren  Punkt  E  (Zus.  IV,  Satz  11,  §  50)  (Fig.  60). 

Zus,  HL  Das  Segment  ztveier  beliebiger  Punkte,  die  innerhalb  eines  Dreiecks 
oder  auf  zweien  seiner  Seiten  liegen,  ist  innerh<iH)  des  Dreiecks. 

E  und  E'  seien  die  inneren  Punkte  des  Dreiecks.  Das  von  A  über  E 
hinaus  verlängerte  Segment  {AE)  trifft  die  gegenüberliegende  Seite  in  einem 
Punkt  F  (Def.  I)  und  das  Segment  {AF)y  welches  E  enthält,  liegt  innerhalb 
des  Dreiecks  (Def.  ü).  Ebenso  schneidet  das' Segment  {AE'^  über  E'  verlän- 
gert die  gegenüberliegende  Seite  iCB)  in  einem  inneren  Punkt  F\     Der  Sector 

FAF'  liegt  innerhalb  des  Dreiecks,  weil  er  ein  Theil  des  Sectors  GAB  ist 
(Def.  I).  Das  Segment  {EF')  liegt  innerhalb  des  Dreiecks  FAF'  (Zus.  I)  und 
das  Dreieck  AEF  innerhalb  des  Dreiecks  ÄFF'  (Einl.  a,  §  13;  Def.  I  u.  II). 
Das  Segment  (EK)  liegt  innerhalb  des  Dreiecks  AEF  (Zus.  I),  mithin  auch  des 
Dreiecks  FAF'  und  des  Dreiecks  ABG  (Einl.  a,  §  13;  Def.  I  u.  H)  (Fig.  60). 

Zus,  IV.  Ein  Dreieck,  dessen  Sclieitd  innerhalb  eines  andern  Dreiecks  oder 
auf  dessen  Seiten  liegen,  ist  innerhalb  des  zweiten  Dreiecks. 

Denn  ist  ÄB'G'  das  erste  gegebene  Dreieck,  so  liegen  die  Seiten  {AB'), 
{A'G'),.  (B'G')  innerhalb  des  Dreiecks  ABG  (Zus.  ül);  der  innere  Theil  des 
Dreiecks  A' B'  G'  ist  aber  durch  die  Strahlen  eines  jeden  seiner  Sectoren  z.  B. 

ÄB'G'  gegeben,  der  durch  die  gegenüberliegende  Seite  {A!  G')  begrenzt  wird 
(Def.  I).  Dies  sind  aber  innere  Strahlen  des  Dreiecks  ABG  (Zus.  LH)  und 
mithin  liegen  alle  Punkte  des  Dreiecks  ÄB'G'  mit  Ausnahme  derjenigen,  die 
auf  seinen  Seiten  liegen  (Def  1),  ionerhalb  des  Dreiecks  ABG.  Damit  ist  der 
Zus.  bewiesen  (Def.  U). 

Bern.  I.  Ein  Dreieck  ist  durch  die  drei  Graden  seiner  drei  Eckpunkte  bestimmt 
(Def.  II,  §  D)  und  da  zwei  Grade  einer  Ebene,  welche  sich  in  dem  endlichen  Gebiet 
schneiden,  in  diesem  vier  consccutive  Winkelsectoren  bestimmen,  von  denen  je  zwei  ent- 
gegengesetzt sind  (Def.  I,  §  50  und  Def.  II,  §  46),  so  bestimmen  die  drei  Seiten  des  Dreiecks 
zu  je  zweien  zwölf  ebene  Winkelsectoren. 

Def  IIL  Die  drei  ebenen  Sectoren  ABG,  BGA,  GAB  des  Dreiecks  ABG 
lieissen  die  inneren  Sectoren  (Winkel)  des  Dreiecks  und  lässt  man  die  ihnen 
entgegengesetzten  Winkelsectoren  (Winkel)  ausser  Betracht,  so  heissen  die 
übrigen  sechs  durch  die  drei  Seiten  in  der  Ebene  bestimmten  Sectoren  (Winkel) 
(Bern.  1)  Aussensectoren  (-winket)  des  Dreiecks. 
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Bern.  11^  Die  Graden  des  Dreiecks  ABC  theilen  daher  die  Ebene  in  sieben  Theile, 
nämlich  den  inneren,  die  drei  den  Scheiteln  der  Innenwinkel  entgegengesetzten  und  die  drei 
übrigen  Theile  dieser  Winkel. 

Def.  IV.  Die  Theile  der  Ebene,  von  denen  jeder  begrenzt  wird  durcli 
eine  Seite  des  Dreiecks  und  die  Verlängerungen  der  beiden  andern  in  der  Rich- 
tung, welche  von  dem  der  gegebenen  Seite  gegenüberliegenden  beiden  gemein- 
schaftlichen  Scheitel  ausgeht,  heissen  depi  ebenen  Innensedoren  (-tvinkeln)  hezüglich 
der  Seiten  entgegengesetzte  TJieile. 

2kis.  F.  Wenn  ein  Punkt  misserhalb  eines  Dreiecks  liegt,  so  schneidet  von 
den  drei  Graden,  tvdclie  ihn  mit  den  Eckpunkten  verbindefi,  nur  eine  Grade 
eine  Seite  in  eitmn  inneren  Punkt  und  diese  Seite  liegt  dem  in  dieser  Graden  ent- 
Jialtenen  Eckpunkt  gegenüber. 

Liegt  ein  Punkt  E  innerhalb  eines  Dreiecks,  d.  h.  in  dem  inneren  Theil  1 
des  Dreiecks,  so  schneiden  die  Graden  ÄE,  BEy  CE  die  Seiten  (liC\  (ÄC\ 
(AB)  in  inneren  Pimkten  (Zus.  I).  Befindet  sich  der  Punkt  E  dagegen  in 
einem  der  den  Scheiteln  entgegengesetzten  Theile  z.  B.  in  dem  dem  Scheitel  Ä 
entgegengesetzten  Theil  11 ,  so  schneidet  die  Grade  ÄE  die  Seite  BC  in  einem 
inneren  Punkt  (Zus.  I),  während  die  Graden  BE  und  CE  die  Seiten  (ÄC)  und  ^ 
(AB)  in  inneren  Punkten  nicht  schneiden  können,  weil  sonst  der  Punkt  E  ein 
innerer  Punkt  wäre  (Zus.  II). 

Dasselbe  gilt,  wenn  der  Punkt  E  in  einem  den  Innensectoren  bezüglich 
der  Seiten  entgegengesetzten  Theile   liegt  (Def.  IV)  z.  B.  in  dem  dem  Sector 

BAC  bezüglich  der  Seite  (BC)  entgegengesetzten  Theil  II '  (Zus.  IV,  Satz  U, 
§  50)  (Fig.  60). 

Satz  II.  Wenn  eine  Grade  der  Ebene  ei^tes  Dreiecks  nicht  durch  einen 
der  Eckpunkte  geht  und  eine  Seite  in  einefn  imieren  Funkt  schneidet,  so  trifft  sie 
von  den  beiden  andern  die  eine  in  einem  inneren,  die  atidre  in  einem  äusseren 
Punkt 

Wir  wählen  auf  einer  der  Seiten  z.  B.  (BC)  einen  Punkt  F.     Der  ebene 

Sector  FACy  welcher  durch  das  Segment  (FC)  begrenzt  wird,  liegt  ganz  in 
dem  inneren  Theil  des  gegebenen  Dreiecks   (Zus.  IV,  Satz  I),   welches  so  aus 

den  inneren  Theilen  der  beiden  Dreiecke  BAF^  FAC  besteht.  Der  AFC 
entgegengesetzte  Sector  hat  zu  Schenkeln  den  Strahl  FB  und  die  Verlängerung 
von  (AF)  über  F  hinaus  und  hat  desshalb  ausser  dem  Segment  (FB)  keinen 

andern  Punkt  mit  dem  Nebensector  AFB  gemeinschaftlich,  weil  das  Büschel 
vom  Centrum  F  in  der  Ebene  (Satz  HI,  §  46),  wie  jedes  andre  Büschel,  ein- 
fach geschlossen  ist  (Satz  I,  §  30).     Jede  Grade  daher,  die  durch  F  geht  und 

in  dem  Sector  AFC  und  seinem  Scheitelsector  enthalten  ist,  schneidet  die 
Seite  (AC)  in  einem  inneren  Punkt  (Zus.  I,  Satz  I);  während  sie  die  Seite  (AB) 
nur  in  einem  ihrer  äusseren  Punkte  treflPen  kann  (Zus.  IV,  Satz  U,  §  50).   Liegt 

df^egen  die  durch  F  gehende  Grade  innerhalb  des  Sectors  AFB  imd  semes 
Scheitelsectors,  so  schneidet  sie  die  Seite  (AB)  in  einem  inneren  imd  die  Seite 
(A  C)  in  einem  äusseren  Punkt.    Da  aber  jede  durch  F  gehende  Grade  in  zweien 
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der  entgegengesetzten  Sectoren,  welche  die  ganze  Ebene  um  F  bilden  (Def.  I, 
§  30  und  Def.  I,  §  46),  liegen  muss,  so  ist  damit  der  Satz  bewiesen  (Fig.  60). 

Zus,  L  Wenn  eine  Grade  zwei  Seiten  des  Dreiecks  in  äusseren  Punkten 
schneidet^  so  trifft  sie  auch  die  dritte  in  einem  äußeren  Punkt 

Denn  träfe  sie  die  dritte  Seite  in  einem  inneren  Punkt,  so  würde  sie  auch 
eine  der  beiden  andern  Seiten  in  einem  inneren  Pimkt  treffen. 

Satz  III.  Wenn  eine  Grade  einen  Punkt  innerhalb  eines  Dreiecks  hat,  so 
niuss  sie  den  Umfang  des  Dreiecks  in  zwei  Punkten  schneiden. 

Denn  g  sei  .die  Grade,  E  ihr  Punkt  innerhalb  des  Dreiecks  ABC  und  F 
der  Durchschnittspunkt  von  AE  mit  der  gegenüberliegenden  Seite  (DC).  Be- 
trachtet man  die  Dreiecke  ABF^  ACF,  von  denen  je  zwei  Seiten  entweder 
Seiten  des  gegebenen  Dreiecks  oder  Theile  derselben  sind,  so  schneidet  die  Grade 
g^  weil  sie  die  gemeinschaftliche  Seite  {AF)  in  einem  inneren  Punkt  trifft,  eine 
andre  Seite  eines  jeden  Dreiecks,  welche  eine  Seite  oder  ein  Theil  einer  Seite 
des  gegebenen  Dreiecks  ist,  in  einem  inneren  Punkt.  Damit  ist  der  Satz  be- 
wiesen (Fig.  60). 

Zus,  Die  Segmente,  welche  einen  Punkt  0  innerhalb  eines  Dreiecks  mit  den 
Punkten  der  Seiten  verbinden,  enthalten  alle  Punkte  des  inneren  Theüs  des  Dreiecks. 

Denn  alle  diese  Segmente  liegen  innerhalb  des  Dreiecks  (Zus.  III,  Satz  I). 
Wenn  0'  ein  beliebiger  innerer  Punkt  ist,  so  schneidet  die  Grade  00'  den 
Umfang  des  Dreiecks  in  zwei  Punkten,  von  denen  einer  auch  ein  Eckpunkt 
sein  kann.     Damit  ist  der  Zusatz  bewiesen  (Def.  I,  §  2  und  Def.  I).^^^^) 

Bern.  III.  Je  zwei  Aussen winkel  eines  Dreiecks  (Def.  III)  sind  Nebenwinkel  des  Innen- 
winkels, welcher  denselben  Scheitel  hat.  ^) 


xLix^  Die  Eigenschaften,  die  wir  in  diesem  Paragraphen  behandelt  haben,  werden  auf 
dieselbe  Weise  unter  Zugrundelegung  der  in  den  früheren  Anmerkungen  bewiesenen  Sätze 
nachgewiesen.  Nur  muss  mau,  wenn  der  Ausdruck  „im  ünendlichgrossen  liegender  Punkt 
zweier  parallelen  Graden"  nicht  gebraucht  werden  soll,  im  Satz  III  darauf  aufmerksam 
machen,  dass  die  Grade  einer  der  beiden  Seiten  parallel  sein  kann,  d.  h.  der  Durchschnitts- 
punkt mit  dieser  Seite  nicht  existirt. 

Wir  bemerken  hier  noch,  dass  die  Einführung  dieses  Ausdrucks  auch  in  die  Elementar- 
bücher die  Sätze  gleichförmiger  macht. 

1)  Ein  Polygon  heisst  cmivex,  wenn  jede  Seite  desselben  die  übrigen,  welche  keinen 
Eckpunkt  mit  ihr  gemeinschaftlich  haben,  in  äusseren  Punkten  schneidet. 

Aus  dieser  Definition  folgt,  dass  eine  Seite  die  Ebene  in  zwei  Theile  zerlegt,  in  deren 
einem  das  ganze  Polygon  liegt,  oder  dass,  wie  man  auch  sagt,  eine  Seite  des  convexen 
Polygons  alle  andern  auf  derselben  Seite  lässt  (Def.  II  und  Zus.  UI,  Satz  II,  §  50). 

Daraus  geht  dann  sofort  hervor,  dass  eine  Diagonale  eines  gegebenen  convexen  Poly- 
gons ylj  Aj ^Ij ,  . . . ,  -4.^ ,  dessen  Seiten  A^A^^  A^A.^^  ^3 -^^4 7  •  •  •  ?  A^^_^A^^  ^«-^i  sii^d,  z.  B. 
A^  A^  auf  der  einen  Seite  der  Ebene  die  Eckpunkte  A^A,^  . . .  A^_^  und  auf  der  andern 
A^,^A.^...A^  liegen  hat.  Es  folgt  auch,  dass  die  Verlängerungen  der  Seiten  (A,^A^^... 

. . .,  {A^^A^)  bezüglich  in  den  Nebensectoren  zu  A^_^A^A^  ^  . .  .^  A^A^A^  liegen.    Sind  diese 

Eigenschaften  aufgestellt,  so  lässt  sich  mit  Hülfe  der  Sätze  dieses  Paragraphen  und  speciell 
des  Satzes  III  leicht  das  folgende  Theorem  beweisen: 

FAne  Grade  der  IJbetie  ein^s  convexen  Folygotis,  welche  nicht  durch  ehien  seiner  Eck- 
punkte geht  und  eine  Seite  desselben  in  einem  inneren  Punkt  trifft,  schneidet  eine  zweite  Seite 
und  nur  eine  in  einem  inneren,  alte  übrigen  in  äusseren  Punkten. 

ÜJitie  Grade  kann  den  Umfang  eines  Polygtyns  nioht  in  mehr  als  zwei  Punkten  schneiden. 


i-rj 
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11. 

Die  Winkel,   welche  zwei   parallele  Grade  mit  einer  gemeinsamen  Dnrcli- 
schnittslinie  machen.  —   Die  Theile  eines  ebenen  Streifens  bezüglich  einer 

Graden. 

§  52.  Bern.  I.  Es  seien  zwei  parallele  Grade  r  und  r'  und  eine  gemeinschaftliche 
Durchschnittslinie,  welche  sie  in  den  Punkten  A  und  A'  schneidet,  gegeben  und  J2  sei  der 
Mittelpunkt  des  Segments  '{AA').  Die  Grade  AA'  theilt  die  Ebene  in  zwei  entgegen- 
gesetzte und  gleithe  Theile,  in  welchen  die  beiden  entgegengesetzten  Theile  von  r  und  r' 

bezüglich  der  Punkte  A  und  A'  liegen  (Zus.  II,  Satz  II, 
§  50).  X^  sei  der  auf  der  einen  Seite  der  Durch- 
schnittslinie im  Unendlichgrossen  liegende  Punkt  von 
r  und  r',-  welchen  Uuf  derselben  Seite  der  Strahl  s 
mit  R  verbindet  und  X^  der  zu  X^^  entgegengesetzte 
Punkt.  ^^— -^     ^^-— *v^     ^^^— -*N.      ^^-^— ^ 

Die  Winkel  X^AR,  X'^AR,  X'^A'R,  X^A'R 
wollen  wir  bezüglich  mit  a  und  ß,  a  und  ^'  be- 
zeichnen, femer  die  Scheitelwinkel  zu  a  und  ß  mit  S 

rL-J:i2 r^Hj^p "^d  y  "»^  zu  a    und  f'  mit  S'  und  y.    Die  Winkel 

a  und  y,  f  und  d;  a    und  y',  (3'  und  d'  sind  Neben- 
winkel; ebenso  die  Winkel  a  und  f,  y  und  ä;  a'  und 
Fig.  61.  .   1?',  y'  und  *'. 

Oflfenbar  liegen  die  Winkel  a  und  et'  ß  und  ß\ 
y  und  y',  ^  und  8'  nach  ihrer  Definition  in  entgegengesetzten  Theilen  der  Ebene  bezüglich 
der  Graden  AA\  während  die  Winkel  a  und  y,  ß'  und  d',  a'  und  y',  f  und  d  in  dem- 
selben Theil  der  Ebene  bezüglich  dieser  Graden  AA*  liegen  (Fig.  61). 

D^,  L  Die  Winkelsectoren  (Winkel)  a  und  ß,  a  und  /3'  nach  der  Be- 
zeichnung in  Bern.  I  heissen  innere;  y  und  d,  y'  und  d'  äussere; 

a  und  /3',  a    und  /3  innere  Ergänzungswinkel, 

y  und  rf',  y'  und  ä  äussere         „  „ 

/3  und  ß',  a  und  a'  innere  Wechselwinkel,  • 

y  und  y',  d'  und  d'  äussere        „         „ 

a  und  d',  /3'  und  y,  a'  und  d,  ß  und  y' 
Gegenwinkel.^) 
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Der  umfang  des  Polygons  ist  durch  seine  Seiten  gegeben  und  der  innere  Theil  des- 
selben durch  denjenigen  der  Dreiecke,  welche  einen  Eckpunkt  gemeinschaftlich  und  die 
Seiten  des  Polygons  zu  Seiten  haben.     Man  beweist  dann: 

Wenn  ein  Funkt  einer  Graden  innerJutlb  eines  cmwexen  Polygons  liegt,  so  scJoieidet  die 
Grade  fiothtcendiger  Weise  den  Umfang  des  Polygons  in  zwei  Pu/nkten.  . 

Der  Satz,  dass  eine  Grade,  von  welcher  ein  Punkt  im  Innern  und  einer  ausserhalb 
eines  convexen  Polygons  liegt,  den  umfang  desselben  wenigstens  in  einem  Punkt  schnei- 
den muss,  wird  von  Sannia  und  l^Ovidio  als  Postulat  gegeben  (a.  a.  0.  S.  50).  Euclid, 
Legendre  u.  A.  setzen  ihn  stillschweigend  voraus;  De  Paulis  (a.a.O.  S.  71  u.  114)  behandelt 
ihn  als  selbstverständlich  ohne  Postulat  und  ohne  Beweis,  indem  er  davon  ausgeht,  dass 
der  Umfang  des  Polygons  eijie  geschlossene  Linie  ist  (siehe  Anm.  zu  §  60).  Der  Beweis, 
den  Faifofer  (Elemente  der  Geom.  S.  43,  1886)  gibt,  ist  «nicht  ausreichend,  wie  er  selbst 
bemerkt;  wemi  die  Definition  der  Linie  fehlt,  so  fehlt  auch  die  Basis  für  den  Beweis  seiner 
Sätze  (siehe  Vorr.). 

'')  An  dieser  Stelle  kann  man  die  Definition  von  parallelen  Strahlen  und  Segmenten 
von  derselben  imd  entgegengesetzter  Richtung  geben,  nämlich: 

Def.  Die  Strahlen  zweier  parallelen  Graden  heissen,  wenn  sie  auf  derselben  Seite 
einer  sie  schneidenden  Graden  von  den  Durchschnittspunkten  aus  gerechnet  liegen,  von 
derselben  Richtung;  liegen  die  beiden  parallelen  Strahlen  dagegen  auf  entgegengesetzten 
Seiten,  von  entgegengesetzter  Richtung. 

Veroneso,  Geometrie.  23 
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Gleiche  Benennungen  können  auch  gebraucht  werden,  wenn  die  (Jraden  r 
und  r    nicht  parallel  sind. 

Satz  L  Die  inneren  imd  umsseren  Wechseltoinkd,  welche  zwei  paraUde  Grade 
mit  einer  Dtirchschnittslinie  hilden,  sind  gleich. 

Wählt  man  auf  dem  Strahl  (ÄX^)  der  Graden  r  einen  Punkt  B,  so  liegt 
der  Punkt  B',  welcher  bezüglich  iJ  symmetrisch  zu  B  auf  der  Graden  MB 
sich*  befindet,  auf  dem  zu  RB  entgegengesetzten  Strahl  EB\  der  in  dem  Winkel 

X'^RÄ'  enthalten  ist.    Mithin  liegt  der  Punkt  B'  auf  dem  Strahl  (Ä'X'^)  der 
Graden  r'  (Satz  I,  ü,  §  43).     Die  beiden  Dreiecke  BARy  B'Ä'R  sind  gleich 

und  desshalb  ist,  da  BÄR  «=  «,  B'  A'R  =  a, 

a  =  a 
und  ähnlich  ß  =^  ß' 

und  weil  a  ==  tf ,  /3  =  y ;  «'  =  (J',  /3'  =  y'  ist, 
so  erhält  man  auch 

y  =   /5',    y  =  y'  .  (Satz    IV,   §    15) 

Bez.    Einen  flachen  Winkel  bezeichnen  wir 'auch  mit  dem  Buchstaben  ar. 

Satz  IL  Die  inneren  und  äusseren  Ergänzungswinkel,  weldie  zwei  parallele 
Grade  mit  einer  gefueinsamen  DurchschniUslinic  madien,  sind  Supplementwinkel. 

Denn  es  ist 

a  -^  ß  =a'+/S'=3r 
und  weil  ß  =  ß' 

a  +  ß'  =  a'  +  ß  =  :jc  {Bei,  II,  §  38) 

und  ähnlich 

(J  -j-  y'  s=  d'  +  y  =  Ä. 

Satz  HL  .  Wetm  zwei  Grade  r  und  r'  gleiche  innere  Wechsdwirücel  mit 
einer  gemeinsamen  Durdisdmittslinie  bilden,  so  sind  sie  parallel. 

Denn  A  und  A'  seien  die  Durchschnittspunkte  der  Transversalen  mit  den 
beiden  Graden  r  und  r';  X^,  X'^;  Y^,  Y'^  seien  die  im  Unendlichgrossen 
liegenden  Punkte  von  r  und  r'  derart,  dass  die  Segmente  {AX^)y  {A'  Y^)  von 

Mit  diesen  Ausdrücken  soll  nur  die  Lage  der  parallelen  Strahlen  bezüglich  einer  ihrer 
Durchschnittslinien  bestimmt  werden. 

Satz.  Zwei  parallele  Strahlen  von  derselben  oder  entgege^igesetzter  BicMung  hezügh'eh 
einer  ihrer  Durchschnittslinien  AA'  sind  es  auch  bezüglich  einer  beliehige^i  andern  gemein- 
samen  Transversalen. 

j4,  A^'  sei  eine  andre  gemeinsame  Transversale.  Es  sind  zwei  Fälle  möglich :  entweder 
liegen  Jl, ,  A^  auf  derselben  oder  auf  entgegengesetzten  Seiten  bezüglich  der  Graden  AA' 
(Def.  I,  §  50  imd  Anm.  XLVIII).  Im  ersten  Fall  haben  die  Strahlen  AA^^  A'  A^  dieselbe 
Richtung  bezüglich  der  Graden  AA'  (Def).  Die  Segmente  {AA').^  {A^A()  können  keinen 
Punkt  gemeinschaftlich  haben,  sonst  befänden  sich  die  Punkte  A^  und  A/  auf  entgegen- 
gesetzten Seiten  bezüglich  der  Graden  AA'  (Zus.  III,  Satz  II,  §  50  und  Anm.  XLVIII). 
Folglich  liegen,  wie  man  sich  leicht  überzeugt,  auch  -et  und  A'  auf  derselben  Seite  der 
Graden  A^Ay\  daher  sind  die  Strahlen  A^A^  A^ A'  ebenso  wie  die  entgegengesetzten 
Strahlen  AA^^  A' A^'  von  derselben  Kichtung  bezüglich  der  Graden  A^A^'.  Parallele 
Strahlen  von  entgegengesetzter  Richtung  bezüglich  der  Graden  AA'  haben  mithin  auch 
entgegengesetzte  Richtung  bezüglich  der  Graden  A^A^ . 

Liegen  dagegen  ^,  und  A^'  auf  entgegengesetzten  Seiten  von  AA' .,  so  liegen  auch  die 
Punkte  A  und  A'  bezüglich  der  Transversalen  A^A^  ho.  Mithin  haben  die  Strahlen  -4,^, 
A' Ay  dieselbe  Richtung  bezüglich  der  Graden  AA'  und  auch  bezüglich  der  Graden  A^A^ . 
Damit  ist  der  Satz  bewiesen. 
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r  und  r'  auf  derselben  Seite  von  ÄÄ'  (Def.  I,  §  50)  und  mithin  die  Segmente 
(ÄX'J)y  (Ä'  F^)  auf  der  entgegengesetzten  Seite  liegen  (Zus.  ü,  Satz  11,  §  50). 
Nach  der  Voraussetzung  ist 


XAÄ'  =  Y'A'A. 

OC  CD 

Wenn  r    nicht  parallel  zur  Graden  r  ist,  so  lässt  sich  durch  den  Punkt 
A'  eine  Grade  r"  parallel  zu  r  ziehen  und  es  muss  dann 


00  00 

sein;  d.  h.  es  gäbe  zwei  Strahlen  {Y'^A')  und  (X^  J.'),  welche  denselben  Winkel 
mit  dem  Strahl  A'  A  um  A'  und  in  demselben  Theil  der  Ebene  bezüglich  der 
Graden  AA'  von  dem  Strahl  -4' -4  an  bildeten.  Dieses  ist  nicht  möglich,  weil 
das  Strahlenbüschel  ein  einfach  geschlossenes  und  überdies  in  der  Position 
seiner  Theile  iientisches  System  ist  (Satz  I,  Def.  I,  §  30  und  Satz  HI'  §  47). 
Die  beiden  Gr^en  r  und  r  müssen  daher  parallel  sein  imd  die  Punkte  X^ 
imd  Z^,  X'    und  Z'   also  zusammenfallen.^) 

OC  7  OD  OD  / 

")  Die  Beweise  der  Sätze  I,  11  u.  HI  kann  man  leicht  dadurch  von  den  im  Unendlich- 
grossen liegenden  Punkten  unabhängig  machen,  dass  man  andre  Punkte  benutzt;  man  kann 
aber  auch  von  dem  uneigentlichen  Punkt  im  Unendlichgrossen  (Anm.  XLIV)  Gebrauch 
machen;  die  Beweise  bleiben  dann  dieselben. 

Für  das  endliche  Gebiet  allein  ist  in  diesen  Anmerkungen  noch  nicht  bewiesen  worden, 
dasR  zwei  Winkel  mit  parallelen  Schenkeln  von  derselben  Sichtung  gleich  sind.  Mit  Hülfe 
des  Unendlichgrossen  hatte  sich  dies  leicht  beweisen  lassen  (Satz  I;  §  40). 

_  Dieses  Theorem   folgt   für  Winkel,   welche   in   einer 

Ebene  liegen,   aus  Satz  U.    Der  Beweis   kann   folgender- 

massen  gegeben  werden: 

BAC^  B' A' C  seien  die  beiden  Winkel  und  es  sei 

(-45)  #  (^'-B'),  (^-^i)  #  (^' A')-     ^^  verbinde  A   mit 
A\  dann  ist 


BAA'  =  B'A'I)'',   CAA'  =  C'A''D\    (Satz  II) 
weil  aber 


so  folgt: 


BAA'  =BAC+  CAA'',  B'A'B'  ^  B'A'C  +  C A'D\ 

BACzzB'A'C.        (Anm.  XLVI  u.  Einl.  g^,  §  73)  (Fig.  62) 

Um  diesen  Satz  allgemein  zu  beweisen,  hat  man  nur  den  Beweis  für  den  Raum  von 
drei  Dimensionen  nöthig  (siehe  Buch  EI),  weil  zwei  parallele  Ebenen,  wie  A' B' C ^  ABC 
immer,  wie  wir  sehen  werden,  in  einem  Raum  von  drei  Dimensionen  enthalten  sind.  Da 
wir  uns  in  den  mit  Römischen  Ziffern  bezeichneten  Anmerkungen  auf  die  Ebene  allein 
beschränken ;  so  wollen  wir  hier  diesen  Beweis  geben,  den  man  eigentlich  erst  nach  der 
Construction  des  genannten  Raums  bringen  dürfte. 

Ist  also  dieser  Raum  construirt  und  der  Parallelismus  zweier  Ebenen  definirt,  so  lässt 
sich  leicht  beweisen: 

1)  dass  zwei  parallele  Ebenen  von  einer  dritten  Ebene  in  parallelen  Graden  geschnitten 
werden,  zwei  parallele  Grade  dagegen  in  einer  Ebene  liegen  (Zus.  IV,  Satz  V,  §  46  u.  Anm.  XLV). 

2)  dass  parallele  Segmente  zwischen  parallelen  Ebenen  gleich  sind. 
Alsdann  gibt  man  den  folgenden  Beweis: 

Die  Graden  AB^  A' B' \  AC,  A' C  sind  bezüglich  in  einer  Ebene  gelegen  [1)1  und 
weil  {AA^)~  {A'A'),  so  ist  {A,A')  :^  {AA').  Die  Ebene  A,A;B  schneidet  die  Ebene 
A' B' C  in  der  Graden  A^'B',  welche  der  Graden  A^B  parallel  ist  [1)].  Denkt  man  sich 
durch  AA'  eine  Ebene  parallel  zur  Ebene  A^BA^*  gelegt,  so  ist  {AB)  ~  {A' B')  \p!)'\  und 
mithin  {BB')^  {A,  A,')  (Zus.  T,  Satz  II,  §48  und  Anm.  XXXVUI),  woraus  (^^  B)  =(^/i')  folgt. 
Femer  sind  die  Dreiecke  ABA^,  A' B' A^  gleich,  weil  sie  ihre  drei  Seiten  gleich  haben 
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§  53.  Sats  I.  Eine  Grade,  wdche  die  Sdiehkd  eines  ä>enen  Streifens  ver- 
Hndet,  haUnrt  den  Streifen. 

r  und  r'  seien  die  Schenkel  des  Streifens,    welche   parallel ,  sein   mQssen 
(Def.  in,  §  47)  imd  ÄÄ'  sei  die  Transversale,  welche  r  und  r'  in  den  Punkten 
Ä  und  A'  sehneidöt.  . 

Um  zu  beweisen,  dass  die  beiden  Theile 
X'^AÄ'X'^,  X^A'AX^  identisch  sind,  stellen 
j-  ,^  ■  //  .  ;  —^_\-^  wir  fest,  dass  diejenigen  Punkte  sich  entsprechen, 
welche  mit  dem  Mittelpunkt  R  von  AA'  in  einer 
Linie  liegen  und  bezQgb'ch  jB  symmetrisch  sind 
(Def.  n,  §  35).  Wählt  man  auf  den  Segmenten 
IaX^),  (A'X'J  zwei  Punkte  B  und  C,  so  liegen 
die  entsprechenden  Punkte  B'  imd  C  auf  den 
Segmenten  (A'XJ,  {AX^)  (Safe  R,  §  43)  und 
80  dass  (^  C)  #  (BC).  ist  (Zus.  I,  Satz  I,  §  43). 
'  Wählt  man  zwei  andre  Punkte  X  und  Y  des  ersten  Theils,  so  haben  die  ent- 
sprechenden Punkte  X'  und  Y"  auf  den  zu  BX  und  RY  entgegengesetzten 
Strahlen  gleichen  Abstand  von  R.  Die  beiden  Dreiecke  RXY,  RX' Y'  sind 
mithin  gleich,  weil  sie  zwei  Seiten  und  den  eingeschlossenen  Winkel  gleich 
haben.  Es  ist  daher  (X  Y)  l.  (X'  Y")  und  folglieh  sind  die  beiden  Figuren 
gleich  (Satz  m,  §  15)  (Fig.  03), 

D^.  X  Die  beiden  Theile,  in  welche  der  Streifen  durch  eine  Qrade  zerlegt 
wird,  heissen  en^egengesetst  bezKglich  dieser  Graden. 

Satz  IL  TFenn  man  von  den  Enden  A  und  Ä'  eines  S^meats  zwei  Strahlen 
in  einem  der  durch  die  Grade  des  S^men^  bestimmten  Theile  der  Ebene  derart 
giekt,  dass  die  Summe  der  Winkel,  wdcJie  die  Strahlen  mit  dem  Segment  {AA') 
bilden,  kleiner  als  zwei  Rechte  ist,  so  scJineiden  sich  die  beiden  Sirahlen  in  einem 
Punkt.  Ist  dagegen  die  Summe  der  Winkel  grösser  als  zwei  Beeide,  so  sdineiden 
sidi  die  Verlängerungen  der  Strahlen  in  dem  bezüglich  der  Graden  AA'  enlgegen- 
gesetsten  TJteU  der  Ebene. 

Bezeichnet  man  mit  Y^  und  Y^  die  im  Unendlichgrossen  liegenden  Punkte 
der  Graden  AA'  und  zieht  durch  A  und  A'  zwei  parallele  Qrade  r  und  r',  so 
wird  die  £bene  durch  die  drei  Graden  r,  r',  AA'  in  sechs  Theile  zerlegt,  von 
denen  je  zwei  gleich  sind,  nämlich: 

r„^'X,  ^  YlAXl,  Y^A'X'^  ^  Y^-^^%     (Satz  I,  §  52) 

X„^^'X„  =  X:.^'^X;.  '  (Satz  I) 

Eine  Grade  s  der  Ebene,  welche  durch  den  Punkt  A  gefat^  ist  je  zur  Hälfte 

in  den   beiden  Theilen  der  durch   die  Grade   AA'  getrennten  Ebene   gelegen 

(Zus.  11,  Satz  II,  §  50),  nämlich  in  den  beiden  Theilen: 

(Satz  m,  g  17  nnd  Anm.  XII).     Mithin  sind  ihre  entsprechenden  Winkel  BAC,  B'AC' 
gleich,  was  zu  beweisen  war  (Fig.  G2). 

liilt  dieser  Sutz  in  der  Ebene,  so  kann  man  hier  mit  demselben  Beweis  den  Satz  VI, 
§  47  gehen. 
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Y  A'X    +X  Ä'AX    +X  AY' 

•^  OC  ^^  00  ■     '        ^^  OP  ^^  OD        I        ^^  OD     ^  OD 

fTTx: '  +  x'AA'x'  +  xTTr . 

OD  OD  '  00  QCf         I  00  QC 

Ist  eine  Hälfte  der  Graden  in  dem  Winkel  X'^AY'^  enthalten,  so  liegt 

die  andre  in  dem  entgegengesetzten  Winkel  X^AY^,    Sie  schneidet  die  Grade 

r'  in  dem  Segment  (A'X^),  welches  innerhalb  dieses  Winkels  liegt,  weil  X^AY-^ 
dadurch  erzeugt  werden  kann,  dass  man  den  Punkt  A  mit  den  Punkten  des 
Segments  (A'X^)  verbindet  (Zus.  IV,  Satz  II,  §  50).  Die  andre  Hälfte  der 
Graden  s  kann  die  Grade  r'  sicherlich  nicht  schneiden  (Satz  H,  §  30  und 
Uebereink.  §  28). 

Wenn  die  Grade  s  zur  Hälfte  in  dem  Winkelsector  Y'^AX^  li^gt,  so 
schneidet  die  andre  Hälfte  aus  demselben  Grund  die  Grade  r'  in  einem  Punkt 
des  Segments  (-4.'X^). 

In  dem  ersten  Fall  ist  der  durch  das  Segment  {AA')  und  den  Theil  von 
Sy  der  in   dem  Winkelsector  X^AY^  enthalten  ist,  gebildete  Winkel  kleiner 


als  X^AY^  imd  daher  mit  dem  Winkel  X^A'Yi  zusammen  kleiner  als  zwei 

30  OD  X  00 

Rechte,  denn  es  ist  ^^^-^  ^ — ^ 

X^ÄY^  +  X^Ä' r:  =  «.  (Satz  n,  §  52) 

In  dem  zweiten  Fall  ist  die  Summe  des  von  dem  Segment  (AA')  und  dem 
in  dem  Sector  Y^AX^  enthaltenen  Strahl  von  s  gebildeten  Winkels  und  des 
Winkels  X^A'Y'^  grösser  als  zwei  Rechte.  Damit  ist  der  Satz  vollständig 
bewiesen,  wenn  man  annimmt,  dass  das  auf  der  Graden  r'  liegende  (A'X^) 
einer  der  Strahlen  sei.^^) 

12. 

Segmente  und  Abstände  eines  Punktes  von  den  Punkten  einer  Graden.  — 

Abstand  zweier  parallelen  Graden. 

§  54.  Sota  L  In  jedem  rechkoifMigm  Dreieck  sind  die  den  Katheten 
gegetmberliegenden  WinJcel  spitz. 

ABC  sei  das  rechtwinklige  Dreieck.  '  Von  A  ziehe 
man  AX  seijkrecht  zur  Graden  AB  (Zus.  I,  Satz  V, 
ß  §  47)  und  X  sei  ein  Punkt,  der  auf  derselben  Seite 
von  AB  liegt  wie  der  Punkt  C,  Da  nun  BC  parallel 
zM  AX  ist,  so  liegen  die  Punkte  B  und  C  auf  der- 
selben Seite  der  Graden  AX  (Satz  I,  §  50). 

•Fig.  w.  Wäre   der  Winkel   BA  C  stumpf,    so    müsste    der 

Strahl  AX  in.  dem  Sector  BAC  enthalten  sein  und  die  Griade  AX  wilrde 
mithin  {BC)  in  einem  Punkt  schneiden,  (Zus.  IV,  Satz  H,  §  50),  was  wider- 
sinnig ist  (SatzH,  §  26). 

I'")  Im  endlichen  Gebiet  braucht  man',  lun  die  Sätze  I  a.  ü  zu  beweisen,  nur  andre 
Punkte  statt  der  im  Unendlichgrossen  liegenden  Punkte  zu  nehmen. 
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BÄC  kann  auch  kein  rechter  Winkel  sein;  denn  sonst  könnte  man  vom 
Punkt*  C  aus  zwei  Senkrechte  zur  Graden  AB  ziehen^  was  ebenfalls  widersinnig 
ist  (Zus.  I,  Satz  V,  §  47)  (Fig.  64).  ^"^ 

Def.  L  Unter  einem  vom  Punkt  B  auf  eine  Grade  r  normalen  Segment 
verstehen  wir  dasjenige,  welches  auf  der  durch  B  gehenden  auf  der  Graden  r 
Senkrechten  von  B  bis  zum  Durchschnittspimkt  (Fusspunkt)  der  Senkrechten 
mit  r  reicht. 

Unter  schiefem  Segment  verstehen  wir  jedes  andere  j  welches  einen  Punkt 
der  Graden  r  mit  ü  •  verbindet. 

Satz^IL  Das  normale  Segment  von  einem  Funkt  auf  eine  Grade  ist  Meiner 
als  jedes  schiefe  Segment 

r  sei  die  gegebene  Grade,  B  der  gegebene  Punkt,  (BM)  das  normale 
Segment,  (BÄ)  ein  schiefes  Segment.  Es  kann  vorerst  (BÄ)  nicht  gleich 
(BM)  sein,  weil  sonst  das  Dreieck  ÄBM  gleichschenklig  wäre  (Def  IQ,  §  9) 

und  man  durch  Verbindung  des  Mittelpunkts 
von  (AM)  mit  B  eine  zweite  von  B  auf  die 
Grade  r  Senkrechte  erhielte  (Satz  IV,  §  42), 
was  widersinnig  ist  (Zus.  I,  Satz  V,  §  47). 

AD  sei  eine  Grade,  welche  (BM)  in  einem 
inneren  Punkt  D  schneidet.  Wir  wollen  BA 
nach  B'  verlängern  und  von  A  die  normalen 
Strahlen  AM\  AM{  bezüglich  zu  den  Graden 
AM  und  AD  auf  derselben  Seite  der  Graden 
AB  wie  das  Segment  {AD)  ziehen  (Def  II,  §  50). 
Weil  der  Winkel  MAB  spitz  ist  (Satz  I),  so  sind  die  beiden  Strahlen  AM\ 

AM^  in  dem  stumpfen  Winkelsectol*  B' AM  enthalten,  mithin  liegt  der  Strahl 

^Jlf  in  dem  Winkelsector  M^AD.    Es  ist  aber  B'AM<B'AD,  weil  BAD< 

<  BAM  und  KAM  +  MAB  =  B' AD  +  DAB  :":  %   ist;   der  Strahl  AM' 

ist  daher  in  dpm  Winkelsector  B' AM^'  enthalten. 

Wir  wollen  nun  von  B  das  normale  Segment  {BD')  zur  Graden  AD 
ziehen.  Weil  AM,  BM-,  AM^,  BD'  paraUel  sind  (Zus.  ü,  Satz.  V,  §  47), 
so  ist 

KAM,'  ^  ABD',  KAM'  =  ARM,      (Satz  I,  §  40  oder  H,  §  52) 

mithin  ist  {BM)  in  dem  Winkelsector  ABD'  enthalten,  also  liegt  der  Punkt 
D'  ausserhalb  des  Segments  {AD)  (Zus.  IV,  Satz  11,  §  50).  Wenn  nun  {BM) 
grösser  als  {AB)  wäre,  so  gäbe  es  in  dem  Segment  {BM)  einen  Punkt  D 
derart,  dass  {BD)  f-  {AB)  wäre  (Satz  I,  §  8;  Einl.  Def  I,  §  ()1  und  b,  §  73). 


Fig.  65. 


^'")  Der  Beweis  des  Satzes  I  bleibt  so  ziemlich  derselbe;  man  bezieht  sich  dabei  auf 
dieselben  Sätze  und  Ax.  11 '  oder  benutzt  Ax.  11  auch  zu  Satz  HI  ,der  Anm.  XLIV  und  zu 
Satz  I,  §  14. 
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Weil  alsdann  das  Dreieck  AJRD  gleichschenklig  wäre,  so  erhielte  man 
durch  die  Verbindung  des- Mittelpunkts  von  (AD)  mit  R  eine  zweite  durch  R 
gehende  auf  der  Graden  AD  Senkrechte,  was  widersinnig  ist  (Zus.  I,  Sat^  V, 
§  47).     Daher  u.  s.  w.  (Fig.  65). 

Zus.  Die  Hypotem^e  eines  rechtwinMigen  Dreiecks  ist  grösser  als  jede 
seiner  Katheten. 

Satz  III.  Die  schiefen  Segmente  von  einem  Punlct  nach  den  Punkten  einer 
Gradefij  welche  gleichefi  Absta^id  van  dem  Fusspunkt  des  von  dem  Punkt  auf  die 
Grade  gefällten  Lotites  li^en,  sind  gleicli. 

A  und  r  seien  der  Punkt  und  die  Grade,  {AM)  das  zur  Graden  normale 
Segment,  {AB),  iAC)  zwei  schiefe  Segmente,  deren  Enden  B  und  C  gleichen 
Abstand  von  M  haben.  Die  Dreiecke  BMA,  CMA  sind  gleich,  weil  sie  zwei 
Seiten  und  den  eingeschlossenen  Winkel  gleich  haben;  nämlich  {MA)  gemein- 
schaftlich, {BM)  -:  {CM),  BMA  =  CMA  (Satz  IV,  §  42);  daher  ist  {AB)  = 
br.^  {AC)  (Satz  n,  §  42),  was  zu  beweisen  war  (Fig.  42,  Seite  317). 

Def.  II.  Das  zwischen  dem  Fusspunkt  M  des  normalen  Segments  {AM) 
und  dem  Punkt  B  eines  schiefen  Segments  {AB)  auf  der  Graden  r  enthaltene 
Segment  {BM)  heisst  reditwinklige  Prajection  oder  nur  Projectian  des  Segments 
{AB)  auf  die  Grade  r. 

Satz  IV.    Die  PrqjecHonen  zweier  gleichen  sdiiefen  Segmente  sind  gleich. 

{AB)  imd  {AC)  seien  die  gleichen  schiefen  Segmente;  {BM),  {CM)  ihre 
Projectionen  (Def.  II).  Haben  B  und  C  nicht  den  gleichen  Abstand  von  M, 
so  sei  {MCj)  —-.  {MB)  (Zus.  I,  Satz  HI,  §  4);  der  Punkt  C\  muss  dann  auf 
derselben  Seite  von  M  liegen,  wie  C.    Es  ist  auch 

{AB)  =  {AC^)  (Satz  in) 

und  weil  das  Dreieck  CC^A  gleichschenklig  ist  (Def.  HI,  §  [))  und  C  und  Cj 
auf  deifeelben  Seite  von  M  liegen,  so  gäbe  es  eine  zweite  Senkrechte  zur  Graden 
BC,  die  durch  A  geht,  was  widersinnig  ist  (Zus.  I,  Satz  V,  §  47)  (Fig.  42, 
Seite  317). 

Sah  V.  Wenn  zwei  Pimkte  R  u/nd  R'  bezüglich  denselben  Abstand  von  zwei 
Graden  r  und  r  haben,  so  sind  die  Segmente^  welche  sie  mit  den  Punkten  dieser 
Graden  bestimmen,  zu  je  zweien  gleich  und  die  so  erluütenen  Figuren  sind  gleich. 

Man  stelle  einen  Identitätszusammenhang  zwischen  den  beiden  Graden  r 
und  r  derart  fest,  dass  die  Fusspimkte  M  und  M'  der  Lothe  von  R  und  R' 
auf  die  Graden  r  und  r  sich  entsprechen  (Satz  VI,  §  15).  Sind  A  und  A' 
zwei  andre  sich  entsprechende  Punkte  auf  den  beiden  Graden  r  und  r,  so  sind 
die  zwei  rechtwinkligen  Dreiecke  RAM,  R' A'M'  gleich,  weil  ihre  Katheten 
gleich  sind. (Satz  IV.  u.  I,  §  47);  es  ist  also  {AR)  i.i  {A'R'). 

Sind  zwei  Pimkte  X  und  Y  der  Pigur  {Rr)  gegeben  und  A  imd  B  die 
Durchschnittspunkte  der  Graden  RX  und  R  T  mit  r,  so  liegen  die  X  und  Y 
entsprechenden  Punkte  X'  und  Y  auf  den  entsprechenden  Strahlen  R'A\  R'B' 
in  einem  Abstand  von  JB'  und  A',  R'  und  B\  der  demjenigen  der  Punkte  X 
und  Y  von  R,  A]  R,  B  gleich  ist,  imd  weil 
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so  ist  auch 

(X  T)  EE:  {X'  T) .  (Satz  n,  §  42) 

Folglich  sind  zwei  Figuren  (ür)  und  (ü  V)  identisch  (Satz  HI  u.  Zus.  11, 
Satz  n,  §  15). 

Zxis.  L  Wenn  zwei  Funkte  denselben  Abstand  von  einer  Graden  haben,  so 
sind  die  beiden  Figuren,  weldie  sie  mit  der  Graden  bestimmen,  gleich. 

Zus,  IL  Wenn  zwei  Punkte  in  einer  auf  einer  Graden  Normalen  in  der 
Ebene  liegen  und  denselben  Abstand  von  der  Graden  lioken,  so  sind  die  Segmente, 
welclie  sie  \nit  jedem  Punkt  der  Graden  bestimmen,  gleich, 

Satz  VL  Die  Punkte  einer  Graden  haben  gleichen  Abstand  von  einer  zu 
ihr  Parallelen. 

r  und  r'  seien  die  parallelen  Graden,  {MM^y  (M' M^)  die  zu  r  und  r 
normalen  Segmente.    Die  Figur  M' MM^M^  ist  ein  Rechteck  (Zus.  11,  Satz  V, 
§  47  und  Satz  I,  §  48)  und  mithin  {MM,)  -    {M' M^)  (Satz  I,  §  44)  (Fig.  52, 
Seite  338). 

Def.  III.  Der  normale  Abstand  eines  Punktes  einer  Graden  von  einer  zu 
ihr  parallelen  Graden  heisst  Abstand  der  beiden  Graden. 

Satz  VII.  Wächst  die  Projection  eines  schiefefi  Segments,  welches  von  einem 
Punkt  nach  einer  Graden  gezogen  ist,  so  wädist  au^ch  das  S&gment  selbst  und 
umgekehrt. 

A  sei  der  gegebene  Punkt,  BC  die  gegebene  Grade,  {AM)  das  normale 
Segment. 

Wir  wollen  annehmen,  von  {AB)  ausgehend  wachse  die  Projection  {MB) 
von  M  nach  B  hin  und  das  schiefe  Segment  {AB)  bliebe  constant.  Wühlt 
man  dann  zwei  gleiche  Segmente  {AB)y  {AB^),  so  wäre  das  Dreieck  BAB^ 
gleichschenklig  und  es  würde  der  Fusspunkt  eines  zweiten  von  A  auf  die  Grade 
MB  gefällten  Lothes  zwischen  B  und  B^  fallen,  was  unmöglich  ist  (Zus.  I, 
Satz  V,  §  47).  Wäre  dagegen  das  Segment  {AB^  kleiner  als  {AB)^  so  gäbe 
es  zwischen  B  und  M,  weil  {AB^  <  {AB)  und  <  {AM)  ist  (Satz  II),'  wenig- 
stens einen  Punkt  B^  derart,  dass  {AB^  {AB,)  (Zus.  I,  Def.  I  und  Satz  VII 
g  13)  wäre.  Es  tiele  mithin  wieder,  weil  das  Dreieck  -B, -4.  JB^  gleichschenklig  ist, 
der  Fusspunkt  eines  zweiten  von  A  auf  MB  gefällten  Lothes. in  das  Segment 
{B^B^j  was  widersinnig  ist  (Zus.  I,  Satz  V,  §  47).  Es  muss  desshalb  {AB,) 
grösser  als  {AB)  sein  (Satz  I,  §8  und  Einl.  b,  §  73).' 

Wächst  dagegen  {AB)  in  einer  gegebenen  Richtung  von  Jlf  an,  so  muss 

»uch  seine  Projection   wachsen,   denn  nähme  dieselbe   ab,   so  würde  nach  dem 

obigen  Beweis  auch  {AB)  abnehmen,  was  gegen  die  Voraussetzung  ist  (Fig.  42, 
55eito.317).^^iv) 

«'»V)  Für  das  endliche  Gebiet  werden  tUe  Sätze  I,  II,  ÜI,  IV,  V  u.  VI  in  derselben 
\rt  Wwiesen,  indem  man  sich  auf  dieselben  Sätze  bezieht,  die  in  den  Beweisen  und  den 
M^Hdrigen  Anmerkungen  angeführt  sind.  Der  Satz  VI  gilt  jetzt  für  die  Ebene  (Bern.  II, 
Anw.  XLVI).  Satz  VII  kann  unabhängig  von  Satz  VII,  §  13,  (den  man  später  bringen  kann; 
^w^  A^mi.  X),  bewiesen  werden,  wie  in  Anm.  LVII  ausgeführt  werden  wird. 


56] 


Andre  Eigenschaften  der  Dreiecke. 


361 


13. 

« 

Andre  Eigenschaften  der  Dreiecke. 

§  55.  Satz  L  Jede  Seite  eitles  Dreiecks  ist  Meiner  als  die  Summe  der  beiden 
gndcm. 

Wir  wissen  schon,  dass  eine  Seite  der  Summe  der  beiden  andern  nicht 
gleich  sein  kann  (Satz  IV,  §  17);  hier  erhalten  wir  eine  Bestätigung  dieser 
Eigenschaft. 

Man  braucht  den  Satz  nur  für  die  grösste  Seite  zu  beweisen,  deim  jede 
der  übrigen  ist  offenbar  kleiner  als  die  Summe  der  beiden  jyidern.    ABC  sei 

das  Dreieck,  (AB)'  die  grösste  Seite.  Wir  wollen 
annehmen,  {AB)  wäre  ebensogross  oder  grösser 
als  die  Summe  der  beiden  andern  Seiten.  Alsdann 
gibt  es  in  dem  Segment  (AB)  zwei  Punkte  C 
und  C"  (die  in  dem  ersten  Fall  zusammenfallen), 
derart  dass    . 

(AC)^  (AC)  und  (BC)  -  ■  {BC"). 

FäUt  C  in  das  Segment  (C"2?),  so  wäre  (AB)  -^- 
r  (AC)  +  (CB)  uid  {CB)<{C'By,  weü  femer  {C'B)  =  {BC),  so  wäre 
{AB)  gegen  die  Voraussetzung  kleiner  als  {AC)  +  {BC)]  es  fällt  mithin  C 
in  das  Segment  (-4C"). 

Durch  einen  Punkt  X  des  Segments  (CC")  (in  dem  ersten  Fall  durch 
den  Punkt  C)  ziehen  wir  eine  Senkrechte  XX'  zu  der  Graden  AB.  In  XX' 
gibt  es  keinen  Punkt,  der  mit  A  verbunden  ein  Segment  lieferte,  das  ebenso- 
gross oder  kleiner  als  (ACJ  wäre  (Satz  IL,  §  54).  Auch  auf  der  entgegen- 
gesetzten Seite  von  A  bezüglich  der  Graden  XX'  kann  es'  keinen  Punkt  P 
geben,  für  welchen  das  Segment  AP  ebensogross  oder  kleiner  als  {AC)  wäre. 
Denn  bezeichnet  man  mit  P'  den  Durchschnittspimkt  von  {AP)  und  XX',  so 
liegt  P'  innerhalb  des  Segments  {AP)  (Zus.  HI,  Satz  II,  §  50)  und  da  {AP')  > 
>  (^X)  (Satz  Ii;  §  54),  so  ist  um  so  viel  mehr  {AP') >  {AC)  und  {AP)  >  {AC). 

Dasselbe  gilt  für  den  Pimkt  B  und  das  Segment  {BC"),  welches  kleiner 
oder  ebensogross  als  {BX)  ist. 

Ist  nun  das  Dreieck  ABC  gegeben,  so  muss  der  Punkt  C  entweder  auf  der 
Senkrechten  XX'  selbst  liegen  oder  auf  der  einen  oder  andern  Seite  derselben. 
Auf  der  Senkrechten  kann  er  aber  ebensowenig  wie  in  einem  der  Theile  der 
Ebene  bezüglich  der  Senkrechten  liegen.  Damit  ist  bewiesen,  dass,  wenn  das 
Dreieck  ABC  existiren  soll,  die  Seite  AB  immer  kleiner  als  die  Summe  der 
beiden  andern  sein  muss  (Fig.  66). 

Ztis.   Jede  Seite  eines  Dreiecks  ist  grösser  als  die  Differefiz  der  beiden  andern. 

Es  sei  {AB)  ^  {BC)  >  {CA).    Wenn  {CA)  <  {AB)  —  {BC)  wäre,  so 

würde  {CA)  +  {BC)  <  {AB)  sein,  was  unmöglich  ist.  Es  kann  auch  nicht 
(CA)  -:_  {AB)  —  {BC)  sein,  weil  sonst  {CA)  +  {BC)  _:  {AB)  wäre,  was 
ebenfalls  widersinnig  ist. 
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Satz  IL  Zwei  reditwjinklige  Dreiecke,  die  eine  Kathete  und*  die  Hypotenuse 
gleich  Iwben,  sind  gleich. 

Wenn  in  den  beiden  bei  M  und  M'  rechtwinkligen  Dreiecken  ARHLj 
A'R'M'  die  Katheten  (BM),  {B' M')  und  die  Hypotenusen  {AB),  {A'B') 
gleich  sind,  so  müssen  auch  {AM)  und  {A' M')  gleich  sein.  Wir  wollen  an- 
nehmen, in  <lem  Identitätszusammenhang,  welcher  in  dem  Beweis  zu  Satz  V  des 
vorigen  Paragraphen  festgestellt  wurde,  entspräche  dem  A  nicht  A'  sondern 
ein  andrer  auf  derselben  Seite  von  M'  wie  A'  gelegener  Punkt  A'\  Es  müsste 
dann  {BA)  --  {B' A'')  =  {B'A')  sein.  Es  kann  aber  nicht  {B'A'')  =  (JB'^')  , 
sein  (Zus.  I,  Satz  V,  §  47);  mithin  fällt  -4"  mit  A'  zusammen. 

Satz  HL  Zwei  Dreiecke,  welche  zwei  Seiten  und  den  der  grösseren  Seite 
gegenüberliegenden  Winkel  gleich  haben,  sind  gleich. 

ABC,  A'B'C  seien  die  beiden  Dreiecke,  welche  die  Seiten  {AB),  (^^^5 

{A'B'),  {A'C)  gleich  haben,  {AC)  sei  die  kleinere  Seite  und  ACS  der  der 
grösseren  Seite  {AB)  gegenüberliegende  Winkel.  S  sei  femer  der  Pusspunkt 
des  von  A  auf  die  Grade  BG  gefällten  Lothes.  Die  gegebene  Seite  {AB)  ist 
grösser  als  {AC)  imd  {AC)  grösser  als  (-45);  um  so  viel  mehr  ist  {AB)  > 
>  {AS)]  es  muss  also  zwei  gleiche  schiefe  Segmente  {AB)  und  {AB^)  geben,  * 
deren  in  SC  liegende  Punkte  grösseren  Abstand  von  S  haben,  als  der  Punkt 
C  (Satz  Vn,  §  54  und  Satz  VII,  §  13).  Eines  dieser  Segmente  genügt 
uns,   nämlich    dasjenige,    dessen   Punkt   B  in   SC   auf  der   entgegengesetzten 

Seite  von  S  liegt,  wie  der  Punkt  C,  wenn  der  Winkel  ACS  spitz  ist  imd  das 
andre  schiefe  Segment,  wenn  er  stumpf  ist.  In  der  That  ist  in  dem  einen,  wie 
in  dem  andern  Fall  ACB^  der  Supplementwinkel  zu  dem  gegebenen  Winkel. 
Hat  man  mithin  den  Zusammenhang  zwischen  den  Pimkten  A,  J.';  S,  S';  (7, 
C  festgestellt,  so  entspricht  dem  Punkt  B  der  Punkt  B'  und  die  beiden  Drei- 
ecke sind  gleich. 

Def.  Statt  zu  sagen,  zwei  Dreiecke  seien  gleich,  wenn  sie  gegebene  Ele- 
mente (Seiten  und  Winkel)  gleich  haben,  wollen  wir  auch  sagen,  es  gäbe  nur 
ein  Dreieck,  welches  die  gegebenen  Elemente  besitzt  derart,  dass  dieses  Dreieck 
a;lle  ihm  gleichen  Dreiecke  vorstellt. 

Satz  IV,  Sind  zwei  Seiteti  und  der  der  kleineren  gegenüberliegende  Winkel 
gegeben,  so  gibt  es  entweder  zwei  ungleiche  Dreiecke,  welcJie  diese  Elemente  besitzen, 
derart,  dass  in  denselben  die  der  grösseren  gegebenen  Seite  gegenüberliegenden^  Winkel 
Supplementwinkel  sind,  oder  nur  ein  Dreieck,  wenn  das  von  dem  gemeinscJiaft- 
lichen  Eckpunkt  der  gegebenen  Seiten  auf  die  dritte  Seite  gefällte  Loth  entweder 
kleiner  oder  ebensogross  als  die  kleinere  der  gegebenen  Seiten  ist, 

SC  sei   wie  vorhin  die  Grade  der  dritten  Seite,    {AC)    die  grössere   der 

beiden  gegebenen  Seiten,  ACS  A^x  der  kleineren  Seite  gegenüberliegende  Winkel 
und  S  der  Fusspunkt  des  von  A  auf  die  Grade  SC  gefällten*  Lothes.    Wenn  die 

dem  Winkel  ACS  gegenüberliegende  Seite  grösser  als  {AS)  ist,  so  gibt  es 
zwei  schiefe  Segmente  (J.i?)  {AB'),  welche  dieser  Seite  gleich  sind  (Satz  VII, 
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§  54  und  Satz  VII,  §  13).  Der  Endpunkt  JB'  desjenigen  Segments,  welches  auf 
derselben  Seite  von  {ÄS)  liegt,  wie  (-4C),  muss  in  dem  Segment  (SC)  ent- 
halten sein,  weil  nach  der  Voraussetzung  {AB')  <  (ÄC)  (Satz  VII,  §  54).  Die 
beiden  Dreiecke  ABC,  AB' C  erfüllen   die   Bedingungen  des  Satzes  und  weil 

ABS  ?^  AB'S,  so  sind  ABC  und  AB'C  Supplementwinkel. 

Ist  die  dem  Winkel  ACS  gegenüberliegende  Seite  {AS)  gleich,  so  gibt 
es  nur  ein  Dreieck;  ist  sie  dagegen  kleiner  als  {AS)^  so  gibt  es  überhaupt 
kein  Dreieck  (Def.). 

Zus.  Zwei  DreiecJce,  wekhe  eivei  Seiten  und  den  der  Meineren  Seite  gegen- 
üherliegenden  Winkel  gleich  haben,  sind  gleich,  wenn  die  der  grösseren  Seite  gegen- 
überliegenden Winkel  entweder  beide  spitz  oder  beide  stumpf  sind. 

Denn  in  dem  Dreieck  ABC  ist  der  Winkel  ABC  spitz,  während  in  dem 

zweiten  AB  C  stumpf  ist. 

Satz  V.    Wenn  ein  Breieck  zwei  Winkel  gleich  hat,  so  ist  es  gleicJischenklig, 

ABC  sei  das  Dreieck,  ABC^iACB  und  {AM)  sei  eine  Mittellinie  des 
Dreiecks  (Def.  III,  §  42).  Die  beiden  Dreiecke  ABM,  ACM  haben  die  Seite 
AM  gemeinschaftlich,  die  beiden  Seiten  BM,  CM  und  die  der  gemeinschaft- 
lichen Seite  AM  gegenüberliegenden  Winkel  gleich.  Die  beiden  Dreiecke  sind 
sowohl,  wenn  (AM)  grösser  als  {BM)  oder  {C^f)^  wie  wenn  es  kleiner  als 
{BM)  oder  {CM)  ist,  gleich  (Satz  m  und  Zus.  Satz  IV).  Mithin  ist  {AB)  = 
EEZ  {AC)  d.  h.  das  Dreieck  ABC  gleichschenklig  (Def/III,  §  9)  (Fig.  42,  S.  317). 

Oder  auch  nach  Euclid:  Wäre  {AC)  <  {AB),  so  möge  {BD)  in  {BA) 
dem  {AC)  gleich  sein.  Die  beiden  Dreiecke  CBD,  BCA  sind  gleich,  weil  sie 
eine  Seite  {BC)  gemeinschaftlich,  die  Seiten  BD  und  AC  imd  die  Winkel  bei 

B  und  C  gleich  haben  (Satz  H,  §  42).    PplgUch  wäre  BCD  dem  Winkel  BCA, 

Ton  welchem  BCD  ein  Theil  ist,  gleich,  was  widersinnig  ist  (Einl.  b',  §  61). 

.  Satz  VI.     In  jedem  Dreieck  liegt  dem  grösseren    Winkel  die  grössere  Seite 
gegenüber. 

ABC  sei  das  gegebene  Dreieck  und  es  sei 

GAB  >  ABC,  (1) 

wir  behaupten,  dass  {BC)>  {AC). 

.  Man  ziehe  {AD)  so,  dass  es  mit  {AB)  einen  Winkel  BAD  macht,  der 

ABC  gleich  und  in  dem  Sector  CAB  enthalten  ist  (Einl.  Def.  I,  §  Gl).  D  sei 
der  Durchschnittspunkt  von  AD  und  BC;  D  liegt  dann  innerhalb  des  Seg- 
ments (BC)  (Zus.  IV,  Satz  11,  §  5(1).  Das  Dreieck  ABB  ist  gleichschenklig; 
mithin  (BD)  =  (AB)  (Satz  V).   In  dem  Dreieck  ACB  ist  aber  (AC)  <(An)  + 

+  (Ba)  (Satz  I);  also 

(AC)<(BD)  +  (DC)  . 
oder 

(AC)  <  (BC).       (Einl.  c,  §  68  und  Def.  H,  §  61) 
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Zus.     Gleichen  Seiten  eines  Dreiecks  liegen  gleiche  Winkel  gegenüber. 

• 

Dieser  Zusatz  ist  eine  Folge  des  Satzes  ÜI^  §  42  und  auch  des  Yorigen 
Satzes,  wenn  man  beachtet,  dass,  wenn  die  Winkel  ungleich  wären,  auch  die 
Seiten  ungleich  sein  müssten. 

Satz  VIL    Es  gut  auch  die  Umkehrung  des  Satzes  VI. 

Wenn  {BC)  >  {AC),  so  muss  GAB  >  ABC  sein. 

Wäre   GAB  ^~  ABCy   so   müssten   die   gegenüberliegenden  Seiten   gleich 

sein;  CAB  kann  auch  nicht  kleiner  als  ABC  sein,  weil  sonst  die  dem  ersten 
Winkel  gegenüberliegende  Seite  {BC)  kleiner  als  die  dem  zweiten  gegenüber- 
liegende (AC)  wäre  (Satz  VI),  was  gegen  die  Voraussetzung  ist. 

Satz  VIII.  Wenn  zwei  Dreiecke  zwei  Seiten  gleich  Iwben,  so  ist  die  dritte 
Seite  desjenigen  Dreiecks  grösser,  in  welchem  sie  dem  grösseren  Winkel  gegenüber- 
liegt, und  der  von  den  gleichen  Seiten  eingeschlossene  Winkeil  in  demjenigen  Dreieck 
grösser,  in  welchem  er  der  grösseren  Seite  gegenüberliegt.. 

Haben  die  beiden  Dreiecke  keine  Seite  gemeinschaftlich,  so  können  wir 
uns  immer  in  der  Ebene  des  einen  ein  dem  andern  gleiches  Dreieck  mit  einer 
gemeinschaftlichen  Seite  denken.  Sind  ABC  und  A'B'C  die  beiden  Drei- 
ecke und  *  ^ ^        ^,,^— ^^ 

(AB)  =  (A'B'),  (BC)  =  (B'C),  ABC>  A'B'C, 

so  ist,  wenn  man  die  beiden  Winkel  ABCxmA  A'B'C  mit  ß  und  ß'  bezeichnet: 

ß>ß'- 

In  der  Ebene  des  Dreiecks  ABC  denken  wir  uns  einen  durch  B  begrenzten 
Strahl,  welcher  mit  dem  Segment  (AB)  von  (AB)  aus  um  den  Punkt  B  in 

der  Richtung  des  Winkels  ABC  den  Winkel  ß[  büdet  (Satz  11,  §  47).     Der 

so  bestimmte  Strahl  liegt  ofiFenbar  in  dem  Winkelsector  ABC,  weil  ß>  ß'  ist. 


Fig.  67. 


Der  Durchschnittspunkt  D  dieses  Strahls  und  der  Seite  (AC)  muss  inner- 
halb (AC)  liegen  (Zus.  IV,  Satz  ü,  §  50).  Wir  wollen  auf  dem  Strahl  BD 
das  Segment  (BC')-(BC)='(B'C)  betrachten;  das  Dreieck  ABC'  Uegt 
in  der  Ebene  des  Dreiecks  ABC  (Zus.  11,  Satz  V,  §  46)  und  ist  dem  Dreieck 
A'B'C  gleich,  weil  beide  zwei  Seiten  und  den  eingeschlossenen  Winkel  gleich 
haben  (Satz  H,  §  42);  mithin  ist  (AC)  =  (A'C). 

Der  Punkt  C"  fällt  entweder  mit  D  zusammen,  oder  in  die  Verlängerung 
von  (BD)  oder  in  dieses  Segment  selbst. 
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Im  ersten  Fall  ist  der  Satz  rasch  bewiesen;  denn,  da  D  innerhalb  der  Seite 
(AG)  liegt,  so  ist: 

{AD)  =  {AC)    -i  {A'C)  <  {AC).     (Einl.  Def.  I,  §  61) 

Im  zweiten  Fall  verbinden  wir  C"  mit  A  und  C,    Das  Segment  BC"  liegt 

in  dem  Winkelsector   CC"Aj   weil    der  Punkt  D   innerhalb   (AC)    liegt    und 

ebenso  liegt  das  Segment  (AG)  in  dem  Sector  BC&\   weil  I)  ein  Punkt  des 

Segments  (C"B)  ist.     Mithin   ist  in  dem  Dreieck  CC'A  der  Winkel  CÜ"B 

kleiner  als  CC^ 

Das  Dreieck  C'BC  ist  gleichschenklig,  weil  (BC")  =  (BC);  mithin  ist 

CC'B-zBCC".  (Satz  IV,  §42) 

CC"B  ist  aber  ein  Theil  des  Winkels  CC'A,  vmsovielmehr  ist 

AÜC"  <CC^. 
Daraus  folgt 

(AC")<{ÄC)  .  (Satz  VI) 

und  also 

(A'C-)<(AC). 

Im  dritten  Fall  liegen  die  Segmente  (AC"),  (CC")  innerhalb  der  Sectoren 

CAB,  BCA,  weil  C"  innerhalb  des  Dreiecks  ABC  liegt  (Zus.  I,  Satz  I,  Def.  I, 
§  öl);  mithin  ist 

BCC"  <  BCA. 
Aus  dem  gleichschenkligen  Dreieck  BCC"  erhält  man  aber: 

BCC"  =  CC^. 
Ist  E  ein  Punkt  in  der  Verlängenmg  von  (BC)  von  B  über  C  hin,  so 

sind  BC"C,  C"CE  Supplementwinkel  der  Winkel  CG"B,  BCC"  und  also 

DC^=C"CE. 
Es  ist  aber 

C"CE>  (FCA; 
folglich  ■ 

■  BC"C>  (Fcl.  (Einl.  d,  §  61) 

Der  Winkel  DC'C  ist  ein  Theü   des  Winkels  AC'C,  mithin   in  dem 
Dreieck  AC'C 

A(Fc>C^CA', 

daher  (.40)  X^C")  (Satz  VI)  oder: 

{AC)>{A'C').      '  (Einl.  Def.  n,  §  61) 

Wenn  umgekehrt  (4C)>  {A' C)  ist,  so  können  die  diesen  Seiten  gegen- 
überliegenden Winkel  nicht  gleich  sein   weil  sonst  (AC) ':^^  {A' C)  wäre,  uijd 


366  Andre  Eigenschafben  der  Dreiecke.  [§  56 

■ 

es  kann  auch  ABC  nicht  kleiner  als  A! B'C  sein,  weil  sonst  (ÄC)  <  {Ä'C) 
wäre,  es  muss  also 

ABC  >  A^B^'  sein  (Fig.  67). 

Sat0  IX.  In  einem  der  Theüe,  in  welche  die  Ebene  durch  eine  ihrer  Graden 
getheilt  wird,  können  keine  zwei  gleiche  Dreiecke  existiren,  welche  eine  Seite  auf 
der  gegebenen  Graden  gemeinsduifttich  haben, 

ABC,  ABC  seien  zwei  Dreiecke,  deren  Scheitel  C  und  C  auf  derselben 

Seite  der  Graden  AB  liegen.  Die  Winkel  GAB,  C'AB  sind  nach  der  Voraus- 
setzimg gleich  und  haben   auch  von  AB  an  dieselbe  Richtung.     Der  Strahl 

AG'  kann  aber  nicht  in  dem  Sector  GAB  liegen  ebensowenig  wie  der  Strahl 

AG  m  dem  Sector  CABy  weil  das  Strahlenbüschel  einfach  geschlossen  ist 
(Satz  I,  §  30  und  Einl.  b,  §  36).  CA  muss  ^Iso  mit  GA  zusammenfallen. 
Ebenso. muss  CB  sich  mit  GB  decken  und  also  auch  der  Pimkt  G'  in  den 
Punkt  G  fallen,  weil  sonst  AG  imd  BG  zwei  Punkte  gemeinschaftlich  hätten, 
die  überdies  auf  derselben  Seite  von  AB  liegen  (Satz  11,  §  30  und  Uebereink. 
§  28). 

Satz  X.  Zivei  Dreiecke ,  tvelche  zivei  Seiten  mid  die  anliegenden  Winkel 
gleich  hxibcn,  sind  gleich, 

ABCy  A^B^G^  seien  die  beiden  Dreiecke  und  (AB)  ^  (A^^B^),  CAB^^ 

z  G^A^B^j  CBAz-~:  G^B^Ai.  Die  Hälften  der  Ebene  bezüglich  der  beiden 
Graden  AB,  A^B^,  in  welchen  die  beiden  Dreiecke  liegen,  sind  gleich  (Zus  I, 
Satz  n,  §  50)  und  man  kaon  daher  einen  Identitätszusammßnhang  derart  fest- 
setzen, dass  dem  A  der  Puukt  -4,,  dem  B  der  Punkt  B^  entspricht.  Einem 
beliebigen  Strahl  J.X,  der  durch  A  geht,  entspricht  ein  durch  A^  gehender 
Strahl  A^X^  und  diese  Strahlen  müssen  mit  den  entsprechenden  Strahlen  AB^ 
A^  B^  gleiche  Winkel  bilden.  Ebenso  ist  es  mit  den  durch  B  und  jB,  gehenden 
Strahlen.  Die  in  den  Mittelpunkten  M  und  Jf,  von  {AB)  und  (A^B^  auf 
diese  Segmente  senkrecht  gezogenen  Strahlen  entsprechen  sich  und  der  Zu- 
sammenhang der  Strahlen  um  A  und  A^  wie  auch  um  B  und  B^  wird  z.  B. 
mittelst  der  gleichen  Segmente  festgesetzt,  die  man  auf  den  senkrechten  Strahlen 
von  M  und  M^  aus  amiimmt. 

Wir  wollen  annehmen,  dem  Strahl  G^A^  entspräche  nicht  der  Strahl  GAy 

sondern  ein  Strahl  C A\  dieser  muss  mit  AB  einen  Winkel  C AB  bilden,  der 

G^A^Ii^  und  also  auch  GAB  gleich  ist.  Dies  ist  nur  möglich,  wenn  CA  mit 
GA  zusammenfällt.  Ebenso  muss  der  G^B^  entsprechende  Strahl  mit  GB  zu- 
sammenfallen. 

Dem  Durchschnittspunk-t  G  von  ACy  BG  entspricht  der  Durchschnittspimkt 
C'j  der  entsprechenden  Stralden  A^G^,  A^V  Denn  wäre  \AG)  nicht  gleich 
{A^C^^  so  gäbe  es  in  (^C)  einen  von  G  verschiedenen  Punkt  C,  so  dass 
(4-C)zE:{A^G^).     Aber  G'  mit  B  verbunden  würde  den  B^G^  entsprechenden 
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Strahl  liefern,  welcher  mit  BC  zusammenfiillt.  Es  müssten  sich  also  BC  und 
^C  in  zwei  Punkten  C  und  C  auf  derselben  Seite  von  AB  schneiden,  was 
widersinnig  ist  (Satz  ü,  §  30  und  Uebereink.  §  28). 

Satz  XI.    Die  Summe  der    Winkd  eines  Dreiecks  ist  der  Summe  zweier 
BeeJUen  gleich. 

ABC  sei  das  Dreieck.     Man  ziehe  von   A   aus 

AD  parallel  BC.     AD  kann  nicht  im  Sector  BAC 

-D    liegen,  sonst  würde  es  {BC)  in  einem  inneren  Punkt 

treffen  (Zus.  IV,  Satz  11,  §  50).    Verlängert  man  BA 

nach  J9',   so   ist:    B^D  =  ABC,  DAC  i_  AGB 

(Satz  I,  §  52)   und  ITAD  +  DAC  +  BAC  --.  ä 

(Uebereink.  §  52),  daher  ABC  +  BGA  +  CAB  ^.  n 
(Fig.  68).    ■  -^^  "'  ^'  "      '^    " 

Zus.    Ein  Aussenumikd  eines  Dreiecks  ist  grösser  als  jeder  der  gegenüber- 
liegenden Innentvinkel.^^') 


^'^  Satz  I  wird  ebenso  bewiesen.  Legendre  gibt  ihn  als  Axiom;  andre  beweisen  ihn 
mittelst  des  Zus.  zu  Satz  XI  im  Text  wie  Eudid  oder  mittelst  der  Eigenschaft,  dass  die 
Summe  der  Winkel  eines  Dreiecks  zwei  Rechte  ist;  z.  B.  De  Paölis. 

Es  ist  leicht  zu  zeigen,  duss  die  Summe  der  Abstände  eines  Punktes  innerhalb  eines 
Dreiecks  von  den  beiden  Eckpunkten  einer  Seite  kleiner  als  die  Suumie  der  beiden  andern 
Seiten  ist. 

Mittelst  dieses  Satzes  lässt  sich  ein  andrer  Beweis  zu  Satz  YII  §  54  geben,  von  wel- 
chem der  Beweis  des  Satzes  I  dieses  Paragraphen  nicht  abhängt.  Ist  It  und  r  gegeben, 
so  wähle  man  auf  der  Senkrechten  RM  einen  Punkt  JB',  so  dass  (RM)  =.  {MB').  Sind 
nun  zwei  Punkte  Ä  und  J.^  auf  derselben  Seite  von  M  in  r  gegeben,  so  ist 

(-B  JLj)  =  (R'Ä,);  (RA)  =  {B'Ä)    (Zus.  n,  Satz  V,  §  64). 

Nimmt  man  an  {3fÄ)  <^[{MA^^  so  liegt  A  im  Innern  des  Dreiecks  R'  A^B  (Satz  I  und 
Def.  I,  §  51);  mithin  ist 

2  (B'A)  <  2  {B'A,)  oder  (B' A)  <  {B' A^). 

Auf  diese  Weise  benutzt  man  den  Satz  VII,  §  13  nicht. 

Satz  n  wird  wie  im  Text  bewiesen,  gilt  aber  bis  jetzt  nur  für  rechtwinkhge  Dreiecke 
derselben  Ebene,  weil  man  noch  nicht  weiss,  ob  rechte  Winkel,  die  in  verschiedenen  Ebenen, 
liegen,  gleich  sind  (siehe  Bem.  III,  Anm.  XL  VI). 

Will  mau  Satz  VII,  §  13  (siehe  Anm.  X)  hier  nicht  benutzen,  so  muss  man  den  Be- 
weis der  Sätze  III  und  IV  erst  nach  den  Betrachtungen  über  die  Durchschnittspunkt«  einer 
Graden  mit  einem  Kreisumfang  bringen.  Zu  dem  Satz  V  muss  man  in  diesem  Fall  den 
zweiten  Beweis  geben,  die  Sätze  VII  und  VIII  wie  die  übrigen  IX,  X  und  XI  werden  wieder 
wie  im  Text  bewiesen.  Der  letzte  Satz  ist,  wie  man  sehen  wird,  für  das  Euclid'^chQ  System 
charakteristisch  (siehe  Kap.  II  und  lU  und  §§  27,  28). 

Jjegendre  beweist-  Satz  VI,  indem  er  dazu  Satz  I  als  Axiom  benutzt.  Andre  z.  B. 
ijuclid,  BaUzcr,  Sannia  und  D'Ovidio,  Faifofer,  De  Vaölis  beweisen  zuerst  den  umgekehrten 
Satz,  indem  sie  den  Zus.  zu  Satz  XI  zu  Hülfe  nehmen,  der  bei  Kuclid  unabhängig  von 
Satz  XI  bewiesen  wird  (Prop.  XVI,  Buch  I),  welcher,  wie  gesagt,  für  das  A'uc7t J'sche  System 
Geltung  hat.  Unsre  Beweise  der  Sätze  I — X  sind  von  dieser  Eigenschaft  unabhängig  und 
gelten  mitliiu  auch  für  die  übrigen  Systeme. 

Es  ist  femer  nicht  zu  glauben,  dass  der  Beweis  EucUd^s  durchaus  unabhängig  von 
dem  Postulat  über  die  Parallelen  sei;  der  Beweis  der  Prop.  XVI,  Buch  I  müsste  genauer 
sein;  um  so  mehr  in  Büchern,  in  welchen  dieser  Satz  dem  Postulat  über  die  Parallelen 
vorangeht.  In  der  zu  dieser  Proposition  gehörenden  Figur  [in  welcher  ABC  das  Dreieck 
ist,  JÖ  in  der  Verlängerung  von  (AC)  liegt,  E  der  Mittelpunkt  von  {BC)  ist  und  F  ein 
Punkt  in  der  Verlängerung  von  (AE)  derart,  dass  (AE)  =.{EF)}  genügt  es  nicht,  dass 
der  Punkt  F  innerhalb  des  Winkelsectors  BAD  liege,  um  daraus  den  Schluss  zu  ziehen, 
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Fignren,  welche  beziiglicli  einer  Graden  symmetriscli  sind.^^^ 

§  56.  Def,  L  Zwei  Punkte  By  B' ,  welche  in  einer"  auf  einer  Graden  a 
in  der  Ebene  Senkrechten  liegen,  heissen  bezüglich  der  Graden  a  symmetrisch, 
wenn  sie  denselben  Abstand  von  der  Graden  a,  der  Symmetrieaxe,  haben  (Def.  I, 
§  54).  Ist  8  der  Durchschnittspunkt  des  Lothes  BB'  mit  a,  so  sind  B  und 
B'  bez.  des  Punktes' /S  symmetrisch  (Def.  ü,  §  53).  Zwei  Figuren  sind  bez.  a 
symmetrisch,  wenn  ihre  Punkte  bez.  «  symmetrisch  sind. 

Zus.  Die  TJieile,  in  welche  die  Ebene  durch  eine  ihrer  Graden  zerlegt  wird, 
sind  bezüglich  der  Graden  und  die  Punkte  dieser  Graden  sind  zu  einander  sym- 
metrisch 

Satz  L  Die  einem  gradlinigen  Segment  bezüglich  einer  Graden  symmetrische 
Figur  ist  ein  andres  ihm  gleiclies  Segment,  Die  Graden  der  beiden  Segmente 
schneiden  sich  in  einem  Punkt  der  Symmetrieaoce  und  bilden  gleiche  Winkel 
mit  ihr. 

Ein  Segment  {CB)  sei  gegeben   und   man   be- 
-^>^  trachte  das  Segment  {C'  B')  welches  die  beiden  zu 

C  imd  B  bezüglich  der  Graden   a   symmetrischen 
Punkte  C  und  B'  verbindet.     Wenn  der  Punkt  C 

X^  ^    — Ty ■p', — ^f,,       in  a  liegt,  so  fällt  C"  mit  ihm  zusammen  (Def.  I). 

S  sei  der  Durchschnittspunkt  von  {BB')  imd  a.   Die 
beiden  Dreiecke   SBC,   SB'C   sind  gleich,    weil 
die  Seite  {SC)  gemeinschaftHch,  {BS)^  {B' S)  ist 
Fig.  69.  imd  die  Winkel  bei  S  Rechte  sind  (Satz  IV  und  I, 

§  47  und  Satz  H,  §  42). 
Ist  auf  dem  Segment  {BC)  ein  Punkt  D  gegeben  und  man  zieht  von  D 
die  Normale  zu  a,  welche  {B' C)  in  D'  schneidet,  so  ist  D'  der  zu  D  sym- 
metrische Punkt.     Denn,  wenn  S'  den  Durchschnittspimkt  der  Graden  DD'  und 
.«  bezeichnet,   so   sind  die  beiden  Dreiecke  DS'C,  D'S'C  gleich,  weil  {S'C) 
gemeinschaftlich,  die  Winkel  bei  S'  Rechte  und  diejenigen  bei  C  gleich  sind, 

da  SCBi:^  8CB']  mithin  ist  {DS')  -     {D'S')  (Satz  X,  §  55). 
Aus  den  beiden  Dreiecken  DS'Cj  D' S' C  erhält  man 

{DC)^{D'C) 
und  also  {BD)  ~  {B'D')  (Einl.  g"i,  g^^  §  73).     Das  zu  {BD)  symmetrische 
Segment  {B'D')  ist  daher  {BD)  gleich  und  die  Graden  l^D  und  B'D'  schneiden 
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dass  der  Strahl  OF  innerhalb  des  Winkelsectors  BCD  liege.  Im  Fall  der  zweiten  Bte- 
wjanw'schen  Fomij  in  welchem  sich  zwei  Grade  der  Ebene  auch  in  einem  einzigen  Punkt 
schneiden  (§  .30),  ist  es  sehr  wohl  möglich ,  dass  der  Strahl  CF  ausserhalb  dieses  Winkels 

fallt  und  mithin  der  Winkel  BCF  grösser  als  BCD  ist.  Man  muss  desshalb  angeben, 
warum  dies  bei  Anwendung  der  vorangeschickten  Axiome  nicht  der  Fall  ist. 

Es  ist  femer  zu  beachten ,  dass  sich  bis  jetzt  der  Satz  VIU  nur  auf  Dreiecke  der- 
selben Ebene  bezieht,  während  er  im  Text  auch  solche  verschiedener  Ebenen  einschliesst. 

^^')  Dieser  Abschnitt  wird  ebenso  behandielt. 
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sich  in  einem  Punkt   C  der  Symmetrieaxe  .und   bilden  gleiche  Winkel  mit  ihr 
(Fig.  69). 

Sota  IL     Zwei  hezüglich  einer  Graden  symmetriscfie  Figuren  sind  gleich. 

Denn  hat  man  den  Zusammenhang  zwischen  ihren  symmetrischen  Punkten 
festgesetzt,  so  entspricht  einem  beliebigen  l^unktepaar  einer  jeden  von  ihnen 
ein  Punktepaar  der  andern  von  demselben  Abstand  (Satz  IQ,  Zus.  II,  Satz  II, 

15.- 

Kreisnmfang  und  Kreis.  —  Kreisbogen.  —  Znsammenliang  zwischen  den  Bogen, 
den  Winkeln  nnd  Segmenten  der  im  Unendliehgrosseii  liegenden  Graden.  ^^^ 

§  57.  Def.  L  Die  Punkte  der  Strahlen  eines  Büschels,  welche  einen  ge- 
gebenen Abstand  von  dem  Centrum  haben,  bestimmen  ein  System  einer  Di- 
mension, dessen  Richtungen  durch  diejenigen  des  Erzeugungsbüschels  gegeben 
sind  und  welches  Kreisumfang  oder  Peripherie  heisst.  Der  Punkt  li  ist  der 
Mittelpunkt  oder  das  Centrum  und  das  gegebene  Segment  oder  der  gegebene 
Abstand  der  Radius  oder  Halbmesser. 

.  Zus,  L    Der  Kreisumfang  ist  ein  einfach  geschlossenes  System  einer  Dimension. 

In  jedem  Strahl  des  Büschels  liegt  ein  Punkt  der  Peripherie  und  nach 
der  Definition  ist  jeder  Punkt  der  Peripherie  in  einem  Strahl  des  Büschels  ge- 
legen, während  dieses  bezüglich  des  Strahls  als  Element  ein  einfach  geschlos- 
senes System  einer  -Dimension  ist  (Satz  I,  §  30;  Einl.  Def.  I,  §  62  imd  Def. 
II,  §  63). 

Zus,  IL  Die  im  Unendlichgrossen  der  Ebene  liegende  Grenzgrade  ist  eine 
Feriplierie  mit  unendlich  grossem  lladius  (Uebereink.  §  49). 

Def,  IL  Das  durch  zwei  entgegengesetzte  Radien  der  Peripherie  bestimmte 
Segment  heisst  Durchmesser,  Die  beiden  in  einem  Durchmesser  gelegenen  Punkte 
der  Peripherie  seine  Enden, 

Def,  LLL  Die  Durchmesser  bestimmen  einen  Theil  der  Ebene,  welcher 
Kreis  heisst.  Der  Kreis  mit  Ausnahme  der  Peripherie  wird  der  innere  Theil 
des  Kreises  genannt.     Die  Verlängerungen   der  Halbmesser  mit  Ausnahme  der 

Enden  bestimmen  den  äusseren  Tlieil  des  Kreises. 

• 

Bern.  I.  Wenn  keine  Verwechselungen  möglich  sind,  verstehen  wir  unter  Durch- 
messer auch  eine  durch  dp.s  Centrum  gehende  Grade.  Unter  Kreis  versteht  mau  häufig 
auch  die  Peripherie. 

Def.  LV,  Von  jeder  Figur  der  Ebene,  deren  Punkte  dem  Kreis  angehörefn 
(Def.  I,  §  2),  sagt  man,  auch  wenn  einige  Punkte  von  ihr  auf  der  Peripherie 
liegen^  sie  liege  innerlialb,  sonst,  sie  liege  ausserhalb  des  Kreises. 

Lviij  ^f^i\\  man  aus  didaktischen  Gründen  die  Betrachtungen  des  §  13  nicht  früher 
geben,  so  muss  man  sie  doch  vor  §  59  bringen,  wobei  sie  derart  beschränkt  werden,  das« 
Satz  VII,  §  Vi  für  die  Grade  und  den  Kreisumfaug  benutzt  werden  kann.  Man  braucht 
mithin  die  Definition  der  einfaclien  Linie  nicht  zu  geben;  es  genügt,  wie  wir  sehen  werden, 
hervorzuheben,  dass  die  Eigenschaften,  auf  welchen  der  Beweis  dieses  Satzes  beruht,  fiir 
den  Kreisumfang  gelten  (siehe  Anm.  LVIII). 

Veronese,  Geometrio.  24 
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Def.  V.  Ein  Winkelsector  (Winkel)  des  Büschels^  dessen  Centrum  mit  dem 
Centrum  des  Kreises  zusammenfällt,  heisst  Centritoinkel. 

Def,  VL    Ein  Segment  der  Peripherie  heisst  Kreisbogen  oder  Bogen. 

Zwei  Punkte  der  Peripherie  bestimmen  zwei  Bogen,  welche  zusammen  die 
Peripherie  ausmachen   (Satz  I  und  Einl..  c,  §  64). 

Als  Bogen  zweier  Pimkte  des  Umfangs  wird  immer  der  kleinere  angesehen, 
wenn  man  nicht  auch  den  grösseren  in  Betracht  ziehen  muss  und  wenn  die 
Punkte  nicht  die  Enden  eines  Durchmessers  sind.  Will  man  in  diesem  Fall 
einen  der  Bogen  bestimmen,  so  muss  man  noch  einen  Pimkt  desselben  hin- 
zufügen. 

Def.  VIL  Wenn  man  bei  einem  Kreisbogen  nur  in  Betracht  zieht,  dass 
•er  durch  einen  andern  gleichen  Bogen  bei  jeder  Beziehung  zu  andern  Kreis- 
bogen ersetzt  werden  kann,  so  heisst  derselbe  die  Länge  des  gegebenen 
Bogens.  ^) 

Oder  auch:  Dasjenige,  was  man  aus  einem  Kreisbogen  erhält,  wenn  man 
von  der  gegenseitigen  Lage  seiner  Theile,  welche  ebenfalls  Bogen  sind,  abstra- 
hirt,  heisst  die  Länge  des  gegebenen  Bogens. 

Satz.  L  Gleiche  Centriwinlcel  öder  soldie,  von  weldien  der  eine  grösser  als 
der  andre  ist,  bestimmen  auf  der  Peripherie  gleiche  Bogm  oder  solcJwy  von  denen 
der  eine  grösser  als  ^  der  andre  ist,  und  umgekehrt. 

Denn  es  seien  BÄC,  B'ÄC  die  beiden  gleichen  Centriwinkel;  J9,  C  und 
B\  C  die  Peripheriepunkte.  Die  beiden  Dreiecke  BAC,  B'ÄC  sind  gleich, 
weil  sie  zwei  Seiten  und  den  eingeschlossenen  Winkel  gleich  haben  (Satz  II, 
§  42);  mithin  kann  man  in  den  beiden  Bogen  (BC)  und  (B'C')y  die  durch  die 
beiden  Winkel  bestimmt  werden,  mittelst  der  gleichen  Winkel,  in  welche  sich 

die  Winkel  BÄ  C,  B'Ä  C  zerlegen  lassen,  einen  derartigen  Zusammenhang  fest: 
stellen,  dass  den  Punkten  B  und  C  die  Punkte  B'  und  C  entsprechen  imd 
einem  Punkt  X  des  ersten  Bogens  ein  Punkt  X'  des  zweiten,  welcher  denselben 
Abstand  von  B'  und  C  hat,  wie  der  Punkt  von  X  von  B  und  C,  d.  h.  also 
einen  Identitätszusammenhang  zwischen  den  zwei  Bogen.  Mithin  sind  die  beiden 
Bogen  (BC)  und  (B'C)  gleich  (Satz  Hl  und  Zus.  U,  Satz  H,  §  15). 

Sind  dagegen  die  beiden  gleichen  Bogen  {BC)y  (B'C)  gegeben,  so  sind 
die  Segmente  (BC),  {B'  C)  gleich  (Satz  U,  §  15)  imd  mithin  auch  die  beiden 

Dreiecke  ABC,  ÄB'C  (Satz  HI,  §  17)  und  die  Winkel  BAC,  iflc'  (Zus. 
Satz  I,  §  42,  Def.  I  und  U,  §  38). 

Einem  Theil  eines  Centriwinkels  entspricht  ein  Theil  eines  Bogens  und 
umgekehrt  (Def.  I,  V  und  VI).     Damit  ist  der  Satz  bewiesen. 

Zus.  L    Die  Peripherien  mit  gleicJietn  Radius  sind  gleich. 
Denn  der  Satz  I  gilt  auch,  wenn  die  beiden  Winkel  BAC^  B'AC  Centri- 
winkel von  zwei  Peripherien  mit  gleichem  Radius  sind. 

1)  Die  Länge  des  Kreisbogens  ist  die  intensive  Grösse  desselben  (Eiul.  Def.  U,  a  und 
c,  §  111). 
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Satz  IL  Die  Periphere  i^t  ein  in  der  Fosition'  seiner  Tlieüe  identisches  und 
stetiges  System  einer  Dimension, 

Die  Identität  in  der  Position  seiner  Theile  folgt  unmittelbar  aus  Satz  III, 
§  47  und  Satz  I. 

Was  die  Stetigkeit  anlangt,  so  beachte  man,  dass  es  in  einem  beliebigen 
gegebenen  Bogen  {ßC)  immer  einen  Punkt  des  Umfangs  gibt,  wie  dies  bei 
dem  Erzeugungsbüschel  der  Fall  ist  (Def.  I)  und  jeder  Bogen  (XX'),  welcher 
unbegrenzt  klein  wird  (Bem.  I,  §  13)  einen  zwischen  X  und  X'  liegenden  Punkt 
des  Umfangs  bestimmt,  weil  dies  auch  von  dem  ErzeugungsstralilenbüSchel  gilt 
(Def.  I;  Satz  lü,  §  47  und  Def.  I,  §  96  oder  Def.  I,  §  101). 

Def.  VIIL  Das  von  den  Enden  eines  Kreisbogens  bestimmte  Segment 
he'isst  Seline  (Satz  H,  §  30  und  Def.  I,  §  6). 

Der  von  diesen  Enden  bestimmte  Bogen  heisst  der  Bogen  der  Sehne.' 

Zus.    Ein  Durchmesser  halbirt  die  Periplierie  (Zus.  11,  Satz  I,  §  47). 

Satz  IIL  Gleichen  oder  grösseren  Bogen  des  Umfangs  oder  gleidi^r  Umfange- 
entsprechen  gleiche  oder  grössere  Schien  oder  umgekehrt.  • 

Denn  {AB)  und  {Ä'B')  seien  die  beiden  Sehnen  gleicher  Umfange  von 

den  Centren  R  imd  ü',  a  und  a    die  entsprechenden  Bogen  und  a  ^  «'. 

Es  ist  auch  ÄRB^AR'B'  und  da  die  Dreiecke  ARB,  A'R'B'  die 
Seiten  (RA),  (RB)-,  {RA'),  {KB')  gleich  haben,  so  ist  {AB)^  {A' B') 
(Satz  Vnr,  §  55).     Ist  dagegen  {AB)  ^  {A'B'),  so  erhält  man.  a  ^  «'.^^viu) 

§  58.    Satz  I.    Die  Peripherie  ist  eine  einfaxihe  Linie. 

Denn  jedem  Punkt  der  im  Unendlichgroslfeen  liegenden  Graden  (Uebereink. 
§  49)  entspricht  ein  Punkt  des  Umfangs  auf  dem  durch  den  Punkt  im  Un- 
endlichgrossen bestimmten  Strahl  und  umgekehrt  und  wenn  eine  Reihe  von 
Punkten  der  im  Unendlichgrossen  liegenden  Graden  einen  Grenzpunkt  X«,  hat, 
so  hat  die  Reihe  der  entsprechenden  Strahlen  des  Büschels,  dessen  Ceotrum 
mit  dem  Mittelpunkt  der  Peripherie  zusammenfällt,  einen  Grenzstrahl  JiX^,  und 
auf  demselben  einen  Punkt  X  des  Umfangs.  Weil  aber  der  Bogen  und  die 
Sehne  mit  dem  Winkel  unbegrenzt  abnehmen  (Einl.  Def.  I,  §  95;  Satz  11  u.  III, 
§  57),  so  ist  X  ein  Grenzpunkt  der  entsprechenden  Reihe  der  Punkte  der  Pe- 
ripherie (Def.  n,  §  10). 

Und  weil  jeder  Strahl  des  Büschels  Grenzstrahl  einer  Reihe  von  Strahlen 
in  der  einen  und  andern  Richtung  von  dem  gegebenen  Strahl  an  ist,  so  gilt 
dies  auch  aus  dem  obigen  Grund  für  den  auf  dem  gegebenen  Strahl  liegenden 
Punkt  der  Peripherie  bezüglich  der  Reihe  von  Punkten  der  Peripherie,  welche 
auf  den  Strahlen  der  entsprechenden  Reihe  des  Büschels  liegen.  Die  Peripherie 
i^t  mithin  eine  einfache  Linie  (Def.  I,  §  13). 

LVHij  Djß  Definitionen  und  Sätze  dieses  Paragraphen  werden  ebenso  und  mit  den- 
selben Beweisen  gegeben.  Man  stützt  sich  dabei  auf  die  Eigenschaften,  die  in  den  Anm« 
XLIV  und  XLVI  bewiesen  wurden. 

24* 
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Bern.  I.    Wie  die  Winkel  um  einen  Punkt  E  der  Ebene  als  Mass  der  Bogen  einer 
beliebigen  Peripherie,   deren  Centrum  R  ist  (Satz  I,  §  57),   benutzt  werden,  so  dienen  die  . 
Bogen  dazu  die  Winkel  um  den  Puiikt  B  zu  messen  unabhängig  von  der  Grösse  des  Radius 
der  Peripherie  vom  Centrum  R  (Satz  I,  §  67), 

Wir  können  mithin  den  Segmenten  der  Graden  im  Unendlichgrossen,  die  wir  als 
Mass  der  Winkel  gebrauchten  (Bem.  m,  §  39  und  Uebereink.  §  49),  die  Bogen  einer  belie- 
bigen Peripherie  mit  dem  Centrum  in  dem  Scheitel  der  Winkel  substituiren. 

Def.  L  Der  Kreisbogen,  welcher  einer  Winkeleinheit  entspricht  (Def.  ü, 
§  40),  heisst  Bogeneinheit 

Bern.  IL  Die  Bogeneinheit  entspricht  der  unendlich  grossen  Einheit  der  Graden,  wie 
diese  lets^re  der  Winkeleinheit  (Def.  U,  §  40)  derart,  dass  zwei  gleichen  Segmenten  im 
Unendliqhgrossen  zwei  gleiche  Bogen  der  Peripherie  entsprechen  und  umgekehrt.  Die 
Grade  im  ünendlichgrossen  ist  aber  endlich  bezüglich  der  unendlich  grossen  Einheit,  wie 
das  Büschel  bezüglich  der  entsprechenden  Einheit  (Uebereink.  §  28);  mithin  ist  auch  die 
Peripherie  endlich  bezüglich  der  entsprechenden  Bogeneinheit. 

'I)€f\  IL  Unter  Grundhogeneinimt  oder  nur  Bogmieirüieit ,  *  Asl  wir  andre 
nicht  in  Betracht  zu  ziehen  brauchen,  verstehen  wir  diejenige,  bezüglich  welcher 
der  Umfang  endlich  ist  (Bem.  11). 

Satz  IL  Die  Enden,  eines  bezüglich  der  Bogeneinheit  unendlich  kleinen  Bo- 
gens*}uiben  einen  unendlidi  kleinen  Abstand. 

Denn  einem  bezüglich  der  Bogeneinheit  unendlich  kleinen  Kreisbogen  ent- 
spricht ein  bezüglich  der  Winkeleinheit  unendliclikleiner  Winkel  (Bem.  I  und 
Satz  1,  §  57)  und  mithin  ein  gradliniges  Segment  im  Unendlichgrossen,  welches 
bezüglich  der  Einheit  der  ünendlichgrossen  Abstände  imendlich  klein  ist  (Satz 
in,  §  31)).  Weil  aber  der  entsprechende  Centn winkel  bezüglich  der  Winkel- 
einheit unendlich  klein  ist,  so  müssen  die  Enden  des  Bogensegments  einen  be- 
züglich der  Einheit  der  Abstände  des  endlichen  Gebiets  unendlich  kleinen  Ab- 
stand haben  (Zus.  1,  Satz  VIII,  j§  39).  ^^^) 

§  59.  Satz  L  Eine  Grade  schfieidet  die  Periplierie  in  zwei,  einem  oder 
keinem  Punkt,  je  nachdem  ihr  Abstand  vam  Centrum  kleiner,  ebensogross  oder 
grösser  als  der  Radius  ist 

Vorerst  bemerke  man,  dass  die  Grade  keine  drei  oder 
mehr  Punkte  A,  jK,  C  mit  der  Peripherie  gemeinschaftlich 
haben  kann,*  weil  die  Dreiecke  ABB,  ACB,  BCB  als 
gleichschenklige  (Def.  IH,  §  9)  drei  veirschiedene  von  dem 
Centrum  jB  nach  der  gegebenen  Graden  gehende  Lothe  be- 
stimmen würden,  da  nach  der  Voraussetzung  die  Mittel- 
punkte der  Segmente  {AB)y  (BC)  und  (J.C)  verschieden 
sind  (Satz  III,  §  42);  dieses  ist  widersinnig  (Zus.  1,  Satz  V, 
§  47). 
Wenn  die  Normale  (BM)  zur  gegebenen  Graden  kleiner  als  der  Radius 
ist,  so  wähle  man  ein  schiefes  Segment  {BÄ)^  das  grösser  als  der  Radius  ist. 

^^^)  Nach  Anm.  LVIII  lässt  sich  Satz  I  auf  dieselbe  Art  beweisen;  Bem.  I  beschränkt 
mau  auf  ihren  ersten  Theil,   i'ibt  die  Def.  I  und  lässt  Bem.  11,  Def.  II  imd  Satz  II  weg. 


Fig.  70. 


Satz  VII,  §  i;^  1)0 weisen  kann 
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Es  gibt  dann  zwischen  (HA')  und  (RM^  ein  Segment,  welches  dem  Radius 
gleich  ist  (Satz  VII,  §  54  und  Zus.  I,  Def.  I  und  Satz  VIl,  §  13)  und  ein 
zweites  ihm  gleiches  schiefes  Segment  auf  der  andern  Seite  von  RM  (Fig.  70), 

Ist  dagegen  {RM)  dem  Radius  gleich,  so  gibt  es  kein  dem  Radius  gleiches 
schiefes  Segmeut  (Satz  11,  §  54). 

•Wenn  schliesslich  (liM)  grösser  als  der  Radius  ist;,  so  gibt  es  um  so  viel 
weniger  ein  dem  Radius  gleiches  schiefes  Segment.     Mithin  u.  s.  w. 

• 

Zus.  L  Eine  Grade,  die  einen  Funkt  innerhalb  des  Kreises  liat,  trifft  die 
Peripherie  in  zwei  Punkten, 

P  sei  der  innere  Punkt,  R  der  Mittelpunkt  des  Kreises;  RP  ist  kleiner 
als  der  Radius  (Def.  III,  §  57).  Ist  (-KP)  senkrecht  zur  gegebenen  Graden,  so 
schneidet  die  Grade  den  Umfang  in  zwei  Punkten;  ist  {RP)  ein  schiefes  Seg- 
ment, so  ist  die  Normale  kleiner  als  (RP)  (Satz  11,  §  54);  es  gilt  daher  die- 
selbe Eigenschaft.  ,  . 

Def.  I.  Wenn  di^  Grade  den  Umfang  in  zwei  Punkten  schneidet,  heisst 
sie  Secante. 

Hat  die  Grade  nur  einen.  Punkt  mit*  dem  Umfang  gemeinschaftlich,  so 
heisst  sie  Tangente  oder  Beriüirungslinie  und  der  gemeinsame  Punkt  Berüh- 
rungspunkt. 

Zu^.  II.  In  jedem  Punkt  der  Peripherie  ist  die  zum  Radius  normale  Grade 
die  Tangente  in  diesem  Punkt  an  die  Peripherie. 

Dies  geht  offenbar  aus  dem  Beweis  des  Satzes  I  hervor. 

Zus.  III.  Jede  Grade,  die  durch  einen  Punkt  des  Umfafigs  geht  und  keine 
Tangalte  an  denselben  ist,  scfmeidet  den  Umfang  in  cinefn  zweiten  Punkt. 

r  sei  eine  beliebige  Grade,  die  durch  einen  Punkt  A  des  Umfangs  geht 
und  weder  die  Tangente  in  A  ist,  noch  mit  dem  durch  Ä  gehenden  Durch- 
messer zusammenfällt,  welcher  den  Umfang  ja  in  dem  zu  A  entgegengesetzten 
Punkt  schneidet. 

(RM)  sei  das  zur  Graden  r  nonnale  Segment,  wflches  nicht  mit  RA  zu- 
sammenfallen kann,  sonst  würden  die  Tangente  in  A  und  die  Grade  r,  weil  sie 
eine  gemeinsame  Normale  haben  der  Voraussetzung  zuwider  zusammenfallen 
(Satz  II,  §  26  und  Zus.  U,  Satz  V,  §  47). 

In  dem 'bei  M  rechtwinkligen  Dreieck  ^JlfJB  ist  aber  (R3I)K(RA) 
(Zus.  Satz  II,  §  54)  und  mithin  schneidet  die  Grade  r  den  Umfang  in  einem 
zweiten  Punkt,  der  denselben  Abstand  von  M  hat,  wie  A  (Satz  I). 

Zus.  IV.  Alle  von  einem  Punkt  der  Ebene  gleiehweit  abstehemle  Graden  sind 
Tatigentefi  an  einem  Kreisumfang,  dessen  Berührungspwnkte  die  Fusspunkte  der 
von  dem  gegehenefn  Punkt  auf  die  Graden  gefällten  Lothe  und  dessen.  MitteVpufikt 
der  gegebene  Punkt  ist 

Satz  II  Eine  Tangente  an  einem  Kreis  liegt  in  dem  äusseren  Theil  des 
Kreises. 

Denn  s  sei  die  Tangente,  A  ihr  Berührungspunkt  mit  dem  Umfang,  das 
Centnun  R  und  der  Radius  r.     X  sei  der  Durchschnittspunkt   eines  Strahls 
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RB  mit  der  Graden  s  (Zus.  11,  Satz  HI,  §  46)  und  B  ein  Punkt  des  ümfangs. 
Es  ist  immer  (RB)  <  (RX)  (Satz  ü,  §  54  und  Def.  HI,  §  57). 

Satz  IIL  Das  von  dem  Mittelpunkt  auf  die  Sehne  gefällte  Loth  haJbirt  die 
Sehne. 

Denn,  wenn  Ä  imd  B  die  Enden  der  Sehne  .sind,  R  das  Centrum,  so  ist 
das  Dreieck  ARB  gleichschenklig  und  das  von  R  auf  die  Grade  gefällte  Loth 
—  mehrere  gibt  es  nicht  (Zus.  I,  Satz  V,  §  47)  —  geht  durch  den  Mittelpunkt 
der  Sehne  (Satz  JV,  §  42). 

Zus,  Ein  Durchmesser  zerlegt  den  Umfang  und  den  Kreis  in  zwei  bezüglich 
des  Durchmessers  symtnetrische  Tlieüe, 

Denn  jede  auf  den  Durchmesser  senkrechte  Sehne  wird  von  dem  Durch- 
messer halbirt  (Def.  I,  §  56). 

Satz  TV,    Das  in  dem  Mittelpunkt  der  Sehne  auf  dieser  Sehne  errichtete  Loth 
.geht  durclh  das  Gentrum, 

(AB)  sei  die  Sehne.  Wenn  das  Centrum  C  nicht  auf  dem  in  dem  Mittel- 
punkt 31  von  {AB)  auf  AB  errichteten  Lofh  31 X  liegt,  so  muss  es  auf  einer 
der  beiden  Seiten  von  MX  z.  B.  auf  derselben  Seite  wie  A  liegen  (Def.  ü, 
§  50).  Bezeichnet  man  mit  Y  den  Durchschnittspunkt  des  Segments  {BC) 
und  der  Graden  MX  (Zus.  11,  Satz  III,  §  46),  so  sind  die  Dreiecke  ACBy 
AYB  gleichschenklig  und  daher 

A^^BAY^BAC] 

d.  h.  es  muss  A  C  mit  A  Y  zusammenfallen  (Satz  I,  §  30)  und  also  auch  C  mit 
Y  (Satz  n,  §  30).  ... 

Oder. auch:  Weil  {BY)-:{AY)  und  (AC)  ..{BC),  so  wäre  in  dem 
Dreieck  AYC  die  Summe  der  Seiten  (AT)  +  (YC)  -  (AC),  was  unmögKch 
ist  (Satz  IV,  §  17  oder  Satz  I,  §  55). 

Satz  V.  Drei  nicht  in  grader  Linie  liegende  Punkte  bestimmen  in  der  Ebene 
der  Punkte  einen  Kreisumfang  und  ein  Kreisumfang  ist  durch  drei  beliebige  seiner 
Punkte  bestimmt 

Sind  Aj  By  C  die  drei  gegebenen  Punkte,  so  schneiden  sich  die  Lothe  in 
den  .Mittelpunkten  von  (AB)  und  {BC)  stets  in  einem  Punkt  M  und  können 
nicht  parallel  sein,  weil  sonst  auch  die  Sehnen  {AB)  und  {BC)  parallel  sein 
müssten  (Satz  11,  §  48),  was  nicht  der  Fall  ist.  Die  beiden  Dreiecke  AMB, 
B3IC  sind  gleichschenklig;  mithin  steht  31  von  den  drei  Punkten  gleich  weit 
ab,  d.  h.  ist  das  Oentrum  eines  Kreises,  der  durch  die  drei  Punkte  geht. 

Das  in  dem  Mittelpunkt  der  Sehne  {AC)  errichtete  Loth  geht  aber  auch 
durch  das  Centrum  31  (Satz  IV).  Denkt  man  sich  andrerseits  einen  zweiten 
durch  die  drei  gegebenen  Punkte  gehenden  Kreis,  so  müssen  sich  die  in  den 
Mittelpunkten  der  drei  Sehnen  (-42?),  {BC),  {AC)  errichteten  Lothe  auch  in 
dem  Centrum  des  neuen  Kreises  schneiden,  welches  mithin  mit  M  zusammen- 
fäUt  (Satz  n,  §  30  und  Uebereink.  §  28). 

Wählt  man  andre  drei  Punkte  AB'C  des  ümfangs,  so  gehen  offenbar 
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die  Lothe  in  den  Mittelpunkten  der  Seimen  {AB'),  {Ä'C)  durch  31  (Satz  IV). 
Damit  ist  der  Satz  bewiesen. 

Def.  IL  Ein  Dreieck,  dessen  Eckpmikte  in  dem  Umfang  liegen,  heisst 
in  den  Kreis  besdlirieben,  um  den  Kreis  beschrieben  dagegen,  wenn  seine  Seiten 
Tangenten  an  den  Umfang  sind. 

Satz  VI.    Eine  Sehne  liegt  innerhalb  des  Kreises. 

Denn  ist  {AB)  die  Sehne,  U  das  Centrum,  so  ist  das  Dreieck  ABB,  gleich- 
schenklig. Weil  nun,  wenn  M  der  Mittelpunkt  von  {AB)  ist,  {MB)  das  von 
B  auf  die  Sehne  normale  Segment,  {BA)  und  {BB)  dagegen  schiefe  Segmente 

sind,  so  ist  jedes  andre  in  dem  Winkel  ABB  enthaltene  schiefe  Segment  kleiner 
als  {BA)  und  {BB)  (Satz  VII,  §  54)  imd  liegt  mithin  innerhalb  des  Kreises 
(Def.  m  und  IV,  §  57)  (Fig.  70,  S.  372). 

Satz  VII  Ein  Segfnent,  dessen  Enden  in  deni  Kreis  oder  auf  der  Peripherie 
sifidy  liegt  innerliaXb  des  Kreises. 

X  und  Y  seien  die  beiden  Punkte;  man  verbinde  sie  mit  dem  Centrum  B. 
Die  beiden  Radien  {BA),  {BB),  die  X  und  Y  bestimmen  und  auf  welchen  X 
und  Y  liegen,  befinden  sich  im  Lmem  des  Kreises  (Def.  III,  §  57).  Das  Dreieck 
ABB  ist  innerhalb  des  Kreises,  weil  der  innere  Theil  des  Dreiecks  durch  einen 
seiner  durch  die  gegenüberliegende  Seite  z.  B.  {AB)  begrenzten  Kreissectoren 

z.  B.  ABB  gegeben  ist  (Satz  I  und  Def.  I,  §  51)  und  dieser  Sector  innerhalb  des 
Kreises  liegt  (Def.  IV,  §  57).  Das  Segment  (XY)  ist  aber  im  Innern  des 
Dreiecks  (Zus.  III,  Satz  I,  §  51);  folglich  ist  es  auch  im  Innern  des  Kreises 
(Einl.  a,  §  13)  (Fig.  70,  S.  372). 

Satz  VIII.  Alle  Segmente,  welche  einen  inneren  Punkt  0  des  Kreises  mit  den 
Punkten  des  ümfangs  verbinden,  enthalten  alle  Punkte  des  inneren  Theils  des 
Kreises. 

Denn  die  Segmente  liegen  im  Innern  des  Kreises. (Satz  Vll)  und  verbindet 
man  den  Punkt  0  mit  einem  andern  inneren  Punkt,  so  erhalt  man  eine  Sehne, 
welche  zwei  die^r  Segmente  enthält  (Zus.  Satz  I). 

Zus.  Ein  Dreieck,  dessen  Eckjmnkte  auf  dem  Umfatig  oder  im  Innern  des 
Kreises  liegen,  ist  innerhalb  des  Kreises. 

AB' C  sei  das  Dreieck;  der  innere  Theil  desselben  ist  durch  die  Strahlen 

des  von  d«r  Seite  {Ä  C)  begrenzten  Winkelsectors  Ä  B'  C  gegeben  und  diese 
Strahlen  liegen  sämmtlich  im  Innern  des  Kreises  (Satz  VII  u.Def  IV,  §  57). 

Satz  IX.  Ein  rechtwinkliges  Dreieck  ist  in  einen  Kreis  beschrieben,  wenn 
der  Kreis  die  Hypotenuse  mm  Durchmesser  hat. 

ABC  sei  das  bei  A  rechtwinklige  Dreieck.  Von  dem  Mittelpunkt  M  einer 
Kathete  z.  B.  {AB)  ziehen  wir  eine  Grade  parallel  zur  andern  Kathete,  welche 
die  Hypotenuse  in  ihrem  Mittelpunkt  schneidet  (Zus.  I,  Satz  IV,  §44).  Mithin 
schneiden  sich  die  auf  den  Mittelpunkten  der  Katheten  errichteten  Lothe  in 
dem  Mittelpunkt  der  Hypotenuse,  womit  der  Satz  bewiesen  ist. 
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Satz  X.  Die  HaTbirungslinie  des  Winkels,  welchen  zwei  Radien  eines  Kreises 
miteinander  machen,  geht  durch  den  Durchschnittspmikt  der  in  den  Enden  der 
Madien  an  den  Kreis  gezogenen  Tangenten, 

(CR),  (CR)  seien  die  beiden  Radien^  Äy  Ä  die  Durchschnittspuukte  der 

Mittellinie  des  Winkelsectors  CRC  mit  der  Peripherie.  Die  beiden  durch  die 
Punkte  A^  Ä  bestimmten  Halbperipherien  sind  bezüglich  des  Durchmessers  AÄ 
symmetrisch  (Zus.  Satz  III).  Die  Tangente  in  C  ist  symmetrisch  zu  der  Tangente 
in  C\  Aber  zwei  bezüglicli  einer  Graden  symmetrische  Graden  schneiden  sich 
in  dieser  Graden  (Satz  I,  §  56);  daher  u.  s.  w. 

Satz  XI.  Die  Abstände  eines  Funktes  von  den  Punkten  der  Peripherie  haben 
den  Abstand  des  Punktes  von  dem  ihm  zunächst  gelegenen  Ende  des  durdi  den 
gegebenen  Punkt  gehenden  Durchmessers  zum  Minimum  und  zum  Maximum  den 
Abstand  von  dem  andern  Ende, 

Es  giebt  zwei  Punkte  der  Periplierje,  für  welclie  der  Abstand  von  dem  ge- 
gebenen Punkt  einen  zunschen  dein  Maximum  und  Minimum  liegenden  gegebenen 
Werth  hat, 

{AB)  sei  der  durch  den  gegebenen  Punkt 
P  gehende  Halbmesser,  A  das  ihm  zimächst 
gelegene,  H  das  entferntere  Ende  desselben.  Die 
Peripherie  ist  bezüglich  der  Graden  AB  sym- 
metrisch (Zus.  Satz  IH),  es  genügt  mithin  die. 
Abstände  des  Punktes  P  von  den  Punkten»  einer 
der  beiden  Halbperipherien  zu  betrachten.  Es 
kann  keinen  zweiten  Punkt  J.,  derart  geben, 
dass  (PA)  (PA^)  ist,  weil  das  Dreieck  PAÄ^^  gleichschenklig  wäre,  das 
durch  den  Mittelpunkt  M  der  Sehne  AA^  gezogene  Loth  alsdann  durch  P  und 
R  gehen  müsste  und  die  beiden  Graden  PM  und  PR  mithin  zwei  Punkte  ge- 
meinschaftlich hätten,  wßs  widersinnig  ist  (Satz  IV^  Satz  H,  §  30  und  Ueber- 
•   eink.  §28). 

Aus  demselben  Gnmd  kann  es  keine  zwei  Punkte  A^,  A^  (auch  wenn  A^ 
mit  B  zusammenfällt)  derart  geben,  dass  (P-4,)  ::?.  {PA^  ist. 

Ist  also  auf  der  Halbperipherie  AA^B  ein  beliebiger  Punkt  A^y  der  auch 
mit  A  und  B  zusammenfallen  kaim,  gegeben,  so  gibt  es  keinen  andern  Punkt 
X,  für  welchen  {PA^)~  {PX)  wäre.  Dass  es,  >venn  y  ein  zwischen  (PA) 
und  {PB)  liegender  Abstand  ist,  einen  Punkt  X  (und  nach  unserm  Beweis  nur 
einen)  geben  muss,  für  welchen  (PX)  —  y  ist  (Def  I,  §  5),  geht  aus  den  Sätzen 
I,  §  58  und  Vn,  §  13  hervor. 

Satz  XIL  Die  Tangente  in  eifwm  Punkt  A  des  Umfangs  ist  die  Gretiz- 
grade  der  Secante  AX,  wenn  X  ein  Punkt  der  Peripherie  ist  und  zum  Grenz- 
punkt  auf  ihr  den  Punkt  A  hat  und  ist  ferner  die  Grenzgrade  der  Tangente  im 
Punkt  X, 

Wenn  der  Bogen  (AX)  in  einer  gegebenen.  Richtimg  abnimmt,  so  ver- 
mindert sich  auch  die  entsprechende  Sehne  (Satz  IH,  §  57).     Ist  Y  der  Durch- 


Fig.  71. 


59. 60]     Zusammenhang  zwischen  den  Bogen,  den  Winkeln  und  Segmenten  u;  s.  w.        377 

schnittspunkt  des  durch  X  gehenden  Strahls  EX  mit  der  Tangeute  in  Äy  so 
ist,  weil  (RA)  normal  zur  Tangente  ist  (Zus.  11,  Satz  1),  {RY)>  (BÄ)  und 
wenn  der  Bogeji  (ÄX)  unbegrenzt  klein  wird,  so  wird  es  auch  der  Winkel 
ARY  und  mithin  auch  {ÄY)]  denn  das  Büschel  kann  durch  jB  und  die  Tan- 
gente in  Ä  erzeugt  werden  *  (Zus.  ü,  Satz  ü,  §  46).  Wenn  mitbin  der  Bogen 
imd  die  Sehne  unbegrenzt  abnehmen,  so  wird  auch  die  Differenz  zwischen 
(jRX)       (EÄ)  und  (JB  Y)  (Ax.  IV)  d.  h.   (X  Y)  unbegrenzt  klein. 

M  sei  femel*  der  Mittelpunkt  der  Sehne  (AX),  der  Strahl  EM  halbirt 
dann  den  Winkel  AEX  (Satz  IV,  §  42);  der  Winkel  AEM  nimmt  daher  um 
so  viel  mehr  unbegrenzt  ab,  wenn  der  Winkel  AEX  und  also  der  Bogen  (AX) 

unbegrenzt  kleiner  wird.  AEM  ist  aber,  wie  man  leicht  sieht,  dem  Winkel, 
welchen  der  Strahl  AX  mit  dem  auf  derselben  Seite  von  AE  gelegenen  Strahl 
der  Tangente  bildet,  gleich  (Satz  VI,  §  47).  Mithin  vermindert  sich  der  Winkel, 
den  Secante  imd  Tangente  miteinander  machen,  unbegrenzt,  wenn  dies  auch 
für  den  Bogen  {AX)  gilt;  damit  ist  der  erste  Theil  des  Satzes  bewiesen. 

Aehnlich  weist  man  dieselbe  Eigenschaft  für  die  Tangente  in  X  nach. 
Mftn  beachte,  dass  der  Durchschnittspunkt  Z  derselben  mit  der  Tangente  in  A 
auf  der  Halbirungslinie  des  Winkels  AEX  liegt  und  Z  mithin  ein  innerer 
Punkt  des  Segments,  {AY)  ist  (Zus.  FV,  Satz  11,  §  50)  imd  dass  andrerseits 
der  Winkel  YZX,  welchen  die  beiden  Tangenten  miteinander  bilden  und  der 

dem  Winkel  AEX  gleich  ist  (Satz  VT,  §  47),  mit  AEX  unbegrenzt  klein  wird. 

Bern.  I.  Die  Eigenschaft  in  Satz  XII  sagt  uns,  dass  die  Peripherie  eine  intuitive 
Linie  ist,  weil  sie  die  Eigenthümlichkeiten  dieser  Linien  besitzt  (Emp.  Bem.  §  36). 

Bern.  IL  Wenn  A'  ein  dem  Punkt  A  in  der  Richtung  von  {AB}  unendlich  naher 
Punkt  des  Umfangs  ist,  d.  h.  wenn  die  Sehne  {AA')  unendlich  klein  ist,  so  ist]  diese 
Sehne  bezüglich  der  endlichen  Einheit  Null  (Einl.  b',  §  Dl)  und  füllt  mithin  bezüglich 
dieser  Einheit  mit  der  Tangente  in  A  zusammen.  Man  kann  also  eine  Tangente  an  den 
Umfang  bezüglich  der  endlichen  Einheit  als  eine  Grade  betrachten,  welche  zwei  ynendlich 
nahe  Punkte  der  Peripherie  verbindet.  Wenn  A  und  A'  diese  beiden  Punkte  in  der  in 
dem  unendlichkleinen  Bogen  {AA')  bestimmten  Richtung  sind,  so  heisst  die  Grade  AA' 
Tangente  in  ^,.in  der  entgegengesetzten  Richtung  dagegen  Tangente  in  A\ 

In  dieser  Hinsicht  kann  die  Peripherie  mithin  als  ein  Polygon  von  unendlich  vielen 
bezüglich  der  endlichen  Einheit  unendlich  kleinen  Seiten  angesehen  werden  derart,  dass 
die  consecutiven  Seiten  ebenfalls  einen  unendlich  kleinen  Winkel-  miteinander  machen.  ^•'^) 

16. 

Ojemeinscbaftliche  Punkte  zweier  Kreislinien  in  der  Ebene.  —  Anflösung  von 

Problemen  über  die  Grade  nnd  den  Kreis.  ^'^) 

§  60.  Satz  L  Wenn  zwei  Peri2iilierien  einefi  Punkt  gemeinschaftlieh  haben, 
so  besitzen  sie  }iocli  einen  zweiten,  welcher  zu  detn  ersten  bezüglich  der  Graden, 
weldie  die  beiden  Centren  verbindet  (der  Centraldxe),  symmetrisch  ist. 

''^)  Die  *  Eigenschaften,  die  dieser 'Paragraph  bringt,  werden  mit  Ausnahme  der  Bem. 
II,  die  ausfällt,  ebenso  abgehandelt.  Man  bezieht  sich  dabei  statt  auf  die  Sütze,  auf 
welche  sich  die  Beweise  gründen,  auf  diejenigen  in  den  bez.*  Anmerkungen. 

^^^)  Zu  diesem  Abscnnitt  füge  man  die  Identität  der  Büschel  und  der  Ebeneyi,  weil  in 
diesen  Anmerkungen  (siehe  Bem.  HI,  Anm.  XL  VI)  nur  die  Identität  der  Büschel  einer  Ebene 
aber  nicht  diejenige  der  Büschel  verschiedener  Ebenen  bewiesen  wurde. 
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Die  beiden  Peripherien  sind  bezüglich  der  Centralaxe  EB'  symmetrisch, 
wenn  R  und  i?'  die  beiden  Centren  sind  (Zus.  Satz  III,  §  59).  Haben  die  Um- 
fange mithin  einen  Punkt  Ä  gemeinschaftlich,  so  haben  sie  auch  den  zu  A 
bezüglich  der  Graden  Bit'  symmetrischen  Punkt  gemeinschaftlich. 

Wenn  Ä  in  die  Centralaxe  fällt,  so  liegt  auch  Ä'  in  derselben  und  die 
beiden  Peripherien  haben  alsdann  die  Tangente  in  Ä,  welche  auf  der  Central- 
axe senkrecht  steht  (Zus.  11,  Satz  I,  §  59),  gemeinschaftlich. 

Def,  L  Von  zwei  Peripherien,  welche  zwei  Punkte  gemeinschaftlich  haben, 
die  zusammenfallen  und  auf  der  Centralaxe  liegen,  sagt  man,  *sie  berührten  sich 
in  dem  Punkt  Ä  und  A  sei  ihr  Berührungspunkt 

Liegen  in  diesem  Fall  die  beiden  Peripherien  auf  derselben  Seite  der  ge- 
meinschaftlichen Tangente,  so  sagt  man,  sie  berührten  sich  von  innen,  liegen 
sie  auf  entgegengesetzten  Seiten,  sie  berührten  sich  von  aussen, 

Satz  IL  Wenn  zwei  Kreise  sich  von  imien  herühren,  so  entJiält  derjenige, 
welcher  den  grösseren  Badius  hat,  denjenigen  mit  dem  kleineren  Badius, 

Denn  A  und  B  seien  die  beiden  Mittelpunkte,  C  der  Berühnmgspimkt. 
Es  sei  femer  (BC)  <  (AC).  Da  B  auf  dem  Radius  (AC)  liegt,  so  ist  das 
kleinste  der  Segmente,  welche  B  und  einen  Punkt  der  Peripherie  vom  Centrum 
A  zu  Enden  haben,  gerade  {BC)y  der  Radius  des  zweiten  Kreises.  Weil  nun 
alle  Sehnen  des  ersten  Kreises,  die  durch  B  gehen,  diesen  Kreis  bestimmen 
(Satz  Vin,  §  59),  so  liegt  der  zweite  Kreis  vom  Centrum  B  und  Radius  (BC) 
innerhalb  des  ersten  Kreises  (Def.  IV,  §  57). 

Satz  HL  Lst  d  der  Abstand  der  Mittelpunkte  zweier  Periplierien  von  den 
Badien  r  und  r    (r'  >  r),  so  ist 

1)  d  =  r  -\-  r,  wenn  die  Peripherien  sich  von  aussen  berühren, 

2)  d  =  r  —  r,  wenn  sie  sich  von  innen  berühren^ 
S)  r  -\'  r  >  d>  r'  —  r,  wenn  sie  sidi  sdmeiden, 

4)  r  —  r>  d  oder  d>  r  -{-  r,  wenn  sie  keinen  Punkt  gemeinschaftlich  haben. 
Und  umgekehrt,   wenn   der  Abstand  der  Centren   die  Bedingungen  1,  2,  3  " 
und  4  erfüllt,  so  berühren  sidi  die  Kreise  von  aussen,  von  innen,  schneiden  sich 
in  zwei  Punkten  oder  liaben  keinen  Punkt  gemeinschaftlich, 

C  und  C  seien  die  Centren  der  beiden  Peripherien,  die  wir  mit  denselben 
Buchstaben  bezeichnen.  Die  Centralaxe  CC  schneide  den  Umfang  C  in  den 
beiden  Punkten  A  mid  B,  Bezüglich  der  Lage  des  Pimktes  C  sind  drei  Fälle 
möglich.     Er  kann  * 

1)  in  dem  Umfang  C  z.  B.  in  Ay 

2)  ausserhalb  des  Segments  (AB)  z.  B.  auf  derselben  Seite  von  C  wie  Ay 
8)  innerhalb  des  Segments  (AB)  auf  derselben  Seite  von  C  wie  A  liegen. 

Li  dem  ersten  Fall  könnte  C  auch  in  B,  wie  in  den  beiden  andern  Fällen 
auf  derselben  Seite  von  C  wie  B  liegen;  man  sieht  aber  leicht,  dass  diese  Fälle 
auf  die  ersten  drei  zurückführen. 

Im  ersten  Fall  ist  rf  =  r  und  jedenfalls  dalier  d  <ir  -\-  r\  Es  gibt  zwei 
durch  6"  gehende  Sehnen  in  dem  Kreis  C,  welche  bezüglich  der  Centralaxe 
symmetrisch   und  dem  Radius  r'  gleich   sind,   vorausgesetzt   dass  r'  <i2r  ist 
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(Satz  XI,  §  59).  Mithin  haben  die  beiden  Peripherien  zwei  Punkte  gemein- 
schaftlich, die  in  B  zusammenfallen,  wenn  r'  =  2r  ist  und  sich  alsdann  von 
innen  berühren.  Wenn  mithin  r'  <  2r,  so  erhält  man  d>_  r  —  r,  indem  als- 
dann d  =  r  ist. 

Im  zweiten  Fall"  wachsen  die  Segmente,  welche  C  mit  den  Pimkten  X 
einer  der  beiden  bezüglich  der  Centralaxe  symnjetrischen  Halbperipherien  von 
C  verbinden,  von  dem  Segment  (C'Ä)  an  bis  zu  dem  Segment  (G' B)  derart, 
dass  es  für  eine  der  beiden  Halbperipherien  nur  ein  einziges  Segment  (CX) 
gibt,  welches  dem  Radius  r'  gleich  ist,  vorausgesetzt,  dass: 

{CA)  <r  <  (C'I?).  (Satz  XI,  §  59)     (1) 

Ist  {C' A)  <  r'  <  {C'B)y  so  haben  die  beiden  Peripherien  zwei  bezüglich 
der  Centralaxe  symmetrische  und  nicht  zusammenfallende  Punkte  gemein- 
schaftlich. 

Ist  dagegen  r'  =  (CA)  oder  r'  =  (C'B)y  so-  haben  sie  zwei  mit  Ä  oder 
B  zusammenfallende  Punkte  gemeinschaftlich.  In  dem  ersten  Fall  liegen  die 
beiden  Umfange  auf  entgegengesets^ten  Seiten  bezüglich  der  gemeinschaftlichen 
Tangente,  berühren  sich  also  von  aussen,  im  zweiten  Fall  berühren  sie  sich  von 
innen  (Def.  I). 

Fällt  drittens  C  iimerhalb  des  Segments  (AG),  so  berühren  sich  die  beiden 
Peripherien,  wenn  sie  sich  berühren,  von  innen,  weil  C  innerhalb  des  Kreises 
C  liegt. 

Im  zweiten  Fall  ist 

aA  =  d  —  r,  CB  =  d  +  r, 

während  im  dritten  (CA)  immer  kleiner  als  r'  ist,    weil  C  in  dem  Segment 
{CA)  Vegt  und  nach  der  Voraussetzung  r'  ^r  ist. 
Im  zweiten  Fall  erhält  man  aus  (1) 

d  —  r  <^r'  <d  -{-  r  oder  r  +  r'>rf>r'  —  r 

und  im  dritten 

.        r'<d+r 

und  mithin  ,^     , 

a>  r  —  r;  , 

d  ist  in  diesem  Fall  immer  kleiner  als  r  +  ^';  da  d  kleiner  als  r  ist. 

Schneiden   sich   die  beiden  Kreise  nicht,  so  muss  im  ersten  Fall  r'  >  2r 
imd  da  d  =^  r  ist,  d<r  —  r  sein,  im  zweiten  Fall  (CA)  >  r'  oder  (C'B)<r 
d.  Yi,  d  >  r'  -\-  r  oder  d  <ir  —  r  sein  und  schliesslich  im  dritten  FaU  (C'B)  <  r' 
oder  d  <r'  —  r  sein. 

Was  die  Umkehrung  des  Satzes  angeht,  bemerken  wir,  dass  eine  jede  der 
vier  Relationen  1,  2,  3,  4  die  andern  drei  ausschliesst,  dass  mithin,  wenn  eine 
derselben  stattfindet,  die  beiden  Kreise  in  der  Lage  sein  müssen,  welcher  die 
gegebene  Relation  entspricht. 

^em,  I.  Dieser  Beweis  stützt  sich  auf  Satz  XI,  §  69,  auf  die  Eigenschaft,  dass  die 
Peripherie  eiue  einfache  Linie  ist  (Satz  I ,  §  58)  und  auf  die  Eigenschaften  des  gleich- 
schenkligen Dreiecks.  Er  ist  mithin  unabhängig  Ton  dem  Satz,  dass  eine  Seite  des  Drei- 
ecks kleiner  als  die  Summe  der  beiden  andern  sein  muss  und  Satz  III  kann  daher  einen 
zweiten  Beweis  für  diese  Grundeigenschaft  der  Geometrie  liefern. 
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Satz  IV.  Vofi  eincfPi  Punkt  ausserhalb  eines  Kreises  kann  man  zwei  Tan- 
yenten  an  den  Kreis  ziefien. 

C  sei  der  gegebene  Punkt,  C  das  Centrum  und  r  der  Radius  des  E^reises. 
Ist  t  eine  durch  C  gehende  Tangente  und  T  ihr  Berührungspunkt,  so  steht  t 
senkreclit  auf  dem  Radius  CT  (Zus.  ü,  Satz  I,  §  59).  Und  existirt  eine  Tan- 
gente tf  so  existirt  auch  eine  zweite  ihr  bezüglich  der  Gradein  CC  symmetrische 
(Zus.  Satz  m,  §  58).  Das  Dreieck  C  TC  ist  also  bei  T  rechtwinkUg  und 
mithin  in  eine  Peripherie  beschrieben,  deren  Durchmesser  CC  ist  (Satz  IX, 
§  59).  Bezeichnet  man  mit  M  den  Mittelpunkt  von  (CC')j  so  ist  (Mü)  =  r'. 
Da  r    auch  der  Abstand  d  der  beiden  Mittelpunkte  ist,  so  erhält  man  jedenfalls: 

r  >  r  i:>  r  -r-  r 

und  auch  r  >  r'  —  r,  wenn  M  ausserhalb  des  Kreises  liegt. 

Die  Peripherie  mit  dem  Radius  r    und  dem  Centrum  M  schneidet  daher 

die  gegebene  Peripherie  in  den  beiden  Berührungspimkten  der  beiden  Tangenten 

(Satz  UI). 

•» 

Bern.  IL  Es  geht  dagegen  ebenfalls  aus  Satz  III  hervor,  dass  die  beiden  Peripherien 
sich  nicht  schneiden,  wenn  C  im  Innern  des  Kreises  C  liegt.  ^^*^) 

i.xii)  Die  Sätze  dieses  Paragraphen  werden  ebenso  bewiesen.     Alsdann  folgt  der  Satz: 

Büschel  in  verschiedefien  Ebenen  sifid  gleich. 

R  und  M'  seien  die  Mittelpunkte  zweier  Büschel,  r  und  r'  zwei  ihrer  Strahlen.  Man 
betrachte  in  r  und  r'  zwei  gleiche  Segmente  (HB),  {KB').  Auf  der  einen  oder  andern 
Seite  von  RB  und  R' B'  gibt  es  in  den  Ebenen  der  beiden  Büschel  die  Dreiecke  RAB, 
R'A'B',  deren  Seiten  {RA),  {RA')-,  {AB),  {A' B')  gleich  sind,  weil  die  Kreise  mit  den 
Radien  {RA)  und  {BA),  {RA')  und  {B' A')  und  den  Centren  R  und  B,  R'  und  B'  in 
den  beiden  betrachteten  Halbebenen  sich  in  den  beiden  Punkten  A  und  A'  schneiden. 
Die  beiden  Dreiecke  ARB,  A' R' B'  sind  aber  gleich,  weil  sie  die  drei  Seiten  gleich  haben 

(Satz   m,  §  17  und  Anm.  XU);   mithin  ARB  —  A'RB' ;   und   weil   die  beiden  Büschel 
bezüglich  durch  R  und  AB,  R'  und  AB'  bestimmt  sind  (Satz  III,  §  46  und  Anfli.  XLV),. 
so  sind  sie  gleich  (Satz  III,  Zus.  11,»  Satz  11,  §  lö  und  Anm.  XII). 

Ztis.    Alle  Ebenen  sind  identisch. 

Denn  zwei  beliebige  Büschel  derselben  sind  identisch  (Satz  m,  §  15  u.  Anm.  XII). 

Die  Elementarbücher,  welche  kein  besonderes  Postulat  ^eben  (und  wir  sprechen  von 
den  besseren  von  denen,  die  wir  kennen),  setzen  ohn^  Weiteres  voraus,  dass  eine  ge- 
schlossene Linie,  von  welcher  ein  Punkt  innerhalb  und  ein  Punkt  ausserhalb  des  Kreis- 
umfangs  oder  einer  andern  geschlossenen  Linie  liegt ,  von  welchen  nirgends  die'  Definition 
gegeben  wird ,  uothwendiger  Weise  diese  Linie  schneiden  muss.  Onenbar  ist  dies  .  eine 
neue  Eigenschaft,  welche  nicht  unmittelbar  aus  der  Definition  des  inneren  und  äusseren 
Theils  folgt.  Denn  Pj  und  P^.  seien  iler  innere  und  äussere  Punkt.  Wenn  die  erste  Linie 
eine  Grade  und  die  geschlossene  ein  Kreisumfang  ist,  so  muss  man  beweisen,  dass  entweder 
alle  Graden,  welche  1\  mit  den  Punkten  des  Kreisumfangs  in  der  Ebene  vferbinden,  alle 
Graden  der  Ebene  sind ,  die  durch  den  Punkt  P,  gehen  und  mithin  auch  die  Grade  P,  P, 
den  Kreisumfang  in  einem  Punkt  schneidet,  —  oder  dass  es,  wenn  der  Abstand  des  Cen- 
trums 0  von  den  Punkten  P, ,  P^  also  (CP^)  <  r,  (CP.)  >  r  ist,  stets  wenigstens  einen 
solchen  Punkt  X  von  P^P.^  gilit,  dass  (CX)  =  r  ist  (Satz  I,  §  58). 

^ß.n  sagt,  eine  Linie  theile  eine  Fläche,  wenn^  ein  beweglicher  Punkt  auf  der  Fläche 
nicht  von  der  einen  Seite  der  Linie  auf  die  andre  kommen  kann,  ohne  vorher  die  Lage 
eines  der  Punkte  der  Linie  anzunehmen.  Wir  sehen  davon  ab,  dass  diese  Definition  in 
abstractem  Sinn  unbestimmt  ist,  weil  die  Definition  der  Fläche  und  Linie  nicht  vorher 
gegeben  wird.  Jedenfalls,  wenn  ein  Punktesystem  in  der  Ebene  zwei  Theile  der  Ebene, 
einen  inneren  und  einen  äusseren  bestimmt,  so  bedeutet  dies  nicht,  dass  auch  die  Eigen-  . 
Schaft  gelten  muss,  dass  ein  beweglicher  Punkt  um  von  der  einen  auf  die  andre  Seit«  zu 
kommen  die  Lage  eines  Punktes  des  Systems  annehmen  muss  oder  mit  andern  Worten,  dass, 
wenn  ein  Punkt  einer  Linie  innerhalb  und  einer  ausserhalb  des  gegebenen  Systems  liegt, 
diese  Linie  wenigstens  einen  Punkt  mit  dem  System  gemeinschaftlich  haben  muss.  Und  wenn 
die  beiden  Theile  der  Ebene  alle  Punkte,  der  Ebene  enthalten,  ist  mithin  ein  Beweis  nöthig. 
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Bern.  III.  Bei  den  praktischen  Anwendungen  der  Geometrie  kann  man  natürlich  die 
Abstände  im  Unendlichgrossen  nicht  als  Mass  der  Winkel  oder  Kreisbogen  wählen,  wohl 
aber  kann  man  die  Bogen  im  Allgemeinen  als  Mass  der  Winkel  und  mithin  auch  der  Ent- 
fernungen im  ünendlichgrossen  nehmen,  falls  man  annimmt,  das  Unendlichgrosse  existire 
unseren  Hypothesen  gemäss  wirklich  in  der  äusseren  Welt  (Emp.  Bern.  I).  Man  wendet  dieses 
Mass  an,  indem  man  sich  dem  praktischen  Axiom  II  gemäss  zur  Construction  des  Kreis- 
umfangs  eines  sehr  einfachen  Instruments,  rfes  ZirkeU  bedient.  Was  man  aber  in  der  Praxis 
nicht  kann,  nämlich  die  eine  Messmethode  mit  der  andern  vertauschen,  ist  abstract  möglich 
und  desshalb  erlaubt,  ja  von  Nutzen,  wie  wir  gesehen  haben  und  in  den  folgenden  Büchern 
noch  besser  sehen  werden. 

• 

Weil  es  in  der  Praxis  femer  darauf  ankommt,  die  Probleme  der  Geometrie  mit  den 
Instnmienten  zu  lösen,  die  zu  unserer  Verfügung  stehen  und  von  denen  die  einfachsten 
Lineal  und  Zirkel  sind,  so  muss  man  zu  diesem  Zweck  auch  lernen,  sie  mit  den  Elementen 
des  endlichen  Gebiets  zu  lösen.  Damit  ist  aber  nicht  gesagt,  dass  dies  aucli  für  die  Be- 
weise der  Eigenschaften  nöthig  ist,  auf  welche  sich  die  Auflösung  dieser  Probleme  gründet. 

Die  eben  bewiesenen  Sätze  dienen  .grade  zur  graphischen  Auflösung  vieler  Probleme, 
z.  B.,  ein  gegebenes  Segment  zu  halbiren;  ein  Loth  auf  einer  Graden  in  einem  ihrer  Tunkte 
zu  errichten  oder  vpn  einem  Punkt  ausserhalb  auf  die  Grade  zu  fällen;  mithin  eine  Parallele 
zu  einer  gegebenen  Graden  zu  ziehen;  in  der  Ebene,  wenn  ein  Strahl  gegeben  ist,  einen 
zweiten  Strahl  zu  ziehen,  welcher  mit  dem  ersten  einen  gegebenen  Winkel  bildet;  ein 
Dreieck  zu  beschreiben,  wenn  die  Seiten  gegeben  sind;  die  Halbirungslinie  eines  Winkels 
zu  ziehen  u.  s.  w.''^"') 

17. 

Richtnngen   oder  Sinn  der  Winkel,  Dreiecke   and  Bttsehel  der  Ebene.  — 

Richtungen  der  Ebene.  ^) 

§  61.  Bern.  I.  Die  Richtungen  des  Büschels  (Rr)  und  seiner  Winkelsectoren  oder 
Winkel  (Def.  I,  II,  §  38)  Verden  durch  die  Richtungen  der  Directrix  bestimmt  und  um- 
gekehrt (Def.  I,  §  30).  Andrerseits  kann  jedes  Büschel  durch  sein  Centrum  und  die  im 
Unendlichgrossen  liegende  Grade  der  Ebene  erzeugt  werden  (üebereink.  §  49). 

Sat0  L  Zwei  Scheitelwinkel  {ab)y  {ab')  haben  dieselbe  Richtung,  zwei  Neben- 
winkel dagegen  entgegengesetzte  Bichtung,       * 

Die  beiden  Winkel  bestimmen  auf  der  Graden  im  Unendlicligrosseu  zwei 
•  entgegengesetzte  Segmente  (A^B^)j  {A'^B'^,  welche  dieselbe  Ilichlimg  haben, 
während  die  beiden  Segmente  (A^B^j  {A'^B^  entgegengesetzte  Richtung 
haben  (üebereink.  §  49,  Satz  IH,  §  293- 

Satz  IL  Wenn  zwei  Winkel  {ab),  {ab')  einen  Schenkel  a  gemeinschaftlich 
haben  und  die  beiden  aridem  Schenkel  auf  derselben  oder  den  enU/egengesetzten 
Seiten  des  genieinschaftliehen  Schenkels  liegen,  so  haben  die  beiden  Winkel  die- 
selbe oder  entgegengesetzte  Richtung, 

1)  Im  Deutschen  wird  statt  Richtung  hslufig  auch  „Sinn"  gebraucht  oder  „ümlaufs- 
richtimg,  Drehungsrichtung";  hier  ist  der  Einfachheit  wegen  in  allen  Fällen  blos  Richtung 
gesetzt  worden. 


Lxiii)  2u  diesem  Zweck  wird  in  den  Elementarbücheni  der  Geometrie  der  Kreisumfang 
und  die  Durchschnittspunkte  zweier  Kreisumfönge  ziemlich  früh  behandelt.  Euclid  z.  B. 
benutzt  den  Kreis  von  seiner  ersten  Proposition  an  (siehe  Vorrede) ;  der  praktische  Gebrauch 
des  Kreisumfangs  muss  aber  von  den  mit  geometrischer  Strenge  durchgeführten  Beweisen 
seiner  Eigenschaften  begleitet  sein.  Auch  wenn  man  dem  Weg  folgt,  den  diese  An- 
merkungen einschlagen,  wird  die  Behandlung  des  Kreises  nicht  sehr  verzögert  und  man 
kann  nachher,  wie  in  der  Bern.  1 11^  erläutert  wurde,  die  Probleme  bringen,  welche  sich  auf 
die  schon  bewiesenen  Eigenschafben  beziehen.  So  macht  es  auch  Ijegetuirt',  der  di<?sen 
Problemen  die  zwei  erst-en  Bücher  seiner  Elemente  vorausgehen  lässt. 
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Fig.  72. 


Denn  sie  gehören  demselben  Büschel  an,  weil  sie  den  einen  gemeinsamen 
Scheitel  haben  und  sie  bestimmen  im  ersten  Fall  dieselbe,  im  zweiten  entgegen- 
gesetzte Richtungen  des  Büschels  (Einl.  :t '',  §  ^3). 

Bein.  II.  Ist  ein  Dreieck  ABC  gegeben,  so  ist  sein  umfang  ein  einfach  geschlossenes 
Punktesystem  einer  Dimension  und  hat  die  beiden  Richtungen  ABC  und  ACB  (Einl.  Def.  I, 

§  62  und  Def  EI,  §  63).  Wie  man  weiss,  bestimmen  BCA\ 
CAB  dieselbe,  CBA,  BAC  dagegen  die  entgegengesetzte 
Richtung  y/ne  ABC  (Einl.  d,  d',  §  64). 

Durch  .die  Richtung  des  Umfangs  sind  auch  die  Rich- 
tungen der  Winkel  des  Dreiecks  bestimmt.  Wird  der  Um- 
fang in  der  Richtung  ABC  durchlaufen,  so  werden  die  Winkel 
bei  Aj  J3 ,  0  in  der  durch  die  Richtung  der  gegenüberliegenden 
•  Seiten  bestimmten  Richtung  durchlaufen,  nämlich: 

(1)*  BAC,  CBA,  ACB,  (Fig.  72) 

Def.  L  Da  die  Winkel  bei  ^,  JS,  (7  in  der  Rich- 
tung (1)  durchlaufen  dieselbe  Richtung  bestimmen, 
wie  der  Umfang,  so  können  wir  sagen,  sie  hätten 
dieselbe  Richtung ,  weil  man  die  Richtungen  der  Winkel  einander  bei  der  Be- 
stimmung  der  Richtung  des  Umfangs  substituiren  kann  und  die  Richtungen 
derselben  bezüglich  dieser  Bestimmung  gleich  sind  (Einl.  Def.  VI,  §  8;  Def.  I 
u.  IV,  §9).') 

.  Bestimmen  dagegen  zwei  Winkel  des  Dreiecks  entgegengesetzte  Richtungen 
wie  der  Umfang,  so  sagen  wir,  sie  hätten  die  entgegengesetzte  Richtung, 

Satz  IIL    In  jedem  Dreieck  ABC  sind  die  Winkel  ABC,  BGA,  CAB 

gleich  gerichtet,  währetid  CBA,  ACB,  BAC  untereinander  dieselbe  und  bezüglich 
der  ersten  drei  entgegengesetzte  RicJdung  haben. 

Denn  die  Winkel  GBA,  BAC,  ACB  bestimmen  die  Richtung  des  Um- 
fangs des  Dreiecks  ABC,  welche  derjenigen  entgegengesetzt  ist,  die  durch  die 
ersten  drei  Winkel  bestimmt  wird  (Bem.  U  und  Def.  I). 

Def.  II.  Die  beiden  Richtungen,  in  welchen  die  Winkel  oder  der  Umfang 
des  Dreiecks  durchlaufen  werden,  heissen  die  Riditimgen  des  Dreiecks. 

Satz  IV.  Die  durch  die  Winkel  ABC,  BCA,  CAB  bestimmte  Ridäung 
ABC  des  Dreiecks  ist  der  Richtung  ABC  des  Umfmigs  entgegengesetzt 

Denn  die  genannten  Winkel  bestimmen  die  Richtung  ACB  des  Umfangs 
(Bem.  n,  Def.  I  u.  U). 

Satz  V.  Die  Symbole  ABC,  BCA,  CAB  bestimmen  dieselbe  Richtung 
sowold  für  die  Winkel  wie  für  den  Umfang  des  Dreiecks  mit  den  Ed^inkten 
Ay  B,  Cy  während  AGB,  CBA,  BAC  die  entgegengesetzte  Riditung  bestimmen. 

Denn  die  Winkel  ABC,  BCA,  CAB  haben  dieselbe,  während  die  Winkel 
ACB,  CBA,  BAC  die  entgegengesetzte  Richtung  haben. 


1)  Dies  steht  daher  durchaus  nicht  im  Widerspruch  mit  der  Anmerkung  zu  §  9  der 
Einleitung. 
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Satz  VI,  Die  Richtungen  ziceier  Büschel  der  Ebene  sind  gleich  oder  ent- 
gegengesetzt 

Denn  von  den  Winkeln  BÄC,  ACB  des  Dreiecks  ABC  bestimmt  jeder 
eine  der  Richtungen  der  Büschel  mit  den  Centren  A  und  C  und  diese  Rich- 
tungen sind  gleich,  weil  die  Richtungen  der  Winkel,  welche  sie  auf  dieselbe 
Art  bestimmen,  gleich  sind  (Einl.  f",  §  63  und  a",  §  60).  Die  entgegen- 
gesetzten Richtungen  der  beiden  Büschel  sind  ebenfalls  gleich,  weil  die  Rich- 
tungen der  Winkel  GAB,  BCA  gleich  sind.  A  und  C  sind  aber  zwei  be- 
liebige Punkte  der  Ebene,  mithin  u.  s.  w. 

Zm,     In  Büscheln  von  derselben  oder  der  entgegengesetzten  Richtu^ig  haben 

• 

die  Winkel  dieselbe  oder  die  entgegengesetzte  Riehtang, 

Und  umgekehrt: 

Winkel  von  gleicher  oder  entgegengesetzter  Richtung  bestimmen  dieselbe  oder 
entgegengesetzte  Richtungen  in  den  Büscheln,  denen  sie  angehören. 

Denn  die  Richtung  eines  Büschels  bestimmt  eindeutig  die  Richtung  eines 
jeden  seiner  Winkelsectoren  (Einl.  f",  §  63). 

Die  Umkehrung  des  Satzes  folgt  daraus,  dass  eine  Richtung  eines  Winkel- 
sectors  eindeutig  die  Richtung  des  Büschels,  dem  er  angehört,  bestimmt  (Def.  I, 
§  38  und  Einl.  f ",  §  63). 

Satz  VII.  Die  Richtungen  zweier  Büschel,  welche  dieselbe  Richt^^ng  wie  ein 
drittes  Büsclid  haben  (oder  die  entgegengesetzte),  sind  gleich. 

Dies  geht  aus  Satz  e,  §  8  der  Einl.  hervor. 

Oder  auch:  Es  seien  a,  jS,  y  die  drei  Büschel  und  ihre  Richtimgen  seien  mit 
a  und  a,  b  und  6',  c  und  c'  bezeichnet.   Wenn  a  =  c,b  =  c  ist,  so  folgt  a  =  b- 

Denn  Ay  B,  C  seien  die  Centren  der  drei  Büschel;  die  Richtungen  der 
drei  Büschel  bestimmen  die  Richtungen  der  Winkel  des  Dreiecks  ABC  (Zus. 
Satz  VI).     Wenn  aber  die  Winkel  bei  A  und  B  gleiche  Richtung   mit   dem 

Winkel  bei  C  haben  und  wenn  der  letztere  z.B.  ACB  ist,  so  sind  die  Rich- 
tungen der  Winkel  bei  A  und  B  BAC,  CBA,  welche  gleich  sind  (Satz  III). 

Daraus  folgt  auch:  Wenn  a'  =  c',  6'  =  c\  so  ist  a'  =  b' . 

Die  Richtu^igen  der  beiden  ersten  Büschel,   welche    die  entgegengesetzte 
Richtimg  c'  des  Büschels  vom  Centrum  C  haben,  sind  a    und  V  und  nur  a 
und  b'  und  diese  sind  gleich.     Damit  ist  der  Satz  bewiesen. 

Zus.  Die  Richtungen  zweier  Büschel,  von  welchen  die  eine  der  Richtung 
eines  dritten  Büschels  gleich,  die  andre  entgegengesetzt  ist,  sind  entgegengesetzt 

Nach  den  gegebenen  Bezeichnungen  sind  a  und  6'  (oder  a'  und  b)  die 
beiden  Richtungen,  von  denen  die  eine  der  Richtung  c  des  dritten  Büschels 
gleich,  die  andre  entgegengesetzt  ist,  imd  a  und  V  haben  entgegengesetzte 
Richtung. 

Satz  VIII  Wenn  zwei  Winkel  ABC,  A'B'C  zweier  Dreiecke  ABC, 
A'B'C  gleiche  oder  entgegengesetzte  Richtung  Mben,  so  sind  di^  beiden  Dreiecke 

4 

gleidi  oder  entgegengesetzt  gerichtet 
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Denn    die   Richtung   des  Winkels  ABC  und   die  Richtung   des  Winkels 

Ä'B'C  bestimmen  auf  dieselbe  Art  die  Richtungen  ABC,  A'B'C  (Def.  I) 
und  weil  die  Richtungen  der  beiden  Winkel  gleich  sind,  so  sind  es  auch  die 
Richtungen  der  beiden  Dreiecke  (Einl.  Def.  I,  §  9). 

Def.  HL  Wenn,  man  zwei  Büschel  von  den  Centren  JB  und  B'  und  der- 
selben oder  der  entgegengesetzten  Richtung  betrachtet,  so  sagt  man  auch,  die 
Ebene  habe  um  die  beiden  Pufücte  R  und  K  dieselbe  oder  die  entgegengesetzte 
Biditung  oder  auch  die  Richtung  der  Ebene  um  den  PufJct  R  sei  der  RidUung 
der  Ebene  um  den  Punkt  R'  gleich  oder  entgegengesetzt. 

Die  Richtungen  der  Ebene  um  ihre  Punkte,  seien  sie  gleich  oder  entgegen- 
gesetzt, können  wir  Richtungen  der  Ebene  nennen. 

Satz  IX.  Bie  Richtungen  der  Ebetie  werden  durdt^  diejenigen  eines  ihrer 
Winkel  bestimmt. 

Denn  die  Richtungen  der  Ebene  werden  durch  diejenigen  ihrer  Büschel 
bestimmt  (Def.  III)  imd  weil  diese  durch  die  Richtungen  eines  einzigen  Büschels 
(Satz  YI  u.  Vn)  und  die  eines  einzigen  Büschels  durch  die  Richtungen  eines 
seiner  Winkel  bestimmt  werden  (Zus.  Satz  VI),  so  ist  damit  der  Satz  bewiesen. 

Ztis.  Eine  RicJUung  der  Ebene  bestimmt  gleidie  Richtungen  der  Winkel 
der  Ebene. 

Denn  wenn  die  gegebene  Richtung  entgegengesetzte  Richtimgen  in  zweien 
der  Winkel  der  Ebene  bestimmen  würde,  so  müssten  diesen  Richtungen  entgegen- 
gesetzte Richtungen  der  Ebene  und  nicht  dieselbe  entsprechen  (Def.  HI). 

Satz  X.  Zwei  Dreiecke  ABC,  A'BC,  welche  eine  Seite  BC  gemeinsdtafäich 
haben,  sind  gleich  oder  entgegengesetzt  gerichtet,  je  nachdetn  die  Eckpunkte  A  und 
A'  auf  derselben  oder  auf  entgegengesetzten  Seiten  der  Seite  (BC)  liegen. 

Denn  wenn  A  und  A'  bezüglich  BC  auf  derselben  Seite  liegen,  so  haben 

die  Winkel  ABC,  A'BC  dieselbe  Richtung  und  mithin  auch  die  beiden  Drei- 
ecke. Das  Gegentheil  fitidet  statt,  wenn  A  und  A'  bezüglich  der  Seite  {BC) 
auf  entgegengesetzten  Seiten  liegen  (Satz  U  u.  VIII). 

Zus.  L  Wenn  die  Schenkel  zweier  Winkel  BAC,  BA' C  sich  in  zwei  Punkten 
B  und  C  derselben  Graden  schneiden,  so  hüben  sie '  dieselbe  oder  die  entgegen- 
gesetzte Richtung,  je  nachdetn  ihre  Scheitel  auf  derselben  oder  entgegengesetzten 
Seilest  bezüglich  der  Graden  BC  gelegen  sind. 

Zus.  II.  Eine  Richtung  der  Graden  bestimmt  dieselbe  RicJUung  in  den 
Büscheln,  deren  Centren  auf  derselben  Seite  der  Graden  liegen,  und  entgegen- 
gesetzte Riehtungen  in  denjenigen,  deren  Centren  auf  entgegengesetzten  Seiten  gelegen 
sind  (Zus.  I  und  Zus.  Satz  VI). 

Zus.  III.  Zwei  Winkel  {ab),  {ab'),  deren  Sclienkel  parallel  von  derselben 
oder  der  entgegengesetzten  Richtung  sind,  haben  dieselbe  Richtung. 

Wenn  dagegen  zwei  der  Schenkel  parallel  von  derselben  und  die  beideti  andern 
von  entgegengesetzter  Richtung  sind,  so  haben  die  zwei  Winkel  entgegengeseizte 
Richtung. 
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Denn  in  dem  ersten  Fall  haben  sie  entweder  dasselbe  Segment  im  Un- 
endlichgrossen gemeinschaftlich  oder  sie  haben  auf  der  Graden  im  Unendlich- 
grossen (Uebereink.  §  49)  entgegengesetzte  Segmente,  welche  gleich  gerichtet 
sind  (Satz  IQ,  §  29).  Im  zweiten  Fall  sind  die  beiden  im  Unendlichgrossen 
liegenden  Segmente  der  beiden  Winkel  entgegengesetzt  gerichtet,  weil  sie 
Nebensegmente  sind  (Def.  ÜI,  §  29). 

Zus.  IV.  Zwei  Dreiecke  ABC,  AB'C,  welche  einen  Eckjnmkt  A  gemein- 
sdiaftlich  h<xben  und  deren  Seiten  {BC)-,  (J^C)  auf  derselbefi  Graden  liegen^ 
sind  gleich  oder  entgegengesetzt  gerichtet,  je  nachdem  (BC)  und  (jB'C)  dieselbe 

Richtung  liahen  oder  nidit 

Eine  Richtung  der  Graden  BC  bestimmt 
die  Richtung  des  Büschels  ABC  (Zus.  11  und 
Satz  Vm)  (Fig.  73). 

Zus.  V.  Wenn  zwei  Schenkel  zweier  Winkel 
mit  genieinsdiafüichefn  Scheitel  eine  Grade  in 
zwei  Segmenten  {BC)  und  (JS'C)  von  derselben 
oder  entgegengesetzter  Bid^tung  schneiden,  so  haben 
sie  dieselbe  oder  die  entgegengesetzte  Biditwng. 

Satz  XL  Wenn  du  Seiten  {BC),  {BC) 
zweier  Dreiecke  ABC,  A' B' C  auf  der  nämlichen  Graden  r  liegen  und  dieselbe 

oder  entgegengesetzte  Riclitung  haben,  so  sind  die  beiden  Winkel  BAC,  B'A'C' 
(und  mithin  audi  die  beiden  Dreiecke)  ifi  defn  ersten  FaU  gleich^  in  dein  zweiten 
Fall  entgegengesetzt  gerichtet,  wenn  ihre  Scheitel  A  und  A  auf  derselben  Seite  der 
Graden  r  liegen. 

Und  umgekehrt,  wenn  A  und  A'  auf  entgegengesetzten  Seiten  von  r  liegen.. 

In  dem  ersten  FaU  haben  die  Winkel  B' AC ,  B'A'C  dieselbe  Richtung 

(Zus.  I,  Satz  X).     Dies  gilt  aber  auch  für  BAC  und  B'AC  (Zus.  IV,  Satz  X) 

und  mithin  auch  für  BAC  und  B'A'C  (Satz  VE  und  Zus.  Satz  VI)  und  die 
Dreiecke  ABC,  A'B'C  (Satz  Vm). 

Ebenso  sieht  man,  dass  sie  entgegengesetzte  Richtung  haben,  wenn  {BC) 
und  (JS'C)  entgegengesetzt  gerichtet  sind. 

Liegen    dagegen  A   und  A'   auf  entgegengesetzten   Seiten   bezüglich   der 

Graden  r  (Def.  H,  §  50),  so  sind  die  Winkel  RAC\  B'A'C  entgegengesetzt 

gerichtet  (Zus.  I,  Satz  X)  und  mithin  auch  die  Winkel  BAC  und  B'A'C' 
(Zus.  IV,  Satz  X  u.  Satz  VII  und  Zus.  Satz  VI)  und  die  Dreiecke  ABC,  A'B'C 
(Satz  Vin).i-^^v) 

^*^^)  Man  kann  dieselbe  Methode  beibehalten,  auch  wenn  man  von  der  Graden  im 
Unendlichgrossen  keinen  Gebrauch  macht.  Dass  zwei  Scheitelwinkel  {ah),  {ah')  dieselbe 
Richtung  haben,  folgt  daraus,  dass  h  in  einem  der  Theile  der  Ebene  bezüglich  der  Gniden 
aa    enthalten  ist  und  mithin  {ah),  {ha),  {a'h  ),  {h' a)  dieselbe  Richtung  haben. 

Um  dein  Zus.  III,  Satz  X  zu  beweisen,  braucht  man  ihn  nur  als  Zus.  zu  Satz  XI  zu 
geben.    Die  Schenkel  der  beiden  Winkel  von  den  Scheiteln  B  und  R'  schneiden  eine  Grade, 

Yeronese,  Oeomotrio.  26 
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18. 
Congmente  and  symmetrische  FignreB  in  d«r  Ebei«.^^) 
g  62.    Sat2  I.     Der  IdenHtätseusamnienJiang  sireier  gl^dien  Figuren  in  der 
Ebene  wird  durch  ztcei  enl^echende  Winkd  bestimmt. 

ABCD ...  M,   A'B'C'D' ...  M'    seien   zwei   ideutisclie  Figuren;   sie  ent- 
sprechen sieb  derart,  dass  die  Segmeute  der  entsprechenden  Punktepaare  z.  B. 
{AB),    {A'S^    gleich  sind    (Säte   ü, 
§15). 

(ab),  (a'b')  seien  die  beiden  ent- 
sprechenden Winkel  mit  den  Scheiteln 
C  und  C",  die  mithin  gleich  sind. 
Wählt  man  auf  den  Schenkeln  a  und 
b '  der  Ebene  zwei  Punkte  A  und  B 
und  auf  den  Schenkeln  des  zweiten 
Winkels  die  Punkte  A'  und  B',  die 
von  C  denselben  Abstand  haben,  wie 
^4  und  B  von  'C,  so  sind  die  beiden 
Dreiecke  ABC,  A'B'C  gleich  (Satz  m, 
§  16).  -D  sei  ein  Punkt  der  ersten  Figur;  er  werde  mit  dem  Punkt  C  ver- 
bunden und  die  Grade  CD  schneide  AB  in  einem  Punkt  E.  Wir  wollen 
annehmen,  E  liege  z.  B.  innerhalb  (AB).  In  dem  entsprechenden  Segment 
(A' B')  gibt  es  nur  einen  Punkt  E'  innerhalb  {A' B')  derart,  dass  (AE)  l-z. 
r--{A'E').  Betrachtet  man  auf  der  Gradeu  C'E'  einen  Punkt  i>',  welcher 
von  6"  und  E'  dieselben  Abstünde  hat,  wie  D  von  ('  und  E  (Satz  I,  §  8)  — 
es  gibt  nur  einen  solchen  Punkt  D'  (Ax.  II,  a,  Einl.  Def.  I,  §  Gl)  —  so  ent- 
spricht der  Punkt  D'  dem  Punkt  D.  Construirt  man  ein  andres  Paar  sich 
entsprechender  Punkte  3/ luid  M',  so  sind  die  beiden  Dreiecke  DCM,  D'C'M' 
gleich,  weil  sie  zwei  Seiten  und  den  ' eingeschlosMenen  Winkel  bei  <.'  gleieli 
haben;  mithin  ist: 

(DJH)  =  (D'M-) 
und   die    so   construirten   gradlinigen  Figuren   sind   identisch  (SatK  IQ,  §  15). 
und  weil  die  Construction  der  entsprechenden  Punkte  eindeutig  und   ceciprok 
ist,  so  fällt  die  so  coustruirte  Figur  A' B' ...  M' ...  mit  der  zweiten  gegebeneu 
Figur  zusammen  (Fig.  74). 

die  parallel  zu  der  Gracleii  durch  die  beiden  Scheitel  gezogea  ist.  Sind  yAB),  (A,  B,)  die 
Segmente,  welche  dnrch  die  Durch üchDittepunktc  der  parallelen  Schenkel  von  derselben 
Richtung  bestimmt  werden,  so  ist  ^JB)  #  'Äifi  4t  (J,  £,1;  es  sind  also  {,AB)  und  {A.B) 
gleichgerichtet   .Anm.  XLIX)  und  mithin  auch  .J.4,\  (ßJf,!  ,Satz  II,  §35). 

Haben  a,  und  b,  die  entgegeugosetztc  Richtung  wie  a  und  Ii,  so  genügt  es  den  Scheitel- 
winkel zn  betrachten,  welcher  dieselbe  ßjchtuug  biit,  und  denselben  Beweis  anzuwenden 
'Satz  VII  und  Zus.  Sata  Vli.  Ist  u,  von  deraelheii  liichtung  wie  a,  t>,  von  entgegengesetzter 
wie  b,  so  braucht  uian  nur  den  Nebenwinkel  (ii,  li,')  in  Betracht  zu  ziehen,  wdcher  dieselbe 
Uichtung  wie  tah)  und  die  entgegengesetzte  wie  (a,b,)  hat,  {ab)  und  (a,6,)  sind  daher 
entgegengesetzt  gerichtet  (Satz  \\1). 

'■*^')  Dieser  Abschnitt  bleibt  unvenLndert  mit  Ausnahme  des  Satzes  II,  welcher  wegfällt. 
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Zus,  L  Der  IdentiUitszusammenhaYig  zwei^  gleidier  Figtirm  in  äet^  Ebene 
wird  dwch  zwei  sich  entspredwnde  Dreiecke  der  Figuren  bestimmt 

ABC,   Ä B'  C   seien  die  beiden  Dreiecke;   alsdann  entsprechen  sich  die 

Winkel  ABC,  A'B'C  und  sind  gleich;,  folglich  ist  der  Identitätszusammenhang 
der  beiden^  Figuren  vollständig  bestimmt  (Fig.  74). 

Zus,  IL  Zwei  identisdie  Figuren  können  keine  drei  Paare  su^h  entsprecfwfider 
Punkte,  welche  nicht  in  grader  Linie  liegen,  gemeinschaftlich  haben. 

Denn  fielen  drei  Paare  sich  entsprechender  Punkte  zusammen  z.  B.  A  mit 
A'j  B  mit  B',  C  mit  (7',  so  würden  nach  der  vorstehenden  Coustruction  auch 
alle  andern  sich  entsprechenden  Punkte  der  beiden  Figuren  zusammenfallen. 

Satz  IL  In  dem  Zusammenhang  zwischen  den  Punkten  der  Ebene,  welcher 
durch  zwei  seiner  gleichen  Figuren  bestimmt  linrd^  entsprieht  die  Grade  im  Un- 
endlidigrossen  sich  selbst. 

Denn  einem  unendlichgrossen  Abstand  der  ersten  Figur  entspricht  ein 
unendlich  grosser  Abstand  der  zweiten  Figur  (Satz  I,  §  34  und  üebereink.  §  49). 

Satz  LH.    Die  gradlinigen  Figuren,  welche  van  zwei  Gruppen  von  je  vier 

Punkten  ABCD,  AB' CD'  in  der  Ebefie  bestimmt  werden,  sind  gleich,  wenn 

die  gradlinigen  Segmente,  welclie  die  vier  gegebetien  Punkte  zu  Enden  haben,  der 

Ordnung  nach  gleich  »ind. 

Von  diesem  Satz,  welcher  ein  besonderer  Fall  des  Satzes  VII,   §  17  ist, 

geben  wir  hier  einen  zweiten  Beweia  ^) 

Es  seien  zwei  Punkte  X  und 
Y  der  ersten  Figur  gegeben;  die 
Graden  A^  und  AY  schneiden 
die  Grade  BC  in  den  beiden 
Punkten  Z  imd  W.  Construirt 
man  die  entsprechenden  Punkte 
Z'  und  W  in  der  Graden  B'  C, 
so  enthalten  die  Strahlen  A'  Z' 
und  A'  W'  die  entsprechenden 
Punkte  X'  und  Y,  deren  Ab- 
stände von  Ä  und  Z',  Ä  imd  W 

bezüglich  dieselben  sind,  wie  die  der  Punkte  X  und  Y  von  A  und  Z,  A  und  W. 

Die  Dreiecke  ABC,  Ä B' C  sind  gleich,  weil  sie  nach  der  Voraussetzung  die 

drei  Seiten  gleich  haben  (Satz  IQ,  §  17);  mithin  ist 


Fig.  76. 


ABC=:AB'C%  AGB  .A'C'B[,  BAC  =  B'ÄC'. 

Die  Dreiecke  ABZ,  AB' Z'  sind  gleich,  weil  sie  zwei  Seiten  und  den 
eingeschlossenen  Winkel  gleich  haben  (Satz  11,  §  42);  mithin  ist  {AZ)  :  :  {A! Z). 
Aus  demselben  Grund  ist  {AW)  =  {ÄW).  Und  da  {ZW)~{Z'W'),  so 
sind  die  Dreiecke  ZAW,  Z'A'W  gleich,  weil  sie  die  drei  Seiten  gleich  haben 


1)  Siehe  die  zweite  Anm.  zu  §  17. 
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(Satzin,  §  17);  mithin  ist  ZAW=Z'ÄW\  Die  beiden  Dreiecke  XAT, 
X.'Ä  Y  sind  daher  gleich,  weil  sie  zwei  Seiten  und  den  eingeschlossenen  Winkel 
gleich  haben;  also  ist  (X  Y)  ziE:  (X' F').  Es  ist  leicht  zu  zeigen^  dass  der  so 
construirte  Punkt  X'  gerade  mit  demjenigen  der  zweiten  Figur,  welcher  dem 
Punkt  X  der  ersten  Figur  entspricht,  zusammenfällt  und  umgekehrt.  Folglich 
u.  s.  w.  (Satz  m,  §  15).  •   . 

Satz  IV.  Die  ebenen  gradlinigen  Figuren,  welche  von  zwei  Gruppen  von  je 
m  Funkten  bestimmt  werden,  sind  gleich,  wenn  die  gradlinigen  Segmente,  welche 
m  —  3  von  diesen  Funkten  mit  den  übrigen  drei  und  diese  drei  Funkte  miteinander 
verbinden,  der  Ordnung  nadi  gleidi  sind. 

.  Die  beiden  von  den  drei  übrigen  Punkten  gebildeten  Dreiecke  seien  ABC, 
ÄIV  C ,  welche  gleich  sind,  weil  sie  drei  Seiten  gleich  haben  (Satz  11,  §  17). 
Einem  beliebigen  Punkt  X  entspricht  in  dem  durch  diese  beiden  Dreiecke  be- 
stimmten Identitätszusammenhang  (Zus.  I,  Satz  I)  ein  Punkt  X'.  Dagegen  sei 
X'i  der  dem  Punkt  X  in  der  gegebenen  zweiten  Figur  entsprechende  Punkt, 
der  nach  der  Voraussetzung  dieselben  Abstände  von  den  Punkten  ÄB'C  hat 
wie  X  von  ABC,     Die  beiden  Figuren  AB'  C'X\,  A'B'C'X'  sind  identisch 

(Satz  lU),  sie  müssen  daher  zusammenfallen,  weil  sich  drei  Paare  enüsprechender 

« 

Punkte  decket  (Zus.  U,  Satz  I)  d.  h.  X'  fällt  mit  X'^  zusanmien.     Wiederholt 

man  dasselbe  Verfahren  für  die  übrigen  m  —  4  Punkte,  so  ist  damil  der  Satz 

bewiesen. 

Bern.  I.  Wie  bei  den  gleichen  Segmenten  auf  der  Graden  (Einl.  Bern.  I,  §  112)  ist 
auch  hier  zu  bemerken,  dass  die  Identität  zweier  Figuren  in  derselben  oder  in  verschie- 
denen Ebenen  unabhängig  von  den  Richtungen  der  Ebene  oder  der  Ebenen  ist,  in  welchen 
sie  gelegen  sind.  Damit  ist  jedoch  keineswegs  gesagt,  dass  bei  dem  Identitätszusammen- 
hang zweier  Figuren  die  Ordnung,  in  welcher  sich  ihre  entsprechenden  Punkte  folgen,  nicht 
in  Betracht  gezogen  werde. 

Satz  V,  Die  entsprechenden  Winkel  zweier  identischen  Figuren  in  derselben 
Ebene  Iwhen  dieselbe  oder  die  entgegengesetzte  Bichtung,  wenn  zwei  beliebige  der 
Winkel  dieselbe  oder  die  entgegengesetzte  Bichiung  haben. 

ACB,  ÄC'B'  seien  die  beiden  entsprechenden  Winkel  und  sie  mögen 
gleich  gerichtet  sein.     Es  seien  ferner  zwei  andre  sich  entsprechende  Winkel 

F^DFy  F\D' F'  gegeben;  zu  beweisen  ist,  dass  auch  diese  Winkel  dieselbe 
Richtung  haben.  Man  verbinde  C  mit  D,  C  mit  D\  Der  Winkel  ACl)  hat 
dieselbe  oder  die  entgegengesetzte  Richtung  wie  der  Winkel  ACB.    Ebenso 

verhält  es  sich  mit  dem  Winkel  A'CD'  und  dem  Winkel  A'C'B' ,  weil  die 
beiden  Figuren  gleich  sind  und  mithin  auch  ihre  sich  entsprechenden  Winkel 
gleich  sein  müssen,  d.  h.  wenn  der  Strahl  CD  innerhalb   oder  ausserhalb  des 

"^l^inkels  ACB  liegt,  so   befindet  sich  auch  der  entsprechende  CD'  innerhalb 

glur  ausserhalb  des  Winkels  A'CB\     Es  sind  also  ACD,  A'C'D'  jedenfalls 

t,  weU  ACB,  ^^CIB'   dieselbe  Richtung  haben   (Zus.  Satz  VI 
61). 
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Man  verbinde  D  mit  A,' D'  mit  Ä,  Die  Dreiecke  ACIJ,  Ä C D'  sind 
gleich  gerichtet,  weil  es  ACD,  A'C'B'  sind  (Satz.VIII,  §  61)  und  mithin 
Jiaben  auch  die  Winkel  ABC,  A'D'C  dieselbe  Richtung  (Satz  IH,  §  61). 

Die  Winkel  FDA,  F  D' A'  haben  beide  dieselbe  oder  die  entgegengesetzte 

Richtung  wie  CDA,  C'  D'  A^  da  aber  die  beiden  letzten  gleich  gerichtet  sind, 

so  sind  es  auch  FDA,  F'B'A\    Schliesslich  haben  die  Winkel  FD^F,,  F  D'F/ 

beide  dieselbe  oder  die  entgegengesetzte  Richtung  wie  FDAy  F'  D'A'*^  diese 

sind  aber  gleichgerichtet  also  auch  FDF^  und  F  D' F  ^, 

Damit  ist  der  erste  Theil  des  Satzes  bewiesen,  der  zweite  folgt  aus  dem 
ersten  Theil. 

Def.  L   Wir  sagen  von  zwei  identischen  Figuren,  welche  zwei  Winkel  und 

mithin  auch   alle  andern   (Satz  V)   von  derselben  oder  der.  entgegengesetzten 

■Richtung  haben,  sie  hätten  dieselbe  oder  die  entgegengesetzte  Richtung,    Im  ersten 

Fall  heissen  die  beiden  Figuren  auch  congruent,  im  zweiten  symmetrisch, 

Bern.  II.  Es  ist  jedoch  zu  beachten,  dassdie  Richtungen  der  Winkel  einer 'Figur, 
welche  kein  Dreieck  ist,  im  Allgemeinen  eine  Richtung  der  Ebene  nicht  bestimmt  (Def. 
III,  §  61),  weil  sie  Winkel  enthalten  kann,  die  entgegengesetzte  Richtung  haben. 

Ziis,  L  Zwei  einet  dritten  Figur  congruente  oder  symmetrische  Figuren  sind 
congruent  (Def.  I,  Satz  V;  Satz  VII  und  Zus.  Satz  VI,  §  61). 

Zus.  IL  Zwei  Figuren,  von  denen  die  eine  einer  dritten  Figur  congruent 
die  andre  symmetrisch  ist,  sind  symmetrisch. 

Satz  VI.  Zwei  congruente  Figuren  fallen  zusammen,  wenn  in  ihnen  zwei 
Punkte  mit  Hiren  entsprechenden  Punkten  zusammenfaUen. 

Wir  wollen  die  beiden  den  zwei  Figuren  gemeinsamen  Punkte  mit  A  und 
B  oder  A'  und  JS'  bezeichnen,  je  nachdem  sie  als  der  ersten  oder  als  der 
zweiten  angehörig  betrachtet  werden.  C  sei  ein  andrer  Punkt  der  ersten  Figur; 
der  von  C  verschiedene  und  C  entsprechende  Punkt  C  ist  derart,  dass  das 
Dreieck  A'B'C  dem  entsprechenden  Dreieck  ABC  congruent  ist  (Satz  V). 
Der  Punkt  C  kann  sich  nicht  in  dem  Theil  der  Ebene  bezüglich  der  Graden 
AB  befinden,  in  welchem  C  liegt  (Satz  IX,  §  55);  er  kann  auch  nicht  auf  der 
entgegengesetzten  Seite  sein,  weil  C  mit  dem  bezüglich  der  Graden  AB  zu 
C  symmetrischen  Punkt  zusammenfaUen  müsste  und  das  Dreieck  A'B\C  die 
entgegengesetzte  Richtung  wie  das  Dreieck  ABC  hätte.     Folglich  u.  s.  w. 

Zus.  Wenn  in  zwei  symmetrischen  Figuren  zwei  Punkte  mit  ihren  ent- 
sprechenden Punkten  zusammenfallen,  so  sind  diese  Figuren  hezüglich  der  Graden, 
wdclie  die  beiden  Punkte  verbindet,  symmetrisch. 
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Stetige  Systeme  einer  Dimension  von  nnveränderliehen  Figiuren  in  der  Ebene^ 

§  63.  Def,  I.  Aus  den  stetigen  Systemen  unveränderlicher  Segmente* auf 
der  Graden  im  Unendlichgrossen  (Uebereink.  §  49  und  Def.  IV,  §  36)  erhalt 
man  stetige  Systeme  unveränderlicher  Winkel  vom  Centrum  R  um  jeden  Punkt 
R  der  Ebene  (Satz  I,  U;  Züs.  §  39  und  Def  UI,  §  36).  Wir  nennen  ein  solches 
System  Kreissystem  von  Winkelsectoren  oder  Winkeln,  von  welchem  R  das  . 
Centrum  ist  und  die  Winkelsectoren  oder  Winkel  Centriwinkelsectoren  oder  Centri- 
mnkel  heissen. 

Sat0  I.  Das  Centnmi  des  Systems  entspricJU  sich  selbst. 

Denn  wählt  man  zwei  sich  entsprechende  Winkel  (a6),  (ab')j  so  entspricht 
der  Scheitel  von  (ab),  welcher  R  ist,  dem  Scheitel  von  {ab'),  welcher  eben- 
falls jR  ist  (Def.  U,  m,  §  36  und  Satz  I,  §  16). 

Satz  IL    Die  Centriwinkel  eines  Kreissystems  sind  congruent 

Denn  die  Segmente  desjenigen  Systen?^,  welches  auf  der  Graden  im  Un- 
endli(Jigrossen  durch  das  Bjreissystem  bestimmt  wird,  sind  congruent  (Def.  I^ 
Satz  I,  §  36),  da,  wie  man  sich  erinnert,  eine  Richtung  der  Graden  im  Un- 
endlichgrossen die  Richtung  der  Centriwinkel  des  Systems  angibt  (Bem.  I,  §  61). 

Zus,  L  Zwei  symmetrische  Winkel  mit  gemeinschaftlidiem  Scheitel  können 
einem  Kreissystem  nicht  angehören  (Zus.  Satz  I,  §  36). 

Ztis.  IL  Die  entsprechenden  Schenkel  zweier  Centriwinkel  des  Kreissystems 
bilden  denselben  Winkel. 

Dies  geht  aus  der  analogen  Eigenschaft  der  Segmente  im  Unendlichgrossen 
hervor  (Satz  lU,  §  36  und  Satz  I,  §  39). 

Satz  LH.  Zwei  Centriwinkel  eines  Kreissystems  können  kein  Paar,  sich  ent- 
sprecJiender  Funkte,  welche  vom  ScJieitel  verschieden  sind,  gemeinschafÜielji,  haben. 

Hätten  sie  ein  Paar,  vom  Scheitel  R  verschiedener,  sich  entsprechender 
Punkte  gemeinschaftlich,  so  hätten  sie  auch  die  Strahlen  RA^  RÄ\  weil  R 
sich  selbst  entspricht,  gemeinschaftlich  und  mithin  hätten  die  im  Unendlich- 
grossen liegenden  Segmente  der  zwei  Winkel,  welche  congruent  «ind,  ein  Paar 
sich  entsprechender  Punkte  gemeinschaftlich,  was  widersinnig  ist  (Def.  I  und 
Satz  I,  §  35). 

Satz  LV.  Lst  eine  beliebige  Figur  gegeben,  so  kann  man  ein  stetiges  System 
von  unveräfulerlichen  Figuren  beschreiben,  dessen  Linien  Kreisumfange  mit  dem 
Centrum  in  einem  beliebigen  gegebenm  Funkt  R  sind. 

Hat  man  z.  B.  ein  Dreieck  ABC  gewählt,  so  verbinde  man  seine  Eck- 
punkte mit  R  imd  RC  liege  in  denf  Winkel  ARB.  Es  sei  femer  das  Kreis- 
system der  Winkel  gegeben,   welche  ARB  gleich  sind.     Wenn  man  in  einem 

beliebigen  Winkel  AyRIi^  des  Systems  den  RC  entsprechenden  Strahl   zieht, 
so  haben    die    drei    den  Punkten  A,  B,  C  entsprechenden   Punkte  A^^  JS^,  C, 


§§  63.  64]      Stetige  Systeme  einer  Dimension  von  unTeiänderl.  Figuren  in  der  Ebene.      391 

bezüglich  denselben  Abstand  von  R  und  bilden  ein  dem*  Dreieck  ABC  iden- 
tisches Dreieck,  weil  (AB)  ~  (Ä^B,),  (ÄC)  :--:.  {A,C,),  (BC)  .  {B^C^)  (Satz 
m,  §17). 

Ebenso  entsprechen,  wenn  eine  andre  Figur  gegeben  ist  und  man  dieselbe 
Construction  macht,  zweien  Punkten  der  einen  zwei  Punkte  von  demselben  Ab- 
stand; mithin  sind  die  entsprechenden  Figuren  identisch  (Satz  III,  Satz  I  und 
Zus.  n,  Satz  U,  §  15)  und  andrerseits  sind  die  in  dem  Identitätszusammenhaug 
der  beiden  Figuren  sich  entsprechenden  Punkte  auch  entsprechende  Punkte  in 
^  dem  auf  diese  Art  beschriebenen  stetigen  System  (Def.  IH,  §  36). 

Def.  IL  Ein  System  identischer  Figuren,  welches  dem  Satz  IV  genügt, 
heisst  Erdssysteni  unveränderlicher  Figuren,  von  welchem  das  bereits  definirte 
Kreissystem  .Yon  Winkeln  ein  specieller  Fall  ist  (Def.  I). 

Zvis.    Das  Centrum  B  eines  heliebigen  Kreissystetns  entspricht  sich  selbst 

Denn  die  Linie  seiner  sich  im  System  entsprechenden  Punkte  reducirt  sich 
auf  den  Punkt  R  allein. 

Saiz  V.    Die  Figuren  eines  Kreissystems  sind  congruent 

Sind  iAB)j  {A^B^  zwei  sich  entsprechende  Segmente 
zweier  Figuren   des  Systems,   so  sind  die  beiden  Winkel 

ARB,  A^RB^  congruent  (Satz  11)  und  mithin  auch  die 
^B,    Dreiecke  ARB,  A,RB^  (Satz  Vm,  §  61  u.  Def.  I,  §  62). 
Mit  a  und  h,  a^  und  h^  mögen  die  Strahlen  des  Büschels 
R  bezeichnet  werden,   die   durch  A  und  JS,   A^  und  B^ 
gehen;   BC,  B^  C\   seien   zwei    andre    sich   entsprechende 
Graden  der  beiden  Figuren  und  die  beiden  Pimkte  C,  C, 
mögen  auf  den  Graden  a,  a^  liegen.     Die  beiden  Dreiecke  ABC)  A^B^C^  sind 

congruent,  weil  es  die  Winkel  RAB,  RA^B^  oder  CAB,  C^A^B^  sind  (Satz 

Vni,  §  61);  mithin  haben  auch  die  Winkel  ABC,  A^B^C^   dieselbe  Richtung 

(Satz  in,  §  62).  ABC,  A^B^C^  sind  aber  zwei  sich  entsprechende  Winkel  der 
beiden  Figuren  des  Systems;  folglich  sind  die  Figuren  congruent  (Def.  I  und 
Satz  V,  §  62)  (Fig.  76). 

Bern.  I.  Zwei  bezüglich  eines  Punktes  auf  der  Graden  symmetrische  Segmente  können 
zu  keinem  stetigen  System  von  Segmenten  auf  der  Graden  gehören  (Zus.  Satz  I,  §  36),  da- 
gegen können  sie  einem  Kreissystem  der  Ebene  angehören. 

§  64.  Def,  L  Betrachtet  man  ein  stetiges  System  unveränderlicher  Seg- 
mente auf  der  Graden,  die  senkrecht  zu  der  Richtung  eines  Büschels  paralleler 
Graden  ist,  so  erhält  man  ein  System  unveränderlicher  StreiJFen  (Def.  X,  §  38; 
Def  n  und  Satz  IV,  §  4^).  Ein  solches  System  heisst  paralleles  Streifensystem 
und  die  Richtung  der  Graden  des  Büschels  di^  Richtung  des  Systems. 

Satz  L    Die  Streifen  eines  parallelen  Systems  sind  congruent  und  symmetrisch. 

Denn  betrachtet  man  die  Seiten  der  Streifen  als  Strahlen  eines  Büschels 
paralleler  Graden  vom  Centrum  X;,,  so  haben  die  Seiten  dieselbe  Richtung 
oder   sind   congruent,   weil  auch  die  Segmente  auf  der  zu  ihnen  senkrechten 
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(Inulcii;    der   Directrlx    des   Systems  (Def.  I  und  Zus.  H,  Satz  X,  §  21),  con- 
f^nioiil  sind. 

Buiruchtet  inuii  dagegen  die  Seiteu  des  einen  Streifens  in  der  fiiehtang 
imch  X,  und  die  des  andern  in  der  Richtung  nach  dem  Ponkt  X',,  welcher 
l»(^'/ngli(di  der  luidicTHchen  Einheit  mit  X  .j,  zusammenfällt,  so  haben  die  Seiften 
entg()g(^ngeHctzte  Uichtung. 

Xks,  L  Zwei  Streifen  des  parallelen  Systetus  lönnen  kein  Paar  sieh  eii#- 
si>rvrhcndrr  PunkUi  ffemeinschaftUdi  haben. 

Denn  wäre  dies  der  Fall,   so  hätten  sie  auch  einen  Strahl  des  Büschels  . 
vom  Centrum    X«  gemeinsam    und   folglich   hätten   auch   die  entsprechenden 
Segmente  auf  der  senkrechten  Graden  zwei  sich  entsprechende  Punkte  gemein- 
sam (Def.  I),  was  widersinnig  ist  (Satz  I,  §  3ö  und  Satz  11,  §  35). 

Jivm.  f.  Der  ^anze  ebene  Streifen  {ab)  bestimmt  keine  Richtung  der  Ebene,  eben 
weil  man  den  Punkt  X^^  bezüglich  der  AW/tVrschen  Einheit  sowohl  auf  der  einen  wie 
auf  (Um-  andern  Seite  einer  zu  der  Richtung  des  Systems  senkrechten  Graden  liegend  an- 
Hohon  kann. 

Bern.  IL  Bezeichnet  man  mit  a  und  u\  ß  und  ß'  die  Strahlen,  welche  zwei  parallelen 
(iraden  des  Systems  angehören  und  durch  die  beiden  Punkte  A  und  B  einer  auf  den 
Strahlen  Senkrechten  r  begrenzt  werden  so,  dass  a  und  ß,  a  und  ß'  dieselbe  Richtung 
haben  vi^ef.  II,  ^  ."iSI,  so  sind  die  beiden  Halbstreifen  [aß)^  ip^' ß')  bezüglich  der  Graden  r 
symmetrisch  und  mithin  (ap),  (^'a  )  congruent. 

Satz  IL  Ist  eine  heliehige  Fi</ur  gegeben,  so  gibt  es  ein  stetiges  System  u$h 
irnimterlieher  Figuren  derart,  dass  die  Linien  der  sich  entsprechenden  Punkte 
auf  einer  gegebenen  Graden  senlrechte  Grade  und  die  sieli  entspredkenden  Grade» 
einander  jxirallel  sind. 

Man  betrachte  ein  Segment  {ÄB)y  dessen  Enden  in 

l4 den  Seiten  a  und  b  des  Streifens  (ab)  liegen  und  errichte 

in  A  uiid  B  Lothe   auf  die  Seiten  a  und  b,  welche  die 

^X|ff       Seiten  a^  und  6,  des  dem  ersten  gleichen  Streifens  (0161) 

in  den  Punkten  Jj  und  if^  treflFen.     Das  Segment  (-4iJ8,) 

ist  (^AB)  gleich   (^Satz  I,  §  44). 

Wenn   eine  JFigur   ABCD..,  M,.,  gegeben  ist,  so 
s,  B       kann  man  sieh  ein  stetiges  System  mit  der  ersten  iden- 
tischer  Figuren    derart    denken,    dass    die    sich    in  dem 
System  entsprechenden  Theile  ebenfalls  identisch  sind. 

A7'.  //.    Ein    System    identischer   Figuren,    welches 
dem  Satz  II  irenüirt,  heisst  ikiralUitii  System  unrerimder' 
.*:..>»•  F.rif'.ti  oder  einfach  ih/n »//</<>  >f/.yttw..  von  welchem  das  frühere  (Del.  D 
c-v.  sp^viollor  Fall  ist     Fic-  TT^. 

>:rj  III     PV   F.r.trzr.  -ritus  r^jraU'.ifn  S»i;f^ttniS  sind  Ojwmtent. 

AlH\  A  /»  r  soi-or.  :woi  sich  entspreche:: de  Winkel  der  beiden  Fiiniren 
v.v.vl  vl.o  ri;r.k:e   A  v.r.vl  t\  A    \:vA  C   ::>"gv:i  in  derselben  auf  der  Richtung  des 

l^-.:'  oV-v.ev.  S:rf.:V::  :  \  \-  .  ^ieriv.  >»iir::  Vez'.irlivh  duivh  A  und  C, 
.4.  ur-vi  i*     cvr.iv.,    s:::.;   . : :-.i:r.:e'^: .    wviu:  sie   vol  d^itiscrcven  P^nki  I,  ans 


^f. 
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(Satz  I)  oder  von  derselben  Seite  einer  auf  den  Seiten  senkrechten  *  Graden 
betrachtet  werden.  Mithin  sind  auch  die  Segmente  (ACT)  und  (^iC,)  con- 
gruent  (Zus.  V,  Satz  X,  §  61).  Die  Punkte  B  und  JS,  liegen  auf  derselben 
Seite  einer  jeden  Senkrechten,  weil  die  Grade  BB^  ebenfalls  normal  auf  der 
Richtung  des  Systems  ist  und  zwei  auf  einer  dritten  Senkrechte  parallel  zu- 
einander sind  (Zus.  H,  Satz  V,  §  47  und  Satz  I,  §  50).     Die   Winkel   ABC, 

A^B^C^  sind  daher  congruent  (Satz  XI,  §  61)  und  also  auch  die  beiden  sich 
entsprechenden  Figuren,  denen  sie  angehören  (Satz  V  und  Def.  I,  §  62). 

§  65.  Def.  L  Wenn  ein  stetiges  System  einer  Dimension  unveränderlicher 
Figuren  (Def.  HI,  §  36)  in  der.  Ebene  liegt,  so  heisst  das  System:  ebenes  ste- 
tiges System  einer  Dimension  von  unveränderlichen  Figuren, 

Satz  L  Zwei  Figuren  eines  ebenen  stetigen  Systems  einer  Dimension  unver- 
änderlielier  Figuren  sind  congruent. 

Denn  die  Schenkel  und  Scheitel  zweier  sich  entsprechender  und  consecu- 
tiver  Winkel  (Def.  IQ,  §  36)  müssen  consecutiv  sein  und  mithin  bestimmen 
die  unendlich  fernen  Punkte  der  Schenkel  zwei  gleiche  und  consecutive  Seg- 
mente (Zus.  11,  Satz  X,  §  62).  Diese  sind  aber  gleichgerichtet  (EinL  a,  §  99); 
also  sind  es  auch  die  befiden  in  Betracht  gezogenen  Winkel  und  mithin  auch 
die  beiden  betrachteten  consecutiven  Figuren  (Satz  V,  §  62).  Das  System  kann 
aber  als  aus  einer  Jleihe  consecutiver  Figuren  zusammengesetzt  gedacht  werden 
(Def.  I;  Def.  11  u.  III,  §  36).  Folglich  sind  zwei  beliebige  Figuren  des  Systems 
auch  congruent. 

Zus,  Zwei  symmetrische  Figuren  können  keinem  stetigen  System  unverändert 
licJier  Figuren  in  der  Ebene  angehören. 

Satz  IL  Ist  eine  Figur  und  eine  Linie  in  der  Ebene  gegeben^ so  gehört  die 
Figur  eitlem  stetigen  System  einer  Dimension  unveränderlicher  Figuren  an,  in 
wdcJiepn  die  gegebene  Linie  eine  Linie  sich  ent^ecJiender  Punkte  ist 

(A)  sei  die  gegebene  Figur,  l  di^  gegebene  Linie,  R  ein  Punkt  von  Z,  def 
eventueU  auch  der  Figur  angehören  kann.  Man  betrachte  ein  Segment  (BR^) 
von  l  und  zerlege  {RRi)  in  beliebig  kleine  Segmente  {RR')j  (jB'12")...(iJ"*jBi) 
derart,  dass  die  gradlinigen  Segmente  {RR'  ^  (R' R")  ...{R"^ R^)  kleiner  als 
ein  gegebenes  Segment  s  sind  (Def.  I,  §  36).  Wegen  der  Identität  der  Ebene 
um  ihre  Punkte  R  und  JJ'  (Zus.  11,  Satz  11,  §  47)  können  wir  um  U'  eine 
Figur  {A!),  welche  {A)  identisch  ist,  derart  beschreiben,  dass,  wenn  {RR')  im- 
begrenzt  klein  wird,  auch  der  Abstand  zwischen  zwei  beliebigen  sich  ent- 
sprechenden Punkten  von  {A)  imd  {Ä)  unbegrenzt  abnimmt.  Zu  dem  Ende 
ziehen  wir  von.  R  nach  einem  Punkt  A  von  {Ä)  den  Strahl  RA  und  R' Ä  sei 
ein  Strahl,  der  RA  zur  Grenze  hat,  wenn  R'  den  Punkt  R  zur  Grenze  hat 
(Def.  I,  §  36).  Dies  ist  möglich,  denn  es  braucht  nur  z.  B.  der  Punkt  A  ^  von 
R'  A  sich  unbegrenzt  dem  absoluten  Grenzpunkt  -4  o»  von  RA  zu  nahem  (Def.  I, 
§  12;  Uebereink.  §  49).  Dasselbe  führen  wir  für  jeden  andern  Punkt  X  der 
Figur   {A)   so   aus,   dass    die   im   Unendlichgrossen    liegenden   Segmente    der 
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Winkel  ARX,  ÄJR'X'  d.  h.  die  beiden  Winlgel  gleich  sind  oder  auch  dass 
die  Segmente  {A^X^y  {Ä^X\)  einem  stetigen  System  unveränderlicher  Seg- 
mente auf  der  Graden  im  Unendlichgrossen  zugehören. 

Auf  dem  RX  entsprechenden  Strahl  R'X'  construiren  wir  den  Punkt  X' 
in  demselben  Abstand  von  R\  wie  X  von  JR  derart,  dass  jeder  andre  Punkt 
Y'  des  Strahls  R'X'  sich  unbegrenzt  einem  Punkt  Y  nähert,  der  den  gleichen 
Abstand  von  J?  und  X  hat,  wie   F  von  K  und  X'  (Zus.  11,  Satz  IV,  §  12). 

Es  ist  dann  {AX)  eh  (ÄT),  weil  (AR)  =  (A'R'),  (XR)  ze  (TR')  und 

ARX^A'R'X'  (Satz  11,  §  42)  und  wenn  Y  und  Y'  zwei  andre  sich  ent^ 
sprechende  Punkte  von  (A)  und  (A)  sind,  so  ist  auch  (AY)^  (A  Y).     Man 

sieht  auch  leicht,  dass  XAY^=^X' Ä  Y'  und  mithin  auch  (XY)^(X'Y*) 
ist.  Die  beiden  Figuren  (Ä)  und  (Ä)  sind  mithin  identisch  und  der  Identitäts- 
zusammenhang derselben  fällt  mit  dem  Zusammenhang  des  für  den  Theil  (RR') 
der  Linie  {  beschriebenen  Systems  zusammen.  Wiederholt  man  daher  dieselbe 
Gonstruction  für  jedes  successive  Segment,  so  erhält  man  das  verlangte  System 
(De£  m,  §  36). 

Bein.  I.  Der  Batz  n  setzt  die  Existenz  der  Linie  l  voraus.  Abstract  haben  wir  die 
Existenz  der  Graden,  des  Ereisumfangs  und  mithin  der  polygonalen  aus  Theilen  der  Graden 
oder  des  Ejreisumfangs  zusammengesetzten  Linien  festgestellt;  empirisch  gilt  der  Satz  fSr 
alle  Anschauungslinien,  welche  durch  materielle  Linien  graphisch  in  der  Ebene  dargestellt 
werden  (Emp.  Bem.  §  36\  Ist  aber  die  Existenz  einer  Linie,  welche  der  Def.  I,  §  36  ge- 
nügt, bewiesen,  so  gilt  der  Satz  auch  für  diese  Linie.  *) 

Def,  IL  Ein  stetiges  System  einer  Dimension  von  unveränderlichen  stetigen 
Systemen  einer  Dimension  von  unveränderlichen  Figuren  heisst  stetiges  System 
unveränderlicher  Figuren  voyi  ztvei  Diniefisionen  u.  s.  w. 

Bern.  IL  '  Offenbar  gehen  die  Eigenschaften  dieser  Systeme  aus  deiyenigen  der  Systeme 

einer  Dimension  hervor  und  sind  zwei  beliebige  Figuren  der  neuen  Sydteme  stets  con- 
gruent^^^vi) 

20. 
Thatsächliche  Bewegung  der  Figuren  in  der  Ebene.  ^^^^) 

§  66.  Satz  I.  Eine  Fig^ur,  die  sich  frei  in  der  Ebene  bewegt,  beschreibt  ein 
stetiges  System, 

* 

1)  Wir  sehen  daher,  dass  bei  den  stetigen  Systemen  unveränderlicher  und  also  con- 
gruenter  Figuren  (Satz  I)  nicht  alle  Hedingungen  der  Auschauungslinie  für  die  entspre- 
chenden Linien  der  Punkte  des  Systems  nöthig  sind  (Def.  II,  §  36  und  die  zugehör.  Amn.). 


Lxvi^  Die  Definition  des  Kreissysteras  muss  man  auf  die  Eigenschafben  des  Büschels 
gründen,  da  das  Kreissystem  ein  in  der  Position  seiner  Theilc  identisches  System  ist:  Man 
wiederholt  bei  ihm  dieselben  Betrachtungen,  welche  für  die  Grade  angestellt  wurden 
(§  30).  Bei  dem  Beweis  der  Sätze  I  ui\d  II  dieses  Paragraphen  beachtet  man,  statt  da^ 
LTiKuidlichgrosse  zu  Hülfe  zu  nehmen,  nur,  dass  zwei  consecutive  Winkel  dieselbe  Richtung 
haben  müssen,  weil  die  Segmente,  welche  sie  auf  einer  Graden  bestinmien,  die  die  Scheitel 
der  Winkel  auf  derselben  Seite  hat,  gleich  gerichtet  sind  (Zus.  II,  Satz  X,  §  61  und  Einl. 
a,  §  69). 

Lxvii)  Dieser  Abschnitt  bleibt  wie  er  ist,  nur  Satz  III  und  sein  Zusatz  werdpn  weg- 
gelassen. Wie  wir  in  der  Vorrede  bemerkt  haben,  beschränken  wir  uns  in  diesen  An-r 
merkungen  auf  die  Euch'd'Hvhe  Ebene  allein  und  begleiten  desshalb  den  Text  mit  diesen 
besonderen  Anmerkungen  in  der  Folge  nicht  mehr. 
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Bei  der  Bewegung  einer  Figur  beschreibt  jeder  ihrer  Punkte  *eine  An- 
schauungslinie ^  wie  sie  in  Def.  I,  §  36  (Bern.  11,  §  36)  definirt  wurde  und  jeder 
Lage  eines  ihrer  Punkte  entspricht  eine  Lage  der  Figur  selbst  (Prakt.  Ax.  11 
Seite  304). 

Wenn  ÄÄ^Ä2...Äm,  liB^B^,..Bn,j  ...,  XJS^X,  ...  X^ . . .  verschiedene 
Lagen  der  Punkte  Ay  Bj  . . . ,  X . . .  der  Figur  sind,  wobei  nicht  ausgeschlossen 
ist,  dass  die  Lagen  der  Punkte  mehrmals  in  eine  Linie  oder  ein  Lmiensystem 
fallen,  und  wenn  (AA^  der  von  dem  Pimkt  A  in  einer  gegebenen  Zeit  durch- 
laufene Weg  ist,  so  durchläuft  der  Punkt  B  in  derselben  Zeit  eine  Strecke 
(BBi)  und  den  Punkten  des  Segments  (BBj)  müssen  die  Punkte  der  Strecke 
(AA^)  entsprechen  (Prakt.  Ax.  II).  Es  findet  mithin  ein  eindeutiger  Zusammen- 
hang in  derselben  Ordnung  statt,  womit  der  Satz  bewiesen  ist  (Def.  II*  §  36). 

Satz  IL  Eine  J^igur  kwin  sich  in  der  Ebene  bewegen  ohne  sidi  zu  ver- 
ändern. 

Denn  beschreibt  man  ein  stetiges  System  unveränderlicher  Figuren  und 
sind  {A)y  (JS),  (C),  ...,  (X),  ...  die  Anschauungslinien  der  sich  entsprechenden 
Punkte,  welche  durch  die  Punkte  ^,  JB,  C,  . . .,  X,  .  . .  der  gegebenen  Figur 
gehen  (Satz  11  und  Bem.  IQ,  §  62),  so  kann  man  die  Punkte  A,  B,  C,  . .  ., 
X,  ...  der  gegebenen  Figur  nöthigen,  sich  längs  der  Linien  sich  entsprechender 
Punkte  derart  zu  bewegen,  dass  die  sich  entsprechenden  Punkte  der  genannten 
Linien  sich  entsprechende  Lagen  der  Punkte  der  gegebenen  Figur  sind  (Prakt. 
Ax.  n  Seite  304). 

Bern.  I.  Wenn  die  Ebene  nicht,  wie  im  vorigen  Paragraphen  bewiesen  wurde,  die 
Eigenschaft  hätte,  stetige  Systeme  einer  Dimension  von  unveränderlichen  Figuren  zu  be- 
sitzen, so  könnte  offenbar  eine  Figur  sich  nicht  ohne  Deformation  bewegen  (Def.  II,  §  37). 

Zus,  Zwei  Figuren,  welche  Lagen  einer  Figur  sitid,  dk  sich  bewegt  und 
dabei  nicht  ändert,  sind  congruent 

Denn  dies  gilt  von  zwei  Figuren  eines  stetigen  Systems  unveränderlicher 
Figuren  (Satz  I,  §  65). 

Def.  L     Ist  das  System  ein  Kreissystem  (§  63),  so  heisst  die  Bewegung 

Rotationsbetvegung   um   das   Centrum   des   Systems,    welches   das    Cefitrum    der 

Retetionsbewegung  genannt  wird. 

Bem.  II.  Bei  der  Rotationsbewegung  sind  die  Bahnen  dflr  Punkte  Kreisbogen  mit 
dem  Centrum  in  dem  Centrum  der  Bewegung,  weil  die  Linien  der  sich  entsprecbendeu 
Punkte  in  diesem  Fall  Kreisbogen  mit  dem  Centrum  in  dem  Centrum  der  Bewegung  sind 
(Satz  IV,  §  63). 

Zus.    Das  Centrum  der  Botationsbewegung  bleibt  unbeweglicfi. 

Detm  das  Centrum  des  Kreissystems  entspricht  sich  selbst  (Satz  I,  §  63). 

Def.  IL    Ist  das  System  ein  Parallelsystem  (§  64),  so  heisst  die  Bewegung 

Translation.     Die  Richtimg  des  Systems  heisst  die  Richtung  der  Bewegung. 

Bern.  III.  Die  Bahnen  sind  bei  der  Translationsbewegung  auf  der  Richtung  des 
Systems  senkrechte  Grade  (Satz  n,  Def.  I,  §  64). 

Zus.    Eine  Grade  bleibt  bei  der  Translationsbewegung  parallel  zu  sich  selbst. 
Denn  dies  gilt  von  den  sich  entsprechenden  Graden  eines  Parallelsystems 
(Satz  n,  §  64). 
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Satz* HL    Die  Translaäonsbewegung  kann  als  eine  bezüglich  der  unendlich 

grossen  Einheit  der  Abstände  unendlich  Meine  JRotationsbewegung  betrachtet  werden. 

Denn  die  zu  der  Richtung  des  Parallelsystems  parallelen  Oraden  können 

als  Kreise  angeseHen  werden,  deren  Centrum  in  dem  unendlich  fernen  Punkt  des 

Systems  liegt  (Satz  11,  §  32). 

Zus.  Bei  der  Translationsbewegung  als  unendlich  Tdeine  Botation  gedacht 
bleiben  zivel  Punkte,  der  eine  in  rdaMvem,  der  andre  in  absolutem  Sinn  festliegend. 
Der  erste  liegt  im  Unendlichgrossen  in  der  Richtimg  der  Bewegung ^  der  zweite  ist 
das  Centrum  der  Bewegung. 

Denn  das  Rotationscentrum  liegt  in  absolutem  Sinn  fest  (Def.  I,  §  37), 
weil  jede  seiner  Lagen  mit  ihm  zusammenfallt  (Satz  I);  dagegen  wissen  wir, 
dass  es  bei  der  Rotationsbewegung  keinen  andern  festen  Punkt  gibt,  d.  h., 
jeder  im  Unendlichgrossen  liegende  Punkt  bewegt  sich  m  diesem  Fall  um  ein 
bezüglich  der  endlichen  Einheit  endliches  und  mithin  bezüglich  der  unendlich 
grossen  Einheit  unendlich  kleines  Segment. 

§  67.  Satz  I.  Zwei  congruente  Figuren  kann  man  mittelst  einer  Botations- 
betvegiing  zur  Deckung  bringen. 

Die  beiden  Figuren  seien  zuerst  zwei  Dreiecke  ÄBCy  A'B'C\     In  den 

Mittelpunkten  von  {AA')j  {BB')  errichte  man  die  Lothe  auf  die  Graden  AA'y 

^  BB\     Fallen  diese  Lothe  in  eine  Grade  a 

zusammen,  so  gehen  sie  durch  den  Durch- 
schnittspunkt S  der  beiden  Segmente  (AB), 
{A!B')y  welche  dann  bezüglich  der  Graden 
a  symmetrisch  sind  (Def.  I,  §  56).     Es  ist 

dann  ASA'  =  BSB\  weil  sie  Scheitel- 
winkel sind  oder  zusammenfallen  und  mit- 
hin auch  dieselbe  Richtung  haben  (Satz  I, 
§  61).  Wenn  {AB)  um  S  rotirt,  so  gelangt 
der  Punkt  C  in  einen  Punkt  C^  derart,  dass 

er  mit  A'B'  ein  zu  ABC  und  mithin  auch  zu  A'B'C  congruentes  Dreieck 

bildet  (Zus.  I,  Satz  V,  §  62).     Daher  fäUt  C/  mit  C  zusammen  (Def.  I,  §  62; 

Satz  X,  §  61  und  Satz  E,  §  55). 

Fallen  die  beiden  Lothe  nicht  zusammen  und  schneiden  sie  sich  in  einem 

Pimkt  Sy  so  sind  die  beiden  Dreiecke  ASB,  A' SB'  gleich,  weil  sie  die  drei 

Seiten  gleich  haben  und  mithin  ist  ASB  r  ~  A'SB\  Diese  Winkel  haben  auch 
dieselbe  Richtung,  sonst  müssten,  wie  man  sich  leicht  überzeugt,  die  Lothe 

zusammenfaUen  und  man  käme  wieder  auf  den  vorigen  Fall  zurück.  A'  SB' 
kann  nun  nicht  ganz  in  dem  Winkel  ASB  enthalten  sein  imd  lungekehrt; 
A' SB'  liegt  also  entweder  zum  Theil  innerhalb  ASB  oder  es  ist  ganz  ausser- 
halb dieses  Winkels.  Li  beiden  Fällen  sind  die  Winkel  ASA' ,  BSB'  gleich 
imd  gleichgerichtet.  Es  lässt  sich  mithin  wie  im  vorigen  Fall  beweisen,  dass, 
wenn  das  Dreieck  ABC  um  S  rotirt,  bis  A  nach  A'  gelangt,  die  Punkte  B 


Fig.  78. 
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und  C  nach  B'  und  C  kommen.     Fällt  der  Punkt  S  ins  Unendlichgrosse,  so 
erhält  man  eine  Translationsbewegimg  (Fig.  78). 

Dieser  Beweis  gilt  auch  für  zwei  beliebige  ebene  congruente  Figuren. 

Bern.  I.  In  dem  Identitätszusammenhang,  welcher  in  der  Ebene  durch  den  Identitilts- 
zusammenhang  zweier  beliebiger  congruenter  Figuren  bestimmt  wird,  gibt  es  daher  einen 
Punkt  S^  welcher  sich  selbst  entspricht. 

Es  ist  nicht  schwer  sich  zu  überzeugen,  dass  ^s  bei  zwei  symmetrisclien  Figuren 
dagegen  eine  Grade  8  ist,  welche  sich  selbst  entspricht. 

Saiz  IL  Zwei  symmetrische  Figuren  in  derseüben  Ebene  können  durch  eine 
Bewegung  ohne  Deformatiofi  nicht  zur  Deckung  gebradU  werden. 

Denn  wäre  dies  möglich^  so  würden  sie  zu  einem  System  unveränderlicher 
Figuren  gehören  (Def.  ü,  §  37),  was  nicht  der  Fall  ist  (Zus.  Satz  I,  §  G5). 

Bern.  IL  Es  hat  den  Anschein  als  gäbe  es  einen  Fall,  welcher  mit  diesem  Satz  in 
Widerspruch  steht,  nämlich  den  Fall  zweier  Halbstreifen  (aß),  (a'P')  in  Bem.  11,  §  65. 

Wenn  es  aber  auch  in  der  That  möglich  ist,  einen  endlichen  Theil  des  Halbstreifons 
(aß)  zur  Deckung  mit  dem  Halbstreifen  (a'ß')  zu  bringen,  so  lässt  sich  dies  doch  für  den 
ganzen  Halbstreifen  nicht  ausfähren;  der  Satz  gilt  daher  in  jedem  Fall,  wenn  mau  die 
ganze  Ebene  in  Betracht  zieht. 

Satz  III,  Eine  Figur  kann  sich  in  der  Ebene  nidit  bewegen,  wenn  man 
zwei  ihrer  Punkte  festhält 

Denn  zwei  Lagen  derselben  Figur  sind  congruent  (Zus.  Satz  ü,  §  66)  und 
fallen  zusammen,  wenn  sie  zwei  Paare  sich  entsprechender  Punkte  gemein- 
schaftlich haben  (Satz  VI,  §  62). 

Satz  TV,  Zwei  symmetrische  Figuren  lassen  sieh  in  der  Ebene  bewegen,  bis 
sie  bezüglich  einer  beliebigen  gegebenen  Graden  der  Ebene  symmetrisch  sind, 

(-4)  und  {Ä')  seien  die  beiden  Figuren,  r  die  gegebene  Grade.  Wenn  wir 
die  bezüglich  der  Graden  r  der  Figur  (Ä)  symmetrische  Figur  (Ä")  betrachten 
(Def.  n,  §  öd),  so  ergibt  sich,  dass  {Ä")  congruent  mit  (A')  ist  (Satz  VI,  §  62) 
und  dass  man  mithin  (-4').  mit  (Ä")  zur  Deckung  bringen  kann  (Satz  I). 


II.  Kapitel. 

Die  vollständige  (oder  Eiemann'sclie)  Ebene. 
'         •  1. 

Bestimmung  der  Yollständigen  Ebene.  —  Hypothese  VII. 

§  68.  Def.  I.  Alle  vollständigen  Graden  eines  Büschels  (Def.  lU,  §  27) 
bestimmen,  wenn  man  den  Pimkt  als  Element  betrachtet,  eine  Figur,  welche 
vollständige  Ebene  heisst. 

Bern.  I.  Nach  Hyp.  V  (Seite  286)  ist  die  vollständige  Ebene  die  Biefnann'ache  Ebene 
(Bem.  I,  §  26;  Def  I,  §  27). 

Zwei  parallele  Grade  des  EucUcTBchen  Gebiets  liegen  sich,  in  dem  Vollständigen  Gebiet 
betrachtet,  unendlich  nahe  (Satz  I,  §  24  und  Satz  II,  §  31;  Def  II,  §  26  und  Uebereink. 
§  28).     In  absolutem  Sinn  schneiden  sie  sich  in  zwei  Gegenpunkten  (Satz  11;  Def  II,  §  30). 
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Bern.  IL  Wenn  wir  in  diesem  Kapitel  ohne  Weiteres  von  der  Ebene  sprechen,  meinen 
wir  die  vollständige  Ebene. 

Sat^  L  Jeder  entgegengesetzte  Funkt  eines  Punktes  der  vollständigen  Ebene 
liegt  in  der  Ehene. 

Denn  die  Grade  des  Erzeugimgsbüschels^  welche  durch  den  gegebenen  Punkt 
geht,  enthält  auch  den  entgegengesetzten  Punkt  (Satz  11  und  Def.  ü,  §  30  und ' 

Def.  I). 

Be7n.  III.  Betrachtet  man  oin  Büschel  (Er)  in  dem  endlichen  J^ucZuTschen  Gebiet  mid 
misst  seine  Graden  mit  der  unendlichgrossen  Einheit  (üebereink.  §  28),  so  liegen  die  absoluten  . 
Grenzpunkte  der  Graden  bezüglich  des  Punktes  E  (Def.  II,  §  32)  in  einer  Linie  0^^,  welche 
wir,  weil  sie  viele  Eigenschaften  mit  der  Graden  gemeinschaftlich  hat,  die  im  Unendlich- 
grossen liegende  Grade  des  gegebenen  Büschels  (Er)  genannt  haben.  Es  hat  dies  den  Eigen- 
schaften des  J^uc/tV2'schen  Büschels  keinen  Eintrag  gethan  (§  49),  da  wir  nur  von  den  Eigen- 
schaften der  Graden  im  Unendlichgrossen  Gebrauch  gemacht  haben,  welche  sie  mit  der 
Graden  gemeinschaftlich  hat.  Wir  wissen  aber  nicht,  ob  ü^^  in  der  That  eine  Grade  ist, 
müssen  vielmehr  nach  den  in  §  40  entwickelten  Betrachtungen  bis  zu  dem  Beweis  des  Gregen- 
theils annehmen,  dass  a^  möglicherweise  eine  Grade  in  Uebereinstimmung  mit  den  frühe- 
ren Hypothesen  I — VI  nicht  sein  kann.  Diese  Eigenschaft  geht  jedoch  aus  ihnen  nicht  hervor, 
weil  man  es  bei  der  Vorstellungs weise  in  Bern.  IV,  §  18;  Bem.  I,  §  22;  Bem.  II,  §  23  sehr 
wohl  so  einrichten  kann,  dass  die  Linie  a ^^  eine  Grade  ist.  Wilre  dies  nicht  der  Fall,  so 
würden,  wenn  r^^  eine  absolute  Grenzgrade  von  E  ist,  die  beiden  Büschel  (Er)  und  (Erjj 
nicht  identisch  sein  und  es  würde  die  gradlinige  Figur,  welche  von  zwei  durch  den  Punkt 
E  gehenden  Strahlen  in  dem  /Juc/itf sehen  Gebiet  bestimmt  wird,  in  diesem  Gebiet  allein 
nicht  dieselbe  bleiben,  wenn  man  auch  die  im  Unendlichgrossen*  liegenden  Punkte  derselben 
Strahlen  in  Betracht  zieht;  sie  wäre  vielmehr  ein  Theil  einer  andern  gradlinigen  Figur,  die 
man  durch  Anwendung  der  Construction  in  Def.  I,  §  9  erhält  und  welche  ebenfalls  durch 
die  nämlichen  zwei  Strahlen  in  dem  A'Mc/fcTschen  Gebiet  bestimmt  wird. 

Die  Betrachtung  der  im  Unendlichgrossen  liegenden  Punkte  der  genannten  Strahlen 
würde  mithin  einer  Construction  gleichkommen,  mittelst  welcher  maü  aus  ihnen  eine  andre 
gradlinige  Figur  in  dem  Euclür Bchen  Gebiet  um  den  Punkt  E  erhielte,  von  welcher  die 
erste  ein  Theil  wäre.  Weil  wir  aber  die  Geometrie  des  endlichen  Gebiets  imabhängig  von 
unseren  Hypothesen  über  das  Unendlichgrosse  und  Unendlichkleine  behandeln  können,  wie 
wir  für  die  Ebene  in  den  mit  Römischen  Ziffern  bezeichneten  Anmerkungen  gezeigt  haben 
und  weil  überdies  die  beiden  Strahlen  bei  Anwendung  der  Construction  in  Def.  I,  §  9  eine 
einzige  gradlinige  Figur  bestimmen,  welche  unabhängig  von  den  beiden  Strahlen  (Bem.  V^ 
§  15)  die  Ebene  ist  (Zus.  IH,  Satz  V,  §  46),  so  geben  wir  die  folgende  Hypothese  und  stellen 
durch  sie  die  Unabhängigkeit  des  endlichen  Gebiets  um  einen  gegebenen  Punkt  S  von  den 
unendlichgrossen  und  unendlichkleinen  Gebieten  um  diesen  Punkt  fest: 

Hyp,  VIL  Die  gradlinige  Figur,  welche  von  zwei  beliebig^i  duroh  den 
Funkt  S  gehenden  Graden  in  jedem  endlichen  Gebiet  um  S  bestimint  wird, 
bleibt  bezüglich  der  Einheit  dieses  Gebiets  dieselbe  auch  wenn  man  die 
Funkte  in  den  im  Unendlichgrossen  oder  Unendlichkleinen  liegenden  Ge- 
bieten um  denselben  Funkt  S  auf  den  beiden  Graden  in  Betracht  zieht. 

Satz  IL    Die  Hypothese  VII  gilt  für  jeden  Punkt  (des  ctUgemeinen  R(iun^). 

Der  Beweis  ist  derselbe  wie  für  Satz  11,  §  31 ;  man  stützt  sich  auf  Satz  I 
desselben  Paragraphen. 

Zm.     Die  absolute  Grenzlinie  eines  Punktes  R  der  Eudid'schen  Ebene  ist 

eine  Grade  (Hyp.  VII  imd  Satz  11). 

Bern.  IV.    Nachdem  dieser  Zusatz  gegeben,  wird,  das  Üebereink.  §  49  überflüssig. 

Satz  IIL  Eine  Grade,  welche  zwei  nirht  entgegengesetzte  PunMe  mit  der 
vollständigen  Ebene  getneinschaftlich  hat,  liegt  in  der  Ebene  und  wird  von  sämmt- 
liehen  Graden  des  Erzeugungsbüscheis  der  Ebene  gesefmitten. 
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{Rq)  sei  das  Erzeugungsbüschel  der  Ebene  und  q  die  absolute  Grenzgrade 
von  Ji,  welche  die  Strahlen  des  Büschels  in  den  absoluten  Grenzpunkten  von 
R  theilt  (Def.  11  und  Satz  LQ,  §  32).    r  sei  eine  andre  (xrade,  welche  die  beiden 

Strahlen  a  und  h  des  Büschels  (Rq)  in  den  beiden 
bezüglich  der  iJwrfwf  sehen  Einheit  im  Unendlichgrossen 
liegenden  Punkten  X  und  Y  schneidet  (Uebereink.  §  28). 
Jede  Grade  des  Büschels  (Rq)  ist  eine  Grade  des 
durch  die  Strahlen  a  und  b  in  dem  EuclicPscheji  Gebiet 
um  R  bestimmten  Büschels  (Zus.  Satz  II).  Das  Büschel 
{Rr)  erzeugt  ebenfalls  die  nämliche  Eu^cli^T^che  Ebene, 
welche  durch  die  Strahlen  a  imd  b  bestimmt  wird  (Hyp.VII 
und  Satz  11);  mithin  fallt  jede  Grade  RW  des  Büschels 
{Rq)  bezüglich  der  Grimdeinheit  (Uebereink.  §  28)  mit 
Pjg  79  einer  Graden  des  Büschels  {Rr)  zusammen  und  dalier 

stellt  jede  Grade  dfes  J?iicZwfschen  Büschels  (ab)  in  ab- 
solutem Sinn  zwei  Grade  der  Büschel  (Rq),  (Rr)  dar,  welche,  wenn  sie  nicht 
in  absolutem  Sinn  zusammenfallen,  sich  doch  unendlich  nahe  liegen  (Def.  und 
Satz  rV,  §  22),  Wenn  sie  sich  aber  so  bezüglich  der  Grundeinheit  verhalten, 
so  fallen  sie  auch  bezüglich  der  unendlich  grossen  Einheit  zusammen  (Hyp.  IV, 
Seite  272  und  Satz  11,  §  31).  Damit  ist  bewiesen,  dass  jede  Grade  des  Büschels 
(Rq)  die  Grade  r  bezüglich  der  unendlich  grossen  Einheit  schneidet  und  um- 
gekehrt (Fig.  79).^) 

Bern.  V.  Dasselbe  gilt,  wenn  die  Grade  r  einen  oder  beide  Strahlen  a  und  b  des 
Büschels  vom  Centram  B  in  einem  H  unendlich  nahe  liegenden  Punkt  schneidet.  Be- 
schränken wir  uns,  wie  wir  in  der  Folge  thun  werden,  auf  das  Euclurnche  und  das  voll- 
ständige Gebiet  bezüglich  der  Einheiten  derselben  allein,  so  haben  wir  die  unendlich  kleinen 
Gebiete  bezüglich  desjenigen  der  Grundeinheit  nicht  nöthig  (uebereink.  §  28). 

Bern.  VI.  Aus  dem  Beweis  selbst  geht  hervor,  dass  man  nicht  behaupten  kann,  der 
Satz  in  gelte  in  absolut>em  Sinn,  sondern  nur  bezüglich  der  unendlich  grossen  oder  Jüemann*' 
sehen  Einheit  (Def.  I,  §  28).  Dies  genügt  für  unsere  weiteren  Untersuchungen.  Will  man, 
dass  er  in  absolutem  Sinn  gelte,  so  muss  man  es  entweder  beweisen  oder,  kann  man  dies 
mit  den  bisherigen  Hypothesen  nicht,  die  Hyp.  VII  in  absolutem  Sinn  statt  nur  bezüglich 
der  Einheiten  der  Gebiete  um  S  gelten  lassen. 

Da  wir  indessen  die  Geometrie  in  absolutem  Sinn  nur  desshalb  behandeln  wollen,  um 
den  Uebergang  von  dem  Jii^mami  sehen  zu  dem  i^iic/ro^'schen  System  und  umgekehrt  besser 
feststellen  zu  können  (Def.  I  und  Bem.  HI,  §  27),  so  nehmen  wir  an,  zwei  bezüglich  der 
beiden  Einheiten  dieser  Systeme  zusammenfallende  Graden  fielen  auch  in  absolutem  Sinn 
zusammen  und  geben  es  besonders  an,  wenn  sie  in  absolutem  Sinn  verschieden  sind. 

SatB  IV.  Jeder  Putikt  der  vollständigen  Ebene  ist  Centrum  eines  Büschels, 
welches  alle  Punkte  der  Ebene  enthält 


1)  Wir  hätten  vorgezogen  diese  Eigenschaft  direct  zu  beweisen,  wie  es  für  die  EuclüVache 
Ebene  auf  Grund  des  Satzes  I,  §  45  geschehen  ist;  denn  wir  glauben,  dass  im  Grunde  die 
Axiome  I — V  imd  Hyp.  V  auch  unabhängig  von  der  Eigenschaft  der  Hyp.  VI,  wie  für  die 
Eticlid'ßche  Ebene,  so  auch  hier  ausreichen,  um  die  Eigenschailben  des  Mieniann  acheu  Büschels 
vollständig  zu  bestimmen;  es  ist  uns  aber  nicht  gelungen  einen  directen  Beweis  zu  finden. 
Wir  haben  freilich  nicht  viele  Versuche  zu  diesem  Zweck  angestellt  (siehe  auch  Kap.  III). 

Gibt  man  einen  solchen  Beweis,  so  hat  man  nicht  nöthig,  die  Hyp.  VII  zu  Hülfe  zu 
nehmen,  was  man,  wie  uns  scheint,  thun  muss  um  festzustellen,  dass  die  Linie  o^  im 
ünendlichgrossen  der  EucUcTscheii  Ebene  eine  Grade  ist. 
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(Bq)  sei  das  Erzeugungsböschel  der  Ebene  (Def.  I);  A  einer  ihrer  Punkte. 
Jeder  Punkt  einer  beliebigen  durch  Ä  gehenden  Graden  r  in  der  Ebene  (Satz  IH) 
liegt  in  einer  Graden  des  Büschels  (Bq)  und  umgekehrt  schneidet  jede  OtrsAe 
dieses  Büschels  die  Grade  r  (Satz  III).  Mithin  bedeckt  das  Büschel  vom  Cen- 
trum Ä  die  Ebene  vollständig. 

Zus,    Zwei  Grade  der  Ebene  schneiden  sich  in  zwei  Punkten, 

r  und  s  seien  die  beiden  Graden,  A  und  B  zwei  Punkte  derselben.  Die 
Graden  des  Büschels  vom  Centrum  A  schneiden  aUe  Graden  des  Büschels  vom 
Centrum  B  und  mithin  die  Grade  s  in  einem  Punkt  und  daher  auch  in  dem 
entgegengesetzten  Punkt  (Satz  I). 

SaU  V,  Drei  beliebige,  nicht  in  grader  Linie  liegende  Punkte  bestimmen  die 
vollständige  Ebene  und  diese  ist  durch  drei  beliebige  nicht  in  grader  Linie  liegende 
Punkte  von  ihr  bestimmt 

Aj  Bj  C  seien  die  drei  gegebenen  Punkte;  die  Ebene  des  Büschels  A-BC 
enthält  alle  Graden,  welche  zwei  beliebige  Punkte  der  Graden  des  Büschels 
verbinden  (Satz  IQ)  und  mithin  auch  alle  Graden  der  Büschel  BAC,  C-AB. 
Jede  Ebene  femer,  in  welcher  die  drei  Punkte  ABC  liegen,  enthält  auch  die 
Graden  der  ersten  Ebene,  weil  sie  die  Graden  des  Büschels  A-BC  enthält  und 
umgekehrt  enthält  die  Ebene  A*  BG  die  Graden  jeder  beliebigen  durch  die 
Punkte  Ay  Bj  G  gehenden  Ebene.  Denn  jede  andre  Grade  dieser  Ebene 
schneidet  in  zwei  entgegengesetzten  Punkten  z.  B.  die  beiden  Graden  ABj  BG 
(Zus.  Satz  IV),  welche  in  beiden  Ebenen  liegen.  Mithin  liegt  auch  die  gegebene 
Grade  in  der  Ebene  A  •  BG  (Satz  HI). 

Sa^z  VI,  Jede  Figur  der  Ebene  ist,  wenn  sie  von  jeder  nicht  in  ihr  ent- 
haltenen Graden  der  Ebene  in  zwei  entgegengesetzten  Punkten  geschnitten  wird, 
eine  Grade. 

Der  Beweis  ist  analog  demjenigen  zu  Satz  VI,  §  48. 

0 

2. 
Die  Polelemente  nnd  Lothe. 

§  69.  Def,  Wir  sagen  zwei  Punkte  einer  vollständigen  Ebene  seien  con- 
ju^irt,  wenn  sie  die  Enden  eines  rechten  Segments  (Def.  FV,  §  29)  sind. 

Satz  I.  Die  conjugirten  Punkte  eines  Punktes,  (welche  auch  die  conjugirten 
Punkte  des  entgegengesetzten  Punktes  sind),  liegen  in  einer  Graden, 

R  sei  der  gegebene  Punkt,  X  und  Y  zwei  Punkte  der  Ebene,  die  mit  jB 
conjugirt  sind. 

Die  Grade  X  Y  liegt  in  der  Ebene  (Satz  III)  und  ihre  Punkte  bestimmen 
mit  R  ein  rechtes  Segment  (Satz  I,  §  31).  Dass  die  Grade  XY  dieselbe  Eigen- 
schaft bezüglich  des  zu  R  entgegengesetzten  Punktes  hat,  geht  aus  der  De- 
finition der  entgegengesetzten  Punkte  hervor  (Def.  III,  §  6  und  Def.  11,-  §  30). 

Def.  IL  Die  Grade  des  Satzes  I  heisst  polare  Grade  oder  Poüinie  des 
gegebenen  öder  des  entgegengesetzten  Punktes  und  diese  Punkte  heissen  die 
Pole  der  Graden. 


§  69]  Die  Polelemente  und  Lothe.  401 

Bern.  I.  Die  polare  Grade  ist  eine  absolute  Grenzgrade  des  gegebenen  Punktes  in  dem 
allgemeinen  Raum  (Def.  11  und  Bem.  III,  §  2  und  Satz  III,  §  32). 

Zus.  L  Die  PoUinien  zweier  conjugirteti  Funkte  gehen  bezüglich  durch  diese 
beiden  Punkte, 

Zus,  IL  Die  PoUinie  eines  Punktes  der  Pollinie  eines  andern  gegebenen 
Punktes  geht  durch  den  gegebenen  Punkt. 

Denn  ein  beliebiger  Punkt  der  zu  A  polaren  Graden  a  ist  mit  Ä  eonjugirt. 

Zus.  III.  Jede  durch  eineti  Punkt  A  gehende  Grade  ist  PoUinie  eines  Punktes 
B  der  PoUinie  von  A. 

Ist  X  einer  der  Durchschnittspunkte  der  durch  A  gehenden  Graden  mit 
der  zu  A  polaren  Graden  a  und  (XB)  ein  rechtes  Segment,  so  hat  B  die 
gegebene  Grade  AX  zur  Pollinie  (Satz  I  und  Def.  II). 

Zus.  IV.  Die  polare  Grade  ,eines  Punktes  R  Judbirt  das  Büsdiel  vom  Cen- 
trum B,  und  von  dem  R  entgegengesetzten  Centrum  R\ 

Denn  die  beiden  Theile,  in  welche  das  Büschel  zerlegt  wird,  sind  entgegen- 
gesetzte Figuren  (Satz  III,  §  30). 

Satz  tl    Jede  Grade  hat  zwei  entgegengesetzte  Pole. 

Denn  die  PoUinien  zweier  Punkte  B  und  G  der  gegebenen  Graden  u 
schneiden  sich  in  zwei  entgegengesetzten  Punkten  A  und  A'  (Zus.  Satz  IV, 
§  68),  welche  mit  B  und  C  eonjugirt  sind;  mithin  ist  die  Grade  «  die  Pollinie 
von  A  und  A\ 

Zus.  I.  Die  Grade,  welche  die  Pole  zweier  Graden  verbindet,  ist  die  PoUinie 
der  DurcJischnittspunkte  der  beiden  Graden. 

Denn  sie  hat  zwei  Pole,  durch  welche  die  Pollinien  ihrer  Punkte  gehen 
(Zus.  n,  Satz  I). 

Def.  III.  Zwei  Grade,  von  welchen  eine  jede  die  Pole  der  andern  entliält, 
heissen  eonjugirt. 

Satz  III.  Ein  Punkt  A  ist  der  Eckpunkt  unendlich  vieler  Dreiecke,  deren 
Seiten  die  Pollinien  der  ihnen  gegeniiberliegenden  Eckpunkte  sind. 

Sind  B  und  C  conjugirte  Punkte  der  polaren  Graden  von  A,  was  für  jeden 
Punkt  dieser  Graden  auf  zwei  Arten  möglich  ist  (Def.  I),  so  geht  die  Pollinie 
von  B  durch  A  imd  C  und  diejenige  von  C  durch  B  und  A. 

Def.  IV.  Ein  Dreieck,  welches  dem  Satz  IQ  entspricht,  heisst  ein  con- 
jugirtes  Poldreieck,  oder  -einfach  Poldreieck. 

Zus.  I.  Die  Seiten  eines  Poldreiecks  sind  zu  je  zweien  eonjugirt  und  einem 
rediten  Segment  gleich. 

Zus.  II.    Zwei  Poldreiecke  sind  in  sechs  verschiedenen  Arten  gleich.   . 

Denn  sind  ABC,  A'B'C'  die  beiden  Dreiecke,  so  sind  BCA,  CAB,  AGB, 
CBAj  BAC  dem  Dreieck  ABC  gleich,  weil  sie  stets  die  drei  Seiten  gleich 
haben  (Satz  IQ,  §  17)  und  mithin  auch  dem  Dreieck  A'B'C  Mit  andern 
Worten:  es  lassen  sich  sechs  Identitätszusammenhauge  zwischen  den  beiden 
Dreiecken  aufstellen  (Bem.  IQ,  §  15). 

Satz  rV.    Die  Segmente  einer  Graden   der  vollständigen  Ebene  sind  das 
Mass  der  Winkel  um  die  Pole  der  Graden. 

Veroiiese,  Ueumetrie.  26 
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Denn  den  gleichen  Segmenten  der  Graden  entsprechen  gleiche  Winkel  um 
die  Pole  der  Graden;  denn  die  dadurch  gebildeten  Dreiecke  sind  gleich;  da  sie 
drei  Seiten  gleich  haben  (Satz  IQ,  §  17);  mithin  auch  die  entsprechenden  Winkel 
(Satz  I,  §  42)  und  umgekehrt.  Ungleichen  Segmenten  dagegen  entsprechen 
Winkel,  welche  in  demselben  Verhältniss  der  Ungleichheit  stehen. 

Ziis.  L  Die  Graden,  welche  einen  Funkt  mit  zwei  conjugirten  Punkten  der 
Poüinie  desselben  verbinden,  stehen  senkrecht  aufeinander. 

Denn  zwei  conjugirte  Punkte  sind  die  Enden  eines  rechten  Segments 
(Def.  I  und  Def.  VIE,  §  38). 

Zus.  IL  Die  Winkel  zweier  Graden  haben  bezüglich  zwei  HaOnrungsgrade, 
welche  senkrecht  zueinander  sind. 

Analoger  Beweis  wie  zu  Satz  VII,  §  41;  man  hat  nur  der  Graden  im 
Unendlichgrossen  die  PoUinie  der  Scheitel  der  Winkel  der  beiden  Graden  zu 
substituiren. 

Satz  V.    Ztvei  conjugirte  Grade  stehen  senkrecht  aufeinander  und  umgeke/trt. 

Ä  und  A\  B  imd  B'  seien  die  Pole  der  beiden  Graden  a  und  ß.  (Jegeben 
ist,  dass  A  und  A'  m  ß,  B  und  JB'  in  a  liegen  (Def.  IQ).  Das  Segment  {AB) 
ist  desshalb  ein  rechtes  und  die  beiden  Graden  stehen  mithin  in  ihrem  Durch- 
schnittspunkt senkrecht  aufeinander. 

Umgekehrt  werden  zwei  aufeinander  lothrechte  Grade  a  und  ß  durch  die 
Pollinie  ihrer  Durchschnittspunkte  (Zus.  Satz  IV,  §  68)  in  den .  Enden  eines 
rechten  Segments  geschnitten  (Satz  IV)  und  diese  Enden  sind  bezuglich  die 
Pole  von  a  und  ß.     Folglich  u.  s.  w.  (Def.  HI). 

Zu^.    Die  Seiten  eines  Poldreiecks  sind  senkrecht  aufeinander. 

Denn  sie  sind  zu  je  zweien  conjugirt  (Zus.  I,  Satz  HI). 

Saiz  VI.  Die  durch  einen  Punkt  A  gehenden  Graden  stehen  senkrecht  auf 
der  Pollinie  von  A  und  umgekdirt. 

A  sei  der  gegebene  Pimkt,  a  seine  Pollinie,  ß  eine  durch  A  gehende  Grade, 
welche  a  in  den  entgegengesetzten  Punkten  C,  C  schneiden  muss  (Zus.  I, 
Satz  IV,  §  68).  Die  Pole  B  und  B'  von  ß  liegen  in  a  (Zus.  III,  Siatz  I)  und 
geben  mit  A  verbunden  ein  rechtes  Segment.  Mithin  steht  die  Grade  ß  in  C 
und  C  senkrecht  auf  der  Graden  «  (Satz  IV). 

Umgekehrt  ist  jede  Senkrechte  auf  einer  Graden  «  mit  a  conjugirt  (Satz  V) 
und  geht  mithin  durch  die  Pole  von  a  (Def.  III). 

Zus.  I.  Die  PoUiyiien  der  Punkte  einer  Graden  stehen  senkrecht  auf  dieser 
Graden. 

Denn  die  Pollinien  der  Pimkte  einer  Graden  sind  Grade,  welche  durch  die 
Pole  dieser  Graden  gehen  (Zus.  11,  Satz  I). 

Zus.  IL  Durch  jeden  beliebigen  Punkt  geht  nur  eine  einzige  Grade,  welcfie 
senkrecht  auf  einer  Graden  stefU,  die  nicht  die  Pollinie  des  Punktes  ist. 

Es  ist  die  Grade,  welche  den  Punkt  mit  den  Polen  der  Graden  verbindet 
(Satz  11;  Satz  H,  §  30). 

Zus.  III  Zwei  Grade  der  vollständigen  Ebene  haben  ein  Loth  gemein- 
schuftlidi. 
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Es  ist  dies  die  Grade,  welche  die  Pole  der  beiden  Graden  verbindet 
(Satz  H;  Satz  H,  §  30). 

3. 

Die  Identität  der  Ebene  nm  ihre  Punkte. 

§  70.    Sat2  I.    Alh  vollständigen  Büscliel  sind  identisch. 

Denn  R  und  R\  q  und  q'  seien  die  Punkte  und  ihre  Pollinien  in  den 
beiden  Ebenen  (Rq),  {R'q').  In  Folge  der  Identität  der  Graden  p  und  9' 
(Satz  I,  §  8  und  Hyp.  EI)  und  der  gleichen  Abstände  der  Punkte  R  und  R' 
von  ihren  Pollinien  lässt  sich  mittelst  des  Satzes  LQ,  §  17  u.  §  18  ein  Iden- 
titätszusammenhang  zwischen  den  beiden  Figuren  {Rq)  und  (ü'9')  feststellen, 
indem  man  R  dem  R'  und  die  Punkte  von  q  den  Punkten  von  p'  entsprechen 
lässt  Mithin  sind  die  beiden  Figuren  {Rq),  (-R'p')  identisch  (Satz  lU  und 
Zus.'n,  Satz  n,  §  15). 

Zus,  L     Alle  vollständigen  Ebenen  sind  identisch  (Def.  I,  §  68). 

Satz  IL  Jedes  voUstündige  Büsdiel  ist  in  der  Positimi  seiner  Tlieile  identisch 
und  stetig. 

Denn  es  ist  dies  auch  die  Pollinie  der  Centren  des  Büschels  (Satz  IV,  §  69). 

Zus,  L    Jede  Grade  eines  Büschels  Imlbirt  dasselbe. 

Denn  ihre  Durchschnittspunkte  mit  der  Pollinie  der  Scheitel  des  Büschels 
sind  entgegengesetzte  Punkte  (Zus.  Satz  IV,  §  68). 

2ius,  IL  Die  Ebene  ist  um  jeden  ihrer  Punkte  in  der  Position  ihrer  Theile 
identisch. 

4. 

Die  Theile  der  vollständigen  Ebene  bezüglich  einer  ihrer  Graden.  —  Innerer 

und  äusserer  Theil  eines  Dreiecks. 

§  71.  Satz  L  Jede  Grade  Judbirt  die  Ebene,  Die  Punkte  der  einen  Hälfte 
liüiben  die  der  andern  m  entgegengesetzten,  Punkten. 

Denn  die  gegebene  Grade  q  hat  zwei  Pole  R  und  jB'.  Die  Figuren  (-R9), 
(JJ'p)  bilden  die  ganze  Ebene  (Def.  I,  §  68).  Jeder  Punkt  X  einer  jeden  der- 
selben z.  B.  von  {Rq)  hat,  wie  leicht  zu  sehen,  seinen  entgegengesetzten  Punkt 

in  der  zweiten;  die  Figuren  {Rq)  und  (ü'p)  sind 
mithin  entgegengesetzte  Figuren  (Def.  11,  §  30)  und 
daher  gleich  (Satz  III,  §  30). 

Def,  L  Die  Theile  der  Ebene,  welche  durch 
diejenigen  eines  Büschels  mit  den  Centren  jB  und 
IV  gegeben  sind  und  durch  die  Pollinie  der  Centren 
bestimmt  werden,  heissen  die  Theile  der  Ebene  be- 
züglidi  der  Graden  q. 

Bern.  I.  Die  Pollinie  q  eines  Punktes  B  kann  durch 
einen  Kreisumfang  in  dem  endlichen  JI^McZiVf  sehen  Gebiet 
dargestellt  werden.  Von  dem  Radius  dieses  Umfangs  müssen  wir  voraussetzen,  dass  er 
einem  rechten  Segment  entspricht  (Def.  IV,  §  29).  Die  Hälfte  {Rq)  der  vollständigen  Ebene, 
in  welcher  der  Punkt  U  liegt,  wird  durch  den  Kreis  selbst  dargestellt  (Fig.  80). 


Fig.  80. 
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Ist  r  eine  beliebige  Grade  der  yollständigen  Ebene,  so  schneidet  sie  die  Grade  q  in 
zwei  entgegengesetzten  Punkten  X  und  X'  (Zus.  Satz  lY,  §  68)  und  die  Grade  BX  rnuas 
auch  durch  den  Punkt  X'  gehen.  Die  Hälften  der  durch  B  in  dem  Theil  (Bq)  gehenden 
Graden  können  wir  mittelst  der  Durchmesser  darstellen.  Wählt  man  einen  Punkt  M  der 
Graden  r,  so  liegt  der  entgegengesetzte  Punkt  M'  in  dem  entgegengesetzten  Theil,  welcher 
in  der  Zeichnung  nicht  dargestellt  ist. 

Der  Kreisumfang  der  Figur  kann  mithin  auch  die  Grade  im '  Unendlichgrossen  der 
Ettclid'schen  Ebene  darstellen.  Bei  dieser  Darstellung  kann  der  Ereisumimg  unmöglich 
als  der  erste  im  Unendlichgrossen  liegende  Kreisumfang  betrachtet  werden,  weil  eine  Grade, 
welche  zwei  im  Unendlichgrossen  des  EiAclid'Bcheji  Gebiets  liegende  Punkte  verbindet,  yoll- 
ständig  im  Unendlichgrossen  liegt  und  das  EuclüTsche  Gebiet  mithin  bei  dieser  Darstellung 
das  unendlich  kleine  Gebiet  um  den  Punkt  B  ist. 

Zus,  Eine  Grade  kann  nicht  vollständig  auf  derselbeti  Seite  eitler  andern 
Graden  Uegen. 

Q  sei  die  Grade,  welche  die  Ebene  in  zwei  Theile  zerlegt,  B,  und  B'  die 
Pole  der  Graden.  Wenn  ein  Punkt  M  einer  andern  Graden  r  in  einem  dieser 
Theile  z.  B.  {Rq)  liegt,  so  ist  der  entgegengesetzte  Punkt  Jf'  in  dem  entgegen- 
gesetzten Theil  iß'  q)  gelegen. 

Satz  IL  Eine  Grade  liegt  zur  Hälfte  in  den  hezüglich  jeder  Graden  der 
Ebene  entgegengesetzten  Theiien  der  Ebene. 

Sind  X  und  X'  wieder,  wie  oben,  die  Durchschnittspunkte  der  Graden  r 
mit  Q  (Zus.  Satz  IV,  §  68)  und  M  ein  Pimkt  von  J?,  welcher  in  der  Eälfte 
(Bq)  der  Ebene  liegt. (Satz  1),  so  ist  die  Hälfte  der  Graden  XMX'  yoUstandig 
in  diesem  Theil  gelegen.  Man  braucht  nur  zu  beachten,  dass  alle  Punkte  der 
Hälfte  (Bq)  der  Ebene,  wenn  sie  nicht  auf  der  Graden  q  selbst  liegen,  mit 
B  verbimden  ein  Segment  bilden,  welches  kleiner  als  ein  rechtes  ist  (Def.  I, 
Satz  I  und  Def.  H,  §  (59).  Wenn  ein  Punkt  M,  der  Hälfte  {XMX')  der  Graden 
r  einen  grösseren  Abstand  von  B  als  einen  rechten  hätte,  so  müsste  es  in  {MM^) 
einen  andern  von  X  imd  X'  verschiedenen  Punkt  Y  derart  geben,  dass  {B  Y) 
ein  rechtes  Segment  wäre  (Satz  VII,  §  13)  d.  h.  der  Punkt  Y  würde  auf  der 

Graden  q  liegen  (Satz  I  und  Def.  E,  §  69)  oder  die 

^,^5.,^..^^  beiden  Graden  r  und  q  hätten  ausser  X  und  X'  noch 

6/    /  \    N.  dcii  Punkt  F(und  mithin  auch  den  entgegengesetzten) 

/  ,,../ --\.,   \        gemeinschaftlich,  was  widersinnig  ist  (Satz  EL,  §  30  oder 

^\  ^;"A      Satz  II,  §  14)  (Fig.  80). 

"^        ;          I  Bern.  II.    Wir  können  uns  die  ganze  voUstSoidige  Ebene 

/        /7  in  einer  Zeichnung  dargestellt  denken,  wie  z.  B.  in  Fig.  81. 

\    """ir^ .j^  J  Sind  <S'  und  S'  zwei  entgegengesetzte  Punkte ,  <r  ihre  PpUinie, 

\      \               /     /  so  bezeichnen  wir  die  Hälfte  der  Graden,  welche  in  dem  Theil 

\v.\.          yy^  (Sa)  liegt  (Satz  U)  mit  ausgezogenen,   die   auf  der  entgegen- 

J2'  gesetzten  Seite  mit  punktirten  Linien.     Man  sieht,  dass    sich 

fijg  91  zwei  Grade  in  zwei  entgegengesetzten  Punkten  z.  B.,  wie  in 

der  Figur,  in  Ä  und  Ä'  schneiden. 

Def,  IL  Wenn  zwei  Punkte  auf  entgegengesetzten  Seiten  einer  Graden 
in  der  Ebene  liegen,  so  sagt  man,  sie  seien  durch  diese  Grade  getrennt 

Zus.  L.  Zwei  entgegengesetzte  Punkte  in  der  Ebene  sind  durcJi  eine  beliebige 
Grade,  welche  si-e  nicht  entliälty  getrennt. 
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Bern.  III.  Es  gilt  der  Zus.  IH,  Satz  II,  §  60  und  wird  analog  bewiesen  unter  Berück- 
sichtigung des  Zus.  Satz  IV,  §  68. 

Ztis.  IL  Ein  WinkeUedor  kann  dadurch  erzeugt  werden  j  dass  man  den 
Scheitel  C  mit  den  Punkten  irgend  eines  Segments  verbindet,  dessen  Enden  in  den 
Schenkeln  des  Sectors  liegen. 

Der  Beweis  ist  ähnlich,  wie  bei  der  Euclid'schen  Ebene  (Zus.  IV,  Satz  11,    . 
§50). 

§  72.  Satz  L  Die  TheHe  der  Ebetie,  welche  durch  die  Wi^ikelsectoren  eines 
Dreiecks  bestimmt  werden  und  durch  die  gegenüberliegenden  Seiten  begrenzt  werden, 
fallen  zusammen. 

Wie  bei  der  Euclid'schen  Ebene  (Satz  I,  §  51). 

Bern,  I.  Es  gelten  auch  die  Def.  I  und  11,  §  61;  ebenso  die  Zus.  I,  II,  III  u.  IV,  Satz  I, 
§  51  und  werden  ebenso  bewiesen.  Es  ist  zu  beachten,  dass  in  der  YoÜständigen  Ebene 
drei  Grade  nicht  sieben  sondern  acht  Kegionen  bestimmen  und  dass  diese  sämmtlich  Drei- 
ecke sind.  Bezeichnet  man  mit  A' B' C  die  zu  den  Durchschnittspunkten  der  drei  Graden 
entgegengesetzten  Punkte  und  bemerkt,  dass  die  Seiten  eines  Dreiecks  immer  die  kleineren 
Segmente  sind  (Def.  11,  §  9)  und  mithin,  um  das  Dreieck  beschi'eiben  zu  können,  nicht  einmal 
der  Hälfte  der  Graden  gleich  sind  (Satz  n,  §  30),  so  erhält  man  die  acht  Dreiecke: 

ABC,  A'BC,  AB'C,  ABC, 

A'B'G\  AB'C\  A'BC\  A'B'C, 

welche  zu  je  zweien  entgegengesetzt  und  gleich  sind  (Def.  I  und  Satz  III,  §  30). 

Saiz  IL  Den  inneren  Punkten  eines  Dreiecks  sind  die  inneren  Punkte  des 
entgegengesetzten  Dreiecks  entgegengesetzt. 

Die  beiden  Dreiecke  ABC,  A'B'C  sind  gleich  (Satz  DI,  §  30);  mithin 
ist  einem  Pimkt  E  der  Seite  {BC)  ein  Punkt  K  der  Seite  (J5'C')  (Satz  IV, 

§  29)  und  daher  dem  Segment  {ÄE)  das  in  dem  Sector  JB'Ä'C'  gelegene 
Segment  {Ä'E')  entgegengesetzt  (Def.  11,  §  29).  Wenn  also  D  ein  innerer 
Punkt  des  Dreiecks  ABC  in  (AE)  ist,  so  liegt  sein  entgegengesetzter  Punkt 
D'  in  {A'E')  (Satz  IV,  §  29)  in  dem  Innern  des  Dreiecks  A'B'C  (Def.  I, 
§  51  und  Bem.  I). 

Zus.  Wenn  ein  Punkt  D  ausserhalb  eines  Dreiecks  und  nicht  innerhalb  des 
entgegengesetzten  Dreiecks  liegt,  so  schneidet  eine  einzige  der  drei  Graden,  die  ihn 
mit  den  EckpunJden  verbinden,  die  gegenüberliegende  Seite  in  einem  inneren  Punkt 

Wird  analog  bewiesen  wie  Zus.  V,  Satz  I,  §  51. 

Satz  III  Wenn  eine  Grade  der  E1)ene  eines  Dreiecks,  welche  nieht  durch 
einen  der  Eckpunkte  gefit,  eine  Seite  in  eifiem  imieren  (und  in  einem  äusseren) 
Punkt  schneidet,  so  trifft  sie  von  den  beiden  andern  die  eine  in  ei)iem  inneren 
(und  in  einem  äusseren),  die  andre  in  äusseren  Punkten. 

Es  gilt  derselbe  Beweis  wie  für  den  analogen  Satz  der  Eudid'scheii  Ebene 
(Satz  n,  §  51),  wenn  man  sich  erinnert,  dass  eine  Grade  die  Seite  eines  Drei- 
ecks niemals  in  zwei  inneren  Punkten  schneiden  kann,  weil  sonst  diese  Seite 
grosser  als  die  Hälfte  der  Graden  sein  müsste  und  dies  unseren  früheren  Fest- 
stellungen widerspricht  (Def  I,  §  9  und  Def.  IT  imd  Bem.  §  6). 

Bem.  IL  Es  gelten  auch  mit  demselben  Beweis:  Zus.  I,  Satz  II;  Satz  III  und  der 
bezügliche  Zusatz  in  §  51. 
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Satis  IV.    Die  Seiten  eines  Poldreiecks  theüen  die  Ebene  in  acht  Poldreiecke, 

Deiin  die  drei  Seiten  schneiden  sich  zu  je  zweien  in  sechs  Punkten,  votn 
denen  sich  je  zwei  entgegengesetzt  sind;  nämlich  A^  ä'\  J5,  JB';  (7,  C  und 
die  Dreiecke  ABC,  A'BC,  AB'C,  ABC-,  A'B'C\  AB'C\  ABC,  A'B'C 
sind  Poldreiecke,  weil  ihre  drei  Seiten  je  einem  rechten  Segment  gleich  sind 
(Zus.  I,  Satz  m,  §  69). 

5. 

Normale  Segmente  und  Abstände.  —  Eigenschaften  der  rechtvnnUigen 

Dreiecke. 

§  73.  Def,  L  Das  von  einem  Punkt  P  auf  eine  Grade  r  gefällte  Loth 
schneidet  dieselbe  in  zwei  entgegengesetzten  Punkten  M  und  Jf';  die  Segmente 
(P3I)  imd  (PM')  heissen  die  normalen  Segmente  vom  Punkt  P  auf  die  Orade 
r,  M  und  M'  die  Fusspunkte  derselben  oder  des  Lothes. 

Die  Abstände  (Pilf).und  {PM')  heissen  normale  Abstände  des  Punktes  P 

von  der  Graden  r   oder  auch  einfach  Abstände.     Die    übrigen  Segmente   oder 

Abstände,  welche  durch  P  und  die  übrigen  Punkte  von  r  gegeben  sind,  heissen 

schiefe  Segmente  oder  Abstände. 

Bern.  L  Ist  die  Grade  r  die  Pollinie  von  P,  so  geben  alle  Punkte  derselben  mit  P 
verbunden  ein  rechtes  Segment  (Satz  I  und  Def.  11,  §  69),  welches  normal  zu  r  ist  (Satz  VI, 
§  69).  Sprechen  wir  desshalb  ohne  Weiteres  von  normalen  und  schiefen  Segmenten  eines 
Punktes  P  und  einer  Graden,  so  meinen  wir  natürlich,  dass  es  sich  nicht  um  die  Pollinie 
von  P  handelt. 

Satss  L  Die  von  einem  Punkt  auf  eine  Grade  normalen  Segmente  sind 
Supplementsegmente  und  wenn  sie  einem  rechten  Segment  gleich  sind,  so  ist  die 
Grade  die  Pollinie  des  gegebenen  Punktes, 

Denn,  wenn  man  die  obigen  Bezeichnungen  beibehält,  so  ist  MPM'  die 
HäKte  der  Graden  (Def.  m,  §  6).  Ist  {PM)  =  {PM')  also  {PM)  und  {PM') 
rechte  Segmente,  so  geht  die  Pollinie  ji  von  P  durch  M  und  M' .  und  die 
beiden  Graden  r  und  n  stehen  beide  senkrecht  auf  der  Graden  PM  in  M  und 
Jlf' ,  was  unmöglich  ist,  wenn  sie  verschieden  sind  (Zus/II,  Satz  VI,  §  69). 

Satz  IL  Von  den  normälmi  Segmenten  von  einem 
Punkt  P  auf  eine  Grade  r  ist  das  Täeinere  das  kleinste 
und  das  grössere  das  grösste  der  schiefen  Segmente.  Von 
zwei  schiefen  Segmenten  ist  dasjenige  das  grössere,  dessen 
Punkt  in  r  von  dem.Fusspunkt  des  kleinsten  normalen  Seg- 
mrnits  am  weitesten  entfernt  oder  dem  Fusspuhkt  des  grössten 
normalen  Segments  am  nächsten  liegt  und  umgekefirt 

X  und  X'  seien  die  Durchschnittspunkte  der  Graden 

r  mit  der  PoUinie  7t  von  P;  {PX)  und  (PX')  sind 

^    ^^  dann  rechte  Segmente  (Satz  I  u.  Def  11,  §  69).     Die 

Punkte  X  imd  X'  sind  die  Pole  der  Graden  PM, 
welche  senkrecht  auf  der  Graden  r  steht,  weil  PM  mit  r  conjugirt  ist  (Satz  V, 
§  69)  imd  die  Pole  von  PM  in  7t  liegen  (Zus.  III,  Satz  I,  §  69). 


■_rf. 
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« 
(PM)  sei  das 'kleinere  normale  Segment;  wenn  es  in  dein  Segment  {MX) 

einen  solchen  Punkt  A  gäbe,  dass   (PÄ)  <  (PJf)  wäre,  so  würde  in  {AX) 

ein  Punkt  A^  sein,  so  dass  {FA,)  zu  (PM)  (Satz  VH,  §  13).     Denn  (PX)  ist 

ein  rechtes  Segment,   daher  grösser  als  {PM)  (Satz  I)   und  mithin  auch  als 

{PA)  (Einl.  d,  §  61).     Das  Dreieck  PA^M  wäre  aber  gleichschenklig  imd  es 

ginge  mithin  durch  P  ein  zweites  Loth  zu  der  Graden  r  (Satz  IV,  §  42),  was 

widersinnig  ist  (Zus.  11,  Satz  VI,  §  69). 

Ist  {PM)  das  kleinste,  so  ist  {PM')  offenbar  das.grösste  normale  Seg- 
ment. Man  sieht  leicht,  dass  auch  der  zweite  Theil  des  Satzes  besteht  (siehe 
Bew.  Satz  VU,  §  54)  (Fig.  82). 

Satz  IIL  Die  sdhi^en  Segmente,  welche  von  einem  Punkt  zu  denjenigeti 
Punkten  einer  Graden  fuhren,  die  gleichweit  von  den  Fusspunkten  des  Lothes  von 
dem  Punkt  auf  die  Crrade  abstehen,  sind  gleich  wvd  bilden  mit  dem  Loth  den- 
sdbeti  Winkel. 

Wie  in  dem  Eudid'schen  Gebiet  (Satz  III,  §  54). 

Bern.  IL    Es  gut  die  Def.  H,  §  54. 

Safe  IV,  Die  Projectionen  zweier  schiefen  einander  gleidien  Segmente  sind  gleich. 
Wie  im  J^MciicTschen  Gebiet  (Satz  IV,  §  54). 

Bern.  III,  Es  gilt  auch  in  der  yollständigen  Ebene  mit  demselben  Beweis  Satz  V, 
§  64  und  seine  Zusätze.    Dagegen  gilt  Satz  VI  desselben  Paragraphen  nicht  (Bem.  I,  §  26). 

Satz  V.  In  der  vollständigen  Ebene  kann  es  kein  Viereck  mit  nier  rediten 
Winkeln  gd>en. 

Nehmen  wir  an,  es  sei  möglich  und  AB  AB'  sei  ein  solches  Viereck. 
Die  Graden  AA' j  BB'  stehen  senkrecht  auf  AB  und  müssen  daher  durch  die 
Pple  jB  und  jB'  von  AB  gehen;  sie  stehen  aber  auch  senkrecht  auf  der  Gh-aden 
ÄB*^  und  gehen  also  auch  durch  deren  Pole  (Satz  VI,  §  69).  Die  Pole  der 
beiden  Graden  AB^  AB'  sind  aber  verschieden,  wie  es  die  beiden  Graden  sind 
(Satz  n,  §  69);  mithin  hätten  die  Graden  AÄ^  BB'  vier  Pimkte  gemeinschaft- 
lich, was  widersinnig  ist  (Satz  11,  §  30).  . 

Bem.  IV.  Wir  beachten,  dass  dieser  Beweis  Von  der  Summe  der  Winkel  eines  Drei- 
ecks unabhängig  ist. 

Safe  VI.  Zwei  rechtwinklige  Dreiecke,  welche  eine  Kathete  und  die  Hypo- 
tenuse gleich  haben,  sind  gleich. 

Wie  im  jEwcZuf  sehen  Gebiet  (Satz  11,  §  55). 

Bern.  V.  Es  gibt  auch  rechtwinklige  Dreiecke ,  von  welchen  eine  Kathete  grösser 
als  die  Hypotenuse  ist.  Denn  ist  r  eine  Grade,  B  ein  Punkt  ausserhalb  derselben  und 
(BM)  das  grösste  normale  Segment,  und  man  verbindet  einen  Punkt  A  von  r  mit  B  und 
Mj  so  erhält  man  ein  bei  M  rechtwinkliges  Dreieck  ÄBM,  dessen  Kathete  i^BM)  grösser 
als  die  Hypotenuse  {BÄ)  ist  (Satz  II). 

Def.  IL  Sind  a  und  ß  zwei  Grade  und  AB  das  gemeinschaftliche  Loth 
(Zus.  m,  Satz  VI,  §  69),  C  und  C,  D  und  D'  die  Durchschnittspunkte  von 
AB  mit  a  und  /3,  so  bestimmen  diese  Punkte  in  ^JB  vier  consecutive  Seg- 
mente, die  zu  je  zweien  entgegengesetzt  und  zu  je  zweien  Supplementsegmente 
sind.     Sie  heissen  die  ywrmalen  Segmente  der  beiden  Graden. 
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Satz  VII.  Z\vei  Grade  haben  zwei  normale  Supplementsegmente,  welche  be- 
züglich der  einen  wie  zugleich  der  andern  Graden  das  Ideinste  und  grösste  Seg- 
ment zwischen  ihren  Enden  sind  und  weldie  die  Winkel  der  beiden  Graden  messen. 

Ist  (CD)  das  kleinere  auf  die  beiden  Graden  a  und  ß  normale  Segment^ 
so  ist  {CD)  der  kleinste  Abstand  des  Punktes  C  von  der  Oraden  ß  und  des 
Punktes  D  von  a. 

Es  gibt  freilich  Segmente  (EF)  loit  den  Enden  in  a  und /J,  welche  kleiner 
als  (CD)  sind,  weil  die  Graden  sich  in  zwei  Punkten  schneiden  (Zus.  Satz  IV, 
§  68).  (EF)  kann  aber  nicht  zugleich  für  E  und  F  das  kleinste  Segment 
nach  den. Graden  /3  und  a  sein.  Wenn  man  den  Durchschnittspunkt  als  zwei 
auf  den  beiden  Graden  zusammenfallende  Punkte  E  und  F  ansieht,  so  ist  das 
Segment  (EF)  Null,  es  gibt  aber  keine  Grade  EF  mehr. 

Die  normalen  Segmente  messen  ferner  den  Winkel  der  beiden  Graden, 
weil,  wenn  X  einer  der  Durchschnittspunkte  der  beiden  Graden  ist,  CD  die 
Pollinie  von  X  ist  (Satz  IV,  §  69). 

Zus.  I  Zwei  Halbgrade  haben  nur  ein  normales  Segment,  welches  den  grössten 
oder  Ueimten  Abstand  zwischen  den  Punkten  der  beiden  Halbgraden  angibt,  je 
nachdem  das  normale  Segment  kleiner  oder  grösser  als  ein  rechtes  ist. 

Zus.  II.  Die  normalefi  Segmente  zweier  conjugirten  Graden  sind  rechte  Seg- 
mente und  wngekehrt. 

Denn  die  beiden  Graden  stehen  senkrecht  aufeinander  (Satz  V,  §  69). 
Umgekehrt   stehen    zwei  Grade,    wenn  ein  auf  sie  normales  Segment  ein 

rechtes  ist,    senkrecht   aufeinander   (Satz  IV*,  §  69)   und 
sind  mithin  conjugirt  (Satz  V,  §  69). 

Bern.  VI.    Satz  I,  §  54  wird  durch  den  folgenden  ersetzt: 

Satz  VIII.  Wenn  in  einem  rechtwinkligen  Dreieck 
eine  KaOiete  kleitier  als  ein  rechtes  Segment  ist,  so  ist  der 
gegenüberliegende  Winkel  spitz;  ist  die  Kathete  dagegen 
grösser  als  ein  redites  Segtnent,  so  ist  er  stumpf. 

ÄMP  sei   das    bei   M  rechtwinklige  Dreieck,    Jf' 

der  zu  M  entgegengesetzte  Punkt  und  {PM')  >  (PM). 

Der  Mittelpunkt  ü  von  {MM')  liegt  in  dem   Segment 

{FW)  und  R  ist  ein  Pol  der  Graden  MA  (Satz  I). 

Die  Grade  HA  steht  nun  senkrecht  auf  der  Graden  MA  (Satz  VI,  §  69) 

luid  da  (MP)  <  (MR)  ist,  so  liegt  das  Segment  (ÄP)   innerhalb  des  Sectors 

MAR   (Zus.  II,  Satz  11,  §  71)    und    mithin    ist   MAP  kleiner  als  der  rechte 

Winkel  3/.  17?.     Das    Dreieck    PAM\   welches    bei    M'   rechtwinklig   ist.  und 
dessen   Kathete   PM'  grösser  als  ein  rechtes  Segment  ist,  hat  dagegen  einen 

dieser  Kathete  gegenüberliegenden  stumpfen  Winkel  PAM'  (Fig.  83). 

Zus.  Wenn  die  Kathete  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  ein  rechtes  Segment 
ist,  so  ist  auch  die  Hypotenuse  ein  ^rechtes  Segment.  Die  Winkel y  welche  die 
Kathete  und  Hypotenuse  mit  der  andern  Kathete  bilden,  sind  rechte. 
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Denn  die  zweite  Kathete  ist  die  Pollinie  des  gegenüberliegenden  Eck- 
punktes (Satz  I;  Satz  VI,  §  69). 

6. 

Figuren,  die  bezflglich  einer  Graden  in  der  vollständigen  Ebene 

symmetrisch  sind. 

§  74.    Bern.  I.    Die  Sätze  IX  und  X,  §  65  gelten  mit  analogen  Beweisen. 

Bern.  IL  Dieselbe  Definition  symmetrischer  Figuren,  welche  für  die  Eticlid'ache  Ebene 
bezüglich  einer  Graden  cc  gegeben  wurde  (Def.  I,  §  56),  gilt  auch  hier. 

Es  ist  zu  beachten,  dass  zwei  Punkte  Ä  und  Ä'  bezüglich  einer  Graden  a  auf  zwei- 
fache Art  syrunetrisch  sind,  nämlich  bezüglich  der  beiden  Durchschnittspunkte  der  Graden 
ÄÄ'  mit  der  Graden  a. 

Satz  L  Ein  Segment  hat  zur  symtnetrisdien  Figur  bezüglich  einer  Graden 
ein  anderes  ihm  gleiches  Segment  Die  Graden  der  beiden  Segmente  schieiden 
sich  in  zwei  Pmikten  der  Symmetrieaoce  und  bilden  gleiche  Winket  mit  ihr. 

Der  Beweis  ist  ähnlicb  wie  zu  Satz  I,  §  56. 

Bern.  IIL    Satz  11,  §  56  gilt  ebenfalls  mit  demselben  Beweis. 


7. 
Der  Kreisnmfang.  —  Gemeinschaftliche  Punkte  zweier  KreisumfSnge. 

§  75.  Bern.  I.  Auch  in  der  vollständigen  Ebene  gilt  die  für  das  ^ttcZtd'sche  Ge- 
biet gegebene  Definition  des  Ereisumfangs  um  einen  Punkt  desselben  (Def.  I,  §  67).  Es 
ist  nur  zu  bemerken,  dass  die  Punkte  einer  Peripherie  auch  gleichWeit  von  dem  dem  Cen- 
trum entgegengesetzten  Punkt  abstehen  und  dass  mithin  ein  Kreisumfang  in  der  vollstän- 
digen Ebene  zwei  Centren  und  also  auch  zwei  Radien  und  zwei  Kreise  hat. 

Uebereink,  Unter  Centrum  und  Kreis  einer  Peripherie  verstehen  wir  immer 
diejenigen,  bezüglich  welcher  der  Radius  am  kleinsten  ist. 

Bern,  II.  Ist  der  Radius  einem  rechten  Segment  gleich,  so  wird  die  Peripherie,  wie 
man  weiss,  die  Pollinie  des  Centrums  (Satz  I,  Def.  I,  §  69). 

Satz  L  Die  Funkte  einer  Feriplierie  stellen  gleidiweit  von  der  Follinie  des 
Centrums  ab. 

Denn  der  Abstand  eines  jeden  Punktes  der  Peripherie  von  der  Pollinie 
des  Centrums  wird  auf  dem  Rfadius  der  Peripherie  gemessen,  welcher  durch  den 
gegebenen  Punkt  geht  und  senkrecht  auf  der  genannten  Pollinie  steht  (Satz  VI, 
§  69).  Dieser  Abstand  ist  also  dem  Unterschied  zwischen  dem  Radius  und 
einem  rechten  Segment  gleich  (Satz  I,  Def.  ü,  §  69). 

Bern.  III.  In  der  Eticlid'Bchen  Ebene  gilt  dieselbe  Eigenschaft  bezüglich  der  Graden 
im  Unendlichgrossen  der  Ebene,  welche  man  als  absolute  Grenzgrade  des  Centrums  ansehen 
kann  (Bem.  I,  §  39). 

BetH.  IV.  Mit  analogen  Beweisen  gelten,  wenn  man  Def.  I  berücksichtigt,  die  Sätze 
über  die  Peripherie  und  die  gemeinschaftlichen  Punkte  zweier  Peripherien  in  den  §§  57 
bis  60;  nur  muss  man  statt  der  Graden  im  Unendlichgrossen  da,  wo  sie  benutzt  wird,  die 
Pollinie  des  Centrums  der  Peripherie  substituiren.  Dagegen  gilt  der  Satz  IX  nicht  und 
Satz  XII ,  §  69  ist  hier  nicht  nöthig.    Auch  bedürfen  wir  Satz  EI,  §  67  nicht,  welcher  sich 
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auf  Satz  VI  II,  §  55  stützt  und  den  wir  noch  zu  beweisen  haben.  ^)  Satz  I  §  58  kann  je- 
doch unabhängig  yon  diesem  Satz  bewiesen  werden,  wenn  man  sich  auf  Satz  II,  §  57  be- 
zieht und  die  Eigenschaft  hinzufugt,  dass  bei  der  unbegrenzten  Abnahme  des  Bogens  nicht 
nur  der  Winkel  sondern  auch  die  Sehne  unbegrenzt  abnimmt,  ohne  den  Beweis  dieser  Eigen- 
Kchafb  von  Satz  III,  §  57  abhängig  zu  machen. 

Bern.  V.  Einer  Peripherie  vom  Centrum  C  und  Radius  r  entspricht  eine  andre  Peri- 
pherie vom  selben  Radius  und  mit  dem  Centrum  in  dem  zu  C  entgegengesetzten  Punkt, 
welche  die  entgegengesetzten  Punkte  der  ersten  Peripherie  enthält.  Eine  Grade,  welche 
eine  der  beiden  Peripherien  in  einem  Runkt  schneidet,  trifft  die  andre  in  dem  entgegen- 
gesetzten Punkt  .und  eine  Tangeute  in  einem  Punkt  der  einen  ist  auch  die  Tangente  in 
dem  entgegengesetzten  Punkt  der  andern  und  die  beiden  Peripherien  liegen  bezüglich 
dieser  Tangente  auf  entgegengesetzten  Seiten. 


8. 
Andre  Eigenschaften  der  Dreiecke  in  der  vollständigen  Ebene. 

§  76.  Satz  L  In  jedem  Dreieck  ist  die  Summe  zweier  Seiten  grösser  als 
die  dritte. 

ABC  sei  das  Dreieck,  (AB)  die  grösste  Seite.  Für  die  beiden  anderen 
Seiten  gilt  der  Satz  offenbar.  Wir  wollen  annehmen:  {AB)  >  (-4C)  +  (-SC). 
Die  beiden  Kreise  von  den  Centren  AundB  und  den  Radien  (.4(7)  und  {BC) 
würden  sich  in  einem  Punkt  C  sclmeiden,  während  doch,  wenn  man  {AB)  ^  d, 
{AC)  =  r,  {BC)  -:^  r    setzt, 

d>  r  +  r' 

wäre,   was   unmöglich   ist   (Satz  IV,   §  57    und   Satz  ü,  §  60).     Ist  {AB)  = 

=-2  {AC)  +  {CB)  so  liegt  (7  auf  der  Graden  AB  (Satz  IV,  §  17);  desshalb  muss 

{AB)<{AC)  +  {CB)  sein. 

Zus,    Jede  Seite  des  Dreiecks  ist  grösser  als  die  Differenz  der  beiden  übrigen. 

Bern.  I.  Die  Sätze  VI  und  Zus.  Satz  VII,  Satz'VUI,  §  65  gelten  und  werden  ebenso 
bewiesen. 

Def.  L  Ist  ein  Dreieck  ABC  gegeben,  so  bestimmen  die  Pole  ^, ,  B^,  C^j 

welche  zu  seinen  Seiten  gehören  und  auf  derselben 
Seite  wie  die  den  Seiten  gegenüberliegenden  Eck- 
punkte liegen,  ein  Dreieck,  welches  wir  reciprokes 
oder  Supplement' Dreieck  zru  dem  gegebenen  Dreieck 
nennen. 

Satz  IL    Ein  Dreieck  ist  reöiprok  zu  seinem  red- 
proken  Dreieck. 

Denn  Aj  B,  C  sind  die  Pole  der  Seiten  JB,  C, ,  C,  ^j, 
A^B^  des  reciproken  Dreiecks  (Zus.  11,  Satz  I,  §  69) 
und  A  z.  B.  liegt  auf  derselben  Seite  von  B^C^  wie 
^,,  weil  A^  auf  derselben  Seite  von  BC  liegt  wie  A,  da  {AA^)  kleiner  als 
ein  rechtes  Segment  ist,  und  A^  sich  mithin  in  dem  Theil  Aa  oder  A-B^C^ 


(ab) 


yfaej 


Fig.  U. 


der  Ebene  befindet  (Fig.  84). 


1)  Siehe  Bern.  I ,  §  76. 
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* 
Bern.  IL    In   der    Zeichnung   (Fig.  84)   liegen    die   Punkte    B  und  C  in   dem   Theil 
{Aa)  der  Ebene;  der   Satz  gilt  aber  auch  dann,  wenn  ein  Punkt  oder  beide  in  dem  ent- 
gegengesetzten Theil  (-^l'tt)  liegen,  wenn  Ä'  zu  A  entgegengesetzt  ist. 

Satz  HL  Die  Winiel  eines  Dreieclcs  tverden  durch  die  Siipjüeinmtsegmcnte 
der  Seiten  des  recipröken  Iheiecks  gemessen. 

Wir  wollen  die  Durchschnittspunkte  der  wenn  nöthig  von  A  ans  verlän- 
gerten Seiten  (AB),  (AC)  des  Dreiecks  ABC  mit  der  Pollinie  a  von  A  mit 
X(«*),  X^^^^  bezeichnen.  .  Die  Pole  B^  und  C^  von  AC  und  AB  liegen  in  a 
und    ihr   Abstand    ist   supplementär   zw  demjenigen    der   Punkte   X^"^\  X^^'^K 

Denn  wenn  der  Winkel  BAC  spitz  ist,  so  enthält  B^AC^  den  Winkel  BAC] 

ist  er  dagegen  stumpf^  so  ist  B^AC^  in  dem  Winkel  BAC  enthalten.  In  beiden 
Fällen  ist  niemals  {B,C,)  =  iX^^^^X^^')y,  mithin  ist  {B,C,)  supplementär  zu 
(X(«^)X^«^))  (Fig.  84). 

Satz  IV.    Sind  in  zwei  Dreiecken  die  Winkel  gleich,  so  sind  die  Dreiecke  gleich. 

ABC,  ÄB'C  seien  die  beiden  Dreiecke;  A^B^C^,  A^ ,  B^ ,  ü/  ihre  re- 
cipröken Dreiecke.  Die  Winkel  der  beiden  ersten  werden  durch  die  Supple- 
mentsegmente der  Seiten  der  beiden  letzten  gemeßsen.  Die  recipröken  Drei- 
ecke haben  mithin  nach  der  Voraussetzung  des  Satzes  gleiche  Seiten  und  sind 
daher  gleich  imd  damit  auch  ihre  entsprechenden  Winkel,  welche  die  Seiten 
der  gegebenen  Dreiecke  messen  (Satz  III,  §  17  und  Satz  III).  Da  also  die 
Seiten  dieser  Dreiecke  gleich  sind,  so  sind  sie  es  auch  selbst  (Satz  IQ,  §  17). 

Bern.  III.  Dies  ist  eine  weitere  Eigenschaft  der  vollständigen  Ebene,  welche  sie  von 
der  J^ucZid'schen  unterscheidet;  denn  in  der  letzteren  reicht  die  Gleichheit  der  Winkel 
nicht  aus,  damit  die  Dreiecke  gleich  seien,  wie  aus  Satz  I,  §  45  und  Satz  I,  §  40  her- 
vorgeht. 

Satz  V.  In  jedem  Dreieck  ist  irgend  ein  Winkel  um  ztvei  Beeilte  vermehrt 
grösser  als  die  Summe  der  beiden  andern. 

Denn  ist  ABC  das  Dreieck,  A^B^C^  sein  reciprokes,  so  ist: 

(Ä,B,)<iB,Ci)  +  (C,A,)    (Satzl) 

imd  mithin  (Satz  III) 

7t  —  BGA  <  2  Ä  —  (ABC  +  CAB)j 
woraus  folgt: 

BCA  +  %>ABC+CAB. 

Satz  VI,  In  jedetn  Dreieck  ist  die  Summe  der  drei  Seiten  kleiner  als  vier 
reditc  Segmente. 

Man  betrachte  das  Dreieck  ABC,  wenn  Ä  der  zu  A  entgegengesetzte 
Pimkt  ist.     Man  erhält: 

{ÄC)  +  {BÄ)>{BC)     (Satzl); 
mithin 

(BG)  +  {CA)  +  {AB)  <  {A'C)  +  {CA)  +  {AB)  +  {BA') 

(Def.  I,  §  5  und  Einl.  e,  §  99). 

Es  ist   aber   {A' C)  +  {CA)  sr- {AB)  +  {BA')~n;   damit  ist   der  Satz 

bewiesen. 
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Satjs  VIL  In  jedem  Dreieck  ist  die  Summe  der  Winkel  grösser  ais  zwei 
und  Meiner  als  sectis  Bechie, 

Denn  in  dem  zu  ABC  reciproken  Dreieck  A^B^C^  tst: 

{A,B,)  +  {B,G,)  ^  {C,A,)<2n 
oder  (Satz  UI) 

3ä  — (i-BQ  -^BCA  +  cTb)<2jc 
das  heisst 

ABC  +  BCA+  CAB>n. 

Der  zweite  Theil  leuchtet  ein,  wenn  man  bedenkt,  dass  in  dem  Dreieck 
kein  Winkel  gleich  it  sein  kann. 

JBetn.  IV.  Während  also  in  der  JBruc^ul'schen  Ebene  die  Summe  der  Winkel  eines 
Dreiecks  zwei  Rechte  betrilgt  (Satz  XI,  §  56),  ist  sie  in  der  vollständigen  Ebene  stets 
grösser  als  zwei  Rechte. 

Satz  VIIL     Die  Summe  der  Winkel  eines  Poldreiecks  beträgt  drei  Bechte, 

Denn  die  drei  Seiten  sind  zu  je  zweien  conjugirt  und  mithin  senkrecht 
zueinander  (Zus.  I,  Satz  III  und  Satz  IV,  §  69). 


9. 

Die  Ricfatiingen  oder  der  Sinn  der  Dreieckswinkel  nnd  der  Bfischel  der  Ebene. 
—  Richtungen  der  Ebene.  —  Congmente  nnd  symmetrische  Figuren.  —  Stetige 

Systeme  unveränderlicher  Figuren. 

§  77.  Bein.  I.  In  der  vollständigen  Ebenfe  gelten  die  Sätze  des  §  61  mit  Ausnahme 
des  Zus.  III  zu  Satz  X  und  dieselben  Definitionen  und  Beweise;  es  ist  aber  zu  berücksich- 
tigen, dass  ein  Büschel  zwei  Centren  und  ein  Winkel  zwei  Scheitel  hat  und  sie  in  diesen 
Sätzen  nur  in  Bezug  auf  ein  Centrum  und  einen  Scheitel  betrachtet  werden  und  dass  das- 
selbe Büschel  oder  der  nämliche  Winkel  von  entgegengesetzten  Centren  oder  Scheiteln  be- 
trachtet entgegengesetzte  Richtungen  hat.  Bei  Satz  I  braucht  man  nur  den  in  Anm.  LXIV 
gegebenen  Beweis  desselben  zu  substituiren.  Dagegen  gilt  in  der  vollständigen  Ebene  der 
folgende  neue  Satz: 

Satz  I.  Wenn  ynmi  in  einem  Dreieck  eine  ungrade  Anzahl  von  Eckpunkten 
mit  de)i  entgegengesetzten  Punkten  vertmischt,  so  erhalt  man  ein  Dreieck  von  ent- 
gegengesetzter Richtung;  nimmt  man  dagegen  eine  grade  Anzahl  von  Vertausdmngen 
vor,  so  erMlt  man  ein  Dreieck,  welcJws  dieselbe  Bichtung  wie  das  gegebene  Drei- 
eck hat 

Denn  es   seien   zwei    entgegengesetzte  Dreiecke  ABC,   Ä B' C   gegeben. 

Die  Winkel  BCA,  BC'A  haben  entgegengesetzte  Richtung  (Zus.  I/Satz  X, 
§  Ol  und  Bern.  I);  mithin  sind  die  Dreiecke  ABC,  ABC  entgegengesetzt  ge- 
richtet (Satz  Vm,  §  61  und  Bern.  I).  Ebenso  sind  es  ABC,  ABC-,  daher 
haben  ABC,  ABC  dieselbe  Richtung  (Satz  Vü,  Zus.  Satz  VI,  Satz  VEI,  §61 
und  Bern.  I).  Ä  BC  und  Ä B' C  sind  aber  entgegengesetzt  gerichtet,  also 
auch  ABC,  ÄB'C\ 

Zus.    Zwei  entgegengesetzte  Dreiecke  luiben  entgegengesetzte  Biditung. 
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Bern.  IL  Es  gelten  dieselben  Sätze  über  die  identischen,  congruenten  und  symmetri- 
schen Figuren  mit  den  nämlichen  Beweisen;  nur  Satz  II,  §  63  ist  ausgenommen.  Es  gilt 
aber  auch  der  folgende 

Satz  IL     Zwei  entgegengesetzte  Figuren  sind  synifnetrisch. 

Denn  zwei   Dreiecke  und  mithin  auch  zwei  Winkel,  die  sich  entsprechen 

und  entgegengesetzt   sind,   haben  entgegengesetzte  Richtung;  mithin  sind  ent- 

*  gegengesetzte  Figuren  symmetrisch  (Satz  V,  Def.  I,  §  62  und  Bem.  11). 

Bern.  I.  In  der  vollständigen  Ebene  gelten  auch  dieselben  Eigenschaften  der  stetigen 
Systeme  unveränderlicher  Figuren,  die  für  die  EucHd'ache  Ebene  nachgewiesen  wurden; 
nur  das  Parallelsystem  fehlt,  welches  in  der  vollständigen  Ebene  ein  Ereissystem  wird. 
Man  erhält  daher  auch  dieselben  Eigenschaften  filr  die  thatsächliche  Bewegung  ebener 
Figuren  ohne  Deformation  mit  Ausnahme  der  Translationsbeweguug. 


10. 
Absolute  Grenzebenen  eines  Punktes. 

§  78.  S(U0  L,  Drei  Punkte  des  absoluten  Grenzgebiets  eines  Punktes  A  he- 
stimmen  eine  Ebene,  welche  in  diesem  Gebiet  liegt  • 

X^B,  F*,  Z:^  seien  die  drei  gegebenen  Punkte;  die  Graden  X,  Y^y  X^^Z^j 
T^  Z^  liegen  sämmtlich  in  dem  absoluten  Grenzgebiet  von  A  (Satz  III,  §  32) 
und  da  alle  Graden  der  Ebene  X«,  Y:^  Z,  jede  dieser  drei  Graden  in  zwei  ent- 
gegengesetzten Punkten  treffen  (Zirs.  Satz  IV, •§  68),  so  folgt,  dass  jede  der- 
selben eine  absolute  Grenzgrade  von  A  ist  und  dass  mithin  jeder  Punkt  der 
Ebene  Xj,  Y^  Z^  in  dem  genannten  Gebiet  liegt  d.  h.  dass  alle  Punkte  der 
Ebene  mit  A  verbunden  ein  rechtes  Segment  liefern. 


IIL  Kapitel.') 

Weitere  Betrachtnngeii  über  die  Systeme  Euclid's,  Lobatscliewsky's 

nnd  Biemann's. 

1. 

Axiom  fiber  die  Parallelen  im  Lobatschewsky'schen  System.  —  Das  Loth  auf 

eine  Grade,  welches  die  Grade  schneidet  und  durch  einen  Punkt  ausserhalb 

derselben  geht,  in  den  drei  Systemen  der  Geometrie  nnabhängig  von  den 

Eigenschaften  des  StrahlenbOschels  und  der  Ebene  betrachtet. 

§  79.  Bern.  L  Ausser  den  Axiomen  I — V,  welche  für  die  drei  Greometriesysteme 
gelten  (Def.  I,  §  27),  muss  man,  um  das  Lobatschewsky' sehe  System  zu  charakterisiren,  der 
Def.  I,  §  27  entsprechend  das  Axiom  über  die  Parallelen  geben,  wie  wir  dasselbe  in  dem 


1)  Dieses  Kapitel  benutzen  wir  aus  den  in  Bem.  II,  §  27  angegebenen  Gründen  in  den 
anderen  Theilen  unsres  Buches  nicht. 
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EucUd'achen   System   in  Anm.  XVI   unter   Beschränkung  auf  das  endliche  Gebiet  allein 
(Anm.  I)  und  unabhängig  von  der  Ebene  gegeben  haben.  *) 

Ax.  VI.  Die  Grade«  welche  einen  Funkt  X  einer  gegebenen  Graden  r 
mit  einem  Funkt  22  ausserhalb  derselben  verbindet,  hat  eine  Grenagrade 
(Def.  I;  §  12)^  welche  die  Grade  r  nicht  trifft,  wenn  der  Funkt  X  die  ganse 
Grade  in  einer  ihrer  Biohtungen  durchläuft  und  hat  eine  andre  von  der 
ersten  verschiedene  Grenzgrade,  wenn  er  sie  in  der  entgegengeaetsten  Bichtong 
durchläuft. 

Bern.  IL  Aus  den  Sätzen  I,  §  4;  Vm,  §  13  und  dem  Zus.  I  der  Def.  I,  §  18  geht 
hervor,  dass  die  Grade  offen  ist  und  mithin  der  Satz  I,  §  14  för  sie  gilt. 

Def.  I.  Die  beiden  Grenzgraden  heissen  die  Parallelen  des  Punktes  JR  zur 
Graden  r. 

§  80.  Bern.  I.  Als'  Axiom  über  die  Parallelen  im  Euclid'achen  Sinn  betrachten  wir 
jetzt  dasjenige,  welches  dem  obigen  analog  ist,  wenn  man  voraussetzt,  dass  die  beiden 
Grenzgraden  zusanmienfallen,  wie  Def.  ü,  §  26  oder  das  Ax.  der  Anm.  XVI  zeigt  (Satz  ü, 
§  46  und  Anm.  XLIV). 

Def.  L  Unter  den  Segmenten,  welche  durch  die  Punkte  X  einer  Graden 
und  einen  Punkt  JR  ausserhalb  derselben  bestimmt  werden,  heisst  jedes  Seg- 
ment {BÄ)  das  ffrösste  (oder  kleinste),  für  welches  die  Segmente  (-RX)  kleiner 
(oder  grösser)  als  {BÄ)  sind  und  wobei  die  Punkte  X  einem  hinreichend  klei- 
nen Segment  £  auf  der  Graden  auf  der  einen  und  der  andern  Seite  von  A  und 
mit  dem  Ende  A  angehören.     • 

Satz  I,  Ist  eine  Grade  in  deni  Euclid'sclien  und  Lobatschewsky'schen  System 
gegeben,  so  gibt  es  nur  ein  Loth,  welclies  sie  trifft  und  einen  belidngen  Punkt 
ausserJialh  derselben  entfuilt     Das  norinale  Segment  ist  das  einzige  kleinste. 

AB  sei  die  gegebene  jGrrade,  B  der  ge- 
M^  A^^    M.     M     JT/.,    j^  gebene  Pimkt.     Betrachtet  man  die  Grade 

-4jB  in  einer  gegebenen  Richtung,  z.  B.  in 
der  durch  das  Segment  (AB)  gegebenen 
(Einl.  Bez.  I,  §  64),  so  gibt  es  einen  durch 
B  gehenden  Strahl  r",  der  die  Grenze  der 
durch  B  gehenden  und  die  Grade  AB 
schneidenden  Strahlen  ist  (Ax.  VI;  Bem.  11,  §  78  und  Bem.  I).  Ebenso  existirt 
in  der  entgegengesetzten  "Richtimg  ein  analoger  Strahl  r'. 

Wenn  sich  X  auf  der  Graden  befindet  und  sich  ein  Strahl  BX  unbegrenzt 
dem  Strahl  r'  nähert,  so  bedeutet  dies,  dass  ein  Punkt  Y  der  Graden  BX  einen 
Grenzpimkt  Y'  in  r'  hat  (Def.  I,  §  12),   und  sich  mithin  jeder  andre  Punkt 

1)  Behält  man  unsre  abstracten  Hypothesen  bei,  so  ist  das  LohdUscJiewsky' ache  System 
um  einen  beliebigen  Punkt  des  allgemeinen  Raums  ausgeschlossen  (Bem.  II,  §  27  und  Satz 
11,  §  31).  Schickt  man  dagegen  die  Hyp.  V  und  VI  (§§  27  und  30)  voraus  und  beschränkt 
die  Hyp.  I  und  II  auf  die  Punktepaare  von  einem  Abstand  derselben  Art  oder  einem  un- 
eudlichkleinen  Abstand  erster  Ordnung  bezüglich  der  ganzen  Graden  (Einl.  Def.  I,  §  94) 
derart,  dass  in  dem  unendlich  kleinen  Gebiet  zweiter  Ordnung  um  jeden  Punkt  S  ein  ein- 
ziger Punkt  existirt,  durch  welchen  absolute  Grade  geheu,  so  wäre  damit  in  diesen  unend- 
lich kleinen  Gebieten  und  denjenigen  höherer  Ordnung  das  LobatscJiewsky'' ache  System 
möglich  gemacht.  Alsdann  würden  jedoch  Punkt«  und  Graden  von  verschiedener  Be- 
schaffenheit ezistiren  und  es  würde  nicht  mehr  dieselbe  Gleichförmigkeit  wie  bei  Zugrunde- 
legung uusrer  Hypothesen  bestehen. 
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X  unbegrenzt  einem  Punkt  X^  von  r'  nähern  kann  (Satz  IV,  §  12).  Wenn 
nun  X  die  Grade  AB  in  der  gegebenen  Richtung  durchläuft,  so  kann  {liX) 
nicht  constant  oder  kleiner  als  ein  gegebenes  Segment  bleiben,  weil  sonst  jede 
der  successiven  Lagen  von  X  auf  der  Graden  AB  einen  Grenzpunkt  in  r  haben 
könnte  und  r'  die  Grade  AB  schneiden  würde,  was  dem  Axiom  VI  wider- 
spricht. {BX)  wird  daher  unbegrenzt  gross,  weil  es  grösser  als  jedes  gegebene 
Segment  werden  muss. 

Wählt  man  daher  ein  Segment  {BA)^  so  nimmt  das  Segment  (BX)  von 
r'  an  nach  {BA)  hin  ab,  während  es  von  {BA)  an  nach  r"  hin  zunimmt, 
auch  wenn  es  Anfangs  noch  kleiner  wird.  Es  muss  also  wenigstens  ein  klein- 
stes Segment  geben  (Def.  I).  Denn  wenn  {BB)  grösser  als  (BA)  ist  (und  ein 
solches  Segment  muss  wie  gesagt  existiren)  und  {BA)  nicht  das  kleinste  der 
Segmente  {BX)  ist,  deren  Ende  X  in  {AB)  liegt,  so  gibt  es  andre  Pimkte 
A,y  ^, . . .,  A,,.,  . . . ,  für  welche  {B  A)  >  {BA^)  >  {BA^)  >....>  {BA„.)  . . . 
Und  wenn  {BA„,)  noch  nicht  ein  Minimum  ist,  so  hat  die  Reihe  AA^  ...  A,n . . . 
ein  Grenzelement  F,  welches  mit  B  nicht  zusammenfallen  kann  imd  derart  ist, 
dass  {BY)  kleiner  als  die  vorhergehenden  imd  grösser  als  die  unmittelbar  fol- 
genden Segmente  ist.  Dies  gilt  wenigstens  für  diejenigen  Segmente,  deren 
Punkte  X  in  einem  hinreichend  kleinen  Segment  {YY')  von  {AB)  liegen,  es 
sei  denn,  dass  alle  mit  ihren  Enden  in  {YY)  liegenden  Segmente  {BY)  gleich 
sind,  was  für  unsre  weiteren  Folgerungen  noch  günstiger  wäre. 

In  hinreichend  kleinen  Segmenten  {Y^'  Y)  und  {YY')  auf  entgegengesetzten 
Seiten  von  Y  in  AB  muss  es  wenigstens  zwei  solche  Punkte  X^  und  X  geben, 
dass  (jKX)  =  {BX^).  Denn  wählt  man  einen  Punkt  X'  in  (r/F)  und  X  in 
(FI^,  so  weiss  man,  dass  {BX')  und  {BX)  grösser  als  {BY)  sind.  Ist 
{BX^  >  {BX)y  alsdann  existirt  in  (X'  Y)  ein  solcher  Punkt  Xj,  dass  {BX^)  b^ 
^  {BX)  ist  (Zus.  I,  Def.  I  und  Satz  VH,  §  13).  Der  FaU  {BX')  <  (jKX)  ist 
dem  vorigen  analog. 

Das  Dreieck  XBX'  ist  gleichschenklig  und  mithin  geht  durch  den  Mittel- 
punkt M  von  (XX')  das  von  B  auf  die  Grade  AB  gefällte  Loth  (Satz  IV, 
§  42  und  Anm.  XXXVI). 

Gäbe  es  noch  ein  andres  Loth,  so  sei  M^  sein  Fusspunkt  imd  (jJTgJ/J  e= 
^E:  {M^M^^  (Satz  n,  §  4).  Der  Punkt  M^^  ist  der  Fusspunkt  eines  andern 
Lotfaes,  weü  die  beiden  Dreiecke  M^M^B,M-^M^B  gleich  sind,  da  die  Seite 
{M^B)  gemeinschaftlich  ist,  {M^M^)z=^M-.^Mx)  ^^^  ^®  Paare  M^M^B, 
M^^M^B  gleich  sind  (Satz  IV,  §  42  und  Anm.  XXXVI). 

Ist  (JtfgJlfg)  E:_  (JbTjJf,)  in  der  Richtimg  von  M^  nach  M^^  so  sind  die 
beiden  Dreiecke  M.^M^By  M^M^B  aus  demselben  Grund  gleich;  mithin  ist 
(Ji Jfj)  £-:  (jR Jfj)  und  auch  senkrecht  auf  der  Graden '^Ä  Construirt  man  so 
die  {M^M^  gleichen  Segmente  (JfcfgJfcfJ,  {M^M^  u.  s.  w.  {Mn—\M^,  so  ist 
{BMn)  EZ  {BM^)  und  BMn  senkrecht  auf  der  Graden  AB.  Jeder  Pimkt  X 
der  Graden  in  der  gegebenen  Richtung  von  jjf,  an  ist  in  einem  Segment 
{Mn-^\Mn)  enthalten  (Ax.  11;  Bem.  IV,  §4),  (ÜJf^)  hat  mithin,  bei  unbegrenzt 
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wachsendem  n,  r    zur  Grenze.     Dies  ist  aber  immöglich,  weil  (BM^)  constant 
ist.     Die  Annahme,  es  gebe  zwei  Lothe,  ist  daher  widersinnig. 

Man  überzeugt  sich  jetzt  leicht,  dass  das  Minimum  (RT)  mit  (RM^)  zu- 
sammenfallen muss.  Denn  wenn  Y  nicht  mit  M^  zusammenfallt,  so  sei  es 
z.  B.  in  (ÄMy)  enthalten.  Wählt  man  in  einem  Segment  {YY)  <  (FJIf ,) 
einen  Punkt  X  auf  der  entgegengesetzten  Seite  von  F,  so  gibt  es  immer  einen 
solchen  Punkt  X',  dass  (JBX)  e=z  (jRX').  Weil  nun  das  Dreieck  XRX'  gleich- 
schenklig ist,  so  würde  der  Mittelpunkt  von  (XX')  ein  weiteres  Loth  liefern. 
Satz  IL  1)  Wenn  unabMngig  von  dem  Axiom  über  die  Parallden  die  Punkte 
eines  Segments  {AB)  einer  Graden  gleiclwn  Abstand  von  einem  Punkt  R  ausser- 
Jialb  der  Graden  haben,  so  sind  alle  Punkte  der  Graden  gleichweit  von  R  ent- 
fernt und  jede  durch  R  gehende  Grade,  wddie  die  Grade  r  schneidet,  ist  senk- 
recht auf  r. 

2)  Ist  die  Grade  geschlossen,  so  ist  der  Abstand  des  Punktes  R  von  den 
Punkten  der  Graden  ein  rechtes  Segment,  wenn  zwei  entgegengesetzte  Punkte  die 
Grade  nidit  bestimmen  und  die  Hälfte  der  Graden,  wenn  die  entgegengesetzten 
Punkte  die  Grade  bestimmen, 

1)  Da  {AR)  imd  {BR)  gleich  sind,  so  erhalten 
wir  durch  den  Mittelpunkt  M  ein  Loth  MR  zur 
Graden  AB  (Satz  IV,  §  42  und  Anm.  XXXVI).  C 
sei  nun  ein  Punkt  von  {AB)  und  liege  z.  B.  in 
dem  Segment  {31  B),  Die  Grade  RC  steht  eben- 
falls senkrecht  auf  AB^  weil  man  zwei  Punkte  X 
und  Y  gleichweit  von  C  entfernt  in  dem  Segment 
AB  auswählen  kann;  es  braucht  nur  {CY)  <  {CB) 
zu  sein.  Macht  man  das  Segment  {CB^)  E£:  {CB) 
(Zus.  I,  Satz  m,  §  4),  so  steht  {RB^)  ebenfalls 
senkrecht  auf  AB  und  mithin  auch  JBJS,  weil  die 
Dreiecke  BCR,  B^CR  identisch  sind.     Aehnlich  ist  es  mit  RA. 

Man  betrachte  nun  das  Segment  {BA^)  -£--  {BA)]  aus  der  Gleichheit  der 
Dreiecke  ARB,  A,RB  folgt  {RA)  =  {RA,)  (Zus.  Satz  III,  §  16).  Ebenso 
verhält  es  sich,  wenn  Y  ein  beliebiger  Punkt  von  {BA^  ist  und  man  das  Seg- 
ment {BY^)^{BY)  in  dem  Segment  {BA)  betrachtet;  man  erhält  {RY).^ 
^E  (JB  Yj).  Mithin  stehen  alle  Punkte  des  Segments  {BA^  gleichweit  von  R 
ab  und  die  Graden,  welche  diese  Punkte  mit  jB  verbinden,  sind  senkrecht  zur 
Graden  AB,  • 

Dasselbe  gilt  für  das  {AB)  gleiche  Segment,  welches  A  zum  zweiten  Ende 
in  der  Richtung  von  A  nach  B  hat  (Satz  11,  §  4). 

Nun  ist  sowohl,  wenn  die  Grade  offen  als  wenn  sie  geschlossen  ist  (Satz 
I,  §  4),  ein  beliebiger  Punkt  der  Graden  Punkt  eines  der  {AB)  gleichen  conse- 
cutiven  Segmente  auf  der  Graden  von  A  nach  B  hin  und  damit  ist  der  erste 
Theil  des  Satzes  bewiesen. 

2)  Ist  die  Grade  geschlossen  und  bestimmen  zwei  entgegengesetzte  Punkte 
die  Grade  nicht  [das  von  uns  gewählte  Merkmal  des  absoluten  i?fc/wan»'schen 
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Systems  (Hyp.  V  und  VI)],  so  scbueldet  die  Grade  RA  die  Grude  AB  auch 
in  dem  entgegengesetzten  Punkt  A'  und  es  ist  (HA)  :  -  {HA')  und  weil 
{ABA')  die  Hälfte  der  Graden  ist,  so  ist  (BA)  eiji  rechtes  Segment  (Def. 
IV,  §  2<»). 

Im  zweiten  Fall  des  Jf/e^wown'selien  Systems,  wenn  nämlich  zwei  entgegen- 
gesetzte Punkte  die  Grade  bestimmen ,  lallt  •  der  Punkt  Ä  mit  A  zusammen 
und  ist  (BA)  die  Hälfte  der  Graden.  Diese  Hälfte  kann  in  Bezug  auf  die 
Winkel  des  Gradenbüschels  auch  ein  rechtes  Segment  genannt  werden. 

Bern.  IL    Satz'I,  §  31  gilt  unabhilngig  von  den  Eigenschaften  der  Ebene  ebenfalls. 

Satz  III.  Wenn  ein  van  B  auf  eine  yescldossen<^  Grade  r  normales  Segment 
{BM)  ein  rechtes  i^t,  so  stehen  alle  Pmikte  von  r  gleieluveit  van  B  ah. 

Die  Punkte  in  r,  welche  gleichen  Abstand  von  M  haben,  sind  auch  gleich- 
weit von.JK  entfernt  (Satz  IV,  §42,  Anm.  XXXVI  und  Züs.  Satz  lU,"  §  1(J). 
Ist  {Bj\I)  ein  rechtes  Segment,  so  ist  dies  auch  das  Supplementsegment  {II M'), 
weil  M  und  M'  entgegengesetzte  Punkte  auf  der  Gniden  sind  (Def.  HI,  §  G) 
unabhängig  davon  ob  sie  zusammenfallen  oder  nicht.  Ist  mithin  {BM)  z.  B. 
kleiner  als  {IIA),  so  ist  {BM')  grösser  als  {BvV).  Ist  aber  {AM)  :^  {MB) 
in  r,  so  erhält  man  {BA)  -z  {BB),  es  gibt  also  zwischen  B  und  A'  einen 
Punkt  X  derart,  dass  {BX)  r  .{B3I)  ist.  Damit  ist  der  Satz  bewiesen  (Satz 
I,  §  31  und  Bem.  H), 

Satz  IV.  Falls  die  geschlossene  Grade  r  kein  eitlem  rechten  gleiches  nonnales 
Segment  {BM^  hat,  so  geht  durch  einoi  Punkt  B  ausserhalb  derselben  n\ir  eine 
einzige-  Normale,  welche  die  Grade  r  schmidet. 

Dieser  Satz  wird  ähnlich  wie  Satz  I  bewiesen.  {BM^)  sei  ein  normales 
Segment*,  welches  kleiner  als  ein  rechtes  Segment  sein  muss  und  {BM^')  das 
entgegengesetzte.  Segment.  Führt  man  die  Construction  aus,  welche  in  Satz  I 
unter  der  Voraussetzung  angegeben  wurde,  dass  ein  zweites  Loth  BM.,  existire 
so  erhält  man: 

{M,M^)  n  <  {M,M;)  <  {M,M^)  (w-f  1).        (Einl.  c,  §  81  und  Bem.  IV,  §  4) 

Dabei  ist  (ÜJ/«)  E5^  (7JjSf«4.i) :  {H^i)  kleiner  als  ein  rechtes  Segment. 
{BMi)  ist  aber  grösser  als  ein  rechtes  Segment,  mithin  müsste  es  in  (Jl/nJlf/), 
{M^Mn-i-i)  wenigstens  zwei  solche  Punkte  X  und  Xj  geben,  dass  {XB)  und 
{X^B)  rechtfe  Segmente  sind  (Zus*  I,  Def  1  und  Satz  VH,  §  K5),  was  gegen 
die  Voraussetzung  ist  (Satz  I,  §  31  und  Bem.  H).  Es  ist  desshalb  nicht  mög- 
lich, dass  es  zwei  normale  Segmente  gibt,  die«%n  verschiedenen  Graden  liegen. 
Auf  dieselbe  Art,  wie  bei  dem  IJudid'schen  und  Lobatschewsky' sehen  System 
(Satz  I)  lässt  sich  bew^eisen,  dass  das  normale  Segment,  welches  kleiner  als 
ein  rechtes  ist,  das  einzige  kleinste  und  mithin  das  Supplementsegment  das 
einzige  grösste  ist.  ^) 

1)  Wir  liaben  diese  Sätze  nicht  nur  gegeben,  um  Eigenschaften  nachzuweisen,  welche 
die  drei  Geonietricsyst<.'me  unabhängig  von  der  Ebene  gemeinschaftlich  haben,  sondern 
auch,  weil  man  vielleicht  mit  ihrer  Hülfe  und  mit  Hülfe  des  passend  modificirten  Satzes  I, 
§.4,'3  dahin  kommen  kann,  die  Eigenschaft  des  Satzes  IV,  ^  4G  bezüglich  der  Ebene  für 
alle   üeQmetriesy8t43me    zu    beweisen.      Uns  «ist    diese»  ohne  weitere    Axiome  nur  für  das 

Voroncso,  Gcomulrie.  27 
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2. 

Bem^rknngeu  über  die .Lobatschewsky 'sehe  Ebene.  —  Weitere  Eigenschaften, 

welche  das  Enclid'sche  System  nnter  der  Voranssetznng  auszeichnen,  dass  die 

den  drei  Ebenen  gemeinschaftlichen  Eigenschaften  gegeben  sind.  —  Die  Summe 

der  Dreieckswinkel  in*dem  Lobatschewsky'schen  System. 

§  81.  Def,  L  In  dem  LobatscJiewsJiy' sehen  System  verstehen  wir  unter 
unvoUsiändigon  Strahleftbüscfiel  das  System  einer  Dimension  von  Strahlen,  welche 
die  Punkte  einer  Graden  r  mit  einem  Pimkt  U  ausserhalb  derselben,  die  paral- 
lelen Strahlen  eingeschlossen,  verbinden. 

Bern.  I.  Stellt  man  Betrachtungen  an,  welche  denen  beim  Beweis  des  Satzes  III, 
Anm.  XL  VI  analog,  aber  kürzer  sind,  so  lässt  sich  beweisen,  dass  die  zwei  parallelen 
Grenzstrahlen,  welche  sich  von  einem  Punkt  aus  zu  einer  Graden  r  ziehen  lassen,  denselben 
Winkel  mit  dem  von  B  auf  die  Grade  r  gefällten  Loth  bilden  (Satz  I). 

Für  das  unvollständige  Büschel  gilt  auch  Satz  I,  §  43;  nur  ist  die  Grade  r  (Fig.  43) 
nicht  parallel  zu  r,  sondern  ist  eine  Grade,  welche  die  Grade  r  nicht  schneidet  (Anm.  XVI). 
Die  von  B  aus  zu  r  paraUel  gezogenen  Graden  sind  wegen  der  Identität  der  beiden  Figuren 
Br,  Br'  auch  parallel  zu  r'. 

Construirt  man  ein  weiteres  unvollständiges  Büschel  mit  dem  Centrum  in  R  und  einer 
IVansvorsalen  {AB'),  welche  die  beiden  früheren  Graden  r  und  r'  derart  trifft,  dass  (2i^)  = 
=  (BB)  (BB')  (Satz  I,  §  80  und  Fig.  43),  so  erhält  man  ein  vollstäfidiges  Büschel  Das 
vollständige  Büschel  liefert  die  Ebene  und  es  bleibt  noch  die  Eigenschaft  des  Satzes  IV, 
§  46  (Def.  I,  §  46)  zu  beweisen,  welche  wir  also  hier  voraussetzen.-*) 

Mit  Hülfe  ähnlicher  Betrachtungen,  wie  diejenigen  waren,  welche  uns  zum  Beweis 
des  Satzes  III  der  Ani».  XLVI  und  des  Satzes  IV  derselben  Anm.  dienten,  lässt  sich  be- 
weisen, dass  das  vollständige  Büschel  Lobatschewsky' b  in  der  Position  seiner  Theile  identisch 
und  stetig  ist.  Daraus  folgt  dann,  dass  man  in  einem  Punkt  einer  Graden  in  der  Ebene 
nur  ein  Loth  auf  diese  Grade  errichten  kann  (Einl.  b,  §  99). 

Auf  Grund  dieser  Eigenschaft  des  vollständigen  Büschels  lassen  sich  dann  einige 
Eigenschaften  der  Kreislinie  ähnlich  wie  beim  Eticlid' sehen  System  nachweisen,  besonders 
diejenige,  welche  sich  auf  die  Abstände  eines  Punkt<5s  von  den  Punkten  einer  Kreislinie 
bezieht  und  die  Eigenschaft  bezüglich  der  Durchschnittspunkte  zweier  Kreislinien.  Wir 
bemerken  hier  noch,  dass  Satz  I,  §  58  nicht  von  Satz  III  desselben  Paragraphen  abhängt, 
welcher  sich  auf  Satz  VIII,  §  55  stützt.  Dieser  lelzte  Satz  wird  später  bewiesen' und  aus 
ihm  wird  die  Construction  gleicher  Dreiecke  abgeleitet,  welche  zwei  entsprechende  Eck- 
punkte in  beliebigen  gegebenen  Punkten  derselben  oder  verschiedener  Ebenen  haben. 
Daraus  geht  dann  die  Identität  aller  vollständigen  Büschel  und  aller  El)enen  hervor 
(Anm.  LXII),  wie  auch  die  Identität  der  Theile,  in  welche  eine  Ebene  durch  ihre  Graden 
zerlegt  wird. 

So  wird  die  Grundeigenschaft  bewiesen,  dass  jede  Seite  in  einem  Dx'e\eck  kleiner  als 
die  Summe  der  beiden  andern  ist,  entweder  wie  bfeim  Eticlid'achen  (Satz  I,  §  55)  oder  wie 
beim  Biemann'schen  System.  Auf  dieselbe  Art  werden  die  übrigen  Sätze  des  §  56  bewiesen 
mit  Ausnahme  des  Satzes  XI,  von  welchem  jedoch  der  Zusatz  in  dein  Lobatschewsky'schen 
System  gilt  und  unabhängig  von  seinem  Hauptsatz  wie  bei  Euclid  und  unter  Berücksich- 
tigung der  Bemerkung  der  Anm.  LV  bewiesen  werden  kann. 

Satz  L  Wenn  ein  ehefies  Viereck  vier  rechte-  Winkel  hat,  so  ist  die  Riemann'scfie 
Hifpothese  ausgeschlossen  und  die  gegeniiberliegetxden  Seiten  desselben  sind  gleich. 

m 

Euclid'sche  System  gelungen,  wobei  wir  uns  jedoch  auf  die  Eigenschaften  der  Parallelen 
in  diesem  System  gestützt  haben  (Satz  I ,  §  45). 

Wir  haben  übrigens  die  übrigen  Eigenschaften  der  Biemann'schen  Ebene  und  auch 
die  eben  genannte  bewiesen  und  dabei  die  Hypothese  'VII  für  einen  einzigen  Punkt  gelten 
lassen.     Bezüglich  der  Jjohatseliewsky' sehen  Ebene  siijhe  den  folgenden  Paragraphen. 

1)  Siehe  die  vorhergehende  Auni. 
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Der  erste  Theil  des  Satzes  wurde  schon  bei  der  Behandlung  der  vollstän- 
digen Ebene  bewiesen  (Satz  V,  §  73)  und  gilt  auch  ftir  die  zweite  Form  des 

liiemann'achen  Systems.    Die  Grade  kann  daher  nicht 
7C,  geschlossen  sein  imd  die  Eigenschaft  des  Zus.  Satz  XI, 

§  55  besteht  bedingungslos  (Bem.  I). 

AA^BB^  sei  das  Viereck  und  es  möge  {AB)> 

>  {A^B^  sein.    Nimmt  man  in  {AB)  das  Segment 

->4i       {AK)1-j:{A^B^)^  so  sind  in  dem  Viereck  AA^B^K 

die  Winkel  bei  A  und  A^  rechte  und  daher  gleich, 
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Fig.  87. 


mithin  auch  AKB^  e£Z  A^B^K  (Satz  VI,  §  17).   Der 

JJ3        Winkel  A^B^K  ist  aber  kleiner  als  ein  Rechter,  wäh- 
rend AKB^    als  Aussenwinkel  des  Dreiecks  KBB^ 
grösser  als  ein  rechter  sein  muss,  was  widersinnig  ist. 
Mithin  muss  {AB)  —L.{ji^B^)  imd  analog  {AA^e:z{BB^), 

Satz  IL  Wenn  ein  ebenes  Viereck  vier  recJite  Winkel  hat,  so  Ist  in  jedem 
Aencn  Viereck,  weldies  drei  rechte  Wüikel  hat,  auch  der  vierte  ein  Beehter, 

ABA^Bi  sei  das  Viereck  mit  vier  rechten  Winkeln.  Die  Grade  MM^j 
welche  die  Mittelpunkte  der  gegenüberliegenden  Seiten  z  B.  (-4J8),  {A^B^) 
verbindet,  steht  senkrecht  auf  diesen  Seiten  (Satz  ^^,  §  17). 

Das  Viereck  AMA^M^  hat  ebenfalls  vier  rechte  Winkel  und  mithin  wird 
auch  die  Grade,  welche  die  Mittelpunkte  von  {AM),  {A^^M^  verbindet,  senk- 
recht  auf  den  Graden  AB,  -^i^i  stehen.  Halbirt  man  also  {AB)  imd  {A^B^) 
und  fahrt  so  immer  weiter  fort,  so  stehen  die  Graden,  welche  die  betreffenden' 
Theilungspunkte  verbinden,  senlyecht  auf  den  Graden  AB,  A^B^^.  Verfährt 
man  nun  ähnlich,  wie  bei  dem  Beweis  des  Satzes  I,  §  45^  so  lässt  sich  zeigen, 
dass  jede  Grade,  welche  zwei  von  A  und  A^  gleich  weit'  abstehende  Punkte  der 
Segmente  {AB),  {A^B^)  verbindet,  auf  den  Graden  AB,  A^B^  senkrecht  steht. 

Construirt  man  ferner  auf  den  Graden  AB  und  A^B^  in  den  Richtimgen 
von  B  nach  A  und  von  J:?^  nach  A^  das  Viereck  CC^A^A  derart,  dass  {AC):ej^ 
'z^n  {A^C^,  so  ist  CCy^A^A  e^ez  AA^B^B.     Denn   die  Dreiecke    CAA^,   BAA^ 

sind  gleich  (Zus.  Satz  III,  §  16)  und  mithin  (C^^)  .:=  (2^^ J  •  und   CA^A-S. 

y^zBA^A  und  daher  auch  C^h^Ciini  BA^B^,  Die  Dreiecke  BA^B^,  CA^C^ 
sind  gleich,  weil  sie  die  Seiten  {A^B^,  {C^A^]  {BA^,  {A^^C)  und  das  ein- 
geschlossene Paar  gleich  haben;   mithin  ist   der  Winkel  -^^CjC  ein  Rechter. 

Ebenso  ist  d.er  Winkel  ACC^  ein  Rechter  (Satz  VI,  §  17)  und  mithin  {CC,)  Frl 
i:i{AA^)  (Satz  I).  Folglich  sind  die  beiden  Rechtecke  BB^AA^,  AA^CC^ 
gleich  (Satz  VU,  §  17)! 

Ist  N  ein  beliebiger  Punkt  der  Graden  AB,  z.  B.  auf  derselben  Seite  von 
A  wie  Cj  so  gibt  es  immer  eine  solche  Zahl  n,  dass 

{AB)n>{AN). 
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Errichtet  man  in  N  ein  Loth  auf  Ali^  so  steht  dasselbe  auch  senkrecht 
auf  der  Graden  A^B^, 

Dies  gilt  auch  für  die  Qraden  AA^,  BB^. 

Ist  nun  ein  beliebiges  Viereck  XX' yT  gegeben,  welches  drei  rechte 
Winkel  hat  z.  B.  die  bei  X,  Y  und  X',  so  sei  auf  der  Graden  AB  das  Seg- 
ment (AB)  i:~  (XY)  und  ipan  ziehe  von  A  und  B  in  dem  einen  Theil  der 
Ebene  die  mit  (XX'),  (YY')  identischen  normalen  Segmente  (AA^)^  {BB^) 
und  von  A^  das,  zu  AA^^  normale  Segment  (J.jtJB|).  Das  Viereck  AA^B^B  ist 
dem  Viereck  XX' F  F  gleich;  denn  die  Dreiecke  AA^B,  XX' T;  ABB;, 
XYY  sind  gleich,  weil  sie  zwei  Seiten  und  das  eingeschlossene  Paar  gleich 
haben  (Satz  lU,  §1C)  und  mithin  ist  {AB;)~{XY),  (-B^,)  _t  (FX')  und 

auch  Ä^B;  —  XYT.  Daher  sind  die  beiden  Dreiecke  A^BB^ ,  X'YY 
gleich  und  (^jJ?/) -e  (X'F)  (Zus.  Satz  IE,  §  17).  Folglich  sind  die  beiden 
genannten  Vierecke  gleich  (Satz  VTII,  §  17) 

Wenn  der  Punkt  B^  nicht  mit  dem  Punkt  B^  zusammenfiele,  d.  h.  wenn 
der  Winkel  bei  B{  in  dem  Viereck  AA^B^B  kein  rechter  wäre,  so  würde, 
weil  nach  der  vorstehenden  Construction  ein  Viereck  AA\B^B  mit  vier  rediteu 
Winkeln  existiren  muss,  der  Pimkf  A^  nicht  mit  A^  zusammenfallen.  Es  liessen 
sich  also  von  B^  zwei  Lothe  auf  die  Gra4e  AA^^  fiillen,  was  im  Widerspruch 
mit  Satz  I,  §  80  steht  (Fig.  87).  *        .  ^       . 

Satz  tiL  Wenn  ein  Viereck  vier  reckte  Winlel  Juit,  so  gilt  die  Euclid'sche 
Hypothese. 

In  der  oben  bescliriebenen  Figur  könrfen  wir  die  Graden  AB,  A^B^  als 
•zwei  beliebige  Lothe  auf  der  Graden  AA^  ansehen.  Die  Grade  BA^  macht 
mit  ABj  A^B^  gleiche  Winkel  ABA^,  BA^^Bi]  denn  die  Dreiecke  BÄA\, 
A^BBy  sind  gleich,  weil  sie  die  drei  Seiten  gleich  haben. 

Die  Grade  BA^  kann  aber  als  eine  beliebige  Transversale  der  beiden 
Graden  AB,  A^B^  betrachtet  werden,  weil  sie  immer  die  Diagonale  eines 
der  oben  beschriebenen  Recktecke  ist,  von  denen  sich  zwei  Seiten  auf  den 
Graden  AB,  A^B^  befinden. 

Ferner  sind  die  Dreieck^  ABA^,  BAB^  gleich,  weil  sie  zwei  Seiten  und 

das  eingeschlossene  Paar  gleich  haben,  also  ist  BAB^^E^ABAy^  und  das  Dreieck 
AHB  gleichschenklig  (Satz  V,  §  55  und  Bem.  I).  Aus  demselben  Grund  ist 
auch  das  Dreieck  A^liB^  gleichschenklig.  Diei  beiden  Dreiecke  ABB,  A^BB^ 
sind  gleich,  weil  sie  drei  Winkel  und  eine  Seite  gleich  haben;  mithin  ist  {AB)  ^ 
(liB,),  (BK) ;  V  (i^^,).  Die  beiden  Figuren  R  •  AB,  B- A^B,  sind  identisch 
•und  die  sich  entsprechenden  Punkte  X  und  X^  in  AB  und  A^B^  liegen  daher 
in  einer  Linie  mit  B  und  haben  gleichen  Abstand  von  B.  Dies  gilt  aber  für 
den  Mittelpunkt  jeder  Transversalen  BA^  der  beiden  Graden  AB,  A^B^',  folglieh 
ist  die  Grade  AB  parallel  zur  Graden  A^B^  in  dem  TJuclicTschen  Sinn  und  der 
Form  des  in  Anm.  XVI  gegebenen  Axioms  entsprechend  (Fig.  87). 

Ist  nun  eine  beliebige  Grade  r  der  Ebene  und  ein  ebenfalls  beliebiger 
Punkt  P  ausserhalb   der  Graden  gegeben,   so  fälle  man   von  P  das  normale 
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Segment  (PPi)  auf  die  Grade  r  und  wähle  einen  Punkt.  A  derart,  dass  man 
ein  auf  die  Grade  AiJB^  normales  Segment  (-^1^1^)  erhält,  welches  Fl\  gleich 
ist.  Zu  diesem  Zweck  braucht  man  nur  von  Ä  ein  Loth  auf  A^B^  zu  fällen 
(Satz  I,  §  80)  und  (AAi)=^.{PPi)  zu  nehmen.  Die  beiden  Figuren  AA^B^^ 
und  Pr  sind  identisch  (Satz  V,  §  54  und  Bem.  I)  und  mithin  gibt  es  nur  eine 
Parallele  durch  P  zur  Graden  r,  welche  eben  der  durch  A  zu  A^B^  parallel 
gezogenen  Graden  AB  entspricht.     Damit  ist  der  Satz  bewiesen. 

ßah  IV.  Haben  drei  Punkte  ehxer  gegebenen  Graden  gleielien  Abstand  von 
einer  amiern  Graden  in  der  Ehene,  so  gilt  die  Euclid'seJie  HypoÜiese, 

AB  sei  die  gegebene  Grade,  A^  jB,  C  die  drei  Punkte  derselben,  weldio 
in    einer   durch    die    Grade   gehenden  Ebene   gleichen   Abstand    von    den    drei 

Punkten  A\  B\  C  einer  andern  Graden  A'B' 
haben,  so  dass  A\  B\  C  als  die  Fusspunkte 
der  voll  A,  B^  C  auf  die  Grade  A'B'  gefällten 
Lothe  gegeben  sind  ■  mid  (AA')  ii3  {BB')  ^ 
C'    m;  A'       ^r        S^        S'     =  {CC)  ist.  ^^_^        ^^^^ 

Flg.  8s.  •     In  dem  Viereck  AA'BB'  ist  A'AB=B'BA 

(Satz.  VI,  §  17).  Einer  der  drei  Punkte  A,  B, 
C  muss  in  dem  Segment  der  beiden  andern  enthalten  sein;  A  liege  in  dem 
Segment  {BC).    Li  den  Vierecken  AA'CC,  BB'CC  ist 

C^A^aTaC]  C^B=(fcA 

Es  ist  aber  auch  ifsC  —  AlHiB,  folglich  aTaB  ^  (fcA  zu  J^AC  d.  h.  die 
Graden  A' A^  B'B,  CC  stehen  senkrecht  auf  der  Graden  AB. 

Weil  nim  das  Viereck  AA'BB'  vier  rechte  Winkel  hat,  so  ist  damit  der 
Satz  bewiesen  (Satz  IE)  (Fig.  88). 

Saiz  V.  'Wenn  in  einem  rechfwinMigen  Dreieelc  die  Summe  der  Winhi  zwei 
EecJUe  beträgt,  so  ist  sie  auch  in  jedem  andern  Breieck  so  gross  und  es  gilt  die 
Eudid^sche  Hypothese. 

Denn  ABA^  sei  das  bei  A  rechtwinklige  Dreieck  und  die  Summe  der 
beiden  andern  Winkel  bei  B  und  .4^  betrage  einen  Rechten.     Man  beschreibe 

das  Dreieck  BA^B^  derart,  dass  BA^B^  in  ABA^,  A^BB^^  BA^A.  Die 
beiden  Dreiecke  BAA^  und  A^B^B  sind  in  allen  drei  Geometriesystemen  gleich, 
weil  sie  eine  Seite  und  die  zwei  anliegenden  Winkel  gleich  haben  (Satz  X,  §  55; 
Bem.  I,  §  74  und  Bem.  I);  mithin  ist  {AB)-^{A^B,),  (^AA,)zi.{BB,)   und 

B4A,  =  BB^A,. 

In  dem  Viereck  ABA^B^  sind  die  Winkel  bei  A  und  B^  Rechte,  ebehso  ist 

der  Winkel  .bei  A^  ein  Rechter,  da  nach  dtrr  Voraussetzung  ABA^^  -}-  AA^B  i  _ 

.^  ~  und  weil  ABA^  ^-.  BAyl\y   so  ist  auch  B^A^B  -{•  BA^Az=E:  ~.     Weil 

femer  die  beiden  Dreiecke  ABB^y  B^A^A  die  drei  Seiten -gleich  haben  und 
desshalb  gleich  sind,  so  ist  auch  der  Winkel  bei  B  ein  Rechter. 
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Fig.  89. 


In  diesem  Fall  gilt  aber  die  EudicCsche  Hypothese  (Satz  III).  Damit  ist 
der  Satz  bewiesen  (Satz  XI,  §  55)  (Fig.  88). 

Bern.  IL  Ohne  auf  den  Satz  XI,  §  55  zurückzukommen,  kann  man  mittelst  der  zum 
Beweis  des  Satzes  II  beschriebenen  Figur  .zuerst  zeigen,  dass  in  jedem  rechtwinkligen 
Dreieck  die  Summe  der  Winkel  zwei  Rechte  beträgt  und  dann  in  einem  beliebigen  Dreieck 
ABC,  indem  man  von  einem  beliebigen  Eckpunkt  A  desselben  das  Loth  auf  die  gegenüber- 
liegende Seite  B  C  fällt.  ^     . 

Satu  VL  Falls  die  Grade  offen  ist,  beträgt  die  Sumtne  der  WinJcd  eines 
jeden  Dreiecks  zwei  Hechte  oder  weniger  als  zwei  EedUe, 

ABC  sei  das  Dreieck  und  die  Summe  seiner  Winkel  sei  n  '\-  a.  Man 
verbinde  A   mit  dem  Mittelpunkt  E  von  {CB)   und   mache    (ED)~(AE). 

Die  beiden  Dreieljke  AEC,  BEB  sind  gleich  imd  mit- 
hin ist  die  Summe  der  Winkel  des  Dreiecks  ABB  eben- 
falls 7C  +  a.  Der  Winkel  BAC  ist  in  die  Theile  BAE 
und  EAC  getheilt  worden  und  in  dem  Dreieck   ABB 

ist  BBA-i-iBAC]  mithin  ist  entweder  der  Winkel  BAD 

oder  der  Winkel  BDA  kleiner  als  die  Hälfte  von  BA  C 
oder  dieser  Hälfte  gleich,  wenn  das  Dreieck  BAC  gleich- 
schenklig und  CB  seine  Grundlinie  ist  (Def.  IE,  §  9).  Verfährt  man  ebenso 
mit  dem  Dreieck  ABB  und  halbirt  die  dem  kleineren  Winkel  gegenüberliegende 
Seite  und  fährt  so  fort  mit  den  so  erhaltenen  neuen  Dreiecken,  in  welchen  die 
Summe  der  Winkel  jr  -|-  a  ist,  so  kommt  man  schliesslich  zu  einem  Dreieck, 

in  welchem  sich  ein  Winkel  befindet,  der  kleiner  als  -^a  ist.   In  diesem  Dreieck 

müsste  mithin  die  Summe  der  beiden  andern  Winkel  grösser  als  zwei  Rechte 
sein,  was  widersinnig  ist  nach  Zus.  I,  Satz  XI,  §  55,  welcher  unabhängig  von 
Satz  XI  und  in  dem  EuclicTschen  und  Lobatschewsly^schen  System  bedingungslos 
gilt.     Es  muss  daher  a  entweder  Null  oder  negativ  sein  (Fig.  89). 

,Zus.    Die  Summe  der   Breieckswinhel    ist   in  dem  LohatscTiewsky*sdien 

System  kleiner  als  zwei  Hechte. 

Denn  die  Summe  dieser  Winkel 
ktmn  nicht  grösser  als  zwei  Rechte 
sein  (Bem.  E,  §  79).  Wäre  sie  aber 
.  zwei  Rechte,  so  ziehe  man  von  dem 
Scheitel  des  grössten  Winkels  ein  Loth 
auf  eine  Seite.  Man  erhält  dann  ein 
rechtwinkliges  Dreieck,  in  welchem, 
wie  man  leicht  sieht,  die  Summe  der 

* 

Winkel  ebenfalls  zwei  Rechte  betragen  würde,  was  der  Voraussetzung  'des 
Satzes  widerspricht  (Satz  V). 

Bem.  HL  Ks  lässt  sich  leicht  zeigen,  dass  man,  wenn  ein  Strahl  und  ein  Punkt  P 
iiusserluilb  desselben  gegeben  ist,  durch  P  einen  andern  Strahl  ziehen  kann,  welcher  <len. 
jxep;cbenen  Strahl  schneidet  und  mit  ihm  einen  Winkel  macht,  der  kleiner  als  jeder  gegebene 
Winkel  ist,  falls  die/  Grade  otten  ist.  Betrachtet  man  mithin  in  dem  Lohatschew^y^ sehen 
System  drei  zu  je  zweien  parallele  Graden,  die  nicht  alle  drei  zueinander  parallel,  sind, 


Fig.  90. 
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als  Seiten  eines  Dreiecks,  dessen  Eckpunkte  im  UneutSichgroßscn  liegen,  so  ist  di»3  Summe 
der  Winkel  eines  solchen  Dreiecks  gleich  Null.  ♦ 

Bew.  IV.  Das  Dreieck  Lobatschewsky^s  kann  auf  die  in  Fig.  90  angegebene  Art  in 
dem  Euclid^Bchtm  Dreieck  dargestellt  werden,  wilhriMid  die  Kbeno  'Lohatschetciiky'n  sich  durch 
die  inneren  Punkte  eines  Kreises  derart  darstellen  läs.st,  dass  die  Winktd  um  den  Punkt  A^ 
das  Centrum  des  Kreises,  beibehalten  werden  und  jede  Sehne  abgesehen  von  ihren  Enden 
eine  Grade  in  der  Ebene  LobatficheivsJKy's  vorstellt.  Die  gleichen  Segmente  in  einem  Strahl 
(BX^)  werden  durch  Segment«  wiedergegeben,  die  gegen  X^  hin  abnehmen  und  die  Reihe 
derselben  hat  von  B  an  das  Segment  (BX^^)  zum  Grenzsegment. 


Buch  III. 

Der  Raum  Yon  drei  Dimensionen. 


I.  Kapitel. 

Der  Euclid'sche  ßaum  Yon  di*ei  Dimensionen. 

.  1. 

Die  Constrnction  des  Sterns  und  des  Banms  vou  drei  Dimensionen.  —  Ihre 

ersten  Eigenschaften. 

§  82.    Def.  L    Eine  Ebene  Jt  imd  ein  Punkt  P  ausserhalb  derselben  sei 
gegeben  (Bern.  U,  §  2).  ^)     Wir  verbinden  den  Punkt  P  mit  den  Punkten  der 

Ebene  sr.  Die  so  erhaltenen  Graden  als  Elemente 
betrachtet  bestimmen  eine  Figur,  welche  Stern  Cluster 
Art  oder  einfach  Sterti^)  heisst,  P  ist  das  Centrum,  sr 
die  Directrix  desselben.     Diese  Figur  bezeichnen  wir 

mit  (Pny) 

Def.  IL  Wenn  man  dagegen  den  durch  den  .Punkt 
P  begrenzten  Strahl  als  Element  betrachtet,  so  behält 
die  aus  allen  durch  den  Punkt  P  auf  den  obigen  Gra- 
den begrenzten  Strahlen  gebildete  Figur  den  Namen 
Stern  imd  ihre  Elemente  heissen  die  StraJilcn  des  Sterns. 

Bein.  I.    Nach  dieser  Definition  bestimmt  jede  Grade  und 
jedes  Büschel  und  mithin  jede  Ebene  des  Sterns  einen  Punkt 
•  und  eine  Grade  der  Ebene  n. 

Satz  L    Zwei  Grade  (oder  zivei  Stralden)  eines  Sterm  bestimmen  ein  dem 
Stern  migeJwrigcs  Büschel. 

Denn  zwei  Punkte  der  Ebene  %  bestimmen   eine  Grade  r,  welche  in  der 
Ebene  liegt  (Satz  IV,  §  46).     Weil  nun  das  Büschel  durch  den  Punkt  P  imd 


je 


c 


Fig.  91. 


1)  Siehe  Anm.  11. 

2)  Der  Kürze  wegen  ist  hier  das  Wort  Stern  statt  des  sonst  gebräuchlichen  StraMen- 
hündcl  gebraucht  worden. 

3)  In  der  endlichen  Encli(V^(i\i^n  Ebene  muss  man  auch  die  zur  Ebene  n  parallelen 
Graden  beriicksichtigen ,  wenn  man  nicht  den  uneigentlichen  Punkt  im  Unendlichgrossen 
einführen  will  (Anm.  XLIV). 
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die  Grade  bestimmt  ist  (Def.  III,  §  "21  oder  Def.  I,  §  30)  und  weil  jede  Grude  • 
des  Bilseliels  die  Grude  r  schneidet  (ist  sie  parallel  zu  r,  so  liegt  der  Dureh- 
schnittspunkt  im   Unendlicligrossen),  so   gehört  jnde   Grade   des  Büschels  dem 
Stern  an. 

Bern.  IL  AVio  die  Kbene  bezüjjlich  ihrer  Punkte  (Def.  I,  §  4G\  so  ist  auch  der  Stern 
erster  Art  bezüglich  seiner  Strahlen  oder  (iraden  ein  System  von  zwei  Dimensionen. 

Def,  III.  Betrachtet  man  in  dem  Stern  den  Punkt  als  Element,  so  heisst 
die  sich  so  ergebende  Figur  der  liaum  von  drei  Dimetisioncn  oder  einfach 
der  Biuun.  Wir  bezeichnen  ilm  mit  dem  Buchstaben  S  oder  auch  mit  dem 
Symbol  {Pit), 

Def.  IV.  Jede  Grade  von  %  bestimmt  mit  V  eine  Ebene,  welche  dem  Raum 
S  luigehört.  Wir  sagen  daher,  die  El)ene  Heye  in  dem  Kaum  S  mid  <jchc  durch 
den  Punkt  P.  Alle  Graden  von  n  bestimmen  mithin  alle  durch  P  gehenden 
Ebenen  von  S.  Umgekehrt  schneidet  iiach  der  Definition  jede  durclj  P  in  S 
gehende  Grade  und  Ebene  n  bezüglich  in  einem  Punkt  und  einer  Graden 
(Bern.  I).  •  . 

Bern.  IJI.  Die  ersten  Dinge  im  Kaum  sind  daher  der  Punkt,  die  Gnido  und  die 
Ebene;  sie  heissen  desshalb  Grumldinge. 

Die  Punkte  und  Gniden  wollen  wir  im  Allgemeinen  wie  bisher  mit  Römischen  grossen 
bezüglich-  kleinen,  die  Ebenen  mit  griechischen  Buchstaben  bezeichnen. 

Satz  II.  Eine  Grade,  tvehhe  zu  ei  Punlde  mä  dem  liaum  (/emoinsehaftUch 
hat,  liegt  vollständig  im  Baum. 

A  und  li  seien  die  Punkte,  welche  die  Grade  mit  dem  Rifum  S  gemeinsam 
hat.  Wir  verbinden  den  Punkt  P  mit  A  und  li  mittelst  der  beiden  Graden 
a  und  bj  welche  die  Ebene  7t  in  den  beiden  Punkten  A'  und  B'  schneiden 
(Bern.  I);  die  Ebene  P.4P  liegt  vollständig  in  dem  Raum  (Def.  IV)  mid  weil 
die  Grade  AB  in  dieser  Ebene  liegt  (Satz  IV,  §  4(>),  so  liegt  sie  auch  in  dem 
Kaum  S  (Def.  I,  §  2  und  Einl.  a,  §  13)  (Fig.  01).^ 

Satz  III  Eine  Ebene,  tvelelie  drei  nicht  in  grader  Linie  liegoule  Punkte 
mit  dem  Baum  gemeinschaftlich  hat,  liegt  vollständig  im  Baum. 

A,  B,  C  seien  die  drei  Punkte,  welche  die  Ebene  bestimmen  (Zus.  11, 
Satz  V,  §  40).  Die  Graden  AB,  BC,  CA  liegen  in  der  Ebene  und  im  Kaum 
S  (Satz  n).  Eine  beliebige  Grade  der  Ebene  schneidet  jede  dieser  drei  Graden 
in  einem  Punkt,  welcher  in  S  liegt  (Zus.  II,  Satz  III,  §  4ü)  und  mithin  muss 
sie  selbst  vollständig  in  dem  Kaiun  S  liegen  (Satz  II);  folglich  liegt  auch  die 
ganze  Ebene  in  S  (Def.  IV).  : 

Ziis.  I  Liegen  die  drei  Punlde  im  Unendlichgrossen,'  so  liegt  ihre  Ebene 
vollständig  im  Uncndlichgrosstn. 

Denn  die  drei  Graden,  welche  die  drei  Punkte  zu  je  zweien  verbinden, 
sind  im  Unendlicligrossen  gelegen  (Zus.  Satz  VII,  §  23  und  Bem.  §  31),  wie 
auch  jede  andre  Grade,  welche  sie  schneidet  d.  li.  jede  andre  Grade  der  Ebene. 

1)  Benutzt  mau  die  Grade  als  Grundform,  so  muss  man  offenbar  auch  diesen  Ratz 
beweisen,  der  schon  für  sich  allein  auch  ohne  Bem.  II  und  Def.  II,  §  2  die  Möglichkeit 
geometrischer  KUume  von  mehr  als  drei  Dimensionen  durchblicken  lUsst,  indem  er  die 
Existenz  eines  Punktos  ausserhalb  des  Kuums  zulässt. 
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Satz  IV.  Der  Raum  kann  durch  eine  Ehene  und  einen  hcliebigen  Punkt  des 
Baunis  erzeugt  iverden,  wenn  nur  der  Punkt  nicht  in  der  Ehene  liegt. 

Die  Räume  {Pn),  {P'n)  fallen  zusammen,  weil  jede  Grade,  welche  einen 
Punkt  von  n  mit  P'  verbindet,  in  dem  Raum  {Pn)  liegt  (Satz  II)  und  mithin 
ist  jeder  Punkt  von  (P'jr)  (Def.  III)  ein  Punkt  des  Raums  (Pn),  Und  umge- 
kehrt ist  P  ein  Punkt  des  Raums  (P'jt),  weil  die  Grade  PP'  die  Ebene  n  in 
einem  Punkt  Pj  triflft,  da  P'  ein  Punkt  des  Raumes  {Pn)  ist  (Bern.  I).  Ist 
ein  beliebiger  Pimkt  B  von  (Pjt)  gegeben,  so  schneidet  die  Grade  PR  die 
Ebene  %  in  einem  Punkt  R\}  der  im  Unendlichgrossen  liegen  kan«.  Die 
Grade  P'R  in  der  Ebene  PP^R^  schneidet  die  Grade  Pj-Bi  in  ^inem  Punkt 
(Zus.  II,  Satz  in,  §  40);  mithin  ist  R  ein  Punkt  des  Raums  (P'jr),  d.  h;,  jeder 
Pimkt  von  (P^r)  ist  ein  Punkt  Von  {P'tc). 

Dasselbe  gilt  von  den  Räumen  (P^r),  (Ptc').  Denn  wenn  A',  B\  C  drei 
nicht  in  .grader  Linie  liegende  Punkte  von  n'  sind,  so  schneiden  die  Graden 
PÄ,  PB\  PC  die  Ebene  n  in  drei  Punkten  A,  P,  C,  weil  Ä,  P',  C  in  dem 
Raum  {Pn)  liegen.  Mithin  ist  die  Ebene  ;r  in  dem  Raum  (Pjt')  enthalten 
(Satz  III)  imd  jede  Grade,  welche  P  mit  einem  Pimkt  von  sr  verbindet,  liegt 
vollständig  in  dem  Raum  (Pä')  (Satz  II).  Daraus  folgt,  dass  auch  die  Räume 
(P'*'),  (Pjt')  und  also  auch  (Pjt),  (P'ä')  zusammenfallen  (Einl.  Anm.  2 
zu  §  13).'  .  . 

Zivs,  L  Vier  beliebige  nidit  in  einer  Ebene  gdegene  Punkte  bestimmen  den 
Raum  van  drei  I)imensionen  und  dieser  wird  durch  vier  beliebige  seifier  Punkte, 
die  nicht  in  einer  Ebene  liegen^  bestimmt 

Denn  die  Ebene  sr  wird  durch  drei  ihrer  Punkte  bestimmt  (Zus.  II,  Satz  V, 
§  46  und  Def.  III). 

Wenn  Ä B'  C  P'  vier  beliebige  Punkte  des  Raums  (Pä)  sind,  so  fällt 
der  Raum  P'  •  Ä  B'  C  mit  (Pä)  zusammen. 

2.  •. 
Schnitte  von  Graden  und  Ebenen  im  Raum. 

§  83.  Satz  L  Eine  Grade  und  eine  Ebene  des  Raumes  haben  eineti  einzigen 
Punkt  gemeitischaftlich,  wenn  die  Grade  nicht  in  der  Ebene  liegt 

n  imd  r  seien  die  gegebene  Ebene  und  Grade.     Um   den  Raum  zu  con 
struiren  braucht  man  nur  die  Ebene  %  und  einen  Punkt  P  auf  der  Graden  r 
zu  wählen  (Satz  IV,  .§  82).     Unter  allen  Graden  des  Raums  (Pjt),  welche  durch 
P  gehen,  befindet  sich  auch  die   Grade  r  und  da  jede  Grade  des  Raums  die 
Ebene  %  in  einem  Punkt  trifi*t  (Bem.  I,  •§  82),  so  ist  damit  der  Satz  bewiesen. 

Satz  IL     Zwei  unabhängige  Grade  schneiden  sieh  niclit 

Denn  sie  werden  durch  5;.wei  Pimktepaare  bestimmt  und  vier  unabhängige 
Punkte  liegen  nicht  in  einer  Ebene  und  mithin  schneiden  sich  die  Graden  nicht 
(Einl.  Def.  U,  §  10;  Zus.  HI,  Satz  V,  §  46). 

Def,  L  Von  zwei  Graden  des  Raums,  welche  nicht  in  derselben  Ebene 
liegen,  sagen  wir,  sie  kreuzten  sieh  odjer  seien  woidschiefr 
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Scifz  III.     Zwei  Ebenen  des  Raumes  sehneiden  sieh  in  einer  Graden, 

Dieser  Satz  kann  wie  der  vorhergehende  oder  auf  die  folgende  Art  be- 
wiesen werden: 

6,6'  seien  die  zwei  Ebenen.  Die  ihnen  gemeinsame  Figur  wird  durch  eine 
beliebige  Grade  von  6  in  einem  Punkt  getroflen,  nämlich  in  dem  Durchschnitts- 
punkt  der  Graden  mit  der  Ebene  ö'  (Satz  I);  diese  Figur  ist  mithin  eine  grade 
Linie  (Satz  VI,  §  48). 

Satz  IV.  Dreh  Ebenen,  tvelehe  nidit  eine  Grade  yemeifisehafüich  haben, 
sehneiden  sieh  in  nur  einem  Punli. 

6,  6',  <y"  seien  die  drei  Ebenen;  die  beiden  ersten  schneiden  6"  in  zwei 
Graden,  welche  einen  Punkt  gemeinschaftlich  haben  (Zus.  II,  Satz  III,  §  4G) 
und  dieser  Piuikt  gehört  den  drei  Ebenen  an  (Einl.  a,  §  VX), 

Bern.  I.    Die  drei  Ebenen  können  auch  eine  Grade  gemeinschaftlich  haben. 

Satz  V.  Von  einem  Punkt  Icann  man  nur  eine  Grade  ziehen,  welche  zwei 
gegebene  sieh  kreuzende  Grade  trifft,  wenn  der  Punkt  auf  leiner  von  ihnen  liegt. 

Der  Punkt  bestimmt  mit  den  zwei  Graden  zwei  Ebenen,  welche  sich  in 
einer  Graden  schneiden  (Satz  HI).  Diese  Grade  schneidet  die  beiden  gegebenen 
Graden  imd  geht  durch  den  gegebenen  Punkt.  Wenn  der  Punkt  auf  einer  der 
beiden  Graden  liegt,  so  gibt  es  offenbar  unendlich  viele  den  beiden  Graden 
gemeinsame  Transversalen,  nämlich  alle  Graden,  die  den  gegebenen  Punkt  mit 
den  Punkten  der  zweiten  Graden  verbinden. 

Satz  Vi.  Drei  Grade,  welche  sich  zu  je  ziveien'  kreuzen,  haben,  ein  Systcfn 
einer  Dimension  von  Transversalen  gemeinschaftlich,  welches  eindeutig-  und  in  der- 
selben Ordnung  der  Graden  entspricht. 

Denn  durch  jeden  Punkt  einer  jeden  derselben  geht  nur  eine  Grade  welche 
die  beiden  andern  schneidet  (Satz'V,  Ax.  II,  a  und  Ilyp.  I;  Einl.  Def.  I,  §  62 
und  Def.  m,  §  42). 

Def.  II.  AUe  Ebenen,  die  eine  Grade  r  enthalten  und  durch  die  Punkte 
einer  andern  Graden  s,  welche  r  nicht  schneidet,  gehen,  bilden  bezüglich  der 
Ebene  als  Element  eine  Figur,  welche  Ebenenbüsehel  heisst.  Die  Grade  r  ist 
seine  ^Lre,  s  seine  Directrix. 

Die  Richtungen  des  Büschels  sind  durch  diejenigen  der  Directrix  gegeben. 

Satz  VII.  Alle  Ebenen  des  Raums,  wclclic  eine  beliebige  Grade  r  des  Raums 
enthalten,  bestimmen  nur  ein  Büschel. 

Das  heisst  weim  s  die  Directrix  ist  imd  s'  eine  beliebige  andre  Grade,  so 
'liefert  s'  ein  zweites  Büschel  mit  der  Axe  r,  welches  mit  dem  ersten  zu- 
sammen  fällt. 

Denn  eine  Ebene,  welche  r  enthält  und  s  schneidet,  trifft  auch  die  Grade 
6*'  und  umgekehrt  (Satz  I);  daher  u.  s.  w. 

Zus.    Die  Ebendn  eines  liüsdiels  rjithaltan  alle  Punkte  des  Raums. 

Satz,  VIII.  Ein  Ebeneyibüschel  ist  ein  einfach  geschlossenes  System  einer 
Dimension. 

Ist  a  die  Axe  des  Büschels  und  A  der  Durchschnittspunkt  der  Axe  mit 
einer  Ebene  jr,  so  schneidet  jede  Ebene  des  Büschels  die  Ebene  n  in  ^iner 


*  428  Die  Ebene  im  Unendlichgrossen.  [§§  83-^85 

durch  A  j^ohenden  Graden  (Satz  III);  und  umgekehrt,  ist  eine  Grade  in  dem 
Gfadenbüschel  der  Ebene  n  mit  dem  Centrum  A  gegeben,  so  bestimmt  sie  mit 
a  eine  Ebene,  welche  dem  Büschel  angehört  (Satz  VII).  Jeder  Graden  des 
Büschels  in  %  entspricht  eine  Ebene  des  Ebenenbüschels  um  a  und  umgekehrt; 
das  Ebenenbüschel  ist  mithin  einfach  geschlossen,  weil  es  auch  das  Graden- 
büschel  in  der*  Ebene  ist  (Satz  I,  §  30  und  Einl.  Def.  E,  §  63). 

Def.  HL  Wie  man  als  Element  des  Büschels  in  der  Ebene  den  Strahl 
oder  die  vom  Centrum  begrenzte  Halbgrade  nehmen  kanni;^  so  können  wir  in 
dem  Ebenenbüschel  die  von  der  Axe  begrenzte  Halbebene  als  Element  be- 
trachten (Def.  n,  §  50  und  Zus.  H,  Satz  I,  §  47).  Alsdann  heisst  das  Büschel 
auch  Halbebenoibüscheh 

3. 

*  • 

Die  Ebiene  im  Unendlichgrossen.  —  Parallele  Graden  nnd  Ebenen. 

§  84.  Satz  I.  Das  absolute  Grenzgebiet  des  Eaums  um  eumi  seiner  Punite 
ist  eine  vollständige  Ebefw  und  kann  als  die  absolute  Grenzebene  eines  beliehigai 
'Funlies  des  endlichen  Gebiets  bezüglieh  der  Einheit  dieses  Gebiets  angeselien 
werdeti. 

Die  durch  drei  absolute  Grenzpunkte  A^y  B^y  C^  eines  Punktes  P  be- 
stimmte Ebene  liegt  in  dem  absoluten  Grenzgebiet  von  P  (Def  IV,  §  32  und 
Satz  §  78).  Weil  die  Seiten  des  Dreiecks  Aj,B;^  C^  in  den  durch  P  und  die 
drei  Punkte  A<^y  B^y  G^  bestimmten  Ebenen  des  Raums  liegen  (Bem.  IV, 
§  08)  und  jede  in  der  Ebene  A^^Bj^C^  liegende  Grade  «  zwei  Seiten  des  Drei- 
ecks in  zwei  Paaren  entgegengesetzter  Punkte  schneidet  (Zus.  Satz  IV,  §  GH), 
80  befinden  sich  die  Graden,  welche  diese  Paare  mit  P  bestinunen,  im  Raum 
und  die  Grude  a  ist,  da  sie  in  der  Ebene  dieser  Graden  liegt,  im  Raum  gelegen. 

Der  zweite  Theil  des  Satzes  folgt  aus  Satz  IV,  §  32. 

Zus.  Man  kann  das  Gebiet  im  Unendlichgrossen  des  Bamns  bezüglich  der 
Euclid^schen  Einheit  als  eine  Ebene  ansehen. 

Denn  -die  durch  einen  Punkt  A  zu  den  Graden  eines  Sterns  vom  Centrum 
P  absolut  parallel  gezogenen  Graden  (Def  II,  §32)  fallen  mit' den  relativen 
Parallelen  zusammen  (Satz  H  und  Def  I,  §  32),  wir  können  mithin  annehmen, 
dass  sich  die  Grenzpunkte  der  Graden  des*  Raums  bezüglich  der  EuclkV^f^Qii 
Einheit  in  der  absoluten  Grenzebene  eines  jeden  Punktes  des  Raums  befinden. 

Def.  L  Wir  nennen  eine  solche  Ebene  die  bezüglich  der  J^t^^-Zirf'schen  Ein- 
heit im  Unendlichgrossen  des  Baums  liegende  Ebaie  (Bem.  §  31). 

Bern.  I.    Wie  jede  Grade  bezüglich  der  ÜJuelitri^chaii  Einheit  dvr  AbsUlnde  (Ueber- 
eink.  §  28)  nur  einen  Punkt  im  Unendlichgrossen  hat,  so  entspricht  die  Ebene  im  üneud- 
lichgrossen  bezüglich  dieser  Einheit  dem  Fall,  in  welchem  zwei   vollständige  Grade  keine 
zwei  Punkte  gemeinschaftlich  haben  können,   welchen  'wir  in  absolutem  Sinn  durch  Hyp 
VI  ausgeschlossen  haben  (Bem.  II,  §  30). 

■ 

§  85.  Def.  I.  Eine  Grade  und  eine  Ebene  heissen  lyaralUl,  wenn  der  im 
Unendlicligrossen  liegende  Punkt  der  Graden  sich  in  der  im  Unendlichgrossen 
liegenden  Graden  der  Ebene  befindet  (Def.  I,  §  84). 
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Satz  L  In  einer  zu  einer  Graden  parallelen  Ebene  yiht  es  tinendlich  viele 
Grade,  ivdche  der  gegehenen  Graden  parallel  sind. 

Nämlich  alle  Graden  der  Ebene,  welche  durch  den  im  Unendlichgrossen 
liegenden  Punkt  der  Graden  gehen. 

Def,  IL  Zwei  Ebenen  heissen  paralUl,  wenjij  sie  dieselbe  Grade  im  Un- 
eudlichgrosseh  haben. 

Bein.  I.  Kinem  System  paralleler  Graden  der  Ebene  entspricht  ein  System  paralleler 
Graden  der  parallelen  Ebene,  welche  mit  den  ersten*  denselben  Punkt  im  Unendlichgrossen 
gemeinschaftlich  haben. 

Saiz  IL  Von  eine^n  Punkt  atis  kann  man  mien<Uich  viele  Parallelen  zu 
^  einer  Ehetie  ziehen  und  diese  liegen  in  der  Ebene j  welcJie  sieli  dur^ch  den  P^nkt 
parallel  zur  gegebenen  Ebene  legen  lässt 

Denn  jede  von  dem  Punkt  aus  zur  Ebene  parallel  gezogene  Grade  hat 
ihren  Punkt  im  Unendlichgrossen  auf  der  im  Unendlichgrossen  liegenden  Graden 
der  Ebene  und  diese  Parallelen  liegen  in  der  Ebene,  welche  durch  den 
Punkt  und  die  im  Unendlichgrossen  liegende  Grade  der  gegebenen  Ebene  be- 
stimmt wird. 

Satz  IIL  Zwei  parallele  Ebenen  werden  von  einer  dritten  in  parallelen  Graden 
geschnitten. 

Denn  die  Durchschnittsgraden  s  und  s'  der  dritten  Ebene  mit  den  beiden 
parallelen  Ebenen  schneiden  sich  in  einem  Punkt,  nämlich  dem  den  drei  Ebe- 
nen gemeinschaftlichen,  Punkt  (Satz  IV,  §  83),  welcher  im  Unendlichgrossen 
liegt,  d.  h.,  in  dem  Durcbschnittspimkt  der  dritten  Ebene  mit  der  im  Unendlich- 
grossen liegenden  Graden  der  beiden  parallelen  Ebenen.. 

Zus,  L  Wenn  eine  Grade  einer  Ebene  paraflel  ist,  so  schneidet  jede  Ebene, 
welche  der  ersten  niclit  parallel  ist  mtd  die  Grade  enUiält,  die  gegebene  Ebene  in 
einer  Graden,  ,welclw  der  gegebenen  Graden  parallel  ist, 

Zus,  IL  Wenn  eine  Grade  einer  Ebene  parallel  ist,  so  liegt  die  Grade, 
weldie  durch  einen  Punkt  der  Ebene  parallel  zu  ihr  gezogen  wird,  in  dieser  Ebene, 

Saiz  IV.  Zwei  parallele  Graden  schneiden  zivei  Ebenen,  welcJw  einander 
aber  nicht  den  Graden  parallel  sind,  in  vier  Punkten,  tcelcfw  die  Eckpunkte  eines 
PardUelogramms  sind. 

Die  beiden  Graden  liegen  in  einer  Ebene  (Zus.  IV,  Satz  V,  §  46),  welche 
die  beiden  gegebenen  Ebenen  in  zwei  parallelen  Graden  schneidet  (Satz  III); 
das  Parallelogramm  wird  mithin  durch  diese  beiden  imd  die  zwei  gegebenen 
Graden  gebildet  (Def.  I,  §  44). 

Satz  V,  Wenn  zwei  nieht  parallele  Ebenen  zwei  parallele  Graden  enthaltefi, 
so  schneiden  sie  sich  in  einer  den  gegebenen  Graden  parallelen  Graden, 

Denn  der  im  Unendlichgrossen  liegende  Punkt  der  beiden  parallelen  Graden 
ist  den  zwei  Ebenen  gemeinschaftlich  und  ist  mithin  der  Punkt  im  Unendlich- 
grossen ihrer  Durchschnittslinie. 

Satz  VI,  Durch  einen  Punld  kann  man  nur  eine  einzige  Ebene  legen,  welche 
zwei  gegebenen  Graden  parallel  ist,  die  in  einer  Ebene  liegen  oder  nicht. 
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Man  braucht  nur  den  Punkt  mit  der  durch  die  beiden  Punkte  im  Un- 
endlichgrossen der  beiden  Graden  hestimmten  Graden  zu  verbinden.  Liegen 
die  beiden  Graden  in  einer  Ebene  und  der  Punkt  in  dieser  Ebene,  so  fällt  die 
parallele  Ebene  mit  der  Ebene  der  beiden  Graden  zusammen. 

Ztis.  L  Durch  eine  Grade  kann  nian  nur  eine  einzige  die  Grade  enthaU 
tende  Ebefie  legen,  die  einer  andern  Graden,  welche  die  erste  nicht  schneidet,  pa- 
rallel ist 

Die  Ebene  enthält  die  Grade  und  den  Punkt  im  Unendlichgrossen  der 
andern  Graden. 

Bern.  IL    Constructiön  paralleler  Dinge  mit  den  Elementen  des  endlichen  Gebiets  allein. 

Wie  man^  Grade,  welche  von  einem  Punkt  aus  einer  gegebenen  Graden  parallel  laufen,, 
mittelst  der  Graden  und  des  Kreises  construiren  kann  (Bem.  UI,  §  CO),  so  lassen  sich  auch 
parallele  Grade  und  Ebenen  in  dem  endlichen  Gebiet  des  Raums  durch  diese  Hülfsmittel 
beschreiben.  Um  z.  B.  die  Ebene  zu  construiren,  welche  durch  einen  Punkt  parallel  zu 
einer  Ebene  geht,  braucht  man  nur  durch  den  Punkt  zwei  Parallele  zu  zwei  Graden  der 
gegebenen  Ebene  zu  ziehen;  die  beiden  Parallelen  bestimmen  dann  die  verlangte  Ebene. 

Bern.  III.  Wenn  wir  von  einer  Figur  des  Raums  sprechen,  so  meinen  wir,  dass  ihre 
I^unkte  dem  Raum  angehören,  ohne  dass  alle  Punkte  des  Raums  Punkte  der  gegebenen 
Figur  zu  sein  brauchen. 

Satz  VIL  Eine  Figur  des  Baums,  welche  von  jeder  Graden  des  Baums, 
die  der  Figur  nicht  angehört,  in  einem  Funkt  geschnitten  wird,  ist  eine  Ebene, 

Denn  die  Grade  zweier  Punkte  Ay  B  der  Figur  gehört  nach  der  Voraus- 
setzung vollständig  der  gegebenen  Figur  an.  In  einer  Graden  des  Raums, 
welche  die  Grade  AB  nicht  schneidet,  muss  es  nach  (Jer  Voraussetzimg  einen 
Punkt  C  der  Figur  geben;  die  Graden  AG,  BC  liegen  mithin  auch  in  der 
Figur.  Es  gehört  also  auch  die  Ebene  ABC  vollständig  der  gegebenen  Figur 
an,  da  jede  Grade  der  Ebene  mehr  als  einen  Punkt  mit  ihr  gemeinschaftlich 
hat.  Die  Figur  kann  keinen  andern  Pimkt  P  ausserhalb  der  Ebene  enthalten, 
weil  die  Graden,  welche  den  Punkt  P  mit  den  Punkten  der  Ebene  ABC  ver- 
binden,  in  der  Figur  liegen  würden  und  dieselbe  mithin  nichts  Anderes  als  der 
Raum  selbst  sein  würde,  was  gegen  die  Voraussetzung  ist. 

Zus.  L  Wenn  eine  Figur  des  Baums  mit  allen  Ebenen  desselben,  die  nicht 
zu  ihr  gdiören,  eine  Grade  gemeinschaftlich  hat,  so  ist  diese  Figur  eine  Ebene. 

Denn  aus  der  Bedingung  geht  hervor,  dass  jede  Grade  des  Raums  die  ge- 
gebene Figur  in  einem  Punkt  schneidet. 

Satz  VIII.  Wenn  eine  Figur  aus  Graden  derart  gebildet  ist,  dass  ihre 
Graden  sicli  zu  je  zweien  schneiden,  ohne  durch  den  mimliehen  Punkt  zu  gefieti, 
so  ist  die  Figur  eifie  Ebene  oder  eine  ebene  Figur. 

Denn  es  seien  drei  Grade  der  Figur,  gegeben,  welche  sich  zu  je  zweien 
schneiden  imd  mithin  eine  Ebene  bestimmen;  tille  ausserhalb  dieser  Ebene  ge- 
legenen Graden  schneiden  die  drei  Graden  nicht  in  einem  Punkt  (Satz  IV,  §  46) 
und  mithin 'gehören  alle  Graden  der  Figur  der  Ebene  an. 
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4. 

• 

Die  Identität  des  Raums  um  seine  im  endlichen  nnd  nnendlich  grossen  Gebiet 
liegenden  Pnnkte.  —  Die  Theile,  in  welche  der  Ranm  dnrch  eine  seiner  Ebenen 

zerlegt  wird. 

§  86.    Sat0  L     Der  Baum  ist  um  jeden  TunM  seines     endlichen    Gebiets 
identisch. 

Der  Raum  kann  durch  die  Ebene  it^  und  den  Punkt  A  oder  einen  andern 
Punkt  Ä  erzeugt  werden  (Satz  IV,  §  82);^)  die  Graden,  welche  den  Punkt  A 
mit  den  Punkten  der  Ebene  ä^»  verbinden,  bestimmen  daher  den  ganzen  Raum. 
Da  wir  n^  als  absolute  Greuzebene  eines  beliebigen  Punktes  des  endlichen 
Gebiets  betrachten  können  (Satz  I,  §  84),  so  entspricht,  wenn  wir  iu  den  beiden 
Stecnen  von  den  Centren  A  imd  A  die  Centren  imd  die  Graden,  welche  die- 
selben Punkte  im  Unendlich  grossen  verbinden,  sich  entsprechen  lassen,  jedem 
Dreieck  mit  dem  Eckpunkt  A  in  dem  andern  Stern  ein  identisches  Dreieck. 
Wählt  man  daher  in  dem  ersten  Stern  zwei  Pimkte  X  imd  Y,  so  entsprechen 
ihnen  in  den  beiden  den  Graden  AXy  AY  entsprechenden  Graden  zwei  Punkte 
X',  y  des  zweiten  Sterns  und  weil  die  beiden  Dreiecke  AXY,  A'X'Y'  iden- 
tisch sind,  da  sie  zwei  Seiten  und  den  eingeschlossenen  Winkel  gleich  haben, 
so  ist  (X  Y)  ^^  (X'  F').  Folglich  sind  die  beiden  Sterne  identische  Figuren 
(Satz  I,  Satz  IH  und  Zus.  E,  Satz  E,  §  15). 

Sats!  IL  Die  Sterne  des  Baums,  deren  Centren  in  dem  endlichen  Gebiet  in 
einer  Ebene  liegen,  tverden  durch  diese  Ebene  in  zwei  identische  Tlieile  zerlaß, 
welehe  in  denselbtm  beiden  Tlheileti  des  Baums  gelegen  sind. 

Eine  Ebene  a  des  Sterns  mit  dem  .Centrum  A  hat 
eine  Grade  a^,  im  Unendlichgrossen,  welche  die  Ebene 
im  Unendlichgrossen  n^  in  zwei  identische  entgegen- 
gesetzte Theile  zerlegt  (Satz  I,  §  71).  Man.  weiss  auch, 
dass  zwei  entgegengesetzte  Punkte  Xg^,  X'«,  auf  ent- 
gegengesetzten Seiten  der  Graden  a^  liegen  imd  dass 
eine  andre  Grade  6,  je  zur  Hälfte  in  den  beiden  bezüg- 
lich der  Graden  a^  entgegengesetzten  Theilen  liegt 
(Satz  E,  §  71).  Verbindet  man  die  bezüglich  .der  Graden 
a,  entgegengesetzten  Theile  jr'«,,  ä"«,  der  Ebene  ä^  mit  dem  Punkt  A,  so 
erhält  man  die  beiden  durch  die  Ebene  a  bestinmiten  Theile  des  Sterns  vom 
Centrum  Ay  welche  wegen  der  Identität  von  n^  und  7c'\  und  der  Identität 
der  Abstände  des  Pimktes  A  von  den  Pimkten  der  Ebenen  n^,  n'\  identisch 
sind.  Diese  beiden  Theile  der  Sterne  vom  Centrum  A  bestimmen  zwei  Theile 
des  Raums  (Def.  IV,  §  82). 


Fig.  92. 


1)  Der  Beweis  des  Satzes  IV,  §  82  ist  uuabhängig  davon,  ob  die  Erzeujo^ngsebenc 
im  UnendHchgrossen  Kegt  oder  nicht  (Satz  I,  Def.  I,  §  84).  Mehrere  Eigenschaften  in  die- 
sem Paragraphen  werden  in  den  Elementarbflchern  stillschweigend  oder  nicht  als  Axiome 
angenommen. 
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B  sei  nun  ein  andrer  Punkt  der  Ebene  a  und  mit  h  sei  die  Grade  AB 
bezeichnet.  Wählt  man  nach  Belieben  einen  Strahl  AX  des  Theils  {A7c'^)f 
so  können  wir  beweisen,  dass  jeder  Punkt  X  desselben  in  dem  Theil  {Btc'^) 
enthalten  ist.  Denn  die  Ebene  AXB  oder  ß  wird  durch  die  Grade  h  in  zwei 
Theile  zerlegt,  von  denen  der  eine  in  dem  Theil  (An^)  liegt  und  im  Unendlich- 
gros^en  eine  Halbgrade  h'^  hat,  deren  Enden  die  beiden  im  Unendlichgrossen 
liegenden  Punkte  der  Graden  h  sind.  Der  unendlich  ferne  Punkt  des  Strahls 
BX  ist  in  b'^  gelegen  (Satz  11,  §  50)  und  mithin  in  dem  Theil  (Bn^)  des* 
Sterns  vom  Centrum  B, 

Da  die  beiden  THeife  (An'J),  (J^ä'^,).  zusammenfallen,  so  decken  sich  auch 
die  entgegengesetzten  Theile  (^ä"^,  (Bjt"^),  womit  der  Satz  bewiesen  ist 
(Satz  m,  §  15)  (Fig.  92). 

Def.  L  Diese  Theile  heissen  die  bezüglich  der  Ebene  entgegengesetzten  Tlieile 
des  Baums.  . 

Dßf,  IL  Wir  sagen  mithin,  der  Raum  werde  durch  eine  Ebene  in  zwei 
bezüglich  der  Ebene  entgegengesetzte  Theile  zcrlqft 

Zus,  L  Die  Theile,  in  welche  der  Bßum  durch  eine  Ebene  zerlegt  wirdj  situl 
identisch. 

Denn  man  erhält  jeden  dieser  Theile  dadurch,  dass  man  die  Punkte  emer 

__  •    • 

derjenigen  Hälften  der  Ebene  ^r^,  welche  durch  die  im  .XJnendlichgrossen  lie- 
gende Grade  der  gegebenen  Ebene  bestimmt  werden,  mit  einem  beliebigen 
Punkt  des  endlichen  Gebiets  der  Ebene  verbindet. 

Satz  HL  Eine  Grade  und  eine  Ebene,  welclie  einer  gegebenen  Ebene  j)a- 
rallcl  sind,  liegen  jede  für  sidi  auf  derselben  Seite  dieser  Ebene, 

•  In  der  Ebene  ß  sei  eine  Parallele  zu  der  Graden, 6  gegeben,  welche  gjuiz 
auf  derselben  Seite  von  b  liegt  (Satz  I,  §  50).  Da  die  durch  die  Grade  b  ge- 
trennten Theile  der  Ebene  ß  den  beiden  Theilen  des  Sterns  vom  Centrum  A 
bezüglich  der  Ebene  a  angehören,  so  ist  der  Satz  in  Bezug  auf  die  Grade  be-- 
wiesen.  Er  gilt  auch  für  die  Ebene,  weil  die  Graden  jeder  Ebene,  welche 
einer  gegebenen  Ebene  parallel  ist,  dieser  letzteren  parallel  sind  (Def  1  und 
II,  §  85). 

Satz  IV,  Die  beiden  Theile  einer  Ebeyic,  in  tvdche  sie  durdi  ihre  Durch- 
Schnittslinie  mit  einer  andern  ihr  nicht  paraUelmi  Ebene  zerlegt  tvird,  liegen  in 
den  bezüglich  der  zweiten  Ebene  entgegengesetzten  Thcilcn  des  Baums, 

Die  Ebene  ß  schneidet  die  Ebene  a  in  der  Graden  6,  deren  Punkte  im 
Unendlichgrossen  F^,  Y'^^  den  beiden  Graden  a,,  bj,  angehören*.  Die  beiden 
Punkte  Yj,,  Y^  zerlegen  aber  die  Grade  b^  in  zwei  gleiche  Theile,  welche 
auf  entgegengesetzten  Seiten  der  Graden  a^  in  der  Ebene  tc^  liegen  (Satz  U, 
§  71).  Mithin  theilt  die  Grade  b  die  Ebene  ß  in  zwei  Theile,  welche  in  den 
^     beiden  bezüglich  der  Ebene  a  entgegengesetzten  Theilen  des  llaums  gelegen  sind. 

Zus.  L    Die  Theile  einer  Graden,  welche  durch  ihren  Durchsdmittsjnmld  mit 
einer  zu   ihr  nicht  parallelen  tlbene  auf  ihr  hcstimmt  werden,   liegen  bezüglich  •  • 
dieser  Ebene  in ' eyitgegengesetztcji  Theil<^i  des  liaums. 
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Man  braucht  nur  zwei  Segmente  a  und  a  oder  die  Theile  einer  Graden 
in  der  Ebene  ß  zu  betrachten,  welche  durch  A  begrenzt  werden  (Zus.  II,  Satz 
n,  §  50)  (Fig.  92). 

Zus.  IL  Das  Seginent  zweier  Punkte,  welche  auf  entgegengesetzten  Seiten 
einer  Ebene  liegeti,  wird  von  der  Ehene  in  einem  inneren  Punkt  geschnitten  und 
umgekehrt. 

Denn  die  Grade  der  beiden  Punkte  schneidet  die  Ebene  in  einem  Punkt 
8y  welcher  auf  der  Graden  zwei  auf  entgegengesetzten  Seiten  der  Ebene  ge- 
legene Theile  bestimmt,  in  denen  die  beiden  gegebenen  Punkte  liegen.  Die 
beiden  Theile  der  Graden  sind  aber  bezüglich  des  Durchschnittspunkts  Smit 
der  Ebfene  entgegengesetzt,  mithin  ist  S  ein  innerer  Punkt  des  Segments  der 
beiden  gegebenen  Punkte  X  und  Y. 

Die  XJmkehrung  des  SatzQS  folgt  daraus,  dass  SX  und  SY  entgegen- 
gesetzte Strahlen  sind  und  also  auf  entgegengesetzten  Seiten  der  Ebene  liegen. 


5. 
Senkrechte  Graden  nnd  Ebenen. 

§  87.  Bern.  Die  .Ebene  w^  im  Unendlichgrossen  des  Raums  ist  eine  vollständige 
Ebene  (Satz  I,  §  84).  Die  Strahlen,  welche  zwei  im  ünendlichgrossen  liegende  conjugirt« 
Punkte  von  n^  mit  einem  Punkt  A  des  endlichen  Gebiets  bestimmen,  stehen  senkrecht 
aufeinander  (Def.  I,  §  69  und  Def.  I,  §  39)  und  zwei  Grade  des  Raums,  deren  Punkte  im 
Unentllichgrossen  conjugirt  sind,  bilden  rechte  Winkel  miteinander  (Def.  V,  §  40), 

Def.  I.  Eine  Grade  und  eine  Ebene  heissen  senkrecht  aufeinander,  wenn 
das  normale  Segment  von  dem  Punkt  im  ünendlichgrossen  der  Graden  auf  die 
Grade  im  ünendlichgrossen  der  Ebene  ein  rechtes  ist  (Def.  11,  §  73;  Satz  I  und 
Def.  I,  §  84). 

Satz  I.  Der  Punkt  im  Ünendlichgrossen  der  Graden  ist  der  Pol  der  Gradeti 
im  Ünendlichgrossen  jeder  auf  ihr  senkrechten  Ebene  und  umgekehrt  (Satz  I, 
§  73;  Satz  I,  §  69;  Satz  VI, 'und  Def.  I). 

Zus.  L  Die  zu  einem  Lotfi  auf  eitler  Ebene  parcdlelen  Graden  stehen  eben- 
falls senkrecht  auf  der  Ebene. 

Denn  sie  haben  denselben  Punkt  im  ünendlichgrossen. 

Zus.  IL    Aile  Loflie  auf  eine  Ebene  sind  parallel. 

Denn  sie  haben  den  nämlichen  Punkt  im  ünendlichgrossen. 

Zus.  IIL  Alle  Ebenen,  welclie  paralld  zu  einer  Ebene  sind,  die  senkrecht 
auf  einer  Graden  steht,  sind  senkrecht  auf  der  Graden. 

Denn  sie  haben  dieselbe  Grade  im  ünendlichgrossen. 

Zus.  IV.    Alle  Ebenen,  weJehe  scnkredit  auf  eimr  Graden  stcheyi,  sind  parallel. 

Denn  sie  haben  dieselbe  Grade  im  ünendlichgrossen. 

Zus.  V.  Eine  Grade,  die  auf  eimr  Ebene  senkrecht  steht,  ist  senkrecht  auf 
aUen  Graden  der  Ebnu\ 

Denn  wemi  eine  Grade  aj,  der.  Ebene  n.J..  gegeben  ist,  so  sind  ihre  beiden 
Pole  j1,,  ä j,  allen  ihren  Punkten  conjugirt  (Satz  I,  II,  §  09).     Verbindet  man 

• 

Y«roiiete|  Goomotri«.  28 
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einen  Punkt  A  mit  der  Graden  a^  und  den  beiden  Punkten  Ä^^y  A'^y  so  er- 
hält man  eine  Ebene  a  und  eine  auf  ihr  senkrechte  Grade  a  (Def.  I).  Jede 
Gradfe  6,  die  in  der  Ebene  «  z.  B.  durch  A  geht,  hat  zwei  Punkte  im  Un- 
endlichgrossen B^y   B'j,y   welche    bezüglich   A^  und  Ä^   conjugirt   sind;   die 

Grade  1)  steht  daher  senkrecht  auf  a  (Def.  V,  §  40) 

(Fig.  93). 

Ztis,  VI.    Alle  Graden,  welche  durch  einen  Punkt 

m 

in  einer  Graden'  oder  ausserhalb  derselben  sefihrecfit  zu 
-^^s:=^A^     der   letzteren  gesogen   werden,    liegen  in   einer    Ebene 
(Def.  V,  §  40;  Satz  I,  §  69). 

Zi4S.  VIL    Durch  einen  Funkt  A  innerhalb   oder 
--,    „,         *  ausserhalb    einer  Graden  Jcann  nian   nur   eine   Ebene 

«lg.  99. 

senkrecht  auf  die  Grade  legen. 

Denn  die  Pollinie  des  Punktes  im  Unendlichgrossen  der  gegebenen  Graden 
a,  mit  dem  Punkt  A  verbunden,  gibt  nur  eine  Ebene,  welche  auf  dieser  Graden 
senkrecht  steht  (Def.  I). 

Cmistr.  I.  Um  diese  Ebene  mit  den  Elementen  des  endlichen  Gebiets  allein 
zu  construiren,  braucht  man  nur,  wenn  der  Punkt  A  auf  der  Graden  liegt,  in 
zwei  durch  a  gehenden  Ebenen  die  beiden  Lothe  in  A  auf  a  zu  errichten 
(Bem.  in,  §  60),  welche  die  verlangte  Ebene  bestimmen.  Liegt  dagegen  A 
ausserhalb  a,  so  fälle  man  in  der  Ebene  Aa  von  A  aus  das  Loth  auf  die  Grade 
a,  welches  sie  in  einem  Punkt  P  friflPt.  Die  in  dem  Punkt  P  auf  der  Graden 
senkrecht  stehende  Ebene  enthält  offenbar,  wie  verlangt,  den  Punkt  A. 

7ms,  VIIL  Von  einem  Funkt  in  oder  ausserJialb  einer  Ebene  kann  nian  nur 
ein  Loth  zu  der  Ebene  zielien. 

Denn  die  Pole  der  im  Unendlichgrossen  der  Ebene  liegenden  Graden  be- 
stimmen, wenn  sie  mit  dem  gegebenen  Pimkt  verbimden  werden,  nur  eine  Grade, 
welche  durch  diesen  Punkt  senkrecht  zur  Ebene  geht. 

Cmistr.  IL  Um  diese  Grade  mit  den  Elementen  des  endlichen  Gebiets 
allein  zu  construiren,  wähle  man,  wenn  der  Punkt  in  der  gegebenen  Ebene 
liegt,  zwei  durch  den  Punkt  gehende  Graden  der  Ebene  und  lege  durch  den 
Punkt  zwei  Ebenen,  die  auf  den  beiden  Graden  senkrecht  stehen  (Constr.  I). 
Diese  beiden  Ebenen  schneiden  sich  in  der  verlangten  Normalen,  da  sie  senk- 
recht auf  den  beiden  gewählten  Graden  steht. 

Liegt  dagegen  der  Pimkt  ausserhalb  der  gegebenen  Ebene,  so  lege  man 
durch  den  Punkt  zwei  Ebenen  senkrecht  auf  zwei  Graden  der  Ebene  (Constr.  I). 
Die  beiden  Ebenen  schneiden  sich  in  der  verlangten  Graden. 

Def.  IL  Der  Durchschnittspunkt  des  Loths  mit  der  Ebene  heisst  der  Fuss- 
jmnkt  desselben. 

Def.  III.  Zwei  Ebenen  heissen  sefikrectit  aufeinander,  wenn  die  normalen 
Segmente  ihrer  Graden  im  Unendlichjgrossen  rechte  sind  (Def.  11,  §  73).  ^) 

1)  Man  könnte  als  Definition  des  Aufeinandqrsenkrechtstehens  einer  Graden  und  einer 
Ebene  und  zweier  Ebenen  die  Eigenschaften  der  Sätze  I  und  II  j^eben;  aber  eiumal  ent- 
halten dieselben  eine  grösaero  Anzahl  von  Bedingungen  als  nöthig  und  dann  würde  sich 
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Satz  IL  Die  Graden  im  'Unendlichgrossen  ztveier  aufein<inder  senkrechten 
Ebenen  sind  conjti^irt  (Def.  EI,  §  (59;  Zus.  II,  Satz  VE,  §  73  und  Def.  HI). 

Zi(S.  L    Alle  Ebenen,  welche  einer  auf  einer  andern  Ebene  senkrectifefi  Ebene 
parallel  ßind,  stellen  senkrecht  auf  der  letzteren. 
Wie  Zus.  m,  Satz  I. 
Zm5.  IL    Durch  eine  Grade  lässt  sieh  nur  eine  diese  Grade  enüialtende  Ebene 

senkrecht  zu  einer  gegebenen  Ebene  legen, 

^^  •  

Denn  die  verlangte  Ebene  hat  zur  Graden  im  Unendlichgrossen  die  Ver- 
bindungslinie des  Punktes  im  UnendlicKgrossen  der  Graden  mit  den  Polen  der 
im  «Unendlichgrossen  der  Ebene  liegenden  Graden  (Satz  VI,  V,  §  69). 

Zus,  HL  Die  von  einer  Graden  senkrecht  auf  eine  Ebene  gezogene  und  die 
gegebene  Grade  entJitUtende  Ebene  begreift  alle  von  den  Funkten  der  Graden  auf 
die  Ebene  gefällten  Lotlie  in  sich, 

Constr.  HL  Construirt  man  eines  dieser  Lothe,.  so  ist  damit  auch  die  ge- 
suchte normale  Ebene  construirt.  * 

Def,  IV,  Das  Segment  der  Ebene,  welches  die  Pusspunkte  der  von  den 
Punkten  eines  Segments  auf  die  Ebene  gefällten  Lothe  enthält,  heisst  die 
reclUtvinklige  Projectiofi  oder  einfach  Prqjection  des  gegebenen  Segments  auf 
die  Ebene. 

Satz  HL  Jede  von  zweien  zueinander  senkrechten  Ebenen  enOiält  unendlich 
viele  Lothe  auf  die  andre. 

Und  umgekehrt: 

Jede  Ebene,  uelche  ein  Loth  auf  eine  andre  Ebene  entluilt,  steht  senkrecht 
auf  der  letzten  Ebene. 

Da  die  beiden  Ebenen  senkrecht  aufeinander  stehen,  so  müssen  ihre  Graden 
im  Unendlichgrossen,  die  wir  mit  a^e,  &»  bezeichnen,  conjugirt  sein,  d.  h.,  jede 
Von  ihnen  geht  durch  die  Pole  der  andern  (Def.  III,  §  69).  Aa^  oder  «, 
Ab^  oder  ß  seien  die  beiden  gegebenen  Ebenen.  Die  Grade,  welche  den  Punkt 
A  mit  den  Polen  der  Graden  b^  verbindet,  liegt  in  der  Ebene  a  imd  steht 
senkrecht  auf  ß  und  ebenso  alle  zu  ihr  parallelen  Graden  der  Ebene  a  (Zus.  I, 
Satz  I).  Analog  liegt  die  Grade,  welche  den  Punkt  A  mit  den  Polen  der  Graden 
a^  verbindet,  in  der  Ebene  ß  und  steht,  wie  alle  ihr  parallelen  Graden  der  Ebene 
ßy  senkrecht  auf  der  Ebene  a. 

Die  Umkehrung  des  Satzes  ist  nach  diesem  Beweis  einleuchtend  (Def.  I, 
m  und  Satz  VI  u.  V,  §  69). 

Saiz  IV.  Shid  zwei  Ebenen  gegeben,  so  gibt  es  unendlich  viele  Ebenen^  welche 
senkrecht  auf  ihnen  stehen  und  derart  sind,  dass  durch  jeden  Punkt  des  Raums 
nur  eine  von  ihnen  geht. 

Diese  senkrechten  Ebenen  haben  zur  Graden  im  Unendlichgrossen  die  Ver- 
bindungslinie  der   Pole   der  im  Unendlichgrossen   der  zwei  Ebenen  liegenden 

die  Definition  auf  den  Raum  von  drei  Dimensionen  beschränken .  Man  müsste  sie.  also  für 
jeden  Raum  unter  andrer  Form  wiederholen,  während  die  unsrige  unabhängig  von  der 
Anzahl  der  Dimensionen  des  Raums,  in*  welchem  die  senkrechten  Dinge  enthalten  sind, 
Geltung  hat. 

28* 
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beiden  Graden;  mithin  geht  durch  jeden  Punkt  des  Raums  und  diese  Grade 
nur  eine  einzige  Ebene. 

Constr,  IV.  Man  erhält  diese  Ebene,  indem  man  von  dem  Punkt  aus  auf 
die  zwei  gegebenen  Ebenen  die  zwei  Lothe  fällt  (Constr.  II). 

Ziis,  Die  auf  zwei  gegebenen  Ebenen  senkrechten  Ebenen  stehen  rechtwinklig 
auf  der  Dtirchschnittslinie  der  letzteren. 

Denn  die  Grade,  welche  die  Pole  der  beiden  Graden  im  ünendlichgrossen 
der  gegebenen  Ebenen  verbindet,  ist  die  Pollinie  des  Durchsclmittspunkts  der 
beiden  Graden  (Zus.  I,  Satz  11,  §  69  und  Def.  I). 

Satz  V.  Sind  zwei  Grade  des  Bamns  gegeben,  so  gibt  es  nur  eine  auf  die 
beiden  Graden  senkrechte  Richtung, 

Denn  die  Grade,  welche  die  beiden  Punkte  im  ünendlichgrossen  der  beiden 
Graden  verbindet,  hat  zwei  Pole,  welche  nur  eine  einzige  zu  den  beiden  Graden 
senkrechte  Richtung  liefern  (Satz  11,  §  69  und  Def.  I). 

Durch  jeden  Punkt  des  Raums  geht  nur  eine  zu  den  beiden  Graden  senk- 
rechte Grade. 

■ 

Constr,  V.  Um  diese  Grade  zu  construiren,  lege  man  durch  den  Punkt  die 
auf  die  beiden  Graden  senkrechten  Ebenen  (Constr.  I),  welche  sich  in  der  ver- 
langten Graden  schneiden. 

Zus.  Ehie  auf  zwei  Graden  normale  Grade  steht  auf  jeder  ihnen  parallelen 
Ebene  senkrecht  (Def.  I,  §  85). 

Satz  VI.  Von  allen  Graden,  von  welchen  zwei  sich  kreuzende  Grade  ge- 
schnitten werden,  ist  nur  eine  senkrecht  auf  beiden. 

a  und  b  seien  die  beiden  Graden.  Verbindet  man  a  mit  den  Polen  der 
Graden,  welche  die  Punkte  im  Ünendlichgrossen  der  beiden  gegebenen  Graden 
verbindet,  so  erhält  man  eine  Ebene,  welche  senkrecht  auf  der  durch  a  pa- 
rallel zur  Graden  b  gehenden  Ebene  steht.  Denn  die  Grade  im  ünendlich- 
grossen der  ersten  Ebene  geht  durch  die  Pole  der  Graden  im  ünendlichgrossen 
der  zweiten  Ebene  und  ist  mithin  mit  dieser  Graden  conjugirt  (Def.  11,  §  85; 
Satz  VI  und  V,  §  69). 

Constr.  VI,  um  diese  Normale  mit  den  Elementen  des  endlichen  Gebiets 
allein  zu  construiren,  lege  man  durch  eine  der  Graden  die  zu  der  andern  pa- 
rallele Ebene  (Zus.  Satz  VI,  §  85)  imd  durch  die  beiden  Graden  die  auf  diese 
Ebene  senkrechten  Ebenen  (Constr.  IQ),  welche  sich  iü  der  gesuchten  Normalen 
schneiden.  Denn  diese  letztere  ist  in  Ebenen  enthalten,  welche  senkrecht  auf 
den  beiden  Graden  stehen  imd  in  welchen  die  beiden  Graden  enthalten  sind. 

Satz  VII,  Durch  einen  Funkt  des  Raums  gehen  uytendlich  viele  Tripel  von 
Graden,  die  zu  je  zweien  senkrcclit  aufeinander  stehen. 

Denn  verbindet  man  einen  Pimkt  A  mit  den  Eckpunkten  eines  jeden  po- 
laren Dreiecks  der  Ebene  im  ünendlichgrossen  (Def.  IV,  §  69),  so  erhält  man 
je  drei  Grade,  von  denen  je  zwei  senkrecht  aufeinander  stehen. 

Constr,  VII.  um  eines  dieser  Tripel  mit  den  Elementen  des  endlichen 
Gebiets  allein  zu  construiren,  wähle  man  eine  dieser  Graden  aus,  ziehe  durch 
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A  die  auf  dieser  Graden  senkrechte  Ebene  und  betrachte  in  letzterer  zwei  auf- 
einander senkrechte  durch  Ä  gehende  Grade,  welche  mit  der  ersten  das  ver- 
langte Tripel  bilden. 


6. 

Abstand  eines  Punktes  von  einer  Ebene,  zweier  parallelen  Ebenen,   einer 
Graden  und  einer  Ebene,  die  parallel  sind,  zweier  Graden. 

§  88.  Sah  L  Das  Minimmn  des  Ahstandcs  eines  Punldes  ausserhalb  einer 
Ebene  von  den  Funkten  dieser  Ebene  ist  der  Abstand  des  Punldes  von  dem  Fass- 
punht  des  von  ihm  auf  die  Ebene  gefällten  LotJies. 

7C  und  P  seien  die  Ebene  und  der  Punkt;  S  der  Fuss- 
punkt  des  vom  Punkt  P  auf  die  Ebene  gefällten  Lotlies 
(Zus.  Vin,  Satz  I,  §  87). 

In  dem  bei  S  rechtwinkliffen  Dreieck  FSA  ist  die 
Hypotenuse  {PA)  immer  grösser  als  die  Kathete  {PS\ 

^, ,-  ^^  -•^-  ö        ^^^  ^^^^  ^^^  Punkt  A  in  der  Ebene  %  liegen  mag  (Zus. 

'    '"'/  - "- -;::-^^        sj^tz  n,  §  55)  (Fig.  94). 

;'''*'  Def  L    Der  kleinste  Abstand  eines  Punktes  von  einer 

p.    ^^  Ebene  heisst  der  Abstand  des  Punktes  von  der  Ebene. 

Die  Segmente,  deren  eines  Ende  im  Punkt  P  und  das 
andere  in  der  Ebene  liegen  und  welche  nicht  normal  zur  Ebene  n  sind, 
heissen  schief 

Satz  IL  Schiefe  Segmente,  welche  gleiche  Projectivnen  haben,  sitül  gleich  und 
bilden  gleiche  Winlcel  mit  der  Normalen, 

Von  zwei  schiefen  Segmenten  ist  dasjenige  das  grössere,  dessen  linde  in  der 
Ebene  de^i  grösseren  Abstand  vmi  dem  Fussjyunld  der  Normeden  hat, 

Ist  C  ein  andrer  Purfkt  derart,  dass  (SC)  _  :  (SA),  so  sind  die  beiden 
Dreiecke  PSA,  PSC  gleich,  weil  sie  bei  Ä  rechtwinklig  sind  und  die  beiden 
den   rechten  Winkel   enthaltenden   Seiten  gleich  sind,   nämlich:   {PS),  {SA)] 


{PS),  {SC),    Mithin  ist  auch  {PA)  5     (PC);  CPS  ~  APS 

Ist  {SB)  >  {SA),  so  kami  man  in  {SB)  einen  Punkt  C  derart  nehmen, 
dass  {SCy=  (5.1);  man  erhält  dann  (PC)  -  {PA),  {PB)  ist  aber  >  (PC) 
(Satz  Vn,  §  54);  mithin  {PB)  >  {PA), 

Zus.  I,    Es  gilt  aueh  die  Umlcehrung  des  Satzes. 

Zus.  IL  Bic  Punl'te  eines  Kreisumfangs  stehen  gleichweit  van  einem  belie- 
bigen Punikt  des  in  dem  Centrtim  auf  der  Ebene  des  Umfangs  errichteten  Ijothes  ab. 

Deim  alle  gleichweit  von  S  abstehenden  Punkte  stehen  auch  gleichweit  von 
P  ab  wie  von  allen  Punkten  des  in  S  auf  der  Ebene  errichteten  Lothes  d.  h. 
der  Graden  SP. 

Zus.  HL  Alle  Punkte  einer  Ebene,  welche  gleichen  Abstand  von  einan  Pmikt 
ausserhalb  der  Ebene  haben,  liegen  in  einem  Kreisumfang,  der  zum  Centrum  den 
FussjmnJct  des  von  dem  Punld  auf  die  Ebene  gefällten  Lotlies  hat. 
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Ä  und  B  seien  zwei  von  den  Punkten  der  Ebene  ä,  welche  gleichen  Ab- 
stand vom  Punkt  P  ausserhalb  jt  haben,  und  S  sei  der  Fusspunkt  des  von  P 
auf  die  Ebene  gefällten  Lothes.  Die  Dreiecke  PSÄy  FSB  sind  bei  S  recht- 
winklig, haben  eine  Kathete  gemeinschaftlich  und  die  Hypotenusen  gleich,  sie 
sind  mithin  gleich  (Satz  ü,  §  55). 

Satz  HL  Alle  Puiikte,  vmi  welchen  jeder  gleichweit  von  den  Punkten  eines 
Kreisumfangs  absteht,  liegen  auf  dem  in  dem  MitteljntnJct  des  Kreistimfangs  auf 
der  Ebetie  desselben  errichteten  Loth.' 

Denn  P'  sei  ein  Punkt  ausserhalb  dieses  Loths,  S  das  Centrum,  Ä  und  B 
zwei  Punkte  des  Kreisumfangs;  S'  der  Fusspunkt  des  von  P'  auf  die  Ebene 
des  Umfangs  gefällten  Loths.  In  den  rechtwinkligen  Dreiecken  S'ÄP\  S'BP' 
können  die  Hypotenusen  (AP'),  (BP')  nicht  gleich  sein,  weil  im  Allgemeinen 
(S'A)  nicht  gleich  (S'B)  ist,  da  S'  das  Centrum  des  Umfangs  nicht  ist  und 
weil  in  zwei  rechtwinkligen  Dreiecken  eine  Kathete  und  die  Hypotenuse 
nicht  gleich  sein  können,  ohne  dass  die  Dreiecke  gleich  sind  (Satz  H,  §  55) 
(Fig.  94). 

Satg  IV,     Wenn  zwei  Punkte  A  toid  Ä  bezüglicli  gleichen  Abstami  von  zwei 

m 

Ebeneti  a  und  a  haben,  so  sind  die  Segmente,  welche  sie  mit  deti  Punkten  dieser 
Ebenen  bestimmen,  sn  je  zweien  gleich  und  die  vo)^  ihneti  gebildeten  Figuren  sifid 
identisch. 

S  und  S'  seien  die  Fusspunkte  der  von  den  Punkten  auf  die  beiden  Ebenen 
a  und  «'  gefällten  Lothe.  Wir  wollen  in  den  beiden  Figuren  dem  Punkt  A 
den  Punkt  A'  entsprechen  lassen  und  zwischen  den  beiden  Ebenen  einen 
solchen  Identitätszusammenhang  festsetzen,  dass  S'  dem  Punkt  S  entspricht 
(Satz  n  und  Zus.  Satz  IH,  §  47). 

(J.C);  (A'C)  seien  zwei  in  den  Figuren  (Aa),  (A'a)  sich  entsprechende 
Segmente,  C  und  C  dabei  Punkte  von  a  und  «'.  Die  beiden  Dreiecke  ASC, 
ÄS'C  sind  bei  S  und  S'  rechtwinklig,  (AS)  .  :  (A'S'),  (SC)  -■  (S' C)  wegen 
des  für  a  imd  a    festgesetzten  Identitätszusammenhangs;  mithin  sind  die  beiden 

Dreiecke  identisch  und  es  ist  (AC)-     (AC)  und  CASz^CA'S\ 

Sind  X  und  Y  Punkte  von  (Aa),  so  entsprechen  ihnen  zwei  Punkte  X' 
und  Y'  von  (Äa)  in  gleichem  Abstand  von  Ä  derart,  dass  die  Dreiecke 
AXY,  ÄXY'  identisch  sind;  mithin  ist  (XY)  i.:  (X'F);  die  beiden  Figuren 
(Aa)y  (Äa)  sind  daher  identisch  (Satz  III,  §  15). 

Zus.  L  Wenn  zwei  Punkte  gleichen  Abstand  van  einer  Ebene  Juibcn,  so 
sind  die  Segmente,  welche  sie  mit  den  Punkten  der  Ebene  bestimmen,  bezüglicli  zu 
je  zweien  gleich  und  die  beiden  von  den  Punkten  mit  der  Ebene  gebildeten  Figuren 
sind  identisch. 

Zus.  IL  Wenn  zwei  Punkte  in^  einer  Graden  liegen,  die  normal  zu  einer 
Ebene  ist  toui  wenn  sie  gleichen  Abstand  von  dieser  Ebene  haben,  so  sind  sie  voti 
allen  Punkten  der  Ebene  gleich  weit  entfernt. 

Satz  V.  Die  Abstände  der  Punkte  eimr  Graden  von  einer  zu  ihr  parallelen 
Ebene  sind  gleich 
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Die  von  den  Punkten  der  Graden  auf  die  Ebene  gefällten  Lothe  sind  pa- 
RiUel  (Zus.  n,  Satz  I,  §  87)  und  liegen  in  einer  Ebene  (Zus.  HI,  Satz  U,  §  87) 
und  mithin  liegen  ihre  Fusspunkte  auf  der  Durchschnittslinie  dieser  Ebene  mit 
der  gegebenen  Ebene,  welche  der  gegebenen  Graden  parallel  ist  (Zus.  I,  Satz 
in,  §  85).  Die  von  den  Punkten  der  Graden  auf  die  Ebene  normal  gezogenen 
Segmente  sind  mithin  gleich  (Satz  IV,  §  85  imd  Satz  I,  §  44). 

Def,  IL  Der  Abstand  der  Punkte  einet  Graden  von  einer  zu  ihr  parallelen 
Ebene  heisst  der  Abstand  der  Graden  von  der  Ehene. 

Zus,  Der  Abstand  einer  Graden  von  ehwr  zu  ihr  parallelen  Ebene  ist  der 
kleinste  Abstand  der  Funkte  der  Graden  von  den  Punkten  der  Ebene  (Satz  I). 

Satz  VI.  Die  Abstände  der  Pufilcte  eiiier  Ebene  von  einer  andern  zu  ihr 
parallelen  Ebene  sind  gleich. 

Denn  die  Lothe  auf  einer  Ebene  ä  stehen  auch  auf  einer  zu  ä  parallelen 
Ebene  ä'  senkrecht  (Zus.  IV,  Satz  I,  §  87).  A  und  B  seien  zwei  Punkte  der 
Ebene  ä,  die  Grade  AB  ist  der  Ebene  ä'  parallel  und  daher  sind  die  Abstände 
der  Punkte  A  und  B  von  der  Ebene  ä'  gleich  (Satz  V). 

Def.  III.  Der  Abstand  in  den  normalen  Segmenten  der  Punkte  zweier 
parallelen  Ebenen  betrachtet  (Def.  I,  §  5;  Satz  VI)  heisst  der  Abstand  der.  beiden 
Ebenen. 

Zus.  Der  Abstand  zweier  parallelen  Ebetwn  ist  der  kleinste  Abstaml  der 
Punkte  einer  Ebene  von  den  Punkten  der  andern  Ebene  (Satz  I). 

Satz  VII.  Zwei  Paare  paralleler  Ebenen,  ivelche  (jleiclien  Abstand  habeuy 
sind  zwei  identische  Figuren. 

aßy  aß'  seien  zwei  Paare  von  Ebenen  imd- ihre  Abstände  gleich.  Wir 
wollen  einem  Punkt  A  von  a  einen  Punkt  A  von  a  entsprechen  lassen.  Die 
von  dem  Punkt  A  in  Verbindung  mit  den  Punkten  von  ß  bestimmten  Seg- 
mente bilden  eine  Figur,  welche  derjenigen  identisch  ist,  welche  von  den  durch 
A  und  die  Punkte  von  ß'  bestimmten  Segmente  gebiMet  wird  (Satz  IV).  Setzt 
man  auch  einen  Identitätszusammenhang  für  die  Ebenen  a  und  a  derart  fest, 
dass  die  Punkte  ^  und  A  von  a  und  a  sich  entsprechen,  so  haben  zwei  andre 
sich  entsprechende  Punkte  dieselbe  Eigenschaft  wie  A  und  A.  .  Damit  ist  der 
Satz  bewiesen  (Satz  III,  §  15). 

Satz,  VIII  Zwei  gradlinige  Figuren,  wekhe  durch  zwei  Gruppen  von  vier 
Pmikten  AB  CD,  AB'  C  D'  bestimmt  werden,  sind  identisch,  wenn  die  grad- 
linigen Segmente,  welche  die  gegebenen  Punkte  zu  Emlen  Jiaben,  der  Ordnung  nach 
gleidi  sind. 

Wir  geben  hier  einen  andern  Beweis  eines  speciellen  Falls  des  Satzes  VII, 
§  17,  der  allgemein  gültig  ist.  ^) 

ABCD  seien  die  vier  gegebenen  Punkte,  welche  nicht,  in  einer  Ebene 
liegen,  weil  sonst  die  Figuren  eben  wären  (Satz  IV,  §  40  und  Def.  IV,  §  38) 
und  Ali' C' D'  seien  die  ihnen  entsprechenden  Punkte  und  X,  Y  zwei  Punkte 
der  ersten  Figur.     Die  Graden  XD,   YD  schneiden  die  Ebene  ABC  in  zwei 

1)  In  dem  13.  Abschnitt  werden  wir  den  allgemeinen  Fall  untersuchen,  wie  es  fiir  die 
Ebene  bereits  geschehen  ist  (Satz  IV,  §  G2). 
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Fig.  115. 


E^Lokten  Z  und  W  (Satz  I,  §  83).  Wir  setzen  den  in  den  Ebenen  durch  die 
vier  Dreiecke,  der  vier  Punkte  bestimmten  Identitätszusammenbang  fest  und 
bezeichnen  mit  E  und  F  die  Durchschnittspuukte  der  Graden  Z  W  mit  den 
Seiten  AB^   BC.     In  äB\B'C'   existiren   die    entsprechenden   Punkte  E'F 

derart,   dass  (DE)-^{DT),   (DJ^  -  (D'i^');    BEF=B'E'F.     Da  nun 

die  den  Punkten  Z  und  W  in 
der  Ebene  A'B'C  entsprechen- 
den Punkte  Z'  und  W  bezüg- 
lich mit  E\B'  zwei  Dreiecke 
D'  bestimmen,  welche  den  durch, 
die  Punkte  Z  imd  W  mit  E  und 
B  bestimmten  Dreiecken  iden- 
tisch sind,  da  {EZ)  --.  {E' z\ 
{E  W)  =  {E'  m,  so  erMlt 
miui  {BZ)  -  {B'Z'\  (D  W)  = 
(/)'  W)  und  überdies  {ZW)  "  (Z'  W).     Mithin  sind  die  beiden  Dreiecke 

VZWy  B'Z'  W  identisch  und  folglich  ZBW  =  Z' B'  W\    Weil  nun  (J9X)  = 
(D'X'),  {BY)  =  {B'  r),  so  folgt  (XF)  =  (X'  Y)  (Fig.  Uo). 

§  80.  Satz  L  Bas  auf  stcci  sich  Irmzenden  Graden  normale  Segment,  dessen 
Enden  in  den  beiden  Graden  liegen,  gibt  den  Ideinsten  Abstand  eines  PunJctes 
einer  beliebigen  der  beiden  Graden  von  einem  Punkt  der  andern  an. 

Durch  die  beiden  Graden  lege  man  die  zwei  zu  ihnen  bezüglich  parallelen 
Ebenen;  das  auf  die  Graden  senkrechte  Segment,  dessen  Enden  in  den  Graden 
liegen,  steht  auch  senkrecht  auf  den  beiden  Ebenen  (Zus.  Satz  V,  §  87).  Da 
dieses  das  kleinste  von  den  Segmenten  der  Punkte  der  beiden  Ebenen  ist,  so 
ist  es  auch  -das  kleinste  zwischen  den  Punkten  der  beiden  Graden  (Zus.  Satz  VI). 

Bern,  I.  In  der  vollständigen  Ebene  haben  zwei  Grade  zwei  gemeinschaftliche  nor- 
male Abstände,  welche  vrir  den  kleinsten  und  den  grössten  Abstand  der  beiden  Graden 
^nannt  haben  (Satz  VII,  §  73).  Der  kleinste  Abstand  ist  es  aber  nur,  wenn  das  Segment 
mit  seinen  beiden  Enden  auf  den  beiden  Graden  senkrecht  steht;  denn  da  sich  diese  Graden 
in  zwei  entgegengesetzten  Punkten  schneiden,  so  gibt  es,  wie  wir  gesehen  haben,  auch 
5?ogmente  mit  ihren  Enden  auf  den  beiden  Graden,  welche  kleiner  als  das  normale  Seg- 
ment sind,  die  aber  nicht  mit  ihren  beiden  Enden  auf  der  Graden  senkrecht  stehen. 

In  dem  vorliegenden  Fall  dagegen  existirt  kein  andres  Segment  (-4,5,),  welches 
kWiner  oder  ebensogross  wäre  als  das  Segment  (AB). 

Satz  IL  Bie  schiefen  Segmente,  deren  Enden  sich  in  zwei  sich  kreuzenden 
Üt^den  befmdch  und  gleichen  Abstand  von  den  Enden  des  auf  beiden  Graden 
j^nhrtrhten  Segments  haben,  sifid  gleich  und  bilden  glcidie  Winkel  mit  den  beiden 
^ftmkn, 

a  und  b  seien  die  beiden  gegebenen  Graden,*  a  und  ß  die  ihnen  bezüglich 
pMtU^I^ii   und   sie*  enthaltenden  Ebenen,  (AB)  das  normale  Segment.     Femer 
die    Punkte    C  und    B   der    Graden   b  und  die  Punkte  E  imd  F  der 
a   gleichen  Abstand    bezüglich    von   B  und  A  haben.     Wir   beweisen 
dass  (EC)       {IJ^)'     (^    und  7)'  seien  die  Fusspunkte  der  jron  C  und 
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Fig.  96. 


D  auf  die  Ebene  a  gefällten  Lothe,  welche  auf  der  durch  Ä  parallel  zu  i  ge 
zogenen  Graden  b'  liegen  (Zus.  HI,  Satz  11,  §  87  und  Zus.  I,  Satz  HI,  §  85). 

Man  findet  (Zus.  11,  Satz  I,-  §  S7; 
Satz  I,  §  44)  (CC)  =  (AB)  =  (DD'). 
Nun  sind  die  beiden  .  Dreiecke  EC Ay 
FD'A  gleich,  weil  sie  zwei  Seiten  und 
das  eingeschlossene  Paar  gleich  haben, 
nämlich  (CA)  =2  {AD')  (Satz  IV,  §  85; 
Zus.  II,  Satz  I,  §  87  und  Satz  I,  §  44), 

(EA)  1112  (AF),  EAC  FAjy  (Satz  II, 
§  17);  mithin  ist  {C E)  ^^  (D'F)  (Zus. 
Satz  m,  §  16). 

Die  beiden  Dreiecke  EC'C,  FD'D  sind  ebenfalls  gleich,  weil  sie  bei  C" 
luid  />'  rechtwinklig  sind  und  ihre  Katheten  der  Ordnung  nach  gleich  habeu, 
nämlich  {C'E)-^{p'F),  {CC)--{DDy,  mithin  ist  {EC)  =  {FD),  was  zuerst 
zu  beweisen  war. 

Um  auch  den  zweiten  Theil  des  Satzes  zu  beweisen,  bemerken  wir,  dass 
die  beiden  Dreiecke  AEC,  AFD  gleich  sind,  weil  sie  ihre  Seiten  gleich  haben, 
nämlich:  {AE)--3{AF),\EC)  =  {FD)  und  ferner  {AC)~{AD)  als  schiefe 
Segmente   bezüglich  der  Graden  6,  deren  Projectionen  auf  die  Grade  h  gleich 

sind  (Satz  HI,  §  54).    Mithin  ist  AEC^AFD.    Aehnlich  findet  man  BCE= 

iT'BDFj  wie  zu  beweisen  war.^)    (Fig.  96.) 

Bern.  IL  Wenn  zwei  schiefe  Segmente  nur  gleich  sind,  'so  folgt  daraus  nicht,  dass 
ihre  Enden  gleichweit  von  den  Enden  des  zu  den  beiden  Graden  normalen  Segments  ab- 
stehen. Denn  wenn  S  der  Fusspunkt  des  von  D  auf  die  Grade  a  gefilllten  Lothes  ist,  so 
fällt  S  nicht  mit  A  zusammen,  und  wählt  man  den  Punkt  F*  so,  dass  (F' S)  ^  (jQSI),  so 
erhält  man  {FD)  =  (KD)  =  (EC).    Desshalb  ist  aber  nicht  (Ät)  --  {ÄF')  ^  (AE). 

Zus.  L  Sind  a  und  a\  h  und  V  die  Tlmk  siceier  sich  kreuzender  Graden 
von  deti  Endpunkten  ihres  Ideinsten  Segments  {AB)  an,  so  sind  die  Figuren  {ab), 
(a'6')  oder  auch  {ab'),  {a'b)  identisch. 

Denn   nimmt  man   in   a   und   b  die  Punkte  E  und   C  imd  beziiglich   in 

gleichem  Abstand  von  den  Punkten  A  und  B  in  a'  und  b'  die  Punkte  E'  und 

C'j  so  sind  die  beiden  gradlinigen  Figuren  ABEC,  ABE'C  identisch,  weil 

die  von  den  ersten  vier  Punkten  bestimmten  Segmente   den  von  den  andern 

vier  Punkten  bestimmten  gleich  sind  (Satz  VII,  §  17  oder  Satz  VIQ,  §  88). 

Bern.  HL  Sind  zwei  gleiche  schiefe  Segmente  zweier  sich  kreuzenden  Graden  gegeben 
und  bilden  sie  mit  einer  von  ihnen  gleiche  Winkel,  so  sind  auch  die  Winkel  gleich,  welche 
sie  mit  der  zweiten  Graden  machen  und  die  Grade,  welche  die  Mittelpunkte  der  durch  ihre 


1)  Lässt  man  die  Lehre  von  den  Winkeln  und  den  Dreikanten  derjenigen  von  den  Ab- 
ständen vorausgehen,  so  könnte  man  den  Satz  auch  so  beweisen.    Aus  dem  gleichschenkligen 

Dreieck  CAD  folgt  cTb  =  dTb  und  femer  ist  eTb  __  FAB  als  Rechte.   Die  Winkel 

EÄBC,  FÄBD  sind  Scheit<;lwinkel  mit  der  gemeinsamen  Kante  AB^  sind  also  glcioli; 
mithin  sind  auch  die  Dreikante  ABCE,  A  BDF  und  daher  die  Winkel  EAC,  FAD 
gleich.  Weil  min  in  den  Dreiecken  EAC,  FAD,  {EA)  =  {FA),  (AC)  .- (AD)  und  der 
von  diesen  Seiten  eingeschlossene  Winkel  gleich  ist,  so  sind  diese  Dreiecke  identisch. 
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J^A» 


Enden  auf  den  beiden  Graden  bestimmten  Segmente  verbindet,  ist  das  gemeinschafÜiche 
Lotb  (Satz  VI,  §  17). 

Sqtz  IIL    Ztvei  Strahlmpaare,   welclie  gleidie   Winkel  bilden  und  gleichen 
Absfmul  haben,  sind  identisch, 

ab,  ab'  seien  die  beiden  Strahlenpaare,  a  und  /3,  a\  und  ß'  die  Ebenen, 
die  der  Reihe  nach  durch  einen  Stralü  eines  Paares  gehen  und  parallel  zu  dem 

andern  sind,  {AB),  (Ä'B')  die 
beiden  normalen  Segmente.  In 
den  Ebenen  a  imd  a  ziehen 
wir  durch  Ä\md  Ä'  di^  Strahlen 
j5;        /       -N.  bi  und  6/  den  Strahlen  6  und  b' 

parallel  und  gleichgerichtet;  es 
ist  dann  (ab^)  e^  (ö^'^/)  (Zus.  I, 
Satz  I,  §  40). 

C  und  C',  F  und  F  seien 
zwei  Punktepaare  bezüglich  in 
Fig.  97.  gleichem  Abstand   von   B  und 

B' ,  Ä  und  A'  auf  den  Strahlen 
6  und  6',  a  und  a.  Wir  ziehen  durch  G  und  C  di^  Parallelen  zu  {AB)  und 
{A'B'),  welche  die  beiden  Strahlen  b^  und  b^  in  (7^  und  C^  schneiden;  es  ist 
dann  {AC,)  =  {A'C;),  weil  {BC)  -_  {B'C)  gegeben  ist  (Zus.  H,  Satz  I,  §  87; 
Satz  I,  §  44).  Die  Dreiecke  AG^FyA'C^F'  sind  gleich,  weil  sie  zwei  Seiten 
und  den  eingeschlossenen  Winkel  gleich  haben;  mithin  ist  (G^F)  ^  {C^ F*). 
Die  Dreiecke  FG^G,  F'.G^G'  sind  ebenfalls  gleich,  weil  sie  bei  G^  und  0/ 
rechtwinklig  sind  und  ihre  Katheten  gleich  haben;  daher  ist  (FG)  ^I2  (F'G'). 
Man  erhält  ferner  {AG)  =  {A'G'),  (BF)  -z=  (B'Fy,  denn  A  und  A'  z.  B. 
haben  gleichen  Abstand  von  den  Graden  b  und  6'   und  die  Projectionen  der 

•  

Segmente  (AG),  {A'G')  auf  6  und  V  sind  gleich.     Die  vier  Punkte  ABGF, 
A'B'G'F'  haben  daher  zu  je  zweien  gleichen  Abstand  voneinander   und   be- 
stimmen also  zwei  identische  gradlinige  Figuren  (Satz  VlI,  §  17  oder  Satz  VIII, 
§  88),  in  welchen  die  Strahlenpaare  {ab),  {ab')  und  ihre  Enden  A  und  A 
sich  entsprechen. 

Zus.  Zwei  Paare  sieh  kreuzender  Graden,  tvelche  glciclie  WinJcel  miteinander 
machen  und  gleichen  Abstand  habeti,  sind  identisch, 

Bern.  IV.  Zwei  Strahlenpaare,  welche  gleiche  Winkel  miteinander  machen  oder  gleichen 
Abstand  haben,  sind  im  Allgemeinen  nicht  identisch,  weil  im  ersten  Fall  die  zu  den  Strahlen 
der  beiden  Paare  normalen  Segmente  im  Allgemeinen  ungleich  sind  und  sie  im  zweiten  Fall 
im  Allgemeinen  nicht  gleiche  Winkel  miteinander  machen. 


7. 
Winkel  der  Strahlen,  Graden,  Halbebenen  nnd  Ebenen. 

•     §  90.    Der  Winkel  eines  Strahls  und  einer  Graden  mit  einer  Ebene, 

Bern.  I.    Es  sei  ein  Strahl  a  und  eine  Ebene  (3  gegeben  und  vorerst  mag  das  Ende 
A  des  Strahls  in  der  Ebene  liegen. 
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Fig.  98. 


A^  und  b^  seien  ferner  der  Punkt  und  die  Grade  im  Unendlichgrossen  des  Strahls  a 
und  der  Ebene  p.  Der  Abstand  des  Punktes  A^  you  den  Punkten  der  Graden  h^  hat  ein 
Minimum  und  ein  Maximum,  die  von  A^  aus  auf  dem  von  A^,,  auf  die  Grade  h^^  gefällten 
Loth  gemessen  werden  und  die  Abstände  des  Punktes  A^  von  der  Graden  h^  sind  (Satz  VII, 
§  73)  (Fig.  98).     Wählt  man  eine  andre  Grade  h'^  und  einen  andern  Punkt  A'^  und  es  ist 

alsdann  der  kleinste  oder  grösste  Abstand  des  Punktes  A'^ 
von  der  Graden  h'^  dem  entsprechenden  des  Punktes  A^  von 
der  Graden  b^  gleich,  so  sind  die  durch  die  beiden  Graden 
b^,  b'^  mit  den  beiden  Punkten  A^^  A'^  gebildeten  ebenen 
Figuren  identisch.  Das  heisst,  die  Abstände  der  Punkte  der 
Graden  b^  von  dem  Punkt  A^  sind  bezüglich  den  Abständen 
der  entsprechenden  Punkte  der  Graden  b  ^  von  dem  Punkt  A  ^ 
gleich.  Dabei  verstehen  wir  unter  entsprechenden  Punkten  der 
Graden  b  ^  und  b  4,  diejenigen,  welche  in  einer  gegebenen  Rich- 
tung von  dem  Fusspunkt  des  von  A^  und  A'^  auf  b^  und 
b  ^  gefällten  kleinsten  oder  grössten  normalen  Segments  gleichen 
Abstand  haben  (Satz  III,  §  15). 

Wenn  aber  ein  schiefes  Segment,  dessen  Enden  in  ^l^^ 
und  bf^  liegen,  einem  schiefen  Segment  mit  den  Enden  in 
A'fg^  und  t^  gleich  ist,  so  sind  aus  diesem  Grund  allein  die  lieiden  Figuren  (A^b^)y 
{A'^b'^)  im  Allgemeinen  nicht  identisch  d.  h.  die  Abstände  der  beiden  Punkte  A^^  A'^ 
von  den  beiden  Graden  b^^  b'^  sind  nicht  gleich.  Man  darf  daher  als  Winkel  des  Strahls 
a  mit  der  Ebene  |3  nicht  denjenigen  nehmen,  welchen  a  mit  einem  beliebigen  z.  B.  durch 
A  begrenzten  Strahl  b  der  Ebene  |3  macht,  wenn  man  den  Winkel  zwischen  Strahl  und 
Ebene  als   Vergleichungselement  zwischen  zwei  identischen  Figuren  ansehen  will. 

Hat  man  eine  andre  Ebene  |3'  und  einen  andern  Strahl  a'  und  bildet  der  Strahl  b* 
von  p'  mit  a  denselben  Winkel,  wie  a  mit  6,  so  können  wir  also  daraus  nicht  schliessen, 
dass  die  Winkel,  welche  die  Strahlen  a  und  a  mit  allen  entsprechenden  Strahlen  ihrer 
Ebenen  p  imd  p'  machen,  gleich  sind;  es  lässt  sich  vielmehr  behaupten,  dass  sie  es  im 
Allgemeinen  nicht  sind. 

Wenn  wir  dagegen  den  kleinsten  Abstand  des  Punktes  A^  von  der  Graden  b^  als 
Mass  des  Winkels  zwischen  dem  Strahl  a  und  der  Ebene  p  betrachten  und  ebenso  för  den 
Strahl  a  und  die  Ebene  ß'  und  wenn  alsdann  die  beiden  kleinsten  Abstände  der  Punkte 
A^  und  A'^  von  ihren  entsi)rechenden  Graden  b^^  und  6^  gleich  sind,  so  sind  auch  der 
Ordnung  nach  die  Winkel  gleich,  welche  die  Strahlen  a  und  a  mit  den  Strahlen  der  ent- 
sprechenden Ebenen  |3  und  |3'  bilden  und  mithin  die  Figuren  (a^^und  {a* ß')  identisch 
(Fig.  98).    Daher: 

Def.  L  Unter  detn  WinJcel  zwischen  eitlem  Strahl  und  einer  Ehene  verstehen 
wir  den  Winkel,  welcher  durch  den  kleinsten  Abstand  des  Punktes  im  Unendlich- 
grossen des  Strahls  von  der  Graden  im  Unecdlichgrossen  der  Ebene  gemessen  wird. 

Satz  L  Der  Winlely  welchen  ein  Strahl  mit  einer  Ehene  macM,  ist  derjenige, 
welchen  dieser  Strahl  mit  seiner  Projection  auf  die  Ehene  macht 

Denn  das  von  dem  Punkt  Äy,  auf  die  Grade  h^  gefällte  Loth  geht  durch 
die  Pole  dieser  Graden  und  mithin  steht  die  durch  den  Strahl  a  und  dieses 
Loth  bestinmite  Ebene  senkrecht  auf  der  gegebenen  Ebene  und  enthält  den 
Strahl  a  (Zus.  11,  Satz  11,  §  87)  und  ist  a'  der  Schnitt  dieser  Ebene  mit  der 
Ebene  ß,  so  ist  a'  die  Projection  des  Strahls  auf  die  Ebene  und  der  Winkel 
{aa')  wird  durch  den  kleinsten  Abstand  des  Punktes  -4^  von  hj,  gemessen. 

Ztis,  Der  Winkel  eines  Strahls  mit  einer  Ehene  ist  der  Jcleinere  der  heiden 
Winkel,  tvelche  der  Strahl  mit  der  Graden  seiner  Projection  auf  die  Ehene  macht 

Denn  der  zweite  Winkel  wird  durch  den  grössten  Abstand  des  Punktes 
A^  von  hr.  gemessen  imd  der  grösste  und  kleinste  Abstand  sind  supplementär 
(Satz  Vn,  §  73). 
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Satz  IL  Der  Winkel,  wclclien  ein  Strahl  mit  seiner  Prqjedian  auf  eine 
Ebene  macht ,  i^t  von  den  W iniein ,  tvelche  der  Strahl  mit  allen  Strahlen  der 
Ehene  maeht,  der  Ideimte, 

Denn  der  Abstand  des  Punktes  A^,  von  jedem  Punkt  der  Graden  6^, 
welcher  nicht  der  Fusspunkt  des  kleinsten  normalen  Segments  ist,  ist  grösser 
als  dieses  kleinste  Segment  (Satz  VII,  §  73). 

Zus.  Der  Winiel,  tvelchen  der  Strald  mit  der  VerUingerutig  seiner  Projection 
auf  die  Ehene  macht,  ist  der  grösste, 

Def,  IL  Unter  de^i  Winieln  einer  Graden  mit  einer  Ehetie  verstehen  wir 
diejenigen,  welche  durch  den  kleinsten  und  grössten  Abstand  der  beiden  ent- 
gegengesetzten Punkte  im  Unendlichgrossen  der  Graden  von  der  unendlich 
fernen  Graden  der  Ebene  gemessen  werden. 

Bern.  IL  Da  diese  Abstände  auf  dem  von  dem  einen  oder  andern  der  beiden  Punkte 
im  Unendlichgrossen  der  Graden  auf  die  unendlich  ferne  Grade  der  Ebene  gefilllten  Loth 
liegen,  so  folgt  daraus,  dass  sie  zusammengenommen  vier  rechte  Segmente  ausmachen  und 
gerade  das  Mass  der  Winkel  liefern,  welche  die  gegebene  Grade  mit  ihrer  Projection  auf 
die  gegebene  Ebene  macht. 

Bern.  III.  Die  Def.  I  gilt  offenbar  auch  dann,  wenn  das  Ende  des  Strahls  nicht  in 
der  I^bene  liegt.  Alsdann  sind  zwei  auf  solche  Weise  gegebene  Figuren  offenbar  identisch, 
wenn  das  zwischen  dem  Endpunkt  des  Strahls  und  dem  Durchschnittspunkt  seiner  Ver- 
längerung oder  des  Strahls  selbst  mit  der  Ebene  enthaltene  Segment  in  beiden  Figuren 
gleich  ist. 

Vrohl.  Mit  den  Elementen  des  endlichen  Gebiets  einen  Strahl  zu  beschreiben, 
tvelcher  durch  einen  Punit  P  <jelit  und  einen  gegebenen  Winlcel  mit  einer  Ebene 
macht 

Man  ziehe  nur  von  dem  gegebenen  Punkt  P  die  Normale  zur  Ebene 
(Zus.  VIII,  Satz  IV,  §  87)  und  lege  durch  die  Normale  eine  Ebene,  welche  die 
Normale  enthält,  also  senkrecht  auf  der  gegebenen  Ebene  steht  (Satz  HI,  §  87) 
und  sie  in  einer  dui«h  den  Fusspunkt  Ä  der  Normalen  gehenden  Graden  schneidet. 
Wenn  man  einen  in  Ä  begrenzten  Strahl  dieser  letzten  Graden  betrachtet  und 
von  A  aus  in  der  senkrechten  Ebene  einen  zweiten  Strahl  zieht,  der  mit  dem 
ersten  den  gegebenen  Winkel  bildet  (Bem.  III,  §  (50;  und  durch  den  Punkt  P 
den  ihm  parallelen  Strahl  zieht,  so  ist  dieser  einer  der  gesuchten  Strahlen. 
Aus  der  Construction  geht  hervor,  dass  das  Problem  unendlich  viele  Auf- 
lösungen hat. 

§  91.     Keil  und  Keilwiniel 

Def,  L  Ein  Ebenenbüschel  sclmeidet  die  im  Unendlichgrossen  liegende 
Ebene  jt^,  in  einem  Gradenbüschel,  dessen  Centren  die  im  Unendlichgrossen 
liegenden  entgegengesetzten  Punkte  X^,  X'y,  der  Axe  des  Büschels  sind.  Und' 
den  Halbebenen  des  Büschels  entsprechen  die  durch  die  beiden  Punkte  Xj,, 
X'j^  begrenzten  Strahlen  oder  Halbgraden  des  Büschels  in  der  Ebene  jr^. .  Den 
Winkelsectoren  zweier  Halbgraden  üj,,  &,  des  Büschels  entsprechen  zwei  Theile 
des  Ebenenbüschels,  welche  durch  die  beiden  Halbebenen  cc  und  ß  bestimmt 
werden,  Keile  heissen  und  zusammengenorainen  das  ganze  Büschel  bilden. 

Unter  Keil  zweier  Halbebenen  verstehen  wir  immer  denjenigen,  welcher 
dem  kleinsten  Winkelsector  ihrer  Halbgraden  im  Unendlichgrossen  entspricht, 
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es  sei  denn,  die  beiden  Keile  der  beiden  Halbebenen  wären  gleich.  Die  beiden 
Halbebenen  heissen  die  ScJumld,  die  Axe  des  Büschels  die  Kante  oder  Scheitel' 
Unze  des  Keils. 

Betrachtet  man  einen  Keil  als  einem  andern  identischen  in  jedem  Ver- 
hältniss  zu  andern  Keilen  substituirbar,  so  heisst  er  KeilwinleU) 

Sind  a  und  ß  die  Schenkel  eines  Keils,  so  bezeichnen  wir  ihn  mit  {ccß). 

Def.  IL    Wie  die  beiden  Halbgraden  a^,  hj,  um  den  Punkt  Xj,  oder  X'^, 

betrachtet  zwei  ebene  Winkelsectoren  bestimmen,   welche  zusammengenommen 

die   vollständige  Ebene   bilden,  wenn  man  den  Punkt  als  Element  betrachtet, 

so  bestimmen  zwei  Halbebenen  eines  Büschels  zwei  Theile  des  Raums  um  die 

Axe  des  Büschels,  welclie  ebenfalls  Keüe  genannt  wenlen.    Auch  in  diesem  Fall 

verstehen  wir  unter  Keil  zweier  Halbebenen  den  Tlieil  des  Rauma^  welcher  dem 

Keil  in  dem  Büschel  entspricht. 

Bern.  I.  Wir  gebrauchen  in  dem  einen  wie  dem  andern  Fall  dasselbe  Wort,  weil 
jeder  Keil  des  Büschels  einen  Keil  des  Raums  bestimmt  und  umgekehrt.,  wiewohl  sie 
wesentlich  verschiedene  Dinge  sind,  da  der  erste  die  Halbebenc,  der  zweite  den  Punkt 
zum  Element  hat  und  der  erste  daher  ein  Ding  einer  Dimension,  der  zweite  dagegen  dreier 
Dimensionen  ist  (Einl.  §  110). 

Satsi  L  Ein  Keil  ist  aus  deyi  Halheheiien  smamniengesetzt,  welche  die  Axe 
mit  den  Strahlen  eines  Winlek  verhindeti,  dessen  Schenicel  in  den  Schenlceln  des 
Keils  liegen  (Zus.  H,  Satz  H,  §  71  und  Def.  I,  H). 

Satz  IL  Ein  Keil  wird  von  parallelen  Ebenen  so  geschnitten,  dciss  gleiche 
Winkel  entstehen. 

Denn  die  parallelen  Ebenen  schneiden  die  Schenkel  des  Keils  in  parallelen 
Strahlen  (Satz  HI,  §  85).  Diejenigen,  welche  in  demselben  Schenkel  liegen, 
sind  gleichgerichtet,  weil  sie  denselben  Punkt  im  Unendlichgrossen  haben 
(Def.  n,  §  33);  mithin  sind  die  Winkelsectoren,  in  welchen  der  Keil  durch  die 
Reihe  paralleler  Ebenen  geschnitten  wird,  gleich  (Satz  I,  §  40). 

Zus,  Zwei  beliebige  Halbebenen  werden  von  parallelen  Ebenen  in  Sirahlen 
geschnitten^  die  denselben  Winkel  miteinander  maclien. 

Denn  sie  werden  in  parallelen  Strahlen  geschnitten  und  die  Strahlen  der- 
selben Halbebene  haben  die  niimliche  Richtung. 

Satz  IIL  Gleichen  Winkeln  der  Ebene  im  Unendlidigrossen  entsprechen 
gleiche  Keile  der  Ebenenbüschel,  deren  Axen  durch  die  Sdieitdpunkte  der  gegebenen 
Winkel  gehen, 

«»^x;  «i^i^ix  seien  die  beiden  Schenkelpaare  der  beiden  Winkel  im  Un- 
endlichgrossen; X^X'^,  X^^X\^  ihre  Scheitel,  welche  Paare  entgegengesetzter 
Punkte  sind,  x  imd  x^  seien  die  Kanten  der  beiden  Keile,  in  deren  ünendlich- 
grossem  die  beiden  gegebenen  Winkel  liegen.  Man  setze  einen  Identitätszusammen- 
hang zwischen  den  beiden  Winkeln  derart  fest,  dass  den  Punkten  X,  und  X'^ 
die  Punkte  X^^  und  X^'^,  entsprechen,  und  es  sei  ein  Identitiitszüsammenhang 
zwischen  den  beiden  Kanten  x  und  Xy  der  beiden  Keile  gegeben,  in  welchem 
A  und  Ay  zwei  entsprechende  Punkte  sind.    Die  Ebene  3r^  liisst  sich  bezüglich 

1)  Der  Keilwinkel  ist  die  intensive  Grösse  des  Keils  (Einl.  Def.  II,  a  u.  c,  §  111). 
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der  endlichen  Einheit  als  eine  absolute  Grenzebene  jeden  Punktes  des  endlichen 
Gebiets  und  also  auch  der  Punkte  A  und  A^  betrachten  (Satz  I,  §  84).  Wählt 
man  zwei  Punkte  Y  und  Z  in  dem  ersten  Keil  und  verbindet  sie  mit  A^  so 
erhalt  man  zwei  Strahlen  AY,  AZj  welche  im  Unendlichgrossen  zwei  Pimkte 
Y^y  Zy,  des  Winkels  (aj^b^)  bestimmen.  Construirt  man  in  dem  Winkel  («la^ftix) 
die  entsprechenden  Punkte  Yjao,  Z^^^  so  ist  {Yj,Z^)^{Yiy,Z^y,).  Die  Drei- 
ecke Ya^AZj,,  Y^^A^Z^:^  sind  identisch  (Satz  III,  §  34)  imd  mithin  Y^^AZy,  E^ 

^5  Y^y^A^Z^:^  (Satz  ni,  §  42).  Bestimmt  man  daher  in  den  Strahlen  A^Y^^^y 
A^Z^:^  die  Punkte  Yj  Z^  in  dem  gleichen  Abstand  vom  Punkt  A^  wie  die 
Punkte  Y  Z  von  A^  so  sind  die  Dreiecke  AYZ,  Ai  Y^Z^^  gleich,  weil  sie  zwei 
Seiten  und  den  eingeschlossene»  Winkel  gleich  haben  (Satz  11,  §  42).  Folglich 
ist  {YZ)  nE{Y^Z^)  imd  die  beiden  Keile  sind  daher  identische  Figuren  (Satz  IQ, 
Zus.  n,  Satz  n,  §  15). 

Zus.  L  Zwei  ungleiche  Winkel  (a^^»)  >  (^iod^i^^)  hestimmen  um  zwei  Grade 
X  und  x^,  welche  durch  Hire  Sdieitd  gehen,  ungleiche  Keile  xa^h^  >  äTj  -«1006,3^  • 

Man  braucht  sich  nur  zu  denken,  der  Winkel  (a^fc'»)  sei  in  {a^h^)  ent- 
halten und  dem  Winkel  («ix^i»)  gleich.  Die  Halbebene  xh\  ist  in  dem  Keil 
x-ür^b^  enthalten  und  weil  das  Ebenen-  und  Halbebenenbüschel  einfach  ge- 
schlossen ist  (Satz  Vm,  §  83),  so  ist 

X  •  öxfc»  <  ^  •  o.^bj,  und  mithin  a:  •  a^^ft^  >  ^1  •  ö^jx^j^^.      (Einl.  Def.  11,  §  61) 
Zus,  IL     Zwei  Keile   mit  bezüglidi  parallelen  Schenkeln   sind  gleich  oder 

supplementär. 

Satz  IV.    Zwei  gleiche  Keile  bestimmen  im  Unendßichgrossen  gleiche  Winkel, 
x-a^b^j  x^  '«ix^ioD  seien  die  beiden  Keile  und  es  möge  {a^b^  >  («ix^ix) 

sein.   Die  beiden  Keile  wären  alsdann  nicht  gleich  (Zus.  I,  Satz  HI).  Mithin  u.s.w. 

Satz  V.    Der  Keilwinkel  wird  durdi  den  Normalabstand  der  beiden  Halb- 

_  * 

graden  im  Unendlichgrosseti  der  Schenkel  des  Keils  getfiessen. 

Denn  die  Winkel  eines  Ebenenbüschels  lassen  sich  nach  den  vorstehenden 
Sätzen  mittelst  der  Winkel  des  Büschels  vergleichen  (messen),  welches  durch 
das  Ebenenbüschel  im  Unendlichgrossen  bestimmt  wird.  Die  Winkel  des  Büschels 
in  dieser  Ebene,  welche  eine  vollständige  Ebene  ist  (Satz  I  und  Def.  I,  §  84) 
lassen  sich  aber  mittelst  der  Segmente  vergleichen,  welche  sie  auf  der  Pollinie 
der  Centren  des  Büschels  bestinunen  (Satz  IV,  §  69).  Sind  nun  a^^bj,  die  zwei 
Halbgraden  eines  Winkels,  -^^.jB^  ihre  Durchschnittspunkte  mit  der  Pollinie 
der  Scheitel  des  Winkels,  so  ist  (Aj,B^)  das  auf  die  beiden  Halbgraden  nor- 
male Segment  (Def.  H,  §  73),  welches  ihren  normalen  Abstand  angibt. 

Satz  VI.  Ein  Ebenoihüschel  ist  in  der  Position  seiner  TlwUe  identisch 
und  stetig. 

Denn  dies  ist  die  Eigenschaft  der  Pollinie  des  Punktes  im  Unendlich- 
grossen  der  Axe  des  Büschels. 

Satz  VII.  Ein  Keil  (aß)  ist  mit  demselben  Keil  in  der  entgegengesetzten 
Riditung  betraditet  identisch. 
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Denn  dies  ist  die  Eigenschaft  eines  gradlinigen  Segments  (Einl.  g,  §  99 
oder  c,  §  104). 

Def.  III.  Wenn  man  ein  Ebenenbüschcl  oder  einen  .Keil  mit  einer  zur 
Axe  oder  Kante  senkrechten  Ebene  schneidet,  so  heisst  das  Gradenbüschel  oder 
der  Winkel,  der  sich  ergibt,  NornmlschniU  des  Büschels  oder  des  Keils. 

Satz  VIIL  Sind  zwei  Keile  gleich  oder  un{jlei<ih,  so  sind  ihre  NormaU 
schnitte  gleich  oder  ungleidi  und  umgekehrt. 

Verbindet  man  einen  Pimkt  Ä  der  Kante  eines 
Keils  mit  den  beiden  Endpunkten  A^  JB^  des  zu 
den  beiden  Halbgraden  a^,  bj,  normalen  Segments, 
so  erhält  man  eine  auf  der  Kante  im  Punkt  A  senk- 
rechte Ebene,  weil  die  Grade  Aj,B^  die  Pollinie 
des  Pimktes  im  Unendlichgrossen  dieser  Kante  ist 
(Satz  I,  §  87).  Sind  daher  die  zu  den  Paacen  der 
Halbgraden  im  Unendlichgrossen  der  Schenkel  zweier 
Keile  normalen  Segmente  gleich,  so  sind  die  beiden  Winkel  der  Normalschnitte 
gleich  (Def.  I,  §  39). 

Sind  dagegen  die  Normalschnitte  gleich,  so  heisst  dies,  dass  die  auf  den 
JPaaren  der  Halbgraden  im  Unendlichgrossen  der  Schenkel  normalen  Segmente 
gleich  sind;  mithin  sind  die  beiden  Keile  gleich.  Ueberdies  entsprechen 
grösseren  oder  kleineren  Keilen  der  Ordnung  nach  grössere  oder  kleinere 
Normalschnitte  (Fig.  99). 

Def.  IV,  Unter  dem  Winkel  zweier  beliebigen  Halbebenen  versteht  man 
denjenigen,  welcher  durch  das  normale  Segment  ihrer  Halbgraden  im  Unendlich- 
grossen gemessen  wird  (Zus.  I,  Satz  VH,  §  73). 

iSafe  IX.  Der  Winkel  zweier  Halbebenen  ist  der  kleinste  oder  grösste  der- 
jenigen Winkel,  welche  ein  Strahl  der  einen  von  ihnen  mit  einem  Strahl  der 
andern  macht  und  umgeketirt. 

Denn  a  und  ß  seien  die  beiden  Halbebenen,  a^,  6,  ihre  Halbgraden  im 
Unendlichgrossen,  (A^JB^)  das  normale  Segment.  Das  normale  Segment  (A^^Ii;^) 
der  beiden  Halbgraden  gibt  auch,  wenn  die  Enden  der  Halbgraden  nicht  zu- 
sammenfallen, den  kleinsten  Abstand  zwischen  den  Punkten  der  einen  und  der 
andern  Graden  an,  wenn  es  kleiner,  und  den  grössten  Abstand,  wenn  es  grösser 
als  fein  rechtes  Segment  ist  (Zus.  1,  Satz  VH,  §  73  und  Def.  IV)  (Fig.  99). 

Bern.  IL  Man  kann  zwei  Punkte  Cq^,  D^i  ^o  wählen,  dass  ihr  Segment  kleiner  als 
{A^B^  ist,  aber  nicht  kleiner  als  jeder  Abstand  des  Punktes  C^  sowohl  als  des  Punktes 
Dq^  von  den  Punkten  der  andern  Graden.  Daraus  folgt,  dass  es  auch  in  den  beiden  Halb- 
ebenen Strahlen  c  und  d  gibt,  deren  Winkel  zwar  kleiner  als  der  Winkel  der  Halbebenen, 
aber  weder  für  c  bezüglich  der  Strahlen  der  Halbebene  a,  noch  zu  gleicher  Zeit  für  d 
bezüglich  der  Strahlen  der  Halbebene  |3  der  kleinste  ist. 

2kis.  Der  Sujoplementwinkd  der  beiden  Halbebenen  ist  im  ersten  Fall  der 
grösste,  im  zweiten  der  kleinste  van  den  Wirdceln,  welche  die  Strahlen  der  beiden 
Halbebenen  miteinander  machen, 

Def.  V.    Keile,  welche  dieselbe  Kante  haben  und  deren  Schenkel  in  zwei 
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Ebenen  derart  liegen^  dass  die  Schenkel  des  ein^i  doijciiigcii  des  andern  be- 
züglich der  gemeinschaftlichen  Kante  entgegengesetzt  sind,  heissen  SAeitdkeUe. 

Satz  X     Zwei  Scheitelkeile  sind  gleich. 

Denn  sie  haben  im  Unendlichgrossen  zwei  Scheitdviiikel,  welche  gleich 
sind  (Satz  11,  §  40  und  BenL  I,  §  69). 

Def.  VL  Unter  Keiloi  und  Winkeln  zweier  Ebenen  a  und  ß  Terstehen 
wir  die  Keile  und  Winkel  der  Halbebenen  (ah),  (ba'^},  xa'V).  «^^yS  wenn  a  und 
a\  h  und  h'  die  in  a  und  ß  durch  ihre  Durchschhittslinie  bestimmten  Halb- 
ebenen sind. 

Bern.  III.    Es  ist: 

(ah)  PI  (ah'),  (b'a  =  Jta'j 
und  in  'Bezug  auf  ihr  Mass 

{ab;  +  ybaj  =  «. 

Der  kleinere  der  Winkel  zweier  Ebenen  oder  sein  Scheitelwinkel  heisst  auch  der  Keil- 
te hikel  oder  einfach  drr  Winkel  zweier  Ebenen.  Sind  sie  alle  gleich,  so  braucht  man  offenbar 
nur  ein^n  in  Betracht  zu  ziehen. 

Satz  XI,  Die  KJeile  zweier  Ebenen  haben  zwei  Halbirunffsebenefi,  welche 
senkrecht  aufeinander  stehen. 

Denn  die  Winkel  der  beiden  Graden  a^^,  b^^,  welche  die  Halbgraden  a^j 
«x;  b^7  b\  im  Unendlichgrossen  Ton  a  und  «',  ß  und  ß'  enthalten,  haben 
zwei  Halbirungslinien  (Zus.  II,  Satz  IV,  §  l>9\  die  mit  dem  Punkt  A  ver- 
bunden die  Halbirungsebenen  der  Keile  der  beiden  Ebenen  liefern  und  senk- 
recht aufeinander  stehen  (Satz  D,  §  87). 

.  PrM.  Mit  den  Elementeti  des  endlichen  Gebiets  eine  HaJbAene  zu  be- 
schreiben, welche  einen  gegebenen  Winkel  mit  einer  andern  Halbd^ene  von  derselben 
Grenzgraden  macht. 

Durch  einen  Punkt  A  der  Grenzgraden  jr  der  gegebenen  Halbebene  a  lege 
man  eine  auf  x  senkrechte  Ebene,  welche  c  in  einem  bestimmten  Strahl  a 
schneidet.  In  dieser  normalen  Ebene  ziehe  man  dann  einen  andern  Strahl  b 
durch  den  Punkt  A,  welcher  mit  a  den  gegebenen  Winkel  bildet  (Bern.  III, 
§  GO).  Die  durch  die  Grade  x  und  den  Strahl  b  bestimmte  Halbebene  ist  die 
verlangte.     Man  sieht  daraus,  dass  das  Problem  zwei  Auflösungen  zulasst. 

8. 

Die  Identität  des  Baums  nm  seine  Punkte  im  UBendlichgrossen  und  um  Heine 

Graden. 

§  92.  Satz  L  Der  Baum  ist  um  jeden  seipier  Punkte  im  Unendlichgrasseti 
irlfMtisch. 

X,,  Y^  seien  zwei  seiner  Punkte  im  ünendlichgrossen.  Wir  legen  durch 
dio  Sterne,  deren  Scheitel  in  X,  und  Y,  liegen,  zwei  Ebenen  senkrecht  auf 
ilirer  Richtung.  Die  Identität  der  beiden  Sterne  kann  man  mittelst  der  Iden- 
tität der  beiden  Ebenen  feststellen,  indem  man  die  Scheitel  einander  ent- 
n\)ri'i:\\t'n  lässt. 

itz  IL     Alle  liiischel  nicht  paralleler  Ebenen  sind  identisch. 
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Deiin  die  Graden  im  Unendlichgrosseu,  welche  die  Büschel  messen,  sind 
identisch  (Satz  V,  §  91;  Zus.  IH,  Satz  VI;  Zus.  I,  Satz  U,  §  G9  und  Satz  I,  §  8). 

m 

Zhs,    Der  Baum  ist  um  jede  seiner  Graden  des  cmllichen  Gebiets  identisdi. 

Satz  HL  Ein  BüseJwl  paralleler  Ehetum  ist  in  der  Position  seiner  Theik 
identisch  und  stetig, 

Denii  wählt  man  eine  auf  die  Richtung  der  Ebenen  senkrechte  Grade,  so 
entsprechen  gleichen  Segmenten  der  Senkrechtem^  gleiche  Theile  des  Büschels 
und  umgekehrt  (Satz  IV,  §  85).  Der  Beweis  dieser  Gleichheit  ist  demjenigen 
analog,  welcher  für  die  Büschel  paralleler  Graden  gegeben  wurde  (Satz  III, 
§  48).  Die  Eigenschaften  der  Segmente  des  auf  die  Richtung  der  Eoenen  ge- 
fällten Lothes  verwandeln  sich  mithin  in  andre  Eigenschaften  des  Büschels. 

Satis  IV.    Äüe  Büsdiel  paralleler  Ebenen  shid  identisch. 

Denn  die  Graden,  weFche  die  Büschel  messen,  sind  identisch. 

Zus.  I.    Der  liaum  ist  um  jede  seiner  Graden  im  Unendlidiffrossen  identisch. 

9. 
Das  körperliche  Vieleck.  —  Das  Dreikant. 

§  93.  Drf.  I.  Die  durch  n  von  einem  Punkt  P  ausgehende  Strahlen 
a  b  c ,. .  bestimmte  gradlinige  Figur  heisst  körperliches  VielecJc  oder  auch  Viel- 
kant.  Die  Strahlen  a,  6,  c,  ...  sind  die  Kanten,  der  Punkt  P  der  Sclwitelj  die 
durch  die  Strahlen  gebildeten  Sectoren  (a6),  (ac),  ...  die  Seiten  und  die  durch 
die  Seiten  gebildeten  Keile  die  Winkel  des  Vielecks. 

Den  durch  die  beiden  Seiten   (ab)  und  (6c)  gebildeten  Keil  oder  Winkel 

bezeichnen  wir  mit  dem  Symbol  abc  oder  auch  cba. 

Die  Gesammtheit  der  als  ebene  Sectoren  (Def.  II,  §  46)  betrachteten  Seiten 
des  Vielkants  heisst  die  Oberfläche  des  Vielkants. 

Def.  IL  Hat  das  Vielkant  nur  drei  Kanten  er,  6,  c,  so  heisst  es  Dreikant., 
Wir  bezeichnen  es  mit  abjc  oder  P-ABC,  wenn  P  der  Scheitel  ist  und  ABC 
drei  Pimkte  der  Kanten. 

abc  seien  die  drei  von  einem  Punkt  P  des  Raums  ausgehenden  Strahlen, 
A^j  JBgc,  Cao  ihre  Punkte  imtlnendlichgrossen.  Die  Seiten  des  Dreikants  werden 
durch  die  Seiten  des  Dreiecks  A^,  B^  C^  gemessen  (Def.  I,  §  39).  Dagegen 
messen  die  Winkel  dieses  Dreiecks  die  Keile  des  Dreikants  (Def.  11,  §  91). 

Der  innere  und  äussere  Theil  des  Dreiecks  A:g,B^C^*gihi  den  Theil  des 
Raums  innerhalb  und  ausserhalb  des  Dreikants  (Bem.  I,  §  72). 

Def.  III.  Wie  wir  bei  dem  Dreieck  die  Verlängerungen  der  Seiten  haben, 
welche  mit  den  Seiten  die  drei  Graden  des  Dreiecks  zusammensetzen,  so  bilden 
die  Verlängerungen  der  Seiten  des  Dreikants  mit  den  Seiten  die  drei  Ebenen 
des  Dreikants.  Wie  jeder  Eckpunkt  des  Dreiecks  der  Seite,  welche  die  beiden 
.andern  verbindet,  gegenüberliegt,  so  sagen  wir  auch  von  jeder  Kante  des  Drei- 
kants. 5ie  liege  der  Seite,  welche  die  beiden  andern  verbindet,  gegenüber.  Jeder 
Keil  des  Dreikants  liegt  der  seiner  Kante  gegenüberliegenden  Seite  gegenüber, 

Veroneif ,  Geomeirit.  29        * 
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Die  Kanten  eines  Dreikants  sind  die  Verlängerungen  der  Kanten  eines  andern 
Dreikants:  die  beiden  Dreikante  heissen  Scheitddrcmante,  Sie  haben  im  Un- 
endlichgrossen  zwei  entgegengesetzte  Dreiecke. 

Satz  I.  Die  von  den  Keiloi  ahc,  bca,  cab  eines  Dreikants  ahc  einge- 
schlossenen Theile  des  Raums,  tvelche  durcti  die  gegenüberliegenden  Seiten  gegrenzt 
werden,  fallen  zusammen. 

Dieser  Satz  folgt  unmittelbar  aus  dem  analogen  Satz  der  vollständigen 
Ebene  (Satz  I,  §  72  und  Def.  II). 

Zus.^I.  Ein  Winkel,  der  denselben  Scheitelpunkt  Jiat^  wie  das  Dreikant  und 
dessen  Strahlen  im  Innern  oder  auf  der  Oberfläche  des  Dreikants  liegen,  ist,  wemi 
er  nicht  ganz  auf  der  Oberfläche  liegt,  im  Innern  des  Dreikants  gelegen  (Bern.  I, 
§  72  und  Def.  II). 

Zus,  II  Zwei  innere  Punkte  eines  Dreikants  oder  zweier  Seiten  desselben 
bestimmen  ein  inneres  Segment  des  Dreikants  (Zus.  IV,  Satz  H,  §  50  und  Zus.  I). 

Zus.  III  Der  innere  Theil  eines  jeden  Dreieck»,  dessen  Eckpunkte  im  Innern 
eines  Dreikants  oder  wenigstens  auf  ztvei  Seiten  liegen,  befindet  sich  innerhalb  des 
Dreikants, 

Zus.  IV,  Zwei  Ebenen;  welche  je  eine  Kante  enthalten  und  je  durch  einen 
inneren  Funkt  der  gegenüberliegenden  Seite  des  Dreikants  gehen,  schneiden  sicli  in 
cinetn  StraM  des  inneren  Theils  und  umgekehrt  (Bern.  I,  §  72;  Def.  II). 

Bern.  I.  Wie  drei  Grade  der  Ebene  im  Unendlichgrossen  acht  Dreiecke  bestimmen, 
deren  innere  Theile  zusammengenommen  die  ganze  Ebene  bilden,  so  bestimmen  drei  durth 
einen  Funkt  des  Baums  geli^tide  Ebenen  acht  Dreilcante,  deren  innere  Theile  den  ganzen 
Raum  ausmachen. 

Sat0  II,  Den  inneren  Strahlen  eines  Dreikants  sind  die  inneren  Strahle}^ 
des  Scheiteldreikants  entgegengesetzt  (Satz  II,  §  72  und  Def.  11). 

Zus.  I,  Wenn  ein  durch  den  Scheitel  eignes  Dreikants  gehender  Strahl  ausser- 
halb des  Dreikants  und  nicht  innerhalb  des  Scheiteldreikants  liegt,  so  schneidet  nur 
eine  der  drei  Ebenen,  welclie  den  Strahl  mit  den  Kanten  verbinden,  eine  gegenüber- 
liegende Seite  in  einem  inneren  Strahl  (Zus.  Satz  11,  §  72). 

Zus,  II,  Eine  Grade,  tvelche  keine  Kante  schneidet,  trifft  entweder  zwei  Smten 
des  Dreikants,  auch  die  des  Scheiteldreikanfs  eingeschlossen,  in  inneren  Punkten 
und  die  dritte  in  einem  äusseren  Punkt  oder  sie  trifft  die  drei  Seiten  in  äusseren 
Punkten,^) 

Man  betrachte  nur  die  Ebene,  welche  durch  den  Scheitel  des  Dreikants 
geht  und  die  gegebene  Grade  enthalt.  Wenn  diese  Ebene  das  Dreikant  in 
zwei  äusseren  Strahlen  schneidet,  so  liegen  auch  ihre  Graden  ausserhalb  des 
Dreikants  imd  des  Scheiteldreikants,  womit  der  Zusatz  bewiesen  ist.    Schneidet 


1)  Das  z.  B.  von  Sannia  und  d^Ovidio  a.  a.  0.  S.  405  gegebene  Postulat:  „Wenn  man 
durch  einen  inneren  Punkt  einer  Seite  eines  convexen  Körpervielecks  (der  sich  aber  nicht 
auf  einer  Kante  befindet)  eine  Grade  zieht,  welche  nicht  in  der  Ebene  dieser  Seite  liegt, 
so  triflt  diese  Grade  die  Oberfläche  des  Vielecks  in  einem  zweiten  Punkt  und  nur  in  einem" 
geht  ohne  Weiteres  aus  dem  analogen  Satz  hervor,  den  wir  (Anto.  §  öl)  für  ein  convexes 
Polygon  in  der  Ebene  im  üneftdlichgrossen  gegeben  haben  und  welcher  auch  für  die  voll- 
ständige Ebene  gilt. 
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sie  dagegen  das  Dreikant  in  zwei  inneren  Strahlen,   so  liegen  die  Verliinge- 

mngen  innerhalb  des  Scheiteldreikants  und  der  Satz  ist  auch  für  diesen  Fall 

bewiesen. 

Bern.  IL  Es  kann  so  kommen,  dass  die  inneren  Punkte  der  Graden  statt  einem  ein- 
zigen, den  beiden  Scheiteldreikanten  angehören;  alsdann  triül  die  Grade  die  Oberfläche 
eines  jeden  der  beiden  Dreikante  in  nur  einem  inneren  Punkt. 

Satz  III.  Eine  durch  den  Scheitel  des  DreiTcants  gehende  Ebene  schneidet 
entweder  zwei  Seiten   innerhalb   und  die  dritte   misserhalb  oder  sämmÜiche  drei 

m 

Seiten  ausserhalb  (Satz  IQ  und  Bern,  ü,  §  72  und  Def.  II). 

SaU  IV.  In  jedejn  Dreikant  ist  die  Summe  ztveier  Seiten  grösser  als  die 
dritte  (Satz  I,  §  76). 

Zus,  Jede  Seite  eines  Dreikants  ist  grösser'  als  der  Unterschied  der  beiden 
andern  (Zus.  Satz  I,  §  76). 

Safe  V.  In  einem  Dreikant  liegt  der  grösseren  Seite  der  grössere  Winkel 
gegenüber  und  umgekehrt  liegt  detn  grösseren  Winkel  die  grössere  Seite  gegenüber 
(Bern.'  I,  §  76). 

Zus.  I.  Sind  zwei  Winkel  eines  Dreikants  gleich,  so  sind  die  gegenüber- 
liegetiden  Seiten  gleieli. 

Und  umgekehrt: 

Sind' zwei  Seiteti  gleich,  so  sind  auch  die  gegenüherliegcnden  Winkel  gleich 
(Satz  m,  §  42;  Satz  V,  §  55;  Bern.  I,  §  76). 

Def.  IV.  Hat  ein  Dreikant  zwei  Seiten  gleich,  so  heisst  es  gleichsdienklig. 
Die  dritte  Seite  ist  die  Basis. 

Jedem  gleichseitigen  Dreieck  im  ünendlichgrossen  entspricht  ein  Dreikant, 
dessen  drei  Seiten  und  drei  Winkel  gleich  sind;  es  heisst  gleieliseitig. 

Wenn  das  Dreieck  im  Unendlichgrossen  des  Dreikants  ein  conjugjrtes  Polar- 
dreieck ist  (Def.  rV,  §  69),  so  sind  die  Winkel  des  Dreikants  rechte  (Def.  .1; 
§  39)  und  das  Dreikant  wird  alsdann  rechticinklig  gleichseitiges  Dreikant  genannt. 

Satz  VI.  In  eincfn  gleichsdietikligen  Dreikant  steht  die  Ebene,  weldie  die 
Mittellinie  (^  Basis  mit  der  gegenüberliegemloi  Kante  verbifidet,  scnkredit  auf 
der  Basis  und  halbirt  das  Dreikant  mit  den  gleielien  Seiteti.  . 

Dies  folgt  aus  den  Eigenschaften  des  Dreiecks  im  Unendlichgtossen  des 
gleichschenkligen  Dreikants,  welches  gleichschenklig  ist  (Satz  IV,  §  42  und 
Def.  n;  Satz  V,  §  69  und  Safe;  U,  §  87). 

Satz  VII.    In  zwei  Dreikanten,  uelche  zwei  Seiten  gleich  haben,  ist  in  dem-  ^ 
jenigen  Dreikant  die  dritte  Seite  grösser,   in  wdchem  ihr   der  grössere   Winkel 
gegeniwerliegt  und  umgekehrt  (Bem.  I,  §  76). 

Def.  V.    Dem  reciproken  oder  Supplementdreieck  eines  in  der  Ebene  im 
Unendlichgrossen  gegebenen  Dreiecks  (Def.  I,  §  76)    entspricht   das  reciproke  . 
oder  Supplementdreikant  eines  gegebenen  Dreikants. 

Bern.  HL  Ist  das  Dreikant  ahc  gegeben,  so  erhält  man  das  nach  Def.  V  reciproke 
Dreikant  dadurch,  dass  man  in  dem  Scheitel  dos  erst^ren  senkrechte  Strahlen  auf  die  Ebenen 
der  Seiten  und  nach  derselben  Seite  zieht,  auf  welcher  die  übrigbleibende  Kante  liegt. 
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Satz  VIIL  Ist  ein  Dreikant  supplementär  zu  einem  andern,  so  ist  das  letzte 
supplementär  zum  ersten  (Satz  ü,  §  76). 

Satz  IX,  Die  Seiten  und  die  Winkel  eines  Dreikants  sind  bezüglich  den 
Winkeln  und  den  Seiten  des  Supple^nrntdreiecks  gleich  (Satz  HI,  §  76). 

Satz  X.  In  einem  Dreikant  ist  jeder  Winkel  um  zwei  Rechte  vermehrt  grösser 
als  die  Summe  der  beiden  übrigen  Winkel  (Satz  V,  §  76). 

Satz  XI.  In  jedem  Dreikant  ist  die  Summe  der  Seiten  kleiner  als  vier  rechte 
Winkel  (Satz  VH,  §  76). 

Satz  XII  In  jedem  Dreikant  ist  die  Summe  der  Wifdcd  grösser  als  zwei 
und  kleiner  als  sechs  fteahte  (Satz  VII,  §  76). 

Satz  XIII  Die  Summe  der  Winkel  und  der  drei  Seiten  eines  rechtwinklig 
gleichseitigen  Dreikants  beträgt  je  drei  Bedite  (Satz  VlII,  §  76). 

10. 
Gleiche  Dreikante. 

§  94.  Satz  I    Dreikante  mit  parallelen  und  gleidigerichteten  Kanten  sind  gleich. 

Denn  ein  Dreieck  im  Unendlichgrossen  liefert  für  jeden  Punkt  des  endUchen 
Gebiets  des  Raums  ein  Dreikant  und  diese  Dreikante  sind  sammtlich  gleich, 
weil  man  die  Ebene  im  Unendlichgrossen  als  absolute  Grenzebene  bezüglich 
jeden  Punktes  des  endlichen  Gebiets  ansehen  kann  (Satz  I,  §  84). 

Satz  IL    Zwei  Dreikante  sind  gleich,  wenn  üire  Seiten  bezüglich  gleich  sind. 

Denn  ihre  Dreiecke  im  Unendlichgrossen  sind  gleich,  weil  ihre  drei  Seiten 
bezüglich  gleich  sind  (Satz  III,  §  17  und  Def.  11,  §  93). 

Satz  III  Zwei  Dreikante  s^ind  glddi,  wenn  ihre  Winkel  bezüglich  gleich 
sind  (Satz  IV,  §  76  und  Satz  HI,  §  15). 

Satz  IV.  Zwei  Dreikante,  welche  zwei  Seiten  und  den  eingeschlossenen 
Winkel  gleich  haben,  sifid  gleich. 

Denn  ihre  Dreiecke  im  Unendlichgrossen  sind  gleich,  weil  sie  zwei  Seiten 
imd  den  eingeschlossenen  Winkel  gleich  haben  (Satz  11,  §  42  und  Bem.  I,  §  69). 

Satz  V.  In  gleiclien  Dreikanten  liegen  den  gleichen  Seiten  gUic/ie  Winkel 
gegenüber  und  umgekehrt 

Dies  'folgt  aus  der  analogen  Eigenschaft  der  Dreiecke  im  Unendlichgrossen 
der  beiden  Dreikante  (Satz  I,  §  42). 

•  Satz  VI  In  einem  der  Tlieüe,  in  weldie  der  Raum  durdi  eine  Ebene  zerlegt 
wird,  gibt  es  keine  zwei  gleiche  Dreikante,  welche  eine  in  der  gegebenen  Ebene 
liegende  Seite  gefneinscJiaftlich  haben  (Bem.  I,  §  74).  • 

Satz  VII  Zwei  Dreikante,  weldie  zwei  Winhl  und  die  ihnen  gemein^ 
schaftliche  Seite  gleich  haben,  sind  gleidi  (Bem.  I,  §  70). 

Satz  VIII.    Zwei  Scheiteldreikante  sind  gleich. 

Denn  ihre  Dreiecke  im  Unendlichgrossen  sind  entgegengesetzt  und  mithin 
gleich  (Satz  IE,  §  30). 

Satz  IX.  Die  redUwinklig  gleichseitigen  Dreikante  siml  in  sedis  versdiiedenen 
Arten  gleidi. 
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Denn  ihre  Dreiecke  im  Unendlichgrossen  besitzen  dieselbe  Eigenschaft 
(Zus.  n,  Satz  III,  §  69). 

Saf^  X.  Die  Ebenen  der  Seiten  eines  recht  winklig  gleiehseitigen  Dreikants 
Oieilen  de}%  Raum  in  acht  rechtwinklig  gleichseitige  Dreikante  (Satz  IV,  §  72). 

11. 
Das  Tetraeder. 

§  95.  Def,  L  Die  gradlinige  durch  vier  nicht  in  einer  Ebene  liegende  Punkte 
des  Raums  bestimmte  Figur  (Def.  I,  §  9)  heisst  Tetraeder,  Die  gegebenen  Punkte 
sind  die  Eckpunkte,  die  durch  sie  bestimmten  Segmente  und  Dreiecke  die  Kanten 
imd  Seitenfläehen  des  Tetraeders.  Unter  Kanten  und  Seiteuflächen  verstehen  wir 
auch  die  durch  die  vier  Eckpunkte  bestimmten  Graden  und  Ebenen.  Unter 
Dreikanten  des  Tetraeders  verstehen  wir  diejenigen,  welche  von  den  durch  einen 
beliebigen  der  Eckpunkte  begrenzten  Kanten  bestimmt  werden,  und  unter 
Keilen  des  Tetraeders  diejenigen  seiner  Dreikante. 

Def,  IL  Von  einem  Eckpunkt  sagt  man,  er  litge  der  Seitenfläche  der  drei 
andern  gegenüber;  ebenso  liegt  eine  Kante  derjenigen  gegenüber,  welche  die 
beiden  nicht  auf  der  ersteren  liegenden  Eckpunkte  enthält. 

Bez,  L   Das  Tetraeder  der  Punkte  Ä,  B,  C,  D  bezeichnen  wir  mit  AB  CD. 
Def'.  HL    Die  durch  die  Seitenflächen  (Dreiecke)  des  Tetraeders  gebildete 
Figur  heisst  Oberfläche  des  Tetraeders. 

Satz  L  Die  Theile  des  Baums  innerhalb  der  vier  Dreikante  des  Tetraeders, 
welche  durch  die  gegenüberliegenden  Seitenflächen  begrenzt  werden,  fallen  zusammen. 

Der  innere  Theil  des  Dreiecks  ABC  liegt 
im  Innern  des  Dreikants  D  -  ABC  des  Tetra- 
eders ABCD  (Zus.  in,  Satz  I,  §  93).  P'  sei 
ein  Punkt  im  Innern  des  Dreiecks  ABC'^  das 
Segment  DP'  liegt  dann  innerhalb  desselben 
Dreikants.  T  sei  ein  Punkt  dieses  Segments. 
Es  genügt,  wenn  wir  beweisen,  dass  er  inner- 
halb eines  beliebigen  der  übrigen  drei  Drei- 
kante des  Tetraeders  liegt. 

Der  Strahl  AP'  liegt  im  Innern  des  Winkels 
CAB  (Satz  I,  §  51)  und  mithin  ist  der  Winkel 

DAP'  innerhalb  desDreikants^.JBCD  (Zus.I, 
Satz  I,  §  93)  und  also  auch  das  Segment  AT, 
Der  Punkt  T  liegt  daher  in  dem  inneren  Theil 
des  Dreikants  A'BCD  und  aus  demselben 
Grund  auch  der  übrigen  zwei  Dreikante  des  Tetraeders  (Fig.  100). 

Def.  IV.  Die  inneren  Theile  der  Dreikante  eines  Tetraeders  bilden  das, 
was  der  innere  Theil  des  Tetraeders  heisst.  Der  übrig  bleibende  TJieil  des 
Raums  mit  Einschluss  der  Oberfläche  heisst  der  äussere  Theil  des  Tetraeders.') 


Fig.  100. 


1)  Diese  Theilo-  könnten,  ohne  dass  man  nöthig  hätte  die  folgenden  Sätze,  soweit  sie 
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Def.  F.  Unter  innerem  oder  äusserem  Punkt  eines  Tetraeders  versteht  man 
einen  Punkt  des  inneren  oder  äusseren  Theils,  welcher  nicht  auf  der  Ober- 
fläche liegt. 

Liegen  die  Punkte  einer  Figur  innerhalb  oder  ausserhalb  des  Tetraeders, 
so  sagt  man,  auch  wenn  sich  einige  Punkte  auf  der  Oberfläche  desselben  be- 
finden, die  Figur  sei  innerhalb  oder  ausserhalb  des  Tetraeders. 

Ziis,  L  Die  inneren  Theile  der  Keile  der  Dreilcante  des  Tetraeders,  wdchc 
durch  die  Seitenflächen  dessdbai  begre^izt  werden,  fallen  zusammen  (Satz  I,  §  93). 

Zus,  IL  Das  Segnient  zweier  innerer  Funkte  des  Tetraeders  oder  zweier 
Seitenflächen  desselben  liegt  im  Innern  des  Teti'ocders, 

X,  T  seien  die  beiden  Punkte;  der  Winkel  Ä  -  XT  liegt  im  Innern  des 
Dreikants  Ä  •  BCD  (Zus.  I,  Satz  I,  §  t)3). 

Sind  X'  und  T'  die  •Durchschnittspunkte  der  Stralilen  ÄX  und  AT  mit 
der  Seitenfläche  BCDj  so  befindet  sich  das  Segment  (X'T')  innerhalb  dieser 
Seitenfläche  (Zus.  IQ,  Satz  I,  §  51).  Das  Dreieck  AX' T  liegt  aber  im  Innern 
des  Dreikants  ABCD  (Zus.  III,  Satz  I,  §  93);  folglich  ist  (X  J^  innerhalb  des 
Tetraeders  (Einl.  a,  §  13). 

Zus,  HL  Dar  innere  Theil  eines  Dreiecks^  dessen  Eelpunkte  innerhalb  des 
Tetraeders  oder  auf  der  Oberfläche  jedech  nicht  auf  derselben  Seitenfläche  desselheti 
liegen,  ist  innerhalb  dieses  Tetraeders, 

X,  T,  Z  seien  die  Eckpunkte  des  Dreiecks;  seine  Seiten  liegen  innerhalb 

des  Tetraeders  (Zus.  II)  und  ebenso  auch  die  Segmente,  deren  Enden -in  den 

Seiten   liegen   (Zus.  III,  Satz  I,  §  51).     Diese   Segmente   aber   enthalten    alle 

Punkte  des  inneren  Theils  des  Dreiecks  (Zus.  I,  Satz  lU,  §  51),  mithin  u.  s.  w. 

Bern.  I.  Die  vier  Ebenen  des  Tetraeders  theilen  den  Raum,  abgesehen  vom  Tetraeder 
selbst,  in  vierzehn  Theile,  nämlich:  die  vier  Theile  innerhalb  der  vier  Dreikante  des  Te- 
traeders, die  nicht  dem  Tetraeder  selbst  angehören,  die  vier  durch  die  Scheiteldreikante 
und  die  sechs  durch  die   den  Kanten  gegenüberliegenden  Keile  gebildeten  Theile. 

Satz  IL  Eine  Ebern,  tcelche  nicht  durch  einen  der  Eckpunkte  des  Tetraeders 
geht  und  eine  Kante  in  einem  inneren  Funkt  schneidet,  trifft  entweder 

1)  zwei  andre  Kanten,  welche  mit  der  ersten  durch  denselben  Eckpunkt  geftai, 
innerhalb  oder  schneidet 

2)  drei  andre  Kanten  in  inneren  Funktoi,  von  denen  die  eine  der  ersten 
Kante  gegenüberliegt  mul  die  beiden  andern  einander  gegenüberliegen, 

ABCD  sei  das  Tetraeder  und  (AB)  die  Kiinte,  welche  in  einem  inneren 
Punkt  von  einer  Ebehe  tc  geschnitten  wird.  Die  Durchschnittsgrade  mit  der 
Seitenfläche  ABC  schneidet  eine  andre  Seite  dieses  Dreiecks  in  einem  inneren 
Punkt  (Satz  lU,  §  51)  z.  B.  (AC)  mid  mithin  (BC)  in  einem  äusseren  Punkt. 
Die  Durchschnittsgrade  mit  dem  Dreieck  ACD  trifft  {AC)  in  einem  inneren 
Punkt  und  also  eine  andre  Seite  des  Dreiecks  z.  B.  (AD)  in  einem  inneren 
und  die  dritte  Seite  {DC)  in  einem  äusseren  Punkt. 


sieh  auf 'sie  beziehen,  zu  ändern,  ■  auch  derart  definirt  worden,  dass  tlie  Oberfläche,  wie  es 
beim  Kreis  geschehen  ist  (Def.  III,  §  57),  nicht  zu  ihnen  gehörte;  man  müaste  es  dann 
aber  auch  bei  dem  Dreieck  und  daher  auch  dem  Dreikant  .so  halten  (Def.  I,  §  51;  Bem.  I, 
§  72;  Def.  II,  §  ua). 
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Die  Durchschnittsgrade  mit  der  Seitenfläche  BOB  schneidet  .die  zwei  Kanten 
(BC),  {BG)  in  äusseren  Punkten  und  daher  aucli  die  dritte  Kante  in  einem 
äusseren  Punkt  (Zus.  Satz  HI,  §  51). 

Schneidet  dagegen  die  Ebene  die  Kante  (BC)  in.  einem  inneren  Punkt, 
so  trifft  sie  die  Kante  {AC)  nicht.  Um  alsdann  einen  von  dem  vorigen  ver- 
schiedenen Fall  zu  bekommen,  lassen  wir  sie  in  dem  Dreieck  BCB  die  Seite 
(CD)  und  nicht  die  Seite  (^BB)  in  einem  inneren  Punkt  schneiden  (was  mög- 
lich ist);  sie  geht  dann  nothwendiger  Weise  durch  die  Seite  (AB)  /ies  Drei- 
ecks ABC.  Die  Ebene  schneidet  daher  die  Paare  sich  gegenüberliegender 
Kanten  (AB),  (CB)-,  (BC),  (BA)  innerhalb  (Fig.  100). 

Zm.  L  Sondert  man  die  Eckj>uiiktc  des  Tetraeders  in  zwei  Gruppen,  so 
Jcann  eine  Ebene  innerhalb  nur  die  Kanten  treffen,  welche  die  Eckpunkte  einer 
Gruppe  mit  denjenigen  der  andern  verbinden  und  tvenn  die  Ebene  eine  Kante 
innerhalb  schneidet  und  keinen  Eckpunkt  etithält,  so  sondern  sidi  die  Eckpunlxte 
bezüglich  der  inneren  Burchschnitt^inkte  mit  den  übrigen  Kanten  immer  in  zwei 
solche  Gruppen, 

Dies  geht  offenbar  aus  dem  vorigen  Beweis  hervor.  Die  möglichen  Gruppen 
haben  daher  die  Gestalt  {A)  {BGB)  oder  {AB)  (CB), 

Zus.  IL  Wenn  eitie  Ebene  die  drei  durdh  einen  beliebigen  Eckpunkt  des 
Tetraeders  gehenden  Kanten  in  äusseren  Punkten  trifft,  so  schneidet  sie  alle  Kanten 
in  äusseren  Punkten. 

Satz  III.  Wenn  eine  Grade  g,  tvelehe  keine  Kante  des  Tetraeders  trifft, 
eine  Seitenfläche  in  einem  inneren  'Punkt  P^  schneidet,  so  geht  sie  durdi  eine 
andre  Seitenfläche  in  einem  inneren  und  durch  die  andern  in  äusseren  Punkten. 

Die  Ebene  Ag  schneidet  die  Seitenfläche  ABC  in  der  Graden  AP^, 
welche  durch  {BC)  in  einem  inneren  Punkt  P\  gehen  muss  (Zus.  IV,  Satz  II> 
§  50).  Die  Ebene  Ag  schneidet  auch  die  Seitenfläche  BCB  in  einer  Graden, 
welche  durch  P\  geht  und  eine  zweite  Seite  dieses  Dreiecks  in  einem  inneren 
Punkt  treffen  muss,  z.  B.  {CB)  in  P\.  Ebenso  schneidet  die  Ebene  Ag  die 
SeiteniBäche  AGB  in  dem  Segment  AP\.  Das  Dreieck  AP/P^'  liegt  inner- 
halb des  Tetraeders  und  die  Grade  g^  welche  durch  einen  inneren  Punkt  einer 
Seite  nämlich  {AP\)  geht,  muss  eine  andre  Seite  z.  B.  (J.P/)  in  einem  inne- 
ren Punkt  P  treö'en  (Satz  III,  §  51)  und  schneidet  mithin  eine  andre  Seiten- 
fläche des  Tetraeders  in  einem  inneren  Punkt.  Weil  die  Grade  überdies  die 
Seite  {P\P\)  ausserhalb  schneidet,  so  trifft  sie  die  Seitenfläche  BGB  ausser- 
halb. Wir  behaupten,  dass  sie  die  übrig  bleibende  Seitenfläche  nicht  in  einem 
inneren  Punkt  treffen  kann.  Denn  bezeichnen  wir  mit  P"  den  Durchschnitts- 
punkt der  Graden  P\P\  mit  der  Seite  BB  des  Dreiecks  BGB,' so  liegt  P" 
ausserhalb  des  Segments  {BB)  (Satz  UI,  §  51)  und  der  Strahl  -4P"  befindet 
sich  mithin  ausserhalb  des  Winkels  BAB  (Zus.  IV,  Satz  11,  §  50).  Weil  nun 
der  Durchschnittspunkt  von  g  mit  der  Seitenfläche  ABB  auf  der  Graden  AP" 
liegt,  so  ist  damit  der  Satz  bewiesen  (Fig.  100). 

Zus.  I.  Eine  Grade,  tvelehe  drei  Seitenfläclien  in  äusseren  Punkten  trifft, 
schneidet  auch  die  vierte  Seiteyifläehe  des  Tetraeders  in  einem  äusseren  Punkt. 
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Satz  IV.  Eine  Grade,  iceMie  einen  Punkt  im  Innern  des  Tetraeders  hcU, 
schneidet  die  Oberfläche  des  Tetraeders  in  zwei  Funkten. 

X  sei  der  Punkt  einer  Graden  g  innerhalb  des  Tetraeders  AB  CD.  Wir 
verbinden  Ä  mit  X  und  ÄX  möge  die  gegenüberliegende  Seitenfläche  BCD 
in  X'  trejflfen;  X'  liegt  dann  im  Innern  der  Seitenfläche  BCD  (Satz  I).  Y  sei 
der  Durchschnittspunkt  von  BX'  mit  {I)C)]  Y  liegt  dann  innerhalb  {BG)y 
weil  X\  innerhalb  der  Seitenfläche  BCB  ist  (Satz  I,  §  50  und  Zus.  IV,  Satz  11, 
§  50).  *  Pas  Tetraeder  ABCY  hat  mit  dem  ersten  die  Seitenfläche  ABC  ge- 
meinschaftlich und  die  Seitenflächen  AYCj  BOY  sind  Theile  der  Seitenflächen 
ADCj  BBC.  Die  Grade  g  geht  durch  einen  inneren  Punkt  der  Seitenflache 
ABYy  trifft  daher,  wenn  sie  keine  Kante  schneidet,  eine  andre  Seitenfläche  in 
einem  inneren  Punkt  und  mithin  auch  eine  Seitenfläche  des  gegebenen  Te- 
traeders in  einem  inneren  Punkt.  Damit  ist  der  Satz  bewiesen  (Satz  DI) 
(Fig.  100,  S.  453).  0 

Satz  V.  Es  gilt  keine  zwei  gleichen  Tetraeder,  welche  eitie  Seitenfläche  ge- 
meinschaftlich haben  und  deren  gcgcfiiiberliegende  Eckpunkte  auf  dersdbeti  Seite 
dieser  Seitenfläche  liegen. 

AB  CD,  A'BCD  seien  die  zwei  Tetraeder  mit  der  gemeinsamen  Seiten- 
fläche BCD.  Liegen  die  Eckpunkte  A  und  A'  auf  derselben  Seite  bezüglich 
der  Ebene  BCD,  so  erhielte  man  zwei  gleiche  Dreikante  z.  B.  B'ACD, 
B'ÄCD,  die  zwei  Kanten  BC,  JBD  gemeinschaftlich  hätten  und  deren  beiden 
andern  Kanten  BA,  BA  auf  derselben  Seite  der  gemeinschaftlichen  Seiten- 
fläche lägen,  was  unmöglich  ist  (Satz  VI,  ^  94). 

12. 

Die  Richtangen  oder  Sinne  der  Sterne,  Keile,  Dreikante  und  Tetraeder.  — 

Die  Richtungen  des  Raums. 

§  96.   Def  L    In  dem  Stern  {P%)  (Def.  I,  §  82)  bestimmen  die  Richtungen 

der  Directrix  (der  leitenden  Ebene)  (Def.  HI,  §  61)  die  Biditungen  des  Sterns. 

Bern.  I.  Als  Directrix  eines  jeden  Sterns  betrachten  wir  hier  die  Ebene  im  ünend- 
lichgrossen. 

Satz  I.  Die  Richtungen  des  Sterns  werden  durch  diejenigen  eines  seitter  Keile 
bestimmt. 

Denn  die  Richtimgen  der  Ebene  im  Unendlicligrossen  werden  durch  die- 
jenigen eines  ihrer  Winkel  bestimmt  (Bem.  I;  Satz  IX,  §  61  u.  Bem.  I,  §  77). 

Zus.  Eine  Richtimg  eines  Sterns  bestimmt  gleiche  Richtungeti  seiner  Keüe 
(Zus.  Satz  IX,  §  61  u.  s.  w.). 

Satz  IL  Eine  Richtmig  eines  Keils  (aß)  bestimmt  die  zwei  Richtungen  eines 
Sterns,  welchen  er  angehört,  je  nachdem  man  Um  von  de^n  einen  oder  dem  aridem 
Pimkt  im  Unendlichgrossen  seiner  Kante  betrachtet 


1)  Auch  dieser  Satz  wird  in  den  Elcmentarbücberu  als  Postulat  gegeben  oder  still- 
schweifjend  vorausgesetzt.  Wie  er  für  ein  convexes  Polygon  in  der  Ebene  bewiesen  wurde 
(Anm.  §  51),  ähnlich  lässt  er  sich  auch  für  ein  cotwexes  Polyeder  beweisen. 
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Denn  eine  Richtung  der  Ebene  im  Unendlichgrossen  wird  durch  die 
Richtung  eines  Winkels  (a^h^^)  nur  dann  bestimmt,  wenn  man  festgesetzt  hat, 
welcher  von  seinen  Scheiteln  in  Betracht  kommt  (Bem.  I,  §  77). 

Uebereirik,  Unter  dem  Symbol  ahc  verstehen  wir  nicht  nur  einen  Keil 
eines  Sterns  —  das  heisst  wenn  die  Kante  des  Keils  durch  einen  Punkt  be- 
grenzt wird  —  sondern  auch  die  Richtung  des  Keils,  welcher  von  dem  Schenkel 
(a6)  nach  dem  Schenkel  (bc)  hin  betrachtet  wird. 

Satz  HL    Die  Keile  ahc,   bca,   cah  des  Dreikants   ahc  hahcn   dieselbe 

Bichtung.    Die  Keile  ach,  cha,  hac  halen  unter  sich  die  gleiche  wid  sn  den 
ersten  drei  die  entgegengesetzte  Bichtung  (Bem.  I;  Satz  III,  §  61;  Bem.  I,  §  77). 

Def.  IL  Die  Richtungen  der  Keile  des  Dreikants  heissen  die  Bichtungen 
oder  der  Sinn  des  Dreikants  imd  werden  mit  den  Symbolen  ahc  und  ach  be- 
zeichnet, wenn  a,  6,  c  die  Kanten  sind. 

Mit  denselben  Symbolen  bezeichnen  wir  die  Richtungen  der  Oberfläche 
des  Dreikants,  welche  den  Richtungen  des  Umfangs  ^es  Dreiecks  im  Unendlich- 
grossen entsprechen  (Def.  11,  §  61  und  Bem.  I,  §  77). 

Satz  LV.    Die  Bichtung  ahc  des  Dreikants,  welche  durch  seine  Keile  a  hc,  bc  a, 

cah  bestimmt  wird,  ist  der  Biddung  ach  der  OberfläcJhe  gleich  (Satz  IV,  §  61  und 
Bem.  I,  §  77). 

Satz  V,  Die  Symbole  ahc,  bca,  cah  bestimmen  soieohl  für  die  Keile  wie 
für  die  Oberfläche  des  Dreikants  dieselbe  Bichtung ,  während  ach,  cba,  bac  die 
entgegengesetzte  Bichtung  angeben  (Satz  V,  §  61  u.  Bem.  I,  §  77). 

Satz  VL.  Wenn  zwei  Keile  zweier  Dreikante  eines  Stents  gleiehgerichtet  sind, 
so  haben  die  beiden  Dreikante  ^dieselbe  Bichtung  (Satz  VIII,  §  61  und  Bem.  I, 

§77). 

Satz  VLL,     Wenn  zivei  Keile  ahc,  ab' c    ztccier  Dreikante  ahc,   ab'c 
gUieJie  oder  entgegengesetzte  Bichtung  haben,  so  sind  auch  die  gegebenen  Dreikante 
gleich  oder  entgegengesetzt  gerichtet. 

Denn  die  Richtung  ahc  eines  Keils  ist  eine  Richtung  des  Dreikants  ahc 
(Def.  U). 

Satz  VLLL  Zwei  Dreikante  ahc,  abd,  welche  den  7uimlichen  Scheitel  und 
eine  Seite  gcffieinsdiaftlich  hahen,  sind  gleich  oder  entgegengesetzt  gerichtet,  je  naclv- 
deni  die  atidern  niclU  gemeinschaftlichen  Kanten  auf  derselben  oder  etitgegengesetzteti 
Seiten  der  gemeinschafüichen  Seite  liegen. 

Denn  im  ersten  Fall  haben  sie  denselben  Sinn,  weil  ihre  Dreiecke  im  Un- 
endlichgrossen dieselbe  Richtung  haben.  Aehnlich  im  zweiten  Fall  (Satz  X, 
§  61  und  Bem.  I,  §  77). 

Zus.  L.  Zwei  Dreikante  A*BCD,  Ä-liCD,  deren  Kanten  durch  dieselben 
drei  Punkte  B,  C,  D  einer  Ebene  gehen,  haben  dieselbe  oder  die  entgegengesetzte 
Bichtung,  je  nachdem  A  und  ä  auf  derselben  Seite  der  Ebene  BCD  liegen 
oder  nicht 
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Denn  in  dem  ersten  Fall  sind  die  Dreikante  C-ÄBD^  C'A'BD  und  mit- 
hin auch  ihre  Keile  A-BCI),  Ä-BCI)  in  dem  Stern  vom  Centrum  C  gleich- 
gerichtet. Dieselben  Keile  in  der  entgegengesetzten  Richtung  der  Kante  d.  h. 
in  den  Sternen  mit  den  Centren  A  und  A  betrachtet  haben  dagegen  die  ent- 
gegengesetzte Richtung  wie  die  beiden  ersten  (Satz  11)  oder  dieselbe  Richtung 
wie  die  Scheitelkeile  mit  dem  gemeinsamen  Scheitel  C,  welche  gleichgerichtet 
sind  (Born.  I;  Satz  I,  §  61;  Bem.  I,  §  77).  Die  beiden  Dreikante  ABCD, 
A'BCD  sind  daher  gleichgerichtet,  weil  es  zwei  ihrer  Keile  sind  (Satz  VII). 

Züs,  JL  Eine  Bkhtung  einer  Ebene  bestimmt  gleiche  Richtungen  in  den 
Sternei},  deren  Centren  auf  derselben  Seite  der  Ebene  liegen  und  entgegengesetzte 
in  dtmjeiiigen,  deren  Centren  sieli  auf  entgegengesetzten  Seiten  derselben  befinden 
(Def.  II  und  Satz  I). 

Satz  IX.  Die  Richtungen  zweier  Sterne  sind  gleich,  wenn  sie  der  Richtung 
eines  dritten  Sterns  gleich  (oder  mtgegengesetzt)  sind. 

Dies  folgt  «aus  Satz  e,  §  8  der  Einleitung.  Wir  wollen  aber  wie  für 
Satz  Vn,  §  Gl  einen  z\\'titen  Beweis  geben.  P,  P',  P"  seien  die  Centren 
dreier  Sterne  und  die  Sterne  P  und  P'  mögen  dieselbe  oder  die  entgegen- 
gesetzte Richtung  haben  wie  der  Stern  P".  Schneiden  wir  sie  mit  der  Ebene 
n^,j  so  haben  die  beiden  Durchschnittsfiguren  von  tCj,  mit  den  Sternen  P  und 
P",  P'  und  P"  dieselbe  oder  die  entgegengesetzte  Richtung  (Zus.  Satz  I,  Bem.I) 
und  mithin  sind  P.und  P'  gleich  gerichtet  (Satz  VII,  Zus.  Satfc  VI,  §61; 
Bem.  I,  §  77;  Bem.  I,  Satz  I  und  II). 

Zus,  Zwei  Sterne,  von  welchen  der  eine  dieselbe  der  andre  die  entgegen^ 
gesetzte  Richtung  wie  ein  dritter  Stern  hat,  sind  entgegengesetzt  gerichtet. 

•  Satz  X,     Zwei  Dreikante  abc,  ab'  c\  wdcJfc  eine  Kante  und  den  Sümtd, 
gemeinschaftlich  haben  und  deren  Seiten  (bc),  (b'c)  in  derselben  Ebene  liegen  und 
dieselbe  oder , die  entgegengesetzte  Richtunff  haben,  sind  gleich  oder  entgegoigesetzt 
gerichtet 

Denn  wenn  die  Winkel  (bc),  {b'c')  dieselbe  Richtung  liaben  wie  das 
Büschel  um  den  gemeinschaftlichen  Scheitel  und  in  der  gemeinschaftlichen  Ebene, 
so  sind  die  Dreiecke  A^Bj:Cj.y  A^B'^C'j,  im  Unendlichgrossen  der  beiden 
Dreikante  gleichgerichtet.  Sind  dagegen  die  Winkel  (?><),  (b'c')  entgegen- 
gesetzt gerichtet,  so  sind  es  auch  die  Dreiecke  im  Unendlichgrossen  (Zus.  IV, 
Satz  X,  §  61  und  Bem.  I,  §  77)  und  mithin  auch  die  beiden  Dreikante. 

Satz  XL  Zwei  I>reikante  A  •  BCD,  A  •  B'C'I)',  tvelehe  denselben  Sc/wiicl 
A  haben  und  deren  Kanten  eine  Ebene  in  zwei  Dreiecken  BCD,  B'C'D'  van 
derselben  oder  entgegetigesetzter  Richtung  schneiden,  sind  gleich  oder  entgegengesetzt 
gerichtet. 

Denn  die  Richtung  der  beiden  Dreiecke  gibt  im  ersten  Fall  die  nämliche 
Richtung  der  Ebene  an  (Satz  IX,  §  Ol)  und  mithin  auch  des  Sterns  vom 
Centrum  A  (Zus.  II,  Satz  VIII)  und  folglich  der  beiden  Dreikante  (Zus.  Satz  I 
und  Def.  U).  Im  zweiten  Fall  sind  die  Richtungen  der  Dreiecke  entgegen- 
gesetzt und  daher  auch  diejenigen  der  beiden  Dreikante  (Fig.  101). 
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Fig.  101. 


Satz  XIL  2^ei  Dreikante  Ä-BCD,  AB' CD'  sind  gleiclisinnig  oder 
nicht,  wenn  ilire  Schnitte  BCD,  B'CD'  mit  einer  Ebene  n  dieselbe  Richtung 
haben  mid  ihre  Sctieitel  auf  derselbeti  Seite  der  Ebene  %  liegen  oder  nicht. 

Sind  dagegen  die  bcideti  Brcieclce  BCT), 
B'  C  D'  entgegengesetzt  gerichtety  so  haben  die  beiden 
Dreikante  im  ersten  Fall  entgegengesetzten,  im  zwei- 
teti  gleichen  Sinn. 

Denn  im  ersten  Fall   haben    die   Dreikante 
ABCD,   Ä'BCD    gleiche  Richtung  (Zus.  I, 
Satz  VIII).     ÄBCD,Ä'B'C'D'    öind    aber 
auch  gleichgerichtet  (Satz  XI),  mithin   auch  die 
Dreikante  ABCD,  AB' CD'  (Satz  IX,  Satz  I  und  Def.  U)  (Fig.  101). 

Zus,  L  Zwei  Dreikante  abc,  ab'c' ,  von  welclien  zwei  Kanten  bc,  b'c'  in 
eine^  Ebene  liegen  und  die  Winkel  (bc),  Q)'c')  dieselbe  Bichtung  haben,  siml 
gleich  oder  entgegengesetzt  geriditet,  je  nachdem  die  Kanten  a  und  a  auf  derselben 
Seite  der  Ebene  liegen  oder  nicht 

Wenn  dagegen  (bc),  (b'c')  entgegengesetzte  Bichtung  haben,  so  sind  im  ersten 
Faü  die  beiden  Breikante  entgegcfigesetzt,  im  zweiten  ghidh  gerichtet 

Denn  sind  D  und  D'  die  Scheitel  der  beiden  Dreikante  und  man  wählt 
auf  a^bjC]  a'yb'yC'  die  Punkte  Ä,By  C]  A,  B\  C,  so  haben  im  ersten  Fall 
die  Dreikante  Ä-BCD,  AB' CD'  dieselbe   Richtung  und  mithin  auch  die 

Keüe  A'BDC,  ABCD'  (Satz  III  und  II).  Folglich  sind  die  beiden 
Sterne  urit  den  Centren  D  und  7)'  gleichgerichtet  (Satz  I)  und  also  auch  die 
beiden  Dreikante  D-ABC,  D'-AB'C,  Aehnlich  verhält  es  sich  in  den 
andern  Fällen  (Fig.  101). 

Zus.  IL    Zwei  Dreikante  abc,  a'b'c,  von  ivelchen  zwei  Kanten  b  und  b'  in 
derselben  Graden  liegen  und  entgegengesetzte  Bichtung  haben,  deren  Kanten  c  und  e 
sich  in  einem  Bunkt  C  schieiden  und  deren  Kantm  a  U7id  a    auf  derselben  Seite 
der  Ebene  bb'cc    liegen,  sind^  entgegengesetzt  geriditet     Liegen  a  und  a    dagegen 

auf  entgegengesdzten  Seiten  dieser  Ebene,  so  hohen 
die  beiden  Dreikante  denselben  Silin, 

Sind  b  und  b'  gleichgerichtet,  so  sind  es  im 
ersten  Fall  auch  die  beiden  Dreikante;  im  zweiten 
»ind  sie  entgegengesetzten  Sinnes. 

Deim  wenn  in  dem  vorliegenden  Fall  b  und 
b'  auf  derselben  Graden  liegen  und  entgegen- 
gesetzte Richtung  haben  und  7),  D'  die  Scheitel 
der  beiden  Dreikante  sind,  so  haben  die  Winkel 
(6c),  (b'c')  in  dem  Dreieck  DD'C  entgegengesetzte  Richtung  (Satz  III,  §  61). 
Die  Dreikante  abc,  a'b'c'  sind,  wenn  a  und  a'  auf  derselben  Seite  der  Ebene 
DD'C  liegen,  entgegengesetzt,  sonst  gleich  gerichtet  (Zus.  I). 

Aehnlich  verhält  es  sich,  wenn  b  und  6',  (bc)  und  (b'c')  dieselbe  Richtung 
haben  (Fig.  102). 


Flg.  102. 
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Satis  XIIL  Wenn  tnan  eine  Vertauschung  einer  ungraden  Anzdld  von  Kmüen 
eines  jyrdkants  und  ihrer  Verlängerungen  vornimmt,  so  erhält  man  ein  Dreikant 
von  entgegengesetztem  Sinn  zu  deiti  gegebenen,  vertauscht  man  dagegen  eine  grade 
Anzahl,  so  hat  das  sich  ergebende  Dreikant  denselhexi  Sinn  wie  das  gegebene 
(Satz  I,  §  77;  Bern.  I,  Satz  I  und  Def.  II). 

Zus,  L  Die  acht  Dreikante,  welche  von  drei  Ebenen  gebadet  werden^  die 
sich  in  eiyieni  Punkt  des  endlichen  Gebiets  schneidet^  zerfallen  in  zwei  Gruppen 
zu  je  vier;  die  Dreikante  einer  Gruppe  haben  dieselbe,  diejenigen  versdiiedener 
Gruppen  entgegengesetzte  Richtung, 

Zus.  IL  Zivei  Scheiteldreikante  oder  zivei  Scheitelvielkante  sind  entgegengesetzt 
gerichtet  (Satz  II,  §  77). 

Zu^,  HL  Wenn  die  Kanten  eines  Dreikants  deiijenigen  eines  andern  pa- 
rallel sind  und  üherdies  eine  oder  die  drei  Kanten  des  einen  Dreikants  dieselbe 
Richtung  wie  diejenigen  des  amlem  haben,  so  sind  die  beiden  Dreikante  ßeick- 
sinnig;  in  den  andern  Fällen  haben  sie  entgegengesetzten  Sinn. 

Demi  so  verhalten  sich  die  Dreiecke  im  Unendlichgrossen  der  Dreikante 
(Satz  I,  §  77). 

Satz  XIV.  Die  Richtungen  der  Dreikante  A  •  BCD,  B  -^DC,  CDAB, 
D  •  CBA  des  Tetraeders  AB  CD  sind  gleieli. 

Es  genügt  zu  beweisen,  dass  die  so  bestimmte  Richtung  des  Dreikants 
A'BCD  der  Richtung  eines  beliebigen  der  letzten  drei  z.  B.  von  B  *  ADC 
gleich  ist. 

Von  den  beiden  Dreikanten  A*BCD,  B*ADC  liegen  zwei  Kanten 
(AB)y  {BA)  auf  der  Graden  AB  und  haben  entgegengesetzte  Richtung;  die 
Kanten  {AC)y  (BC)  liegen  femer  in  derselben  Ebene  imd  schneiden  sich  im 
Punkt  C  und  die  übrigen  Kanten  (AD)  und  (BD)  liegen  schliesslich  auf  der- 
selben Seite  der  Ebene  ABC.  Sie  haben  daher  denselben  Sinn  (Zus.  11,  Satz 
Xn  und  Satz  V)  und  damit  ist  der  Satz  bewiesen. 

Bezeichnet  A  •  BCD  den  Sinn  der  Keile  des  Dreikants  in  A,  so  ist 
dieser  dem  mit  demselben  Symbol  bezeichneten  Sinn  der  Oberfläche  entgegen- 
gesetzt. Dieselbe  Bemerkung  gilt  auch  für  die  übrigen  drei  Dreikante  (Fig.  100, 
Seite  453). 

Def.  HL  Der  Sinn  der  Dreikante  eines  Tetraeders  heisst  der  Sinn  des 
Tetraeders. 

Zus.  Der  Sinn  des  Tetraeders  wird  durch  die  Richtungen  eines  belubigen* 
seiner  Keile  bestimmt  (Def.  II). 

Bez.  L.  Ein  durch  die  Punkte  A,  B,  C,  D  bestimmter  Sinn  des  Tetraeders 
kann  mit  dem  Symbol  ABCD  bezeichnet  werden,  welches  nach  einer  leicht 
zu  erkennenden  Regel  die  Richtimgen  der  Dreikante  des  Tetraeders  angibt 
nämlich  A  •  BCD,  B  •  ADC,  C  -  DAB,  D  •  CBA.  Wenn  diese  Symbole  die 
Richtungen  der  Keile  der  Dreikante  und  nicht  ihrer  Oberfläche  bezeichnen, 
so  wird  die  Richtung  des  Keils  des  ersten  Dreikants,  dessen  Kante  AC 
ist,  mit  dem  Symbol  BCAD  bezeichnet.  Ifjt  umgekehrt  diese  Richtung 
des  Keils  gegeben,  so   ergibt  sich  aus  ihr  sofort   die  Richtung  der  A  gegen- 
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überliegenden  Seite  des  Tetraeders,  nämlich  BCD  und  mithin  auch  der  Sinn 

des  Tetraeders  in  Ä  nämlich  Ä  •  BCD.  , 

Bern.  IL  Ist  eine  geordnete  Gruppe  oder  eine  Permutation  einer  natürlichen  Gruppe 
von  Elementen  gegeben,  so  erhält  man  durch  Vertauschung  der  Stelle  consecutiver  Ele- 
mente alle  get)rdneten  Gruppen  oder  alle  Permutationen  der  gegebenen  Elemente  (Einl. 
c,  ^  48).  Diejenigen,  welche  man  durch  eine  grade  Anzahl  von  Stellenvertauschungen 
erhält,  heissen  grade,  diejenigen,  welche  man  durch  eine  ungrade  Anzahl  solcher  Ver- 
tauschungen bekommt,  ungrade  Permutationen. 

Satz  XV.    Die  graden  Fermutatm\en  in  dem  Symbol  ABCD  ei)ies  Tetra- 
eders geben  einen  Sinn,  die  tingraden  den  entgegengesetzten  Sinn  an. 
Da  die  Dreikante 

ABCD,  B'ÄDC,  C'DAB,  D  •  CBA 

dieselbe  Richtung  haben  (Satz  XIV),  so  sind  die  Keile  dieser  Dreikante,  welche 
dieselbe  Richtung  haben  und  mithin  einen  Sinn  des  Tetraeders  angeben,  die 
folgenden : 

BCAD,  CDAB,  DBAG 

I  aUbc,  dcba,  öabd 

^  ^    •  DACB,  ABCD,  BlTCA 
CBDA,  BADC,  ACDB 

Diejenigen,  welche  den  entgegengesetzten  Sinn  des  Tetraeders  angeben, 
sind : 

DCAB,  BDAC,  ClTlD 

CDBA,  ACBD,  DABC 

BACD,  DBCA,  ADCB 

ABDC,  CADBi  BCDA 

Die  Symbole  BCAD^  CD  AB  u.  s.  w.  bezeichnen  denselben  Sinn  des  Te- 
traeders wie  das  Symbol  ABCD,  während  DCABy  BDAC  u.  s.  w.  den  ent- 
gegengesetzten Sinn  angeben.    . 

Lässt  man  die  Striche  weg,  so  sind  die  Gruppen  (1)  imd  (2)  die  Gruppen 
der  graden  und  ungraden  Permutationen  der  vier  Buchstaben. 

Satz  XVL  Wenn  zwei  Dreikante  A  •  BCD,  Ä  .B'C'D'  zweier  Tetraeder 
ABCD,  AB' CD'  gleiche  oder  entgegengesetzte  Richtufig  haben,  so  sind  die 
beiden  Tetraeder  gleielien  oder  entgegengesetzten  Sinnes. 

Wird  bewiesen,  wie  Satz  Vm,  §  61. 

Def.  IV.  Anstatt  zu  sagen,  zwei  Sterne  von  den  Centren  P  und  P'  hätten 
gleiche  oder  entgegengesetzte  Richtung,  sagen  ^vir  auch,  der  Raum  um  die 
beiden  Punkte  P  und  P'  habe  dieselbe  oder  entgegengesetzte  Richtung  und 
da  die  Richtungen  der  Sterne  gleich  oder  entgegengesetzt  sind,  so  sind  dies 
auch  die  Richtungen  des  Raums  um  seine  Punkte.  Wir  können  mithin  be- 
haupten, die  Richtungen  des  Sternes  bestimmten  die  Richtungeti  des  Baums. 

Satz  XVIL  Die  Biditungen  des  Baums  iverden  durch  diejetiigen  eines  Keiles 
eines  beliebigen  DreiJcants  des  Baums  bestimmt  (Satz  I). 

Denn  die  Richtungen  des  Raums  werden  durch  diejenigen  seiner  Sterne, 
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diese  aber  ihrerseits  durch  diejenigen  eines  Sterns  und  diejenigen  eines  Sterns 
durch  die  eines  einzigen  Keiles  bestimmt  (Satz  I). 

Z^is.  Eine  Eichtung  des  Baums  bestimmt  gleiche  RidUungen  -seiner  Keile, 
deren  Kanten  durch  einen  Punkt  begrenzt  sind. 

Wird  analog  wie  Zus.  Satz  IX,  §  61  bewiesen. 

Satz  XVIIL  Eine  Richtung  eines  Keüs  (aß)  bestimmt  die  beiden  Bidduwgen 
des  Raums,  je  nachdem  man  ihn  von  dem  einen  oder  dem  andern  Punkt  im  Un- 
endlichgrossen  der  Kante  betrachtet  (Satz  II). 

Bern.  HL  In  diesem  Abschnitt  hätte  man  eine  ähnliche  Methode  befolgen  können, 
wie  bei  der  Ebene  (§  61). 

Nachdem  man  die  Sätze  I,  in,  IV,  V,  VIII  für  die  Dreikante  eines  Sterns  wie  für 
die  Dreiecke  der  Ebene  bewiesen,  bemerkt  man,  dass,  wenn  die  Richtung  der  Oberfläche 
eines  Dreikants  des  Tetraeders  z.  B.  ABCI)  gegeben  ist,  auch  die  Richtung  der  Ober- 
fläche der  andern  drei  Dreikaute  nämlich  B-ADC  u.  s.w.  bestimmt  ist.  Diese  Dreikante 
heissen  gleichgerichtet  wie  bei  den  Dreiecken  (Bem.  II  und  Def.  II,  §  61)  (Fig.  100).  Be- 
merkt man  dann,  dass  man  durch  das  Symbol  B-ÄCD  gerade  die  entgegengesetzten 
Richtungen  dieser  Dreikante  erhält,  die  nach  der  gegebenen  Definition  gleich  sind,  und 
dass  die  Richtungen  der  Dreikante  durch  ihre  Keile  bestimmt  werden  (Satz  IV),  so  folgt 
daraus  die  Eigenschaft  des  Satzes  II,  nämlich,  dass  jeder  Keil  zwei  entgegengesetzte 
Richtungen  hat,  je  nachdem  man  ihn  in  der  «einen  oder  andern  Richtung  betrachtet. 

Man  gibt  alsdann  den  Satz,  dass  zwei  beliebige  Sterne  gleich  oder  entgegengesetzt 
gerichtet  sind,  mit  einem  ähnlichen  Beweis  wie  bei  Satz  VI,  §  61,  wie  auch  Satz  IX,  der 
wie  Satz  VII,  §  61  bewiesen  wird,  indem  man  sich  auf  das  Tetraeder  bezieht.  Dann  folgen 
Satz  XVI  (analog  Satz  VIII,  §  61),  Zus.  I  Satz  VIII  und  ebenso  Zus.  U  Satz  X,  XI,  Xu  und 
Zus.  und  schliesslich  Def.  IV  und  Satz  XVÜ,  XVni.  ') 


13. 

Die  Richtungen  der  identischen  Fignren.  —  Congrnente  und  sjrmmetrische 

Figuren. 

§  97.  Def.  Zwei  Punkte,  welche  denselben  Abstand  von  einer  Ebene 
haben  und  auf  derselben  Normalen  zu  dieser  Ebene  liegen,  heissen  symmetrisd^ 
bezüglich  der  Ebene  und  die  letztere  ist  die.  Sy'mmetrieebene. 

Zwei  Figuren  heissen  dann  symmetrisch  bezüglich  einer  Ebene,  wenn  die 
Punkte  der  einen  symmetrisch  zu  den  Punkten  der  andern  sind. 

Zus,  L  Die  zwei  Tlmle,  in  welche  der  Raum  durch  eine  Ebene  zerlegt  wird, 
sind  bezüglich  dieser  Ebene  synimetrisch. 

Denn  jeder  Punkt  Ä  des  einen  Theils  hat  einen  symmetrischen  Punkt  im 
andern  Theil.  Um  ihn  zu  construiren,  braucht  n^an  nur  das  Loth  vom  Punkt 
Ä  auf  die  Ebene  zu  fallen  und  wenn  S  der  Fusspunkt  des  Lothes  ist,  auf 
dem  Loth  ein  Segment  {SA)  ^  {SÄ)  zu  nehmen.  Der  Punkt  Ä'  ist  der  ver- 
langte Punkt. 

Satz  L  Ein  Segment  hat  zur  symmetrischen  Figur  bezüglich  einer  Ebene 
ein  andres  ihm  glcicJies  Scffinent  und  die  Graden  beider  Segmente  scfifieidat  sich 
in  einem  Punkt  der  Symmetrieebene, 


\)  Diese  Methode  ist  zu  empfehlen,  wenn  man  in  dem  endlichen  Gebiet  allein  blei- 
ben will. 
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Sind  zwei  Paare  symmetrischer  Punkte  A^  Äj  B,  B'  gegeben,  so  stehen 
die  beiden  Graden  AA\  BB'  senkrecht  auf  der  Symmetrieebene  or,  sind  mithin 
parallel   zueinander  und  in   einer    auf  der  Ebene  a  normalen  Ebene  gelegen 

(Zus.  ni,  Satz  II,  §  87);  deren  Spur  in  a  die 
Grade  BS  ist,  welche  die  Fusspunkte  S  und 
JB  der  Normalen  AÄ^  BB'  verbindet.  Die 
Graden  AÄ,  BB'  stehen  aber  senkrecht  auf 
der  Graden  BS  (Zus.  V,  Satz  I,  §  87);  folglich 
sind  die  Segmente  (AB)^  {AB')  in  der  Nor- 
malebene symmetrisch  bezüglich  der  Graden 
BS  (Satz  I,  §  56)!  Aber  zwei  bezüglich  der 
Graden  BS  symmetrische  Punkte  X  imd  X' 
der  beiden  Segmente  sind  auch  bezüglich  der 
Ebene  a  symmetrisch,  weil  jedes  Loth  auf  die 
Grade  BS  in  der  obigen  Ebene  auch  senkrecht  auf  der  Ebene  a  steht  (Zus.  III 
Satz  II,  §  87).     Damit  ist  der  Satz  bewiesen  (Fig.  103). 

Satz  IL  Jeder  Ebene  ist  heziiglich  einer  gegebenen  Ehenc  eine  aiulre  Eheyie 
stfmfnetrisch,  welche  die  erste  in  einer  Graden  der  Symmetrieebene  schneidet. 

Denn  den  Graden  einer  Ebene  sind  die  Graden  einer  andern  Figur  sym- 
metrisch, welche  sich  zu  je  zweien  in  den  Punkten  schneiden,  die  zu  den  Durch- 
schnittspunkten der  entsprechenden  Graden  in  der  gegebenen  Ebene  symmetrisch 
sind.  Diese  Figur  ist  mithin  eine  Ebene  (Satz  VIII,  §  85).  Die  symmetrischen 
Graden  der  beiden  Ebenen  schneiden  sich  in  den  Punkten  der  Durchschnitts- 
linie  der  zwei  Ebenen,  welche  mithin  in  der  Symmetrieebene  liegt. 

Satz  III.    Zwei  heziiglich  einer  Ebene  sym)netrische  Figuren  sind  identisch^ 
Denn  die  Paare  sich  entsprechender  symmetrischer  Punkte  haben  denselben 
Abstand  voneinander  (Satz  II). 

Satz  IV,  Zwei  bezüglich  einer  Ebene  symmetrische  Dreikante  (und  miOnn 
auch  Tetrader)  haben  entgegengesetzte  Bichtung,  • 

Denn  BCD  sei  ein  Dreieck  der  Symmetrieebene  a,  A  und  A'  zwei  bezügl. 
'der  Ebene  a  symmetrische  Punkte;  die  beiden  Dreikante  A-BCDy  Ä .BtJl) 
sind  identisch  und  entgegengesetzt  gerichtet  (Zus.  Satz'VIU,  §  96). 

§  98.  Satz  I  Der  Zusammen- 
Q    A  haiig  zunsdien  zwei   identisdien 

Figuren  wird  vollständig  durch 
zwei  sich  entsprechende  Dreikante 
bestimmt  • 

abCf  ab'  c'  seien  zwei  gleiche 
Dreikante  mit  den  Scheiteln  A 
und  Ä,  Nimmt  man  auf  a,  6,  c 
drei  Punkte  B,  C,  D  imd  auf 
den  entsprechenden  Kanten  a', 
6',  c'  die  drei  Punkte  B\  C\  D'  in  einem  Abstand  von  J.',  welcher  dem- 
jenigen der  entsprechenden  Punkte  jK,  C^  D  von  A  gleich  ist,  so  erhält  man 
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zwei  einander  gleiche  Tetraeder  ABCD,  AB' C D'  (Satz  VII,  §  17  oder  auch 
VUI,  §88). 

E  sei  ein  Punkt  der  ersten  Figur.  Die  Grade,  welche  ihn  mit  A  verbindet, 
treffe  die  A  gegenüberliegende  Seitenfläche  in  einem  Punkt  X.  Da  die  Figur 
in  der  Ebene  BCD  mit  derjenigen  in  der  entsprechenden  Ebene  B'C D'  iden- 
tisch sein  muss,  so  folgt,  dass  in  dieser  Ebene  ein  Punkt  X'  existirt,  welcher 
dem  Punkt  X  entspricht  (Satz  I,  §  G2).  Nimmt  man  auf  der  Graden  A'X' 
einen  Abstand  {A' K)  =^  {AE)  und  derart,  dass  (E'X')  ^£  (EX),  so  entspricht 
der  Punkt  E'  dem  Punkt  E  (Fig.  104). 

Zm.  L  Der  ldentiiäts0usamfnenhang  zweier  identisclier  Figuren  wird  durdi 
zwei  »ich  entsprecJiende  Tetraeder  bestimmt 

Sind  ABCD,  A'B'CD'  die  zwei  Tetraeder,  so  sind  die  Dreikante  A  •  BCD, 
A'B'C'D'  identisch,  mithin  u.  s.  w. 

Ztis.  IL  Zivei  identische  Figuren  "können  nicht  vier  entsprechende  Punkte 
gemeinschaftlich  haben,  die  nicht  in  einer  Ehene  liegen. 

Satz  IL  In  dein  Zusammenhang  zwischen  den  Punkten  des  BaumSy  weldier 
durch  zwei  seiner  identisclien  Figuren  bestimmt  wird,  entspricht  die  Ehene  im 
Unendliehgrossen  sich  selbst. 

Denn  einem  unendlich  grossen  Abstand  der  ersten  Figur  entspricht  ein 
unendlich  grosser  Abst«and  in  der  zweiten  Figur  (Satz  I,  §  34). 

• 

Satz  HL  Die  sich  entsprechenden  Drvikmite  zweier  identischer  Figuren 
haben  ginchen  oder  entgegengesetzten  Sinn,  wenn  zwei  beltebige  von  ihnen  gleich 
oder  entgegengesetzt  gerichtet  sind, 

A  '  BCDy  Ä  •  B'  C  D'  seien  zwei  sich  entsprechende  Dreikante  der  beiden 
Figuren.  Wir  nehmen  zuerst  an,  sie  seien  gleichgerichtet.  Femer  seien  zwei 
beliebige  andre  sich  entsprechende  Dreikante  E  -  FGH,  F/ -  F' G' H"  mit  den* 
Scheiteln  E  und  E'  gegeben.  Die  Dreikante  EBCD,  E'-B'CD'  haben 
beide  denselbeft  oder  den  entgegengesetzten  Sinn  wie  die  zwei  gegebenen  Drei- 
kante, weil  E  und  E'  entweder  beide  auf  derselben  oder  der  entgegengesetzten 
SeÄe  wie  die  Punkte  A  und  A'  bezüglich  der  Ebenen  BCD,  B'C'D'  liegen.' 
Die  beiden  Dreikante  E-BCDj  E' -  B' C D'  sind  daher  gleichgerichtet,  weil 
es  die  beiden  gegebenen  Dreikante  sind  (Satz  IX,  §  96).  FGH,  F  G'FC  seien 
die  Durchschnittsdreiecke  der  Dreikante  E  •  FGH,  E'F'G'IT  bezüglich  mit 
den  Ebenen  BCD,  B' C D\  Die  Dreiecke  FGH,  F'G'K  haben  dieselbe  oder  die 
entgegengesetzte  Richtung  wie  die  beiden  Dreiecke  BCD,  B' C D'  (Satz  V,  §  62; 
Satz  Vm-,  VIT,  §  61).  In  dem  ersten  Fall  sind  die  Dreikante  EFGH,  A-BCD 
gleich  oder  entgegengesetzt  gerichtet,  je  nachdem  E  und  A  auf  derselben  Seite 
der  Ebene  BCD  liegen  oder  nicht  (Satz  XU,  §  96).  Dasselbe  gilt  für  die 
Dreikante  E'F'G'IT  und  A'B'C'D;  wegen  der  Identität  der  beiden  Figuren. 
Die  beiden  Dreikante  EFGH,  E'  -FG'IT  haben  also  dieselbe  oder  di^  ent- 
gegengesetzte Richtung  wie  die  Dreikante  A-BCD,  A'  B'C'D^  welche  gleich- 
gerichtet sindj  ihre  Richtung  ist  folglich  dieselbe.  Aehnlich  verhält  es  sich  im 
zweiten  Fall, 
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.  Mit  diesem  Beweis  des  ersten  Theils  ist  zugleich  auch  der  zweite  Theil 

des  Satzes  bewiesen. 

Def,  L     Zwei  identische  Figuren,  deren  entsprechende  gleiche  Dreikante 

dieselbe  Richtung  haben,  heisseu  gleichgeriditet  oder  auch  congment,  andernfalls 

entgegengesetzt  gerichtet  oder  symmetrisch. 

Bern.  Wir  beachten  jedoch,  dass  die  mittelst  eines  Symbols  AB  CD,.,  gegebene 
Richtung  einer  durch  mehr  als  vier  Punkte  Ä,  B,  C,  2>,  ...  gebildeten  Figur  im  Allge- 
meinen eine  der  Richtungen  des  Raums  nicht  angeben  kann,  weil  sie  auch  Dreikante  von 
der  entgegengesetzten  Richtung  wie  die  Dreikante  einer  andern  mit  demselben  Symbol 
bezeichneten  Figur  enthalten  kann. 

Zus.  L  Zwei  mit  einer  dritten  congn^ente  oder  symmetrische  Figuren  sind 
cangruent. 

Zus.  JI.  Zwei  Figuren,  van  denen  die  eine  mit  einer  dritten  congruent,  die 
andre  symmetrisch  ist,  sind  symmetrisch. 

Diese  Zusätze  folgen  unmittelbar  aus  dem  vorhergehenden  Satz  und  Satz  IX, 
§  96. 

Satz  TT.  Wenn  zwei  congruente  Figuren  des  Baums  drei  nicht  in  grader 
Linie  gelegene  entsprechende  Punkte  gemeinschafüich  haben,  so  decken  sie  sich; 
und  wenn  sie  zwei  PunTcte  gemeinschafüich  haben,  so  haben  sie  aUe  Punkte  der 
Graden  der  beiden  Punkte  gemeinschaftlich. 

Die  drei  gemeinschaftlichen  Punkte  bezeichnen  wir  mit  Ä,  B,  (7,  wenn 
sie  als  zur  ersten,  mit  A',  JB',  C\  wenn  sie  als  zur  zweiten  Figur  gehörig  be- 
trachtet werden.  D  sei  femer  ein  andrer  Punkt  der  ersten  Figur,  welcher  in 
einem  der  beiden  Theile  des  Raums  bezüglich  der  Ebene  ABC  liegt.  Ist  nun 
der  dem  Punkt  D  entsprechende  Punkt  D'  gegeben,  so  ist  das  Tetraeder  A'B'  CD 
dem  Tetraeder  AB  CD  congruent  und  D,  D'  müssen  daher  auf  derselben  Seite 
der  Ebene  ABC  liegen  (Zus.  I,  Satz  Vm,  XVI,  §  96).  Dies  ist  unmöglich 
(Satz  V,  §  95),  folglich  müssen  die  Punkte  D  und  D'  zusammenfallen. 

In  Bezug  auf  deil  letzten  Theil  des  Satzes  seien  A^A'),  B(B')  die  gemein- 
schaftlichen entsprechenden  Punkte.  Der  Graden  AB  entspricht  dann  die  Grade 
A'B'  der  andern  Figur  d.  h.  die  Grade  AB  entspricht  in  beiden  Figuren  sich 
selbst.  Wählt  man  femer  einen  Punkt  X  in  AB,  so  muss  der  entsprechende 
Punkt  denselben  Abstand  von  A'  und  JB'  haben,  wie  X  von  A  und  B]  weil 
nun  A  und  A\  B  imd  B'  zusammenfallen,  so  fallen  auch  X  imd  X'  zusammen 
(Zus.  Satz  V,  §  15). 

Satz  F.  Wenn  zwei  symmetriscJie  Figuren  drei  nicht  in  grader  Linie  liegende 
entsprechende  Punkte  gemeinschaftlich  haben,  so  haben  sie  aUe  Punkte  der  Ebene 
dieser  Punkte  gemeinschafüich  und  sind  bezüglich  dieser  Ebene  symmetrisch. 

Denn  es  seien  ABCD  . . .  M,  A'B'C'D' ...  M'  die  beiden  Figuren;  die  in 
der  Ebene  ABC  gelegenen  Theile  derselben  fallen  zusanmien  (Zus.  II,  Satz  I, 
§  62).  Die  bezüglich  der  Ebene  ABC  der  Figur  ABCD ...  M  symmetrische 
Figur  hat  dieselbe  Richtung  wie  die  Figur  A'B' CD' ...  M'  und  fällt  daher 
mit  ihr  zusammen  (Satz  IV).     Damit  ist  der  Satz  bewiesen. 

Saiz  VI.  Die  gradlinigen  durch  zwei  Gruppen  von  m  Punkten  bestimmten 
Figuren  sind  identisch,  ivcnn  dir  gradlinigen  Sexfinente,  welcJie  m  —  4  der  Punkte 
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mit  den  übrigen  und  die  Segmente,  welche  diese  letzteren  vier  miteinander  verbinden, 
der  Ordnung  nach  gleich  sind. 

Wir  wollen  annehmen,  die  beiden  Gruppen  von  vier  Punkten  seien  AB  CD, 
A'B'C'D'.  Ist  ein  beliebiger  Punkt  X  in  der  ersten  Figur  gegeben,  so  ent- 
spricht ihm  in  dem  durch  die  beiden  Figuren  ABCD,  A'B'C'D'  bestimmten 
Identitätszusammenhang  ein  Punkt  X'  (Zus.  I,  Satz  I).  Dagegen  sei  X^'  der 
Punkt  der  zweiten  gegebenen  Figur,  welcher  dieselben  Abstände  von  A'B'C'D' 
hat  wie  X  von  AB  CD.  Die  Punkte  X'  und  X^'  müssen  zusammenfallen,  weil 
es  keine  zwei  verschiedenen  Punkte  geben  kann,  welche  dieselben  Abstände 
von  vier  gegebenen  Punkten  haben.  Denn  ist  ein  Punkt  Z  gegeben,  so  exi- 
stirt  nur  ein  andrer  Punkt  Z'  mit  denselben  Abständen  von  den  drei  Punkten 
ABC  und  dieser  ist  symmetrisch  zu  Z  bezüglich  der  Ebene  ABC  (Def.  §  97; 
Satz  rV,  §  88  und  Satz  V,  §  95\  Ist  nun  noch  ein  vierter  Punkt  D  gegeben, 
welcher  nicht  in  der  Ebene  ABC  liegt,  imd  hätten  Z  und  Z'  auch  denselben 
Abstand  vom  Punkt  D,  so  müsste  die  Grade  ZZ'  senkrecht  auf  der  Ebene  BCD 
stehen  (Def.  §  97  und  Zus.  VIII,  Satz  II,  §  87).  Mithin  müssten  die  beiden 
Ebenen  ABC,  BCD  senkrecht  auf  der  Graden  ZZ'  stehen,  was  unmöglich 
ist.     Damit  ist  der  Satz  bewiesen. 

14. 
Kegel  und  Cylinder. 

§  99.  Def.  I.  Das  System  einer  Dimension  der  Graden,  welche  einen 
Punkt  P  mit  den  Punkten  einer  Peripherie  6V  im  Unendlichgrossen,  deren 
Centrum  ^,  ist  (§  75),  verbinden,  heisst  Oberfläche  eines  KreisJcegds  oder  Kegel- 
oberflädie,  Kegelmantel  und  die  Graden  Erzeugende. 

Die  Eichtungen  der  Kegeloberfläche  werden  durch  die  Richtungen  der  Peri- 
pherie C^  gegeben. 

Die  Graden,  welche  die  Punkte  des  von  der  Peripherie  Cj,  umschlossenen 
Kreises  mit  dem  Punkt  P  verbinden,  bestimmen  den  Theil  des  Sterns  vom 
Centrum  P,  welcher  durch  die  Kegeloberfläche  eingeschlossen  ist  und  Kreis- 
Jcegel  oder  Kegel  heisst.  Der  Punkt  P  ist  die  Spitze,  die  Grade  P-4,  die  Axe, 
die  Peripherie  C^,  die  Directrix  des  Kegelmantels  und  des  Kegels. 

Eine  durch  die  Axe  gehende  die  Axe  enthaltende  Ebene  heisst  Diametral- 
ebene des  Kegels. 

Bern.  I.  Man  gebraucht  das  Wort  Kegel  auch  oft  um  den  Mantel  zu  bezeichnen, 
wenn  Verwechslungen  ausgeschlossen  sind. 

Satz  L  Der  Kegelmantel  hat  im  Unendlichgrossen  zwei  entgegengesetjste  Peri- 
pherien von  detnsdben  Halbmesser. 

Ist  A  das  Centrum  von  C^,  so  ist  der  entgegengesetzte  Punkt  A'  das 
Centrum  einer  Cj,  entgegengesetzten  Peripherie  C^  vom  selben  Halbmesser, 
d.  h.,  die  Punkte  von  C'^  sind  den  Punkten  der  Peripherie  (7,  entgegengesetzt 
(Bem.  V,  §  7;"))  und  liegen  mithin  auf  den  durch  P  gehenden  Graden  (Zus. 
Satz  U,  §  30j. 
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Zus.    Der  Kegd  besteht  aus  zwei  bezüglich  der  Spitze  entgegengesetzten  Tlieüen. 
Jeder  der  Theile  hat  im  ünendlichgrossen  eine  der  beiden  Peripherien  C^ 
und  Cl. 

OD 

Def,  IL    Diese  beiden  Theile  heissen  Scheitelkegel, 

Bern.  II.  Bezüglich  der  Ettclicrschen.  Einheit  der  Ahstände  (Uebereink.  §  28  und  Bern. 
§  81)  fallen  diese  beiden  Peripherien  zuBammen  (Zus.  I,  Satz  III,  §  19  und  Zus.  Satz  I  und 
Def.  I,  §  84). 

Satz  IL  Die  Erzeugenden  des  Kegels  bilden  denselben  Winkel  mit  der  Axe 
des  Kegels. 

Und  umgekehrt: 

Die  Graden,  welche  mit  einer  gegebenen  Graden  denselben  Winkel  machen 
und  diese  Grade  in  demselben  Punkt  P  schneiden,  büden  einen  Kegd. 

Denn  der  Winkel  einer  Erzeugenden  mit  der  Axe  wird  durch  den  Halb- 
messer der  Peripherie  0^  gemessen  (Def.  I,  §  39). 

Umgekehrt  liegen  die  Punkte  im  Unendlichgrossen  dieser  Graden  in  zwei 
entgegengesetzten  Peripherien,  deren  Centren  sich  in  den  Punkten  im  Unendlich- 
grossen der  Axe  befinden. 

Def.  HL  Der  durch  zwei  Erzeugende  bestimmte  Theil  des  Kegelmantels, 
welcher  einem  Bogen  der  Peripherie  C^  entspricht,  heisst  Kegelsector. 

Satz  IIL  Die  Eigenschaften  der  PeripJierie  im  Unendlichgrossen  gelten  ohne 
Weiteres  aucJi  für  den  Kegelmantel,  wenn  man  den  Purücten  und  Bogen  der  Peri- 
pherie die  Erzeugenden  wnd  Sectoren  des  Kegdmantels  substituirt. 

Denn  das  Strahlenböschel,  welches  das  Centrum  der  Peripherie  C^  zum 
Mittelpunkt  hat,  verhält  sich  offenbar  in  derselben  Art  zur  Peripherie,  wie  das 
Halbebenenbüschel,  welches  die  Axe  des  Kegels  zur  Axe  hat,  sich  zum  Kegel- 
mantel verhält  (siehe  Satz  I,  §  57  und  Bem.  17,  §  75). 

Satz  IV.  Eine  durch  die  Spitze  des  Kegels  gdiende  Ebene  kann  mit  dem 
Kegel  nicht  mehr  als  zivei  Erzeugende  gemeinschaßlich  haben  (Satz  I,  §  59  und 
Bem.  IV,  §  75). 

Def.  IV.     Wenn  die  Ebene  den  Kegel  in  zwei  Erzeugenden  schneidet,  so 

heisst   sie  Schnittebene   und   der  Winkel   der   beiden   Erzeugenden   der  Durch- 

Schnittswinkel. 

Bern.  III.  Der  Durchschnittswinkel  entspricht  der  Länge  der  Sehne  der  Peripherie 
C«  (Def.  Vm,  §  67,  Def.  I,  §  5). 

Def.  V.  Einer  Tangente  an  den  Kreis  Ca,  entspricht  beim  Kegel  eine 
Ebene,  welche  mit  dem  Kegel  nur  eine  Erzeugende  gemeinschaftlich  hat  und 
Berührungsd)ene  heisst,  während  die  Erzeugende  Berührungsgrade  genannt  wird. 

Zus.  I.  Jede  durcJi  die  Spitze  und  einen  Punkt  im  Innern  des  Kegds  gehende 
Ebene  schneidet  den  Kegdmaiüel  in  zwei  Erzeugenden  (Zus.  I,  Satz  I,  §  59; 
Bern.  IV,  §  75;  Def.  I). 

Zus.  IL  Die  eine  Erzeugende  enthaltende  Berührungsd)ene  steJU  auf  der  Ebene 
senkrecht,  welche  durch  diese  Erzeugende  und  die  Axe  gdegt  wird  (Zus.  II,  Satz  I, 
§  59;  Bem.  IV,  §  75;  Satz  V,  §  09;  Zus.  H,  Satz  VB,  §  73  und  Def.  HI,  §  87). 
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Zus.  III.  Jede  durch  eine  Erzeugende  des  Kegels  gehende  Ebene  schneidet 
den  Kegel  in  einer  andern  Erzeugenden  (Zus.  III,  Satz  I,  §  59;  Bern.  IV,  §  75 
und  Def.  I). 

Zus.  IV.  AUe  Ebenen,  welche  denselben  Winkel  mit  einer  Graden  bilden 
und  diese  Grade  in  dem  nämlichen  Punkt  P  schneiden,  sind  Tangenten  an  einen 
Kegel.  Die  Berührungsgraden  sind  die  Durchschnittsgraden  dieser  Ebenen  mit 
den  durch  die  gegebene  Grade  senkrecht  auf  die  letzteren  gellten  Ebenen  (Zus.  IV, 
Satz  I,  §  59  u.  s.  w.). 

Zus.  V.  Die  Scheiteltheile  des  Kegels  liegen  bezüglich  einer  BerUhrungsebene 
des  Kegels  auf,  entgegengesetzten  Seiten. 

Eine  Tangente  an  die  Peripherie  C^,  ist  auch  Tangente  an  die  Peripherie 
C'^  und  hat  die  letztere  auf  der  entgegengesetzten  Seite  (Bern.  V,  §  75  und 
Def.  U). 

Zus.  VI  Eine  Grade  kann  nicht  mehr  als  zwei  Punkte  mit  dem  Kegel  ge- 
meinsdwfüich  haben. 

Denn  die  Ebene,  welche  die  Grade  mit  der  Spitze  verbindet,  hat  nicht 
mehr  als  zwei  Erzeugungsgrade  mit  dem  Kegel  gemeinschaftlich. 

Satz  V.  Die  durch  die  Axe  normal  auf  eine  Schnittebene  gelegte  Ebene  geht 
durch  die  Halbirungslinie  des  Durchschnittswinkels  und  umgekehrt  (Satz  HI  u.  IV, 
§  59;  Bem.  IV,  §  75;  Satz  V,  §  69;  Satz  U,  §  87  und  Def.  I). 

Zus.  Eine  Diametralebene  zerlegt  den  Kegel  in  zwei  symmetrische  Theile 
(Zus.  Satz  in,  §  59  u.  s.  w.). 

•  Satz  VI.  Drei  van  einem  Punkt  ausgehende  nicht  in  einer  Ebene  liegende 
Strahlen  bestimmen  einen  Kegel  und  der  Kegel  wird  durch  drei  beliebige  seiner 
Strahlen  bestimmt  (Satz  V,  §  59  und  Bem.  IV,  §  75). 

Satz  VII    Die  Ebene,  welche  die  Axe  mit  der  Durchschnittsgraden  zweier 

Berührungsebenen  verbindet,  hcdbirt  den  Winkel  der  Ebenen,  wekhe  durch  die  Axe 

und  die  Berührungsgraden  gehen  (Satz  X,  §  59;  Bem.  IV,  §  75). 

Bern.  IV.  Ebenso  könnte  man  die  Sätze  bezüglich  der  Figuren  innerhalb  und  ausser- 
halb des  Kegels  denjenigen  bezüglich  des  Kreises  der  yoUständigen  Ebene  entnehmen, 
welche  ihrerseits  aus  den  Sätzen  bezüglich  des  Kreises  der  .^uc/tVfschen  Ebene  abgeleitet 

werden, 

Aehnlich  Hessen  sich  auch  die  Sätze  über  die  Durchschnitte 
zweier  Kegel  mit  derselben  Spitze  hier  aufstellen,  welche  sich  aus 
demjenigen  über  die  Durchschnitte  zweier  Peripherien  ergeben. 

Satz  VIII.  Eine  auf  die  Axe  des  Kegels  senkrechte 
Ebene  schneidet  ihn  in  einem  Kreis. 

Denn  S  sei  der  Durchschnittspunkt  der  Normalebene 
n  mit  der  Axe,  B  und  C  die  Durchschnittspunkte  mit  zwei 
beliebigen  Erzeugenden  b  und  c.  Die  Dreiecke  PBS,  PCS 
sind,  wenn  P  die  Spitze  des  Kegels  ist,  bei  S  rechtwinklig, 
haben  die  Kathete  {PS)  gemeinschaftlich  und  überdies 
BPS  -  -  CPS  (Satz  II);  mithin  sind  auch  die  dritten  Winkel  gleich  und  {BS) 

(SC),  {BP)  -  {CP)  (Satz  X,  §  55).  Die  Durchschnittspunkte  der  Ebene 
7t  mit  den  Erzeugenden  liegen  also  gleichweit  vom  Punkt  S  entfernt  (Fig.  105). 
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Satz  IX,  Ddtö  Gradensystem,  welches  durch  einen  Kreisumfang  und  einen 
Punkt  P  auf  dem  in  dem  Centrum  des  Kreisumfangs  auf  demselben  errichteten 
Loth  erzeugt  wird,  ist  ein  Kegelmantel. 

Denn  die  Dreiecke  PBS,  PCS  sind  bei  S  rechtwinklig,  haben  die  Kathete 
(PS)  gemeinschaftlich  und  die  Katheten  {BS),  (CS)  nach  der  Voraussetzung 
gleich.    Mithin  sind  die  Winkel  BPS,  CPS  gleich  (Satz  II). 

Satz  X.  Durch  eine  Grade,  welche  die  Spitze  des  Kegels  enüiält  und  ausser- 
halb des  Kegels  liegt,  gehen  zwei  Berührungsebenen  des  Kegels  (Satz  IV,  §  60 
und  Satz  Vm). 

§  100.  Def  L  Wenn  C  ein  Kreis  ist  und  a,  das  in  seinem  Centrum  auf 
seine  Ebene  errichtete  Loth,  so  bestimmt  jeder  Punkt  von  aj  mit  C  einen 
Kreiskegel  (Satz  IX).  Liegt  der  Pimkt  P  im  Unendlichgrossen,  so  erhält  man 
einen  speciellen  Fall  des  Kegelmantels,  den  Cylindermantel.  Der  Theil  des 
Sterns  paralleler  Chraden,  welcher  von  dem  Cylindermantel  eingeschlossen  wird, 
heisst  Cylinder. 

Bern.  Für  den  Cylinder  gelten  die  for  den  Kegel  gegebenen  Sätze,  wenn  man  sich 
gegenwärtig  hält,  dass  der  Cylinder  ein  Kegel  mit  der  Spitze  im  ünendlichgrossen  ist  und 
als  Directrix  einen  Kreis  in  einer  auf  die  Axe  senkrechten  Ebene  nimmt. 

Der  Kreis  im  Unendlichgrossen  reducirt  sich  alsdann  auf  einen  Punkt,  nämlich  den 
der  Spitze  C^  entgegengesetzten  Punkt.  Der  Cylinder  kann  mithin  auch  als  die  Gesammt- 
beit  der  Kreise  von  gleichem  Halbmesser  betrachtet  werden,  deren  Ebenen  senkrecht  auf 
der  Axe  stehen  und  deren  Mittelpunkte  in  der  Axe  liegen. 

15. 

Kngeloberfläehe  und  Kugel. 

§  101.    Def  I.    Alle  von  einem  Punkt  P  gleichweit  abstehende  Punkte 

bilden  eine  Figur,  welche  Kugddberfläche  genannt  wird.    Die  durch  den  Punkt 

P  und  die  Punkte  der  Kugeloberfläche  bestimmten  Segmente  heissen  Radien 

oder  Hcdbtnesser,  der  Punkt  P  das  Centrum  oder  der  Mittelpunkt  der  Oberfläche. 

Bern.  I.  Wie  der  Stern  bezüglich  seiner  Strahlen  zwei  Dimensionen  hat  (Def.  III, 
§  82),  so  kann  man  auch  von  der  Kugelfläche  sagen,  sie  habe  bezüglich  ihrer  Punkte  zwei 
Dimensionen. 

Zus.  Die  Grenzebene  im  Unendlidigrossen  Icann  als  eine  Kugeloberfläche  van 
unendlich  grossem  Halbmesser  und  mit  dem  Mittelpunkt  in  einem  Punkt  des  end- 
lichen Gebiets  angesehen  werden  (Satz  I  und  Def.  I,  §  84). 

Def.  II.  Zwei  Punkte  der  Kugelfläche,  welche  in  entgegengesetzten  Strahlen 
des  Sterns  mit  dem  Gentrum  in  dem  Centrum  der  Kugelfläche  liegen,  heissen 
entgegengesetzt  und  das  sie  verbindende  Segment  Durchmesser. 

Def.  III  Alle  Durchmesser  oder  alle  Halbmesser  der  Kugelfläche  bilden 
einen  Theil  des  Raums  (Def.  I,  §  2),  welcher  Kugel  heisst. 

Die  Kugel   mit   Ausnahme   ihrer  Oberfläche   heisst   der  innere  Theil   der 

KugeL    Die  Verlängerungen  der  Radien  mit  Ausnahme  ihrer  Enden  geben  den 

äusseren  Theil  des  Raums  bezüglich  der  Kugel. 

Bern.  II.  Wenn  Missyerständnisse  ausgeschlossen  sind,  gebraucht  man  das  Wort 
Kugel  häufig,  um  die  Kugeloberfläche  zu  bezeichnen,  obgleich  beide  yerschiedene  Dinge 
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sind.     So  versteht  man  unter  Durchmesser  auch  die  Grade,  welche  zwei  entgegengesetzte 
Punkte  der  Eugel  verbindet. 

Def,  IV,  Die  Ebenen,  welche  durcli  den  Mittelpunkt  der  Kugel  gehen, 
heissen  Diametrdlebenen. 

Zus,    Jede  Diameirald)ene  sdmeidet  die  Kugel  in  einem  Kreis. 

Denn  alle  Punkte  stehen  vom  Gentrum  um  den  Halbmesser  ab  und  liegen 
daher  in  einem  Kreis  (Def.  I). 

Satz  L    Jede  Grade  Jcunn  die  Kugel  in  nicht  meJir  als  zwei  Punkten  treffen. 

Denn  man  lege  durch  die  Grade  und  das  Centrum  eine  Ebene.  Diese 
schneidet  die  Oberfläche  in  einer  Peripherie,  welche  höchstens  zwei  Punkte  mit 
der  gegebenen  Graden  gemeinschaftlich  hat  (Satz  I,  §  59)  imd  diese  Punkte 
gehören  auch  der  Kugel  an  (Bem.  II;  Einl.  a,  §  13). 

Def.  V.    Ein  Segment,  dessen  Enden  auf  der  Kugel  liegen,  heisst  Seime. 

Satz  IL  Eine  belid>ige  Ebene  sdineidet  die  Kugd  in  einem  Kreis  oder  Funkt 
oder  in  keinem  Punkt,  je  nacJidem  ihr  Abstand  vom  Centrum  kleiner,  ebensogross 
oder  grösser  als  der  Radius  ist. 

P  sei  das  Centrum  der  Kugel,  7t  die  gegebene  Ebene,  r  der  Radius,  S  der 
Fusspunkt  des  von  P  auf  die  Ebene  jr  gefällten  Lothes. 

Das  Segment  (PS)  gibt  den  Abstand  des  Punktes  P  von  der  Ebene  an 
und  ist  das  kleinste  der  von  P  und  den  Punkten  der  Ebene  bestimmten  Seg- 
mente (Satz  I,  §  88).  Wenn  daher  in  der  Ebene  x  ein  von  S  verschiedener 
Punkt  A  der  Kugeloberfläche  liegt,  so  muss 

{PA)>(PS)   sein. 

In  diesem  Fall  liegen  aber  alle  Punkte  der  Ebene  n,  welche  von  P  um 
das  Segment  {PÄ)  abstehen,  in  einer  Peripherie  vom  Centrum  S  und  Halb- 
messer SA  (Zus.  m,  Satz  II,  §  88). 

Ist  dagegen 

so  reducirt  sich  der  Durchschnittskreis   mit   der  Ebene  x   auf  den  Punkt  S. 

Und  wenn  schliesslich 

(PA)  <  (PS), 

SO  hat   die  Ebene  x  keinen  Pimkt  mit  der  Kugel  gemeinschaftlich  (Fig.  105, 

S.  468). 

Satz  HL    Eine  Diametraiebene  schneidet  die  Kugel  in  einem   Kreis  von 

grösstem  Halbmesser. 

Denn  alsdann  ist  immer 

iPÄ)>iSÄ), 

da  die  Hypotenuse  des  rechtwinkligen  Dreiecks  grösser  als  die  Katheten  ist 
(Zus.  Satz  n,  §  54). 

Def.  VI  Ein  in  einer  Diametralebene  gelegener  Kugelkreis  heisst  mithin 
grösster  oder  Hauptkreis  der  Kugel. 

Def,  VII  Eine  Tangente  an  einen  Hauptkreis  heisst  auch  Tangente  an 
die  Kugel  in  demselben  Punkt  und  dieser  letztere  wird  Berührungspunkt  der 
Tangeute  mit  der  Kugel  genannt. 


§  101 J  Kugeloberfläche  und  Kugel.  471 

Satz  IV.  Die  Tangenten  in  einem  Punkt  der  Kugel  liegen  in  ein^  auf 
dem  durcli  den  gegebenen  Tunkt  gehenden  Radius  senkrechten  Ehene. 

Denn  in  dem  zweiten  Fall  des  Satzes  11  schneidet  jede  durch  PS  gehende 
Diametralebeiie  die  Ebene  x  in  einer  Graden  s,  welche  den  Punkt  S  enthält 
und  weil  sie  senkrecht  auf  PS  steht,  den  in  der  Diametralebene  gelegenen 
Hauptkreis  berührt  (Zus.  11,  Satz  I,  §  5f^).  Wenn  man  nun  zwei  Tangenten 
an  einem  Punkt  S  der  Kugel  betrachtet,  so  hat  die  Ebene  derselben  den  Radius 
der  Kugel  zum  Abstand  vom  Centrum,  weil  PS  senkrecht  auf  der  Ebene  steht. 
Mithin  u.  s.  w.  (Zus.  VI,  VH,  Satz  I,  §  87). 

Def,  VIIL  Die  Ebene,  welche  die  an  einen  Punkt  der  Kugel  gezogenen 
Tangenten  enthält,  heisst  Berührungsebene  an  die  Kugel  in  dem  gegebenen  Punkt 
und  der  letztere  Berührungspunkt. 

Satz  V.  Die  Kugel  liegt  ganz  auf  der  einen  Seite  einer  ihrer  Berührungs- 
ebeneti. 

Denn  ausser  dem  Berührungspunkt  steht  jeder  Punkt  der  Berührungsebene 
«  um  mehr  als  den  Radius  von  P  ab  und  umsomehr  jeder  Punkt,  welcher  auf 
der  entgegengesetzten  Seite  von  a  wie  der  Punkt  P  liegt  (Zus.  II,  Satz  IV,  §  86). 

Satz  VI,  Die  in  dem  Mittelpunkt  einer  Sehne  auf  dieser  Sehne  senkrecht 
stehende  Ehene  geht  durch  das  Centrum  der  Kugel  und  umgekehrt, 

(AB)  sei  die  Sehne,  M  ihr  Mittelpunkt.  Das  Dreieck  PÄB  ist  gleich- 
schenklig. Mithin  steht  PM  senkrecht  auf  der  Sehne  (AB)  und  geht  durch 
PM  die  in  M  auf  {AB)  senkrechte  Ebene  (Zus.  V,  VI,  Satz  I,  §  87). 

Zus,  Eine  Dianietralebene  zerlegt  die  Kugel  in  zwei  hezüglidi  dieser  Ehene 
syrntnetrisdie  Theile. 

Denn  wählt  man  einen  Punkt  A,  so  liegt  der  bezüglich  der  Diametralebene 
n  symmetrische  Punkt  A'  auf  der  Kugel,  weil  die  von  A  senkrecht  zur  Ebene 
Ä  gezogene  Sehne  durch  n  halbirt  wird  (Def.  §  97). 

Satz  VIL  Vier  nidit  in  einer  Ehene  liegende  Punkte  hestimmen  eine  Kugel 
und  diese  wird  durcfi  iner  heliehige  ihrer  Punkte,  welche  nidU  in  einer  Ehene 
liegen,  hestimmt 

AB  CD  seien  die  vier  gegebenen  Punkte.  Die  auf  den  Segmenten  (AB), 
{BC),  {CD)  seukrechten  und  durch  die  Mittelpunkte  derselben  gehenden  Ebenen 
schneiden  sich  in  einem  Punkt  M,  welcher  gleichweit  von  den  vier  gegebenen 
Punkten  absteht  (Zus.  II,  Satz  IV,  §  88)  und  können  sich,  wie  man  leicht  sieht, 
weder  in  einer  Graden  noch  in  einem  Punkt  im  Unendlichgrossen  schneiden. 

Die  Kugel,  welche  den  gegebenen  Punkt  zum  Centrum  hat  und  den  Ab- 
stand des  Punktes  von  den  Punkten  ABCD  zum  Radius,  ist  die  einzige  Kugel, 
die  durch  die  vier  gegebenen  Punkte  geht.  Denn  gäbe  es  eine  andre,  so  hätte 
diese  nach  Satz  VI  dasselbe  Centrum  und  denselben  Radius.  Daraus  folgt,  dass, 
wenn  vier  andre  nicht  in  einer  Ebene  liegende  Punkte  A'B'C'D'  auf  der  Kugel 
gegeben  sind,  diese  dasselbe  Centrum  und  mithin  dieselbe  Kugel  bestimmen. 

Satz  VIIL  Van  einem  Punkt  des  äusseren  Theils  der  Kufjel  gehen  unendlidi 
viele  Tangenten  an  die  Kugel,  welclw  gleii^h  sind  und  in  einem  Kegel  liegen,  dessefi 
Axe  der  durch  den  gegehenen  Punkt  gehende  Durchmesser  ist. 
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C  sei  das  Centrum  der  Kugel,  0  der  gegebene  Punkt  und  OC  daher  der 
durch  den  gegebenen  Punkt  gehende  Durchmesser.  Man  betrachte  eine  durch 
diesen  Durchmesser  gehende  beliebige  Ebene,  welche  die  Oberflache  in  einem 
Hauptkreis  schneidet,  an  welchen  man  von  0  aus  zwei  bezüglich  des  Durch- 
messers CO  synmietrische  (Zus.  Satz  III,  §  59)  Tangenten  ziehen  kann  (Satz  IV, 
§  60).  Legen  wir  durch  CO  eine  andre  Ebene,  so  erhalten  wir  in  derselben 
mit  demselben  Gentrum  eine  der  ersten  identische  Peripherie  (Zus.  I,  Satz  I, 
§  57).  Mithin  sind  die  beiden  Tangenten  an  diese  Peripherie  vom  Punkt  0 
bis  zu  ihren  Berühnmgspunkten  den  ersten  beiden  gleich  und  machen  den- 
selben Winkel  mit  dem  Durchmesser  CO.  Da  man  auf  diese  Weise  alle  Tan- 
genten von  0  an  die  Kugel  erhalt,  so  ist  damit  der  Satz  bewiesen  (Satz  II,  §  99). 

Zus.  I.  Die  Berührungspunkte  der  von  einem  Punkt  an  die  Kugd  gessogenen 
Tangenten  liegen  auf  einem  Kreisumfang,  dessen  Ebene  senkrecht  auf  der  Axe  des 
Berührungskegels  mit  der  Spitze  in  detn  gegd>enen  Punkt  steht. 

Denn  die  Ebene  der  Berührungspunkte  dreier  Tangenten  steht  senkrecht 
auf  dem  Durchmesser  CO,  der  Axe  des  Kegels  (Zus.  IQ,  Satz  II,  §  88)  und 
enthält  alle  Berührungspunkte  der  genannten  Tangenten  (Zus.  YII,  Satz  I,  §  88). 

Def.  IX.  Diese  Peripherie  heisst  Berührungs-  oder  Tangentialcurve  des 
Kegels  mit  der  Kugel. 

Zus.  IL  Die  Tangentialebenen  eines  eine  Kugd  berührenden  Kegels  berühren 
diese  Kugd  in  den  Punkten  der  Tangentialcurve  (Satz  IV). 

Zus.  III.  Durch  eine  Grade  kann  man  zwei  die  Kugd  berührende  Ebenen 
legen,  welche  mit  der  durch  die  gegebene  Grade  gehenden  Diametralebene  denselben 
Winkd  machen  (Satz  X,  §  99). 

Bern.  III.  Die  Eigenschaften  der  Kugeloberfl&che  sind  also,  wie  man  sieht,  dieselben 
wie  die  Eigenschaften  der  vollständigen  Ebene,  welche  wir  ohne  das  (xebiet  der  Ebene  zu 
verlassen  und  ohne  die  Kugel  zu  benutzen  nur  mit  Hülfe  unsrer  abstracten  Hypothesen 
behandelt  haben  (Kap.  H,  Buch  ü).  Zwei  Punkte  auf  der  Kugel  bestimmen  einen  Haupt- 
kreis, dessen  Ebene  durch  das  Centrum  geht  und  bestimmen  diesen  Kreis  nicht,  wenn  sie 
entgegengesetzt  sind. 

Die  Beziehungen  zwischen  den  Seiten  und  den  Winkeln  eines  Dreikants  lassen  sich 
ohne  Weiteres  in  Beziehungen  zwischen  den  Seiten  und  Winkeln  der  auf  der  Kugel  durch 
Bogen  von  Hauptkreisen  gebildeten  Dreiecke  umsetzen. 

Die  Figuren,  welche  in  dem  Euclid'Bchen  Raum  von  drei  Dimensionen  die  vollständige 
Ebene  mit  allen  ihren  Eigenschafben  darstellen,  sind  al^o  die  Kugel  und  der  Strahlenstem 
(Def  n,  §  82).  Die  in  Bezug  auf  die  .Eudufsche  Einheit  betrachtete  Ebene  im  Unendlich- 
grossen  oder  der  Gradenstem  stellt  die  zweite  i^t^mann'sche  Form  vor  (Bem.  H,  §  30). 

16. 
Schnitte  zweier  und  dreier  Kugeln. 

§  102.  Def.  I.  Wenn  zwei  Kugeln  dieselbe  Berührungsebene  in  einem 
gemeinschaftlichen  Punkt  Ä  haben  und  beide  auf  derselben  Seite  der  Ebene 
liegen,  so  sagt  man,  sie  berührten  sich  von  Innen;  liegen  sie  auf  entgegen- 
gesetzten Seiten,  so  berühren  sie  sich  von  Aussen. 

Bern.  I.  In  dem  ersten  Fall  ist  eine  der  beiden  Kugeln,  nämlich  diejenige  mit  dem 
kleineren  Eadius,  in  der  andern  enthalten. 
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« 

Sat0  L  Wenn  zwei  Kugeln  einen  Punkt  gemeinschaftlich  hahoi,  welcher 
nicht  auf  der  Verbindungsgraden  ihrer  Centren,  der  Centralaxe,  liegt,  so  haben  die 
beiden  Kugeln  einen  Kreis  gemeinschafüidi,  dessen  Centrum  in  der  Centralaxe  liegt 
und  dessen  Ebene  auf  dieser  Axe  senitrecht  steht 

C  und  C  seien  die  Centren  der  beiden  Kugeln,  r  und  r  ihre  Radien. 
Legt  man  durch  die  Gentren  eine  beliebige  Ebene,  so  theilt  sie  die  beiden 
Kugeln  bezüglich  ihrer  selbst  in  symmetrische  Theile  (Zus.  Satz  VI,  §  101). 
Der  gemeinschaftliche  Punkt,  welcher,  wenn  er  nicht  in  dieser  Ebene  liegt,  auf 
einer  Seite  derselben  sich  befinden  muss,  hat  einen  bezüglich  der  Ebene  sym- 
metrischen Punkt,  welcher  ebenfalls  in  beiden  Kugeln  liegen  wird.  Wählt  man 
mithin  drei  den  beiden  Kugeln  gemeinschaftliche  Punkte  Ä,  B,  C,  so  schneidet 
ihre  Ebene  die  beiden  Kugeln  in  zwei  Kreisen,  welche  drei  Punkte  gemein- 
schaftlich haben  und  daher  zusammenfallen  (Satz  V,  §  50).  Die  Ebene  dieses 
Kreises  steht  senkrecht  auf  der  Graden  CC,  weil  die  Punkte  C  und  C 
gleichen  Abstand  von  den  Punkten  des  Kreises  haben  (Satz  EQ,  §  88).  Femer 
können  die  beiden  Kugeln  keine  andern  Punkte  ausserhalb  der  Ebene  ABC 
gemeinsam  haben,  weil  sie  sonst  zusammenfallen  würden  (Satz  VII,  §  101). 

Zus.  L  Jede  Di^metralebene  schneidet  den  den  beiden  Kugein  gemeinschaft- 
lichen Kreis  in  zwei  bezüglich  der  Centralaxe  symmetrischen  Punkten, 

Denn  die  Diametralebene  schneidet  die  Ebene  des  Kreises  in  einer  Graden, 
welche  senkrecht  auf  der  Centralaxe  steht,  weil  die  letztere  Ebene  normal 
zu  dieser  Axe  ist  (Zus.  V,  Satz  I,  §  88)  und  diese  Durchschnittsgrade  ist  ein 
Durchmesser  des  Kreises. 

Satz  IL  Wenn  zwei  Kugeln  von  den  Badien  r  und  r  gegeben  sind  und 
r'^.r  und  d  der  Abstand  der  Mittelpunkte  ist  und  berühren  sich  die  Kugeln 

1)  von  aussen,  so  ist  d  =  r  -\-  r', 

2)  von  innen,  so  ist  d  =  r  —  r;  schneiden  sie  sich, 

3)  r  -^-r'  >  d>  r'  —  r  und  haben  sie  keinen  Punkt  gemeinschaftlich, 

4)  r  —  r  >  d  oder  rf  >  r'  +  ^• 
Und  umgekehrt: 

Wenn  der  Abstand  der  Centren  die  Bedingungen  1,  2,  3,  4  erfüllt,  so  be- 
rühren sich  die  Kugeln  von  Aussen,  von  Innen,  schneiden  sich  oder  schneiden 
sich  nicht. 

Denn  zieht  man  eine  gemeinschaftliche  Diametralebene,  so  schneidet  diese 
die  Kugeln  in  zwei  grössten  Kreisen,  welche  unter  den  Bedingungen  des  Satzes 
sich  in  einem  Punkt  der  Centralaxe  von  Innen  oder  von  Aussen  berühren  oder 
sich  in  zwei  bezüglich  dieser  Axe  symmetrischen  Punkten  schneiden  oder  sich 
nicht  treffen  (Satz  DI,  §  60  und  Satz  I). 

Wie  der  Satz  für  diese  beiden  Kreise  gilt,  welches  auch  die  Diametralebene 
sei,  so  gilt  er  auch  für  die  beiden  Kugeln. 

Satz  III  Drei  Kugeln,  welche  sich  nicht  in  demselben  Kreis  schneiden  und 
sich  nicht  in  demselben  Punkt  berühren,  schneiden  sich  in  zwei  bezüglich  der  Ebene 
der  drei  Centren,  der  Centralebene,  symmetrischen  Punkten  oder  in  zwei  zusammen- 
fallenden Punkten  oder  in  keinem  Punkt, 
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In  dem  zweiten  Fall  Iwben  die  Kugeln  eine  gemeinschaftliche  Tangente,  welche 
auf  der  Centralebene  in  dem  gemeinsch4Jiftlichen  Punkt  senkrecht  stelU, 

Gj  C y  C"  seien  die  drei  Centren;  die  Centralebene  zerlegt  jede  der  drei 
Kugeln  in  zwei  symmetrische  Theile  (Zus.  Satz  VI,  §  101).  Wenn  die  Kugeln 
daher  einen  Punkt  A  gemeinschaftlich  haben,  so  haben  sie  auch  den  bezüglich 
der  Centralebene  symmetrischen  Punkt  A'  gemeinschaftHch. 

Hätten  die  Kugeln  noch  einen  andern  Punkt  B  gemeinschaftlich,  so  würde 
die  Ebene  AA'B  die  drei  Kugeln  in  Peripherien  schneiden,  welche  drei  Punkte 
Aj  A'j  B  gemeinschaftlich  haben  und  daher  in  eine  einzige  Peripherie  zusammen- 
fallen (Satz  V,  §  59). 

Ist  der  Punkt  A  in  der  Centralebene  gelegen,  so  ist  es  auch  der  Punkt  A\ 
Legt  man  durch  CA  die  auf  der  Centralebene  normale  Ebene,  so  steht  die  in 
dieser  Ebene  liegende  im  Punkt  A  an  den  Hauptkreis  der  Kugel  C  gezogene 
Tangente  senkrecht  auf  dem  Radius  CA  und  mithin  auch  auf  der  Centralebene 
Dasselbe  gilt  für  die  andern  Kugeln;  mithin  berührt  in  diesem  Fall  das  in  A 
auf  die  Centralebene  errichtete  Loth  die  drei  Kugeln. 

17. 
Stetige  Systeme  nnyeränderlicher  Fignren. 

§  103.    Kreissystem  um  eine  Grade. 

JDef.  L  Aus  den  stetigen  Systemen  unveränderlicher  Figuren  in  der  Ebene 
im  Unendlichgrossen  (Def.  I,  §  65  und  Bem.  IH,  §  77)  erhält  man  um  einen 
Punkt  P  des  Raums  stetige  Systeme  imveränderliche^;  Figuren,  welche  wir 
Kugelsysteme  nennen.    P  heisst  ihr  C^ntrum  (Def.  HI,  §  36;  Bem.  IE,  §  101). 

Def.  IL  Aus  einem  Kreissystem  von  Winkeln  um  einen  Punkt  R^  erhalten 
wir  um  eine  Grade  PRj,  ein  System  unveränderlicher  Keile,  welche  wir  Kreis- 
system von  Keilen  nennen.  Die  Grade  PR^^^  ist  die  Axe,  deren  Richtung  ge- 
geben ist,  und  die  Keile  sind  die  Keile  um  die  Axe  des  Systems  (Satz  HI,  IV, 

§  91). 

Satz  I.    Die  Axe  des  Systems  entspridd  sich  selbst  (Satz  I,  §  63  u.  Bem.  IH, 

§  77). 

Satz  II  Das  Kreissystem  von  Keilen  kann  durch  die  Axe  und  ein  beliebiges 
stetiges  System  unveränderlicher  Segmente  auf  der  Pollinie  des  Punktes  im  Un- 
endlichgrossen der  Axe  erzeugt  werden. 

Denn  das  Kreissystem  um  einen  Punkt  der  Ebene  im  Unendlichgrossen 
wird  durch  den  Punkt  und  seine  Pollinie  erzeugt  (Def.  I,  §  63  und  Bem.  IH, 
§  77). 

Satz  III  Ein  Kreissystem  um  eine  Axe  in  einer  gegebenen  Richäing  ist 
auch  ein  Kreissystem  bezüglich  derselben  Axe  in  der  entgegengesetzten  Richtung. 

Denn  um  den  zu  Rj,  entgegengesetzten  Punkt  R'^  haben  wir  im  Unendlich- 
grossen ein  Kreissystem  von  Winkeln,  welche  denen  vom  Centrum  Rj,  identisch 
und  entgegengesetzt  sind  (Bem.  I  u.  HI,  §  77). 
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Satz  IV.     Die  Keile  um  die  Axe  eines  Kreissystems  sind  congnient 

Denn  die  Winkel  des  Kreissystems  im  Uneudlichgrossen  sind  congruent 
(Satz  n,  §  63  und  Bem.  HF,  §  77)  und  die  Richtungen  dieses  Systems  geben 
die  Richtungen  der  Keile  des  Kreissystems  ^um  die  Axe  an. 

Zus.  I.  Zwei  symmetrische  Keüe  um  dieselbe  Axe  Jcönnen  keinem  Kreissystem 
angehören  (Zus.  I,  Satz  W,  §  63  und  Bem.  IQ,  §  77). 

Zt4S,  II.  Die  sich  entspredienden  Schenkel  zweier  Keile  um  die  Axe  des 
Kreissystems  macihen  denselben  Winkel  miteinander  (Zus.  II,  Satz  I,  §  63  und 
Bem.  m,  §  77). 

Satz  V.  Eine  auf  die  Axe  senkrechte  Ebetie  schneidet  das  Kreissystem  in 
einem  Kreissystem  von  Winkeln  um  den  Durchscfmittspunkt  der  Ebene  mit 
der  Axe. 

Denn  die  Durchschnittswinkel  einer  auf  der  Axe  senkrechten  Ebene  messen 
die  Keüe  des  Systems  (Satz  Vm,  §  91). 

Satz  VI.  Zwei  Keile  eines  Kreissystems  können  keinen  ent^echenden  Punkt 
gemeinschaftlich  haben. 

Hätten  sie  einen  entsprechenden  Punkt  gemeinschaftlich,  so  hätten  sie  auch 
die  Halbebene,  welche  den  Punkt  mit  der  Axe  verbindet,  gemeinschaftlich  und 
dies  ist  unmöglich  (Satz  IE,  §  63  und  Bem.  IE,  §  77). 

Satz  VII.  Wenn  eine  beliebige  Figur  gegeben  ist,  so  kann  man  ein  stetiges 
System  unveränderlicher  Figuren  construiren,  dessen  entsprechende  Punkte  sich  auf 
einer  Periplierie  befinden,  deren  Centrum  in  einer  gegebenen  Graden  liegt  und 
deren  Ebene  senkrecht  auf  dieser  Graden  steht. 

Man  wähle  ein  Segment  (AS)  und  (aß)  sei  der  durch  dieses  Segment  und 
die  Axe  a  bestimmte  Keil.  Von  A  und  B  ziehe  man  die  Segmente  {AS), 
{AS^  normal  zu  a  und  denke  sich  das  Kreissystem  mit  der  Axe  a  und  den 
dem  Keil  (a/3)  gleichen  Keilen. 

(a'/3')  sei  also  ein  andrer  Keil  des  Systems  imd  in  ihm  mögen  die  Punkte 
A'  und  B'  denselben  Abstand  von  S  und  S^  haben,  wie  A  und  B  auf  den 
Normalen  zur  Graden  a.  Die  beiden  Dreikante  S  -  S^AB,  S^S^A'B'  sind 
identisch,  weil  sie  zwei  Seiten  und  den  eingeschlossenen  Winkel  gleich  haben. 
Mithin  ist  (AB)  -.-:  {A'B'). 

Die  Punktreihe  {Ä)  liegt  auf  der  Peripherie  mit  dem  Centrum  S  in  der 
Ebene,  welche  in  S  senkrecht  auf  die  Axe  gezogen  ist  (Zus.  VI,  Satz  I,  §  87). 

Auf  diese  Art  lässt  sich,  wenn  eine  beliebige  Figur  ABCD  ...  M .,.  ge- 
geben ist,  ein  stetiges  System  unveränderlicher  Figuren  construiren,  weil  der 
Abstand  der  Paare  sich  entsprechender  Punkte  gleich  ist  und  die  Punkte,  welche 
sich  in  dem  Identitätszusammenhang  der  Figuren  entsprechen,  sich  auch  in 
dem  System  entsprechen  (Def.  IE,  §  36). 

Def.  III  Ein  solches  System  von  Figuren  nennen  wir  Kreissystem  un- 
veränderlicher Figuren  oder  einfach  Kreissystem,  von-  welchem  das  oben  beschrie- 
bene Kreissystem  von  Keilen  ein  specieller  Fall  ist. 

Satz  VIII.  Jeder  Punkt  der  Axe  eines  belidfigen  Krcissystei'ns  entspricht 
sid^  selbst. 
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Denn  in  dem  vorigen  Beweis  entspricht  das  Segment  (Ä'S)  dem  Segment 
{ÄS)  imd  mithin  S  sich  selbst. 

Sat0  IX,  Die  Figuren  eines  Kreissystems  sind  congruent 
Betrachtet  man  die  Axe  des  Systems  als  zu  einer  Figur  gehörig,  so  ent- 
spricht sie  in  allen  Figuren  sich  selbst.  Wenn  {AE)j  {A'W)  zwei  sich  ent- 
sprechende Segmente  zweier  Figuren 
des  Systems  sind,  so  verbinde  man 
A,  JB,  A\  B'  mit  einem  Punkt  P 
der  Axe.  Die  Dreikante  P-P^AB, 
P'Py,AB'  sind  congruent,  weil  die 

beiden  Keile  P^APB,  P^  A^B' 
congruent  sind  (Satz  IV).  Weil  also 
zwei  sich  entsprechende  Dreikante  der 
beiden  Figuren,  mit  welchen  man  sich 
auch  die  Axe  des  Systems  verbunden 
denkt,  congruent  sind,  so  sind  die 
Figuren  congruent  (SaJ^  IQ,  §  98) 
imd  sind  es  mithin  auch  ohne  die 
Axe  des  Systems  (Fig..  106). 
Satz  X.  Die  sich  entsprechenden  Graden  und  Ebenen  eines  Kreissystems 
madien  gleiche  Winkel  mit  der  Axe. 

Denn  ihre  Punkte  im  ünendlichgrossen  liegen  auf  einem  Ereisumfang, 
dessen  Centrum  der  Punkt  im  Unendlichgrossen  der  Axe  ist  und  die  ent- 
sprechenden Oraden  im  ünendlichgrossen  der  sich  entsprechenden  Ebenen  be- 
rühren einen  Ereisumfang  vom  selben  Centrum  (Def.  U,  §  63;  Bem.  IQ,  §  77 
und  Def.  II).     Oder  auch:  Sie  bilden  mit  der  Axe  congruente  Figuren. 

Zus,  L  Wenn  eine  Grade  die  Axe  trifft,  so  sind  ihre  entsprechenden  Graden 
in  dem  System  die  Erzeugungsgraden  eines  Kreiskegds,  dessen  Axe  in  der  Axe 
des  Systems  und  dessen  Spitze  in  dem  auf  der  Axe  gelegenen  Punkt  liegt  (Satz  IL, 
§99). 

Zuz.  IL  Die  einer  Ebene  entspredienden  Ebenen  berühren  einen  Kreiskegei, 
dessen  Axe  in  der  Axe  des  Systems  und  dessen  Centrum  in  dem  Durchschnitts- 
punkt  der  gegebenen  Ebene  mit  der  Axe  liegt  (Zus.  IV,  Satz  IV,  §  99). 

Satz  XI  Die  sich  ent^echenden  Graden  haben  denselben  Abstand  von 
der  Axe. 

a  sei  die  Axe,  g  eine  beliebige  Grade,  {AB)  das  auf  beide  senkrechte 
Segment  (Satz  VI,  §  88).  Die  {AB)  entsprechenden  Oraden  schneiden  die 
Axe  in  demselben  Punkt  A  (Satz  VIQ)  und  bilden  bezüglich  mit  den  g  ent- 
sprechenden Graden  und  mit  a  congruente  Figuren  (Satz  X  u.  Satz  VI,  §  87). 

Satz  XII  Die  Tangenten  an  die  Peripherie,  welche  von  entsprechenden  Punkten 
des  Kreissystems  beschrieben  wird,  sind  sich  entsprechende  Grade. 

Die  Linien  entsprechender  Punkte  AA^A^.-.y  A'A{A^...  in  einem  Kreis- 
system sind  Kreise,  deren  Centrum  auf  der  Axe  liegt  und  deren  Ebenen  senk- 
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recht  auf  der  Axe  stehen  (Satz  HI).  Jeder  Sehne  (ÄÄ„^  einer  Peripherie 
entspricht  eine  gleiche  Sehne  (Ä' Ä\r,)  desselben  Kreises,  weil  die  Winkel 
a*  (ÄÄ„,),  a '  {A' A'n)  gleich  sind  (Satz  IV).  Da  nun  die  Tangente  im  Punkt 
A  die  Grenze  der  Secante  ist  (Satz  XII,  §  59),  so  folgt,  dass  die  Tangenten 
in  den  entsprechenden  Punkten  A  und  A'  der  Peripherie  sich  entsprechende 
Graden  sind. 

Satz  XIIL  Zwei  bezüglich  einer  Graden  symmetrische  Figuren  in  einer 
Ebene  gehören  einem  Kreissystem  um  die  gegebene  Grade  als  Axe  an. 

Es  seien  z.  B.  zwei  bezüglich  der  Graden  AB  symmetrische  Dreiecke 
ABCy  ABC  gegeben.  Das  Halbebenensystem  um  die  Grade  AB  bildet  auch 
ein  Ereissystem  und  die  Punkte  C,  C"  gehören  derselben  Peripherie  des  Systems 
an,  welche  das  Loth  von  dem  Punkt  C  oder  C  auf  die  Grade  AB  zum  Radius 
und  den  Fusspunkt  dieses  Loths  zum  Gentrum  hat.  Die  Punkte  der  Peripherie 
mit  A  und  B,  welche  sich  selbst  entsprechen,  verbunden,  liefern  ein  Ereis- 
system von  Dreiecken  um  die  Grade  AB,  welchem  die  gegebenen  beiden  Drei- 
ecke angehören. 

§  104.    Das  Paralielsystem. 

Def.  L  Wenn  die  Grade  a  im  Unendlichgrossen  liegt,  sind  alle  durch  sie 
gehenden  Ebenen  parallel,  und  wählt  man  eine  Grade  s  senkrecht  zur  Richtung 
der  Ebenen,  so  dienen  die  Segmente  von  s  als  Mass  der  durch  die  Ebenen 
bestimmten  Theile  des  Büschels  (Satz  VI,  §  88).  Betrachtet  man  auf  dem  Loth 
ein  stetiges  System  unveränderlicher  Segmente,  so  erhält  man  ein  stetiges  Sy- 
stem von  Theilen  des  Büschels,  welches  Parallelsystem  heisst.  Die  Richtung 
der  Ebenen  des  Systems  wird  die  Richtung  des  Systems  genannt. 

Die  Theile  eines  Büschels  paralleler  Ebenen  heissen  Zonen, 

Satz  I.    Die  Axe  des  Parallelsystems  entspricht  sich  seU)st. 

Denn  (aß),  (cc^ß^)  seien  zwei  sich  entsprechende  Zonen;  es  entspricht  dann 
die  Grade  (aß)  der  Graden  (a^ß^,  welche  die  Axe  des  Systems  sind  (Fig.  107). 

Satz  IL     Die  Zmieft  des  Parallelsystems  sind  congruent 

Penn  die  Segmente  auf  der  zur  Richtung  des  Systems 
/  ji  Senkrechten,  welche  die  Zonen  messen,  sind  congruent  (Satz  I, 


k 
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«    :  N, §  36  und  Def.  I). 

Satz  HL    Zwei  Zonen  des  Paraüelsystems  können  ausser- 
—       fiaJh  der  Axe  des  Systems  keine  zwei  sich  entsprecfiefide  Punkte 
gemeinschafüich  haben. 

Denn  sie  hätten  dann  auch  zwei  entsprechende  zusammen- 
''__       fallende  Ebenen  gemeinschaftlich,  nämlich  die  Ebene,  welche 


k 
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Fig.  107.  den  gegebenen  Punkt  mit   der  Axe  des  Büschels  verbindet 

(Satz  n,  §  36  und  Def.  I). 

Saiz  LV.  Lst  eine  Figur  gegeben,  so  gekört  sie  einem  stetigen  System  unveränder- 
licher Figuren  derart  an,  dass  die  entsprechenden  Punkte  in  Liothen  auf  eine  gegebene 
Ebene  liegen  und  die  entsprecJienden  Graden  und  Ebenen  einander  parallel  sind 

Man  betrachte  ein  Segment  (AB),  a  und  ß  seien  die  durch  A  und  B 
gehenden   zur  gegebenen  Ebene  parallelen  Ebenen    und   man    denke  sich    das 
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Zus,  IIL  Jede  durch  eine  Ereeugende  des  Kegels  gehende  Ebene  schneidet 
den  Kegel  in  einer  andern  Erzeugenden  (Zus.  DI,  Satz  I,  §  59;  Bern.  17,  §  75 
und  Def.  I). 

Zus.  IV.  AUe  Ebenen,  welche  denselben  Winkel  mit  einer  Graden  bilden 
und  diese  Grade  in  dem  nämlichen  Punkt  P  schneiden,  sind  Tangenten  an  einen 
Kegel.  Die  Berührungsgraden  sind  die  Durchschnütsgraden  dieser  Ebenen  mit 
den  durch  die  gegebene  Grade  senkrecht  auf  die  leteteren  gelegten  Ebenen  (Zus.  IV, 
Satz  I,  §  59  u.  s.  w.). 

Zus.  V.  Die  Scheiteliheüe  des  Kegels  liegen  bezüglich  einer  Berührungsd>ene 
des  Kegels  auf  entgegengesetzten  Seiten. 

Eine  Tangente  an  die  Peripherie  C^  ist  auch  Tangente  an  die  Peripherie 
C'^  und  hat  die  letztere  auf  der  entgegengesetzten  Seite  (Bern.  V,  §  75  und 
Def.  n). 

Zus.  VI.  Eine  Grade  kann  nicht  mehr  als  zwei  Punkte  mit  dem  Kegel  ge- 
meinschafüich  haben. 

Denn  die  Ebene,  welche  die  Grade  mit  der  Spitze  verbindet,  hat  nicht 
mehr  als  zwei  Erzeugungsgrade  mit  dem  Kegel  gemeinschaftlich. 

Satz  V.  Die  durch  die  Axe  normal  auf  eine  Schnittebene  gelegte  Ebene  geht 
durch  die  Halbirungslinie  des  Durchschnittswinkels  und  umgekehrt  (Satz  IQ  u.  IV, 
§  59;  Bem.  IV,  §  75;  Satz  V,  §  69;  Satz  U,  §  87  und  Def.  I). 

Zus.  Eine  Diametralebene  zerlegt  den  Kegel  in  zwei  symmetrische  Theile 
(Zus.  Satz  in,  §  59  u.  s.  w.). 

•  Satz  VI.  Drei  von  einem  Punkt  ausgehende  nicht  in  einer  Ebene  liegende 
Strahlen  bestimmen  einen  Kegel  und  der  Kegel  toird  durch  drei  beliebige  seiner 
Strahlen  bestimmt  (Satz  V,  §  59  und  Bem.  IV,  §  75). 

Satz  VII.  Die  Ebene,  welche  die  Axe  mit  der  Durchschnittsgraden  zweier 
Berührungsebenen  verbindet,  halbirt  den  Winkel  der  Ebenen,  welche  durch  die  Axe 
und  die  Berührungsgraden  gehen  (Satz  X,  §  59;  Bem.  IV,  §  75). 

Bern.  IV.  Ebenso  könnte  man  die  Sätze  bezüglich  der  Figuren  innerhalb  und  aosser— — 
halb  des  Kegels  denjenigen  bezüglich  des  Kreises  der  Tollständigen  Ebene  entnehmen..^ 
welche  ihrerseits  aus  den  Sätzen  bezüglich  des  Kreises  der  J^ucZuTschen  Ebene  abgeleii 

werden. 

Aehnlich  Hessen  sich  auch  die  Sätze  über  die  Durchschnit 
zweier  Kegel  mit  derselben  Spitze  hier  aufstellen,  welche  sich  ai 
denjenigen  über  die  Durchschnitte  zweier  Peripherien  eigeben. 

Sa;tz  VIII.    Eine  auf  die  Axe  des  Kegels  sevihredmm^ 
Ebene  schneidet  ihn  in  eine^n  Kreis. 

Denn  S  sei  der  Durchschnittspunkt  der  NormalebeE-^^ 
7C  mit  der  Axe,  B  und  C  die  Durchschnittspunkte  mit  zi 
beliebigen  Erzeugenden  b  und  c.    Die  Dreiecke  PBS,  P( 
p.    j^^  sind,  wenn  P  die  Spitze  des  Kegels  ist,  bei  S  rechtwi 

haben   die  Kathete  (PS)   gemeinschaftlich   imd    überdLdäf 
BPS    _  CPS  (Satz  II);  mithin  sind  auch  die  dritten  Winkel  gleich  und  (BS^  ^ 
(SC),  (BP)       (CP)  (Satz  X,  §  55).     Die  Durchschnittspunkte  der  Ebene 
ji  mit  den  Erzeugenden  liegen  also  gleichweit  vom  Punkt  S  entfernt  (Fig.  1^!^^. 
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Wie  in  der  Ebene  (Satz  11,  §  66)  mit  der  analogen  Bern. 

Zus.  Zwei  Lagen  einer  Figur  y  welche  sich  bewegt  und  dabei  unverändert 
Ueitdj  sind  cotigruent 

Denn  die  Figuren  eines  stetigen  Systems  unveränderlicher  Figuren  sind 
congruent  (Satz  II,  §  105). 

Def.  L  Ist  das  von  einer  Figur  beschriebene  System  ein  Kreissystem 
(§  103),  so  heisst  die  Bewegung  BotaHonsbewegung  um  die  Axe  des  Systems 
und  diese  Axe  die  Axe  der  Rotationsbewegung. 

Bern.  L  Bei  der  Rotationsbewegung  sind  die  Bahnen  der  Punkte  Ereisumfänge, 
deren  Ebenen  senkrecht  auf  der  Axe  stehen  und  deren  Mittelpunkte  in  der  Axe  liegen 
(Satz  VII,  Def.  m,  §  103) 

Satz  IV.    Die  Punkte  der  Axe  bleiben  bei  der  Bewegung  fest  liegend. 

Denn  sie  entsprechen  in  dem  System  sich  selbst  (Satz  VIII,  §  103  und 
Def.  I,  §  37). 

Satz  V.  Jede  Grade,  welche  die  Axe  schneidet ,  bewegt  sicfi  auf  einem  Kreis- 
Jcegely  dessen  Spitze  in  der  Axe  liegt,  und  jede  Ebene,  welche  die  Axe  nicht  ent- 
hält, hüllt  einen  Kegd  ein.  Die  Spitze  des  Kegels  ist  der  Durdtöchnittspunkt  der 
Graden  und  der  Ebene  mit  der  Axe,  welche  auch  die  Axe  des  Kegels  ist  (Zus.  I, 
n,  Satz  X,  §  103). 

D^.  IL  Wenn  das  System,  längs  dessen  die  Bewegung  stattfindet,  ein 
Parallelsystem  ist  (§  104),  so  heisst  die  Bewegung  Translationsbewegung. 

Satz  VI.  Die  Bahnen  bei  der  Translationsbewegung  sind  Grade,  welche  auf 
der  Bichtung  des  Systems  senkrecht  stehen  (Satz  IV,  Def.  11,  §  104). 

Def.  III.     Die  Richtung  der  Bahnen  heisst  Biditmig  der  Bewegung. 

Satz  VII.  Eine  Grade  und  eine  Ebene  bleiben  bei  der  Translationsbewegung 
parallel  zu  sicfi  selbst  (Satz  IV,  §  104). 

Satz  VIII.  Die  Translationsbewegufig  kann  als  eine  unendlidi  kleine  Bo- 
tatiofisbewegung  bezüglich  der  Einheit  der  Abstände  des  unendlidi  grossen  Gebiets 
betrachtet  werden. 

Denn  die  auf  der  Richtung  des  Parallelsystems  senkrechten  Qraden  kann 
man  als  Kreisumfiinge  ansehen,  deren  Centrum  auf  der  Axe  der  Bewegung 
d.  h.  im  TJnendlichgrossen  liegt  (Satz  11,  §  32). 

2kis.  Bei  der  Translationsbewegung  kann  man  eisten  Funkt  und  eine  Grade, 
den  einen  in  relativem  die  andre  in  absolutem  Sinn  als  festliegend  anseJien.  Der 
Punkt  liegt  in  der  Biditung  der  Bewegung  im  UnendlicJigrossen  und  die  Grade 
ist  die  Axe  der  Bewegung. 

Denn  die  Rotationsaxe  ist  in  absolutem  Sinn  unbeweglich,  während  es, 
wie  wir  wissen,  ausserhalb  der  Axe  bei  der  Rotationsbewegung  keinen  fest- 
liegenden Punkt  gibt.  Dies  bedeutet,  dass  sich  in  diesem  Fall  jeder  Punkt 
im  Unendlichgrossen  bezüglich  der  endlichen  Einheit  um  ein  endliches  d.  h.  be- 
züglich der  unendlich  grossen  Einheit  unendlich  kleines  Segment  bewegt. 

Def.  IV.  Ist  das  System,  längs  welchem  die  Bewegung  stattfindet,  ein 
Kugelsystem  (Def.  I,  §  103),  so  heisst  die  Bewegimg  Botationsbewegtmg  um 
einen  Punkt. 
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Fig.  108. 


Satz  X')    Zwei  cangruente  Figuren  kann  man  mittelst  einer  Trandation 
und  einer  Botation  oder  auch  mittelst  zweier  Botationen  zur  Deckung  bringen. 
ABCD . . .  M. . . ,  J.J  JBi  Qi), . . .  Jf, . . .  seien  die  gegebenen  Figuren.    Die 

Figur  ABCD...  M...  lasse  man  sich  parallel 
zu  sich  selbst  fortbewegen^  bis  A  mit  A^  zu- 
sammenfällt. Die  Punkte  AB  CD ...  M...  kom- 
men auf  die  Punkte  A^B'  CD\. .  M' ...  derart 
zu  liegen,  dass  die  Figur  A^B'C'D' ...  If ... 
der  Figur  ABCD ...  M...  und  mithin  auch 
der  Figur  A^B^C^D^...  M^...  congruent  ist 
(Zus.  Satz  n). 

Die  beiden  Figuren  A^B^CiDi...  Mj^...,  A^B' CD'...  JT...  bestimmen 
im  Unendlichgrossen  zwei  congruente  Figuren,  welche  man  mittelst  einer  Ro- 
tation um  einen  Punkt  S^,  zur  Deckung  bringen  kann  (Satz  I,  §  67  und  Bem. 
m,  §  77).  Mithin  lassen  sich  die  beiden  genannten  Figuren  in  dem  Stern 
vom  Centrum  A^  mittelst  einer  Rotation  um  die  Axe  A^S^  so  bewegen,  dass 
sie  zusammenfallen.      Oder  auch: 

Wenn  man  in  dem  Mittelpunkt  0  von  (AA^)  ein  Loth  auf  (-äJ.,)  er- 
richtet und  um  dieses  Loth  rotiren  lässt,  bis  A  mit  A^  zusammenfallt,  so 
kommt  die  erste  Figur  auf  eine  Figur  A^B'"  C" D'" . . .  M'" . . .  zu  liegen, 
welche  der  Figur  -4, JB,C,2), ...  Jf,  .. .  congruent  ist  und  durch  eine  Rotation 
um  eine  durch  A^  gehende  Axe  zur  Deckung  mit  der  Figur  A^B^C^D^...  M^ . . . 
gebracht  werden  kann,  wie  es  oben  mit  der  Figur  A^B' C D' ...  M' ...  ge- 
schehen ist. 

Bem.  IL  In  dem  ersten  Fall  entspricht  in  dem  Identitätszusammenhang  zwischen 
den  beiden  gegebenen  Figuren  der  Punkt  S  ^^  und  mithin  auch  die  Richtung  aller  yon 
ihm  bestinmiter  Graden  sich  selbst,  das  heisst,  einer  zm  AS  ^^  parallelen  Graden  der  ersten 
Figur  entspricht  eine  ihr  parallele  Grade  der  zweiten  Figur  und  mithin  entsprechen  den 
auf  der  genannten  Richtung  senkrechten  Ebenen  der  einen  parallele  Ebenen  der  andern 
Figur.  Es  ist  leicht  zu  beweisen,  dass  es  eine  der  genannten  Richtung  parallele  Grade 
gibt,  welche  sich  selbst  entspricht. 

Satz  XI.  Zwei  symmetrische  nicht  ebene  Figuren  lassen  sich  nicht  zur 
Deckung  bringen. 

Denn  wäre  dies  möglich,  so  würden  sie   einem 

stetigen    System    unveränderlicher    Figuren   ange- 
hören, was  nicht  der  Fall  ist  (Zus.  Satz  ü,  §  106). 

Bern.  IIL  Zwei  Fälle  scheinen  mit  dieser  Eigen- 
schaft im  Widerspruch  zu  stehen,  nämlich  der  Keil  zweier 
Halbebenen  A^B^  und  die  durch  zwei  parallele  Ebenen 
gegebenen  Zonen.  Aber  auch  diese  Ausnahmen  sind  nur 
scheinbar. 

1)  Ein   Keil  (Ä^  B^)   sei  gegeben,    und 'eine'' auf  der 
Axe  5,  senkrechte  Ebene  c.    S  sei  der  Durchschnittspunkt 
Yon  a  mit  s^  und  x  das  in  S  auf  die  Halbebene  B^  errich- 
tete Loth.     A^'  sei  die  der  Halbebene   A^  bezüglich  der 
Ebene  s,  x   symmetrische   Halbebene.     Die  Ebene  a  theilt  die  Keile  (ui,-B,),  {A/  B^')  in 
zwei  bezüglich  a  entgegengesetzte  Theile,  welche  wir  bezüglich  mit  (a^  p,),  («,'  ß^') ;  (a,"  §^"\ 

1)  Satz  IX  ist  mit  Satz  XIII  identisch. 


Fig.  109. 
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(«t'"P/")  bezeichnen  woUen,  so  dass  («,(?,),  («/'?,")  und  mithin  (««' (J,'X  («/"(?/")  auf 
derselben  Seite  von  a  liegen.  L&sst  man  um  die  Grade  x  rotiren,  so  konmit  nach 
einer  halben  Umdrehung  der  Theil  (a/(3/)  auf  den  Keil  (a,"(3/')  zu  liegen,  wäh- 
rend der  Theil  (a,(J,)  auf  den  Theil  («,'"(3/")  fällt.  Die  Keüe  (a,(3,),  («/"  (3/") 
sind  congruent  und  mithin  auch  ((3/"a/")i  («*'?/)•  Lässt  man  um  s,  rotiren,  so  fällt 
(p/"a/")  auf  den  Theil  (a/(5/)  und  ((5/'V)  auf  (a,(3j;  d.  h.  (a,(J,)  kommt  auf  ((J/a,') 
und  (a/(3/)  auf  ((J,  aj  zu  liegen  oder  der  Keil  (AB^)  fällt  mit  dem  Keil  (B^Ä^)  zu- 
sammen. 

Dies  scheint  dem  obigen  Satz  zu  widersprechen.  Der  Widerspruch  verschwindet 
aber,  wenn  man  bedenkt,  dass  ein  Keil  die  beiden  Richtungen  des  Baums  liefert,  je  nach 
der  Richtung,  in  welcher  man  die  Kante  des  Keils  betrachtet  (Satz  XYIII,  §  96).  Mit 
andern  Worten:  die  beiden  Halbebenen  A,B^  sind  die  Schenkel  zweier  Keile  von  ent- 
gegengesetzter Richtung  und  die  beiden  Keile  (Ä^B^)^  (-^s^s)  ^^^  mithin  bezüglich  der 
beiden  entgegengesetzten  Richtungen  der  Axe  gleichgerichtet  oder  congruent. 

Ein  zweiter  Fall  bietet  sich,  wenn  man  eine  Translation  in  der  zu  a^  parallelen 
Richtimg  vor  sich  gehen  lässt;  (a,ß  )  fällt  alsdann  durch  eine  Bewegung  in  sich  selbst 
auf  {cc^'ßi)'  Es  ist  aber  wie  schon  früher  bei  dem  ebenen  Streifen  (Bem.  I,  §  67)  zu  be- 
achten, dass  nicht  das  ganze  {cc^ß^)  mit  (cc^'ßf)  zusammenfällt,  sondern  nur  ein  Theil  des- 
selben, d.  h.  ein  beliebiger  in  dem  endlichen  Gebiet  gegebener  Theil  (Fig.  109). 

2)  Hat  man  schliesslich  eine  Zone  paralleler  Ebenen,  so  kann  man  bezüglich  ihrer 
wiederholen,  was  wir  über  den  ebenen  Streifen  in  dieser  Beziehung  gesagt  haben. 

Satz  XII.  Zwei  symmetrische  Figuren  in  einer  Ehern  lassen  sich  im  Baum 
zur  Deckung  bringen. 

Man  kann  sie  in  derselben  Ebene  so  bewegen,  dass  sie  schliesslich  bezüg- 
lich einer  Graden  symmetrisch  sind  (Satz  IV,  §  67).  Aber  zwei  bezügl.  einer 
Graden  symmetrische  Figuren  in  einer  Ebene  gehören  einem  Ereissystem  an, 
das  die  gegebene  Grade  zur  Axe  hat  (Satz  XTTT,  §  103);  mittelst  einer  Rota- 
tion um  diese  Grade  lassen  sich  daher  die  beiden  Figuren  alsdann  zur  Deckung 
bringen. 

Satz  XIIL  Eine  Figur  des  Baums  Tcann  sich  in  dem  Baum  nicht  bewegeti, 
wenn  man  drei  ihrer  Punkte  fest  hält 

Denn  zwei  verschiedene  Lagen  der  Figur  sind  congruent  (Zus.  Satz  II) 
und  hatten  drei  Punkte  gemeinschaftlich,  was  widersinnig  ist  (Satz  lY,  §  98). 

Satz  XIV,    Zwei  symmetrische  nicht  ebene  Figuren  lassen  sidt  im  Baum 
bewegen^  bis  sie  bezüglich  einer  beliebigen  Ebene  symmetrisch  sind. 
Wird  analog  wie  Satz  IV,  §  67  bewiesen. 

Zus.  Geht  die  Ebene  6  durch  drei  Punkte  einer  Figur,  so  haben  die  beiden 
bemiglich  6  symmetrischen  Figuren  alle  Punkte  von  a  gemeinschaftlich  (Zus.  11, 
Satz  I,  §  62). 
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II.  Kapitel. 

Der  Yollständige  Raum  Yon  drei  Dimensionen. 

1. 

Der  vollständige  Stern  nnd  Banm.  —  Ihre  ersten  Eigenschaften.  —  Schnitte 

Yon  fifraden  und  Ehenen. 

§  107.  Def.  L  Verbindet  man  die  Punkte  einer  Yollsl^mdigen  Ebene  mit 
einem  Punkt  ausserhalb  derselben ,  so  heisst  das  sich  so  ergebende  System 
vollständiger  Graden  vollständiger  Stern  und  sein  Centrum  ist  der  g^ebene 
Punkt. 

Wenn  man   den  Punkt  als  Element  betrachtet^  so  gibt  der  vollständige 

Stern  eine  Figur,  welche  wir  äen  vollständigen  oder  Biemann' sehen  Baum  von 

drei  Dimensionen  nennen. 

Bern.  I.  In  diesem  Abschnitt  sa^en  wir,  wenn  Zweideutigkeiten  ausgeschlossen  sind, 
statt  vollständiger  Raum  nur  BAum. 

Bern,  II.  Wir  lassen  die  für  den  .ErucZuTschen  Raum  gegebenen  Definitionen,  welche 
ohne  Weiteres  auch  für  den  Tollständigen  Raum  gelten,  weg; 

Satz  L    Jeder  einem  Punkt  des  Baums  entgegengesetzte  PtmJU  liegt  im  Baum. 

Denn  in  der  Graden  des  Erzeugimgsstems  des  Raums,  welche  durch  den 
gegebenen  Punkt  geht,  ist  auch  der  entgegengesetzte  Punkt  enthalten  (Def.  ÜI, 
§  6,  und  Zus.  Satz  II,  §  30). 

Satz  IL  Eine  Grade,  von  welcher  zwei  nicht  entgegengesetzte  Punkte  im  Baum 
liegen,  ist  vollständig  im  Baum  enthalten. 

Wie  beim  Euclid'schen  Raum  (Satz  U,  §  82)  unter  Bezugnahme  auf  Satz 
m,  §  68. 

Satz  HL  Eine  EhenCy  weldie  drei  nicht  in  grader  Linie  gelegene  Punkte 
mit  dem  Baum  gemeinsduifüich  liat,  liegt  vollständig  im  Baum. 

Wie  beim  JBwcZid'schen  Raum  (Satz  III,  §  82),  wenn  man  beachtet,  dass 
sich  zwei  Grade  in  der  vollständigen  Ebene  in  zwei  entgegengesetzten  Punkten 
schneiden  (Zus.  Satz  IV,  §  68). 

Bein.  III.    Es  können  keine  zwei  von  den  drei   Punkten  entgegengesetzt  sein,  dexm 
sonst  würden  die  drei  Punkte  in  gprader  Linie  liegen. 

Satz  IV.  Der  vollständige  Baum  kann  durch  eine  Ebene  und  einen  hdie- 
bigen  Punkt  des  Baums  erzeugt  werden,  wenn  nur  der  Punkt  nicht  in  der 
Ebene  liegt. 

Wie  beim  Euclid'schen  Raum  (Satz  IV,  §  82),  wenn  man  den  aus  Satz  I, 
§  68  und  dem  obigen  Satz  I  sich  ergebenden  Unterschied  berücksichtigt. 

Zus.  Vier  beliebige  nicht  in  einer  Ebene  liegende  Punkte  bestimmen  einen 
vollständigen  Baum  von  drei  Dimensionen  nnd  diesem-  wird  durch  vier  bdi^ige 
seiner  Punkte  best  im  »nt. 
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Bern,  IV.  Wären  zwei  yon  den  vier  Punkten  entgegengfesetzt,  so  würde  die  durch 
einen  yon  den  zwei  entgegengesetzten  Punkten  und  die  beiden  andern  gelegte  Ebene  auch 
durch  den  zu  dem  ersten  entgegengesetzten  Punkt  gehen  (Satz  I,  §  68). 

Satz  V,  Eine  Grade  und  eine  Ebene  des  Bamns  Jiahen  nur  zwei  entgegen- 
gesetzte Fmikte  gemeinschaftlich,  wenn  die  Grade  nidU  in  der  Ebene  liegt. 

Wie  beim  Euclid'schen  Gebiet  (Satz  I,  §  83).  Mail  beachte  nur,  dass  eine 
Grade,  welche  eine  Ebene  in  einem  Punkt  schneidet,  sie  auch  in  dem  entgegen- 
gesetzten Punkt  schneidet  (Zus.  Satz  II,  §  30  und  Satz  I,  §  68). 

Satz  VI.    Zwei  unabhängige  Graden  des  Baums  treffen  sich  nicht. 

Wie  beim  J^wdffrf'schen  Gebiet  (Satz  H,  §  83). 

Satz  VIT,    Zwei  Ebenen  des  JRamns  schneiden  sich  in  einer  Graden, 

Wie  beim  -Ewdki'schen  Gebiet  (Satz  HI,  §  83).  Bei  dem  zweiten  Beweis 
muss  man  statt  Satz  VI,  §  48  den  Satz  VI,  §  68  zu  Hilfe  nehmen. 

Satz  VIII.  Drei  Ebenen,  welcJ^  keine  Grade  gemeinschafüieli  haben,  schnei- 
deti  sich  in  zwei  entgegengesetzten  Punkten. 

Wie  beim  JEW/irf'schen  Gebiet  (Satz  IV,  §  83).     Man  beachte,  dass  drei 

Ebenen,  welche  einen  Punkt  gemeinschaftlich  haben,  auch  den  entgegengesetzten 

Punkt  gemeinschaftlich  haben  (Satz  I,  §  68). 

Bern.  V.  Es  gelten  mit  denselben  Beweisen  die  Sätze  V,  VI,  Def.  II,  die  Sätze  VII 
und  Zus.,  VIII  und  Def.  HI*  §  88;  die  Sätze  VIT  und  Zus.  und  VIÜ,  §  86. 


2. 
Polarflgaren. 

§  108.  Satz  I.  Die  mit  einem  gegebenen  Punkt  oder  seinem  entgegengesetzten 
Punkt  conjugirten  Punkte  liegen  in  einer  Ebene. 

R  sei  der  gegebene  Punkt,  X,  F,  Z  drei  mit  B  conjugirte  Punkte  (Def.  I, 
§  69).  Die  Ebene  XYZ  liegt  im  Raum  und  ihre  Punkte  stehen  gleichweit 
von  B  ab  (Satz  I,  §  78). 

Def.  L  Die  Ebene,  welche  dem  Satz  I  entspricht,  heisst  Polarebene  des 
gegebenen  Punktes  und  seines  entgegengesetzten  Punktes  und  diese  Punkte 
heissen  die  Pole  der  Ebene. 

Bern.  I.  Die  Polarebene  ist  eine  absolute  Grenzebene  des  gegebenen  Punktes  in  dem 
aUgemeinen  Eaum  bezüglich  der  J^^/iW'schen  Einheit  (Uebereink.  §  28  und  Satz  I,  §  78) 
und  ist  die  Ebene  im  Unendlichgrossen  eines  jeden  Punktes  des  endlichen  ^tic/tcTscheu 
Gebiets  des  Raums  von  drei  Dimensionen  um  den  gegebenen  Punkt  (Satz  I  u.  Def.  I,  §  84). 

Zus.  L  Die  Polar^enen  zweier  conjugirten  Punkte  gehen  bezüglich  durch  die 
beiden  Punkte. 

Zus,  IL  Die  PoUtrebetic  eines  Punktes  der  Polarebene  eine^  andern  Punktes 
geht  durdi  den  letzte^-en  Punkt. 

Zus,  III.  *Jede  durch  einen  Punkt  gehende  Ebene  ist  Polarebene  zweier  ent- 
gegengesetzter Punkte  der  Polarebene  des  gegebenen  Punktes. 

Denn  die  gegebene  Ebene  schneidet   die  Polarebene  des  Punktes  in  einer 

Qraden,  welche  in  der  Polarebene  zwei  Pole  hat  (Satz  II,  §  60)  und  diese  sind 

die  Pole  der  gegebenen  Ebene   (Def  I).. .  .        .  -  ■;. 
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Zus.  IV.  Jede  durch  einen  Punkt  gehende  Ebene  schneidet  die  Pdarebene 
des  Punktes  in  einer  Graden,  welche  die  PoUinie  des  Punktes  in  der  gegebenen 
Ebene  ist 

Denn  in  der  gegebenen  Ebene  sind  die  Punkte  der  Graden  dem  gegebenen 
Punkt  conjugirt  (Def.  II,  §  69). 

Def.  IL  Zwei  Ebenen,  von  welchen  die  eine  die  Pole  der  anderen  ent- 
hält, heissen  conjugirt. 

Bern.  IL    Auch  die  zweite  Ebene  enthält  die  Pole  der  ersten  (Zus.  UI). 

Satz  IL  Die  Polarebenen  der  Punkte  einer  Graden  gehen  durch  eine  andre 
Grade  und  die  Polar^enen  der  Punkte  der  letzten  Graden  gehen  durch  die  erste 
Grade. 

Denn  zwei  Punkte  Ä  und  B  haben  zwei  Polarebenen  a  und  /5,  welche 
sich  in  einer  Graden  schneiden  (Satz  VE,  §  107).  Wählt  man  einen  belie- 
bigen Punkt  0  dieser  Graden,  so  geht  seine  Polarebene  o  durch  A  und  B 
(Zus.  n,  Satz  I).  Und  da  jeder  Punkt  der  Graden  AB  in  o  liegt,  so  geht 
seine  Polarebene  durch  jeden  Punkt  0  der  Graden  (aß)  und  somit  durch  die 
Grade  selbst.     Damit  ist  der  Satz  bewiesen. 

Def,  HL  Zwei  Grade,  welche  dem  Satz  11  genügen,  nennen  wir  conjttgirte 
Poüinien  oder  einfach  Poüinien  oder  conjugirte  Grade.' 

Zus.  I.  Die  Punkte  zweier  Pollinien  sind  conjugirt  oder:  die  Segmente j 
deren  Enden  auf  zwei  PolUnien  liegen,  sind  rechte. 

Denn  jeder  Punkt  einer  Graden  hat  seine  Polarebene,  welche  durch  die 
Pollinie  der  ersten  Graden  geht  und  die  Pimkte  der  Polarebene  sind  alle  dem 
Pol  conjugirt  (Def.  I). 

Def.  IV.  Ein  Punkt  und  eine  Grade  heissen  conjugirt,  wenn  die  Grade  in 
der  Polarebene  des  Punktes  liegt. 

Zus.  IL  Wenn  eifve  Grade  durch  einen  Punkt  geht,  so  liegt  ihre  PoUinie 
in  der  Polarebene  des  Punktes. 

Zus.  III.  Ein  einer  Graden  conjugirter  Punkt  liegt  auf  der  PoUinie  der 
gegebenen  Graden. 

Denn  die  Grade  liegt  in  der  Polarebene  des  Punktes  (Def  IV)  und  die 
Polarebene  eines  jeden  Punktes  der  Graden  geht  durch  den  gegebenen  Punkt 
(Zus.  U,  Satz  l). 

Zus.  rV.  Eine  Ebene,  welche  durch  eine  Crrade  a  geht,  sdineidet  die  Pot- 
linie  a   von  a  in  den  Polen  von  a  in  der  gegebenen  Ebene. 

Denn  in  der  gegebenen  Ebene  sind  die  Durchschnittspunkte  mit  a'  den 
Punkten  von  a  conjugirt  (Def  11,  §  09;  Zus.  I). 

Satz  IIL    Jede  Polarebene  hat  zwei  entgegengesetzte  Pole. 

Wählt  man  in  der  Ebene  drei  nicht  in  grader  Linie  liegende  Punkte  Aj 
Bj  Cj  so  schneiden  sich  ihre  drei  Polarebenen  nicht  in  einer  Graden;  denn 
sonst  lägen  auch  die  drei  Punkte  J.,  JB,  C  in  einer  Graden  (Satz  EL).  Mithin 
schneiden  sie  sich  in  zwei  entgegengesetzten  Punkten  (Satz  VIII,  §  107-),  welche 
die  Pole  der  gegebenen  Ebene  sind  (Zus.  Ul,  Satz  I). 
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Satz  IV,  I>ie  Fole  der  durch  eine  Grade  gehenden  Ebenen  liegen  auf  der 
PoUinie  dieser  Graden, 

«sei  eine  durch  die  Grade  a  gehende  Ebene,  A  und  B  zwei  Punkte  von 
a.  Die  Polarebenen  von  A  und  B  gehen  durch  die  Pole  von  a  (Zus.  ü,  Satz  I). 
Sie  schneiden  sich  aber  in  der  Pollinie  der  gegebenen  Graden  a  (Satz  VU, 
§  107;  Satz  U).    Die  Pole  von  a  liegen  daher  in  dieser  Graden. 

Zus.  I.  Wenn  eine  Grade  in  einer  Ebene  liegt,  so  geht  ihre  Pollinie  durch 
den  Pol  der  Ebene, 

Def.  V.  Eine  Ebene  und  eine  Grade  heissen  conjugirt,  wenn  die  Grade 
durch  die  Pole  der  Ebene  geht. 

Ztis.  IL  Eine  einer  Graden  canjugirte  Ebene  enthalt  die  PoUinie  dieser 
Grraden  und  unigekehrt  (Satz  II  und  Def.  V). 

Zus.  HL  Ein  Puiiki  einer  Graden  in  der  Ebene,  welche  ihn  mit  der  con- 
jugirten  Graden  verbindet,  hat  diese  Grade  zu/r  Pollinie  (Def.  11,  §  69  u.  Zus.  I, 
Satz  H). 

Zus.  IV.    Eine  Ebene  ist  mit  allen  PoUinieyi  ihrer  Graden  conjugirt. 

Denn  wählt  man  eine  Grade  der  Ebene,  so  hat  die  Ebene  ihre  Pole  auf 
der  Pollinie  dieser  Graden;  mithin  u.  s.  w.  (Def.  V). 

Satg  V.  Ein  Punkt  A  ist  der  Eckpunkt  unendlich  vieler  Tetraeder,  deren 
Seitenflächen  die  Polarebenen  der  ihnen  gegenüberliegenden  Eckpunkte  sind.  Diese 
Tetraeder  entsprechen  den  conjugirten  Polardreiecken  der  Ebene. 

Denn  ist  ein  Punkt  A  und  ein  Polardreieck  BCD  in  der  Polarebene  von 
A  gegeben  (Def.  IV,  §  69),  so  sind  die  Eckpunkte  des  Tetraeders  ABCD  die 
Pole  der  ihnen  gegenüberliegenden  Seitenflächen,  weil  z.  B.  die  Polarebene  von 
B  durch  A  und  die  Pollinie  von  B  in  der  Ebene  BCD  d.  h.  durch  CD  geht 
(Satz  I  und  Def.  I). 

Def.  VI,  Ein  solches  Tetraeder  heisst  conjugirtes  Polartetraeder  oder  ein- 
fach Polartetraeder. 

Zus.  Die  gegenüberliegenden  Kanten  eines  Polartetraeders  sind  PoUinien 
(Def.  m). 

3. 

Die  Identität  des  Baums  nm  seine  Pnnkte  nnd  seine  Oraden.  —  Die  Theile, 

in  welche  er  dnrch  eine  seiner  Ebenen  zerlegt  wird. 

§  109.    Satz  I.     Die  Sterne  sind  identisch. 

Denn  A  und  B  seien  zwei  beliebige  Punkte,  u  und  ß  ihre  Polarebenen. 
Die  durch  einen  Punkt  und  die  Punkte  seiner  Polarebene  bestimmten  Seg- 
mente sind  einem  rechten  Segment  gleich  (Satz  I,  §  108;  Def.  I,  §  69).  Setzt 
man  mithin  einen  Identitätszusammenhang  zwischen  den  beiden  Ebenen  a  und  ß 
fest  und  lässt  dem  Punkt  A  den  Punkt  B  entsprechen,  so  sind  die  beiden 
Figuren  {Aa),  (Bß)  identisch,  weil  alsdann  zwei  Pxmkten  der  einen  zwei  Punkte 
der  andern  von  demselben  Abstand  entsprechen  (Satz  III,  Satz  I  imd  Zus.  £1. 
Satz  n,  §  15). 
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Salz  IL    Die  Ebenenbüschd  sind  identisch. 

Das  durch  eine  Grade  a  und  ihre  PoUinie  bestimmte  Ebenenbüschel  erf&Ilt 
den  ganzen  Raum  (Zus.  Satz  VIT,  §  83  und  Bern.  V,  §  107).  Es  sei  eine  andre 
Grade  h  und  ihre  Pollinie  V  gegeben.  Da  die  Punkte  zweier  Pollinien  gleichen 
Abstand  haben  (Zus.  I;  Satz  11^  §  108),  so  setze  man  einen  Identitatszusammen- 
hang  zwischen  a  und  h,  a  und  h'  fest;  es  folgt  dann  leicht,  dass  zwei  Punkten 
von  (aa)  zwei  Punkte  von  Q)V)  von  demselben  Abstand  enteprechen.  Die 
beiden  Figuren  {aa)j  (hb')  sind  daher  identisch  (Satz  HI,  §  15). 

Zus.    Der  Baum  ist  um  jede  seiner  Graden  identisch. 

Satz  IIL  Die  Polarebene  des  Centrums  eines  Sterns  zerlegt  den  Stern  in 
zwei  identische  Tlieile  und  die  Punkte  des  einen  Theils  sind  denjenigen  des  andern 
entgegengesetzt, 

a  sei  die  Ebene,  Ä  und  Ä'  ihre  Pole.  Die  Punkte  der  Ebene  stehen 
gleichweit  von  den  Punkten  A  und  Ä'  ab,  weil  sie  mit  Ä  und  A  conjugirt 
sind  (Satz  I,  §  108;  Def.  I,  §  69)  und  die  Durchschnittspunkte  einer  jeden  durch 
A,  Ä  gehenden  Graden  mit  der  Ebene  sind  die  Mittelpunkte  der  beiden  durch 
die  Punkte  J.,  Ä  bestimmten  Hälften  der  Ghraden.  Die  Ebene  zerlegt  die 
Sterne  mit  den  Centren  A  und  Ä  in  zwei  Theile  und  mithin  auch  den  Raum. 
Lässt  man  A  und  A  sich  entsprechen  und  die  Punkte  der  Polarebene  sich 
selbst,  so  sind  die  beiden  Figuren  {Aa)^  (^'^)  identisch.  Denn  wählt  man 
zwei  Punkte  der  ersten  Figur,  so  entsprechen  denselben  in  der  zweiten  zwei 
Punkte  von  demselben  Abstand  (Satz  IQ,  §  15). 

Zus.    Eine  Ebene  zerlegt  den  Baum  in  zwei  entgegengesetzte  Theüe. 

Satz  IV,  Eine  Grade  liegt  bezüglich  einer  Ebene  zur  Hälfte  in  einem  und 
zur  Hälfte  in  dem  entgegengesetzten  Theil  des  Baums. 

Wird  wie  Satz  U,  §  71  bewiesen;  q  bezeichnet  im  vorliegenden  Fall  die 
Ebene,  welche  den  Raum  in  zwei  entgegengesetzte  Theile  zerlegt,  B  einen 
ihrer  Pole  imd  r  die  gegebene  Grade. 

Zus.  I.  Ztoei  entgegengesetzte  Punkte  werden  durch  eine  bdidnge  Ebene  des 
Baums  getrennt. 

Denn  jede  durch  die  Punkte  gehende  Grade  liegt  zur  Hälfte  auf  entgegen- 
gesetzten Seiten  der  Ebene  und  die  beiden  entgegengesetzten  Punkte  liegen 
in  diesen  beiden  Hälften. 

Bern.  I.     Es  gilt  mit  analogem  Beweis  auch  Zus.  II,  Satz  IV,  §  86. 

Satz  V.  Jede  Ebene  liegt  bezüglich  einer  gegebenen  Ebene  zur  Hälfte  in  den 
entgegengesetzten  Theilen  des  Baums, 

Denn  die  Ebene  6  schneidet  die  gegebene  Ebene  ä  in  einer  Graden  s. 
Jede  Grade  der  Ebene  ö  hat  Punkte,  die  auf  der  einen  und  die  auf  der  andern 
Seite  der  Ebene  n  liegen;  mithin  ist  es  auch  so  mit  der  Ebene  6.  A  sei  ein 
Punkt  der  Ebene  6,  welcher  in  einem  der  Theile  liegt,  in  die  6  durch  die 
Grade  s  zerlegt  wird.  Jede  durch  A  gehende  Grade  in  der  Ebene  6  liegt  zur 
Hälfte  auf  derselben  Seite  von  jc  wie  der  Punkt  A  (Satz  IV)  und  alle  diese 
durch  die  Grade  5  begrenzten  Theile  der  durch  A  gehenden  Graden  bestimmen 
eben  den  Theil  der  Ebeoe  a,  in   welchem   der  Punkt  A  liegt;   der  Pimkt  A 
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li^  mithin  auf  einer  Seite  der  Ebene  7t,  Analog  liegt  der  entgegengesetzte 
Theil  der  Ebene  6  bezüglich  der  Graden  s  auf  der  entgegengesetzten  Seite 
des  Raums  bezüglich  der  Ebene  tc. 


4. 
Senkrechte  Grade  und  Ebenen. 

§  110.  Satz  L  Die  Segmente  einer  Ebene  messen  die  Winkel  um  die  Pole 
dieser  Ebene. 

Denn  wählt  man  zwei  identische  Segmente  (AB),  {CD)  in  der  Polar- 
ebene X  eines  Punktes  P,  so  sind  die  Dreiecke  PAB,  PCD  identisch,  weil 
sie  ihre  Seiten  gleich  haben    (Satz  I,   §  108  und  Satz  HI,  §  17);   mithin  ist 

APB '-...    CPD.     Grösseren    oder    kleineren   Segmenten    entsprechen   grössere 
oder  kleinere  Winkel  und  umgekehrt. 

<Zm5.  L  Die  Graden,  wdcke  einen  Punkt  mit  zwei  conjugirten  Punkten  seiner 
Pdlarebene  verbinden,  stehen  senkrecht  aufeinander  (Def.  I,  §  69  u.  Def.  V,  §  40). 

Bern.  I.  In  dem  vollständigen  Raum  gelten  auch  die  Def.  I  und  in,  §  87  yon  durch 
einen  Punkt  gehenden  senkrechten  Ebenen  und  Graden,  wenn  man  die  Ebene  im  ün- 
endlichgrossen  des  Euclid^^cYieu.  Gebiets  durch  die  Polarebene  des  Punktes  ersetzt. 

Satz  IL  Die  Durchschnittspunkte  und  Durchschnittsgrade  einer  senkrechten 
Graden  und  einer  senkrechten  Ebene  mit  der  Polarebene  ihrer  Durchschnitts- 
punkte  sind  Pole  und  PoUinie  und  umgekehrt  (Satz  I,  §  73;  Satz  VI,  Satz  I, 
Def.  I,  §  69  und  Bem.  I). 

Zus,  Eine  auf  einer  Ebene  senkrecht  stehende  Grade  steht  senkrecht  auf  allen 
Graden  der  Ebene,  welche  durch  die  Durchschnittspunkte  der  Graden  mit  der 
Ebene  gehen, 

P  sei  ein  Durchschnittspunkt  der  Graden  a  mit  der  auf  ihr  senkrecht 
stehenden  Ebene  a;  ;r  die  Polarebene  von  P;  A  und  a'  ein  Durchschnitts- 
punkt und  die  Durchschnittsgrade  der  Graden  a  uad  der  Ebene  a  mit  der 
Ebene  jt.  Die  Punkte  von  a'  sind  dem  Punkt  A  conjugirt  (Def.  I,  §  69),  da 
A  und  a'  Pol  und  Pollinie  in  der  Ebene  tc  sind.  Mithin  steht  die  gegebene 
Grade  auf  jeder  durch  den  Punkt  P  gehenden  Graden  in  der  Ebene  a  senk- 
recht (Zus.  Satz  I). 

Satz  III.  Eine  Grade  und  eine  Ebene,  wdrJie  conjugirt  sind,  stehen  senk- 
recht aufeinander. 

a  und  a  seien  die  conjugirte  Grade  und  Ebene.  Ist  P  einer  ihrer  ge- 
meinschaftlichen Punkte,  so  enthält  die  Polarebene  n  von  P  die  in  a  liegende 
(Zus.  n,  Satz  IV,  §  108)  Polünie  a  der  Graden  a  (Satz  ü,  §  108)  und  schneidet 
die  Grade  a  in  den  Polen  der  Graden  a  in  der  Ebene  %  (Zus.  FV,  Satz  II, 
§  108).    Mithin  stehen  die  Grade  und  die  Ebene  senkrecht  aufeinander  (Satz  TS), 

Zus.  L  Die  durch  einen  Punkt  gehenden  Graden  stehen  senkrecht  auf  der 
Polarebene  des  Punktes. 


488  Senkrechte  Grade  und  Ebenen.  [f  110 

Denn  ihre  Pollinien  liegen  in  der  Polarebene  des  Punktes  und  die  ge- 
gebenen Graden  und  die  Polarebene  des  gegebenen  Punktes  sind  mithin  con- 
jugirt  (Def.  V  und  Satz  IV,  §  108). 

Satz  IV.  Eine  Grade  und  eine  Ebene,  die  aufeinander  senkrecht  stehen, 
sind  conjugirt, 

a  sei  die  Grade  und  a  die  Ebene;  P  und  P'  ihre  Durchschnittspunkte. 
Die  Polarebene  %  von  P  trifit  die  Grade  a  in  zwei  Punkten  A^  Ä,  welche 
Pole  der  Graden  a  sind,  in  welcher  die  Ebene  %  die  Ebene  a  schneidet 
(Satz  n).  Die  Polarebene  von  A  geht  durch  a  (Satz  I,  §  108;  Def.  ü,  §  69); 
mithin  ist  a  die  PoUinie  von  a  und  a  und  a  sind  daher  conjugirt  (Satz  lY 
und  Def.  V,  §  108). 

Zus.  L    Die  Lothe  auf  eine  Ebene  gehen  durch  die  Pole  der  Ebene. 

Denn  sie  sind  der  Ebene  conjugirt  (Def.  VI,  §  108). 

Zw5.  II.  Durch  einen  Punkt  einer  Ebene  oder  ausserhalb  der  Ebene  gdU 
nur  ein  Lofh  auf  die  Ebene. 

Es  ist  die  Grade,  welche  den  Punkt  mit  den  Polen  der  Ebene  verbindet 
und  welche  der  gegebenen  Ebene  conjugirt  ist. 

Zus.  III.  Von  einem  Punkt  kann  man  nur  eine  Ebene  setücrecht  auf  eine 
gegebene  Grade  ziehen. 

Die  Ebene,  welche  den  Punkt  mit  der  Pollinie  der  gegebenen  Graden  ver- 
bindet, ist  dieser  Graden  conjugirt  (Satz  IV,  §  108)  und  mithin  senkrecht  auf 
der  Graden. 

Zus.  IV.    Zwei  Ebenen  haben  ein  Loth  gemeinschaftlich. 

Es  ist  dies  die  Grade,  welche  die  Pole  der  beiden  Ebenen  verbindet. 

Satz  V.    Zwei  conjugirte  Ebenen  stehen  senkrecht  aufeinander  und  umgekehrt. 

tt  und  ß  seien  die  beiden  Ebenen,  von  denen  jede  die  Pole  A^  Ä]  By  B' 
der  andern  enthält  (Def  11,  und  Bem.  11,  §  108).  Die  Grade  r',  welche  die 
Pole  der  beiden  Ebenen  verbindet,  ist  die  Pollinie  ihrer  Durchschnittsgraden 
r;  mithin  geht  die  Polarebene  n  eines  jeden  Punktes  P  von  r  durch  r';  die 
Durchschnittsgraden  a  und  b  der  beiden  gegebenen  Ebenen  mit  der  Ebene  s 
gehen  also  bezüglich  durch  B^  JB';  A,  A.  Da  femer  die  Grade  a  der  Schnitt 
der  beiden  Ebenen  a  und  n  ist,  so  hat  sie  die  Grade  PA  zur  Pollinie  und  A 
ist  mithin  der  Pol  von  a  in  der  Ebene  n.  Aus  demselben  Grund  ist  B  der 
Pol  von  6  in  3t;  mithin  sind  a  und  b  conjugirte  Grade  in  der  Ebene  it  und 
stehen  die  beiden  Ebenen  a  und  ß  senkrecht  aufeinander  (Zus.  11,  Satz  VJJ, 
§  73  und  Bem.  I). 

Wenn  umgekehrt  zwei  Ebenen  a  und  ß  senkrecht  aufeinander  stehen,  so 
gibt  es  einen  Pimkt  P  ihrer  Durchschnittsgraden  r,  dessen  Polarebene  n  die 
gegebenen  Ebenen  in  zwei  conjugirten  Graden  a  und  b  schneidet,  von  denen 
jede  in  der  Ebene  n  den  Pol  der  andern  enthält,  weil  ihr  normales  Segment 
ein  rechtes  ist  (Zus.  11,  Satz  VE,  §  73  und  Bem.  I).  A  und  B  seien  die  Pole 
der  beiden  Graden  a  und  6  in  ;r;  die  (Jrade  AB  in  der  Ebene  %  ist  die  Pol- 
linie der  Durchschnittspunkte  R  und  B/  der  Graden  r  mit  n\  mithin  geht  die 
Polarebene  von  A  durch  P,  P,  P  und  ist  also  die  Ebene  a.    Ebenso  ist  ,die 
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Polarebene  von  B  die  Ebene  PBA  oder  ß.    Folglich  sind  die  Ebenen  a  und  ß 
conjugirt  (Def.  ü,  §  108). 

Zus,  L  Die  auf  einer  Ebene  senkrecht  stehenden  Ebenen  gehen  durch  die 
Pole  der  Ebenen. 

Denn  zwei  aufeinander  senkrechte  Ebenen  sind  conjugirt  und  jede  der- 
selben enthält  die  Pole  der  andern  (Def.  11  und  Bern.  H,  §  108). 

Zus.  IL  Durch  eine  Grade  geht  eine  und  nur  eine  Ebene,  welche  senkrecht 
auf  einer  gegebenen  Ebene  steht 

Es  ist  die  Ebene^  welche  die  Grade  mit  den  Polen  der  Ebene  verbindet. 

Zus.  IIL  Es  gibt  eine  Ebene,  welche  zu  drei  Ebenen  gleichzeitig  senk- 
recht ist. 

Es  ist  dies  die  Ebene^  welche  die  drei  Pole  verbindet. 

Satz  VI.  Die  Polarebene  eines  beliebigen  Punktes  der  Durchschnittsgraden 
zweier  aufeinander  senkrechten  Ebenen  schneidet  diese  beiden  Ebenen  in  conju- 
girten  in  der  ersteren  Ebene  liegenden  Graden  (Satz  V;  Zus.  11  und  IV,  Satz  I, 
§  108  und  Def.  m,  §  69). 

Satz  VII.  Eine  Grade  und  eine  Ebene  haben  eine  zu  ihnen  senkrechte  Ebene 
und  eine  zu  ihnen  normale  Grade  gemeinschaftlich. 

Die  Ebene  nämlich;  welche  den  Pol  der  Ebene  mit  der  Pollinie  der  ge- 
gebenen Oraden  verbindet,  ist  der  Graden  und  der  Ebene  conjugirt  (Satz  IV, 
Def.  V,  Def.  11,  §  108;  Satz  HI,  V).  Die  gemeinschaftliche  normale  Grade 
geht  durch  den  Durchschnittspunkt  der  Normalebene  mit  der  Graden  (Zus.  II, 
Satz  IV,  Satz  V  und  Zus.  I,  Satz  IV;  Satz  HI,  §  68). 

Satz  VIII.  Eine  auf  einer  Graden  c  senkrechte  Grade  schneidet  auch  die 
PoUinie  c    von  c  und  steht  senkrecht  auf  ihr. 

a  stehe  senkrecht  auf  der  Graden  c,  welche  a  nach 
;<r'        der  Definition  in  einem  Punkt  schneidet  (Bem.  I).     Die 
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Ebene  ac  trifft  die   Grade  c'  in  den  beiden  Polen  der 
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Graden  c  in  der  Ebene  selbst  (Zus.  IV,  Satz  11 ,  §  108), 
[.  !  und  jede   auf  der  Graden   c  senkrechte  Grade   geht  in 

I  I  dieser  Ebene  durch  diese  Pole  (Satz  VI,  §  69)  (Fig.  110). 

l ZtAS.  I.     Steht   eine   Transversale  senkrecht  auf  zwei 

^  ^        Graden,  so  ist  ihre  Pollinie  auch  senkrecht  auf  den  beiden 

Fig.  110.  Graden. 

a  und  b  seien  die  beiden  Graden,  c  die  auf  ihnen 
senkrechte  Transversale,  A  und  B  die  Durchschnittspunkte  von  c  mit  a  und  b 
und  schliesslich  c  die  Pollinie  zu  e.  Die  Graden  a  und  b  schneiden  c  und  stehen 
senkrecht  auf  c;  mithin  schneiden  sie  auch  c'  rechtwinkig  (Fig.  110). 

Zus.  IL  Sind  die  Erden  eines  auf  zwei  Graden  normalen  Segments  gegeben, 
so  bestimmen  die  Enden  des  polaren  Segments  mit  den  ersten  ein  rechtes  Segment. 
Denn  die  Enden  sind  conjugirte  Punkte  (Zus.  I,  Satz  11,  §  108). 
Satz  IX.  Jede  Grade,  udche  zwei  PoUinien  schneidet,  steht  senkrecht  auf  ihnen, 
a  und  b  seien  die  beiden  Pollinien,  c  die  Transversale,  A  und  B  zwei 
ihrer  Durchschnittspunkte  mit  a  und  b.    Die  Ebene  ac  schneidet  b  in  dem 
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Punkt  IJ,  welcher  der  Pol  ron  a  in  dieser  Ebene  ist  (Zus.  IV,  Satz  II,  §  108); 
AJJ  steht  also  senkrecht  auf  a  (Satz  VI,  §  69).  Aus  demselben  Grund  steht 
AB  auch  senkrecht  auf  b  (Fig.  110). 

Satz  X     Ztcei  sich  schneidende  Graden  a  und  h  haben  zwei  Leihe  gemein. 

P  sei  einer  ihrer  Durchschnittspunkte  und  tc  die  Polarebene  von  P.    Die 

Ebene  x  schneidet  die  Ebene  ab  in  einer  auf  die  beiden  Graden  senkrechten 

Graden,    weil   jede    durch    P  gehende  Grade  senkrecht  auf  allen   Graden   der 

Ebene  :i  steht,  welche  durch  ihren  Durchschnittspunkt  nut  der  Ebene  :r  gehen 

Zus.  I,  Satz  ni;  Zus.  Satz  II).     Femer  geht  durch  P  ein  Loth  auf  die  Ebene 

ah^  (Zus.  n,  Satz  IV),  welches  senkrecht  auf  den  beiden  Graden  steht  (Zus. 

Satz  n).«) 

Satz  XL  Die  Kanten  eines  Polartetraeders  sind  einem  rechten  Segment 
gleich.  Die  Seitenflächen,  welche  sich  in  einer  Kante  schneiden,  stehen  senkrecht 
mtfeifiander  und  ebenso  die  Kanten,  welche  in  derselben  Seitenfläche  liegen. 

Denn  die  Eckpunkte  sind  zu  je  zweien  conjugirt,  ebenso  ihre  Seiten- 
flachen und  schliesslich  auch  die  auf  diesen  Seitenflachen  liegenden  Kanten 
einer  Seitenfläche. 

Satz  XIL.    Zwei  Polartetraeder  sind  auf  ^4  verschiedene  Arten  einander  gleich. 

AB  CD,  AB'  C  D'  seien  die  beiden  Tetraeder;  die  beiden  Dreiecke  BCD, 
B'C  D'  sind  identisch  und  die  Abstände  der  Punkte  A  und  A'  von  den  Punkten 
BCD,  B' C D'  sind  gleich.  Man  kann  so  einen  Identitatszusammenhang  zwi- 
schen den  beiden  Figuren  ABCD,  ÄB'C'D'  derart  feststellen,  dass  zwei 
Punkten  der  einen  zwei  Punkte  der  anderen  von  demselben  Abstand  ent- 
sprechen (Satz  m,  §  15).  Es  sind  aber  die  Tetraeder,  welche  man  durch  die 
24  Permutationen  der  rier  Eckpunkte  ABCD  desselben  Tetraeders  erhalt, 
identisch,  weil  stets  die  Kanten  einem  rechten  Segment  gleich  sind.  Damit 
ist  der  Satz  bewiesen. 


5. 

Abstand  eines  Punktes  von  einer  Ebene,  einer  Graden  von  einer  Ebene  und 

zweier  Ebenen  voneinander. 

§  111.  Def.  J.  Das  von  einem  Punkt  P  auf  eine  Ebene  %  gefällte  Loth 
trifft  diese  Ebene  in  zwei  entgegengesetzten  Punkten  M  imd  M',  welche  die 
Fusspunkte  des  Loths  sind.  Die  Segmente  (PM),  {PM')  heissen  die  Normal- 
segmente von  dem  Punkt  auf  die  Ebene. 

Die  durch  P  und  die  übrigen  Punkte  der  Ebene  bestimmten  Segmente 
heissen  schief. 

1)  Bezüglich  des  Satzes  IX  wissen  wir,  dass  es  Paare  sich  kreuzender  Graden  gibt, 
welche  eine  und  mithin  mindestens  noch  eine  Normale  gemein  haben.  —  Später  werden 
wir  sehen,  dass  zwei  unabhängige  Grade  in  der  That  zwei  Normale  gemein  haben  (siehe 
§  117). 
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Bein.  I,  Ist  die  Ebene  n  die  Polarebene  yon  P,  so  machen  alle  Punkte  yon  n  mit 
P  ein  rechtes  Segment  (Satz  I,  Def.  I,  §  108).  Spricht  man  also  yon  normalen  und  schiefen 
Segmenten  des  Punktes  P  bezüglich  einer  Ebene  (r,  so  meint  man,  dass  ö  nicht  die  Polar- 
ebene yon  P  sein  soll. 

Satss  L  Die  normalen  Segmente  vmi  einem  Punkt  nach  einer  Ebene  ergänzen 
sich  0u  zwei  rechten  und  sind  sie  einem  rechten  Segment  gleich,  so  ist  die  Ebene 
die  Polarebene  des  gegebenen  Punktes. 

Wird  wie  Satz  I,  §  73  bewiesen,  nur  muss  man  hier  statt  Zus.  H,  Satz  VI, 
§  69  den  Zus.  IQ,  Satz  IV,  §  110  zu  Hülfe  nehmen. 

Satz  IL  Von  den  nornmicn  Segmenten  eines  Punktes  P  nach  einer  Ebene  q 
ist  das  kleinere  das  kleinste  und  das  grössere  das  grösste  der  schiefen  Segmente. 

Von  zwei  schiefen  Segmenten  ist  dasjenige  das  grössere,  dessen  Punkt  in  q 
weiter  entfernt  von  dem  Fusspunkt  des  kleinsten  normalen  Segments  oder  näher 
an  demjenigen  des  grössten  normalen  Segments  liegt  und  umgekehrt 

M  und  Jf'  seien  die  Fusspunkte  des  Lothes  von  P  auf  die  Ebene  q, 
(Pä)  sei  ein  schiefes  Segment.  Die  Ebene  PAM  schneidet  die  Ebene  q  in 
einer  zu  PM  senkrechten  Graden  (Zus.  Satz  11,  §  110)  und  in  der  Ebene 
PAM  ist  {PM)  das  kleinste  Segment,  wenn  {PM)  <  {PM')  und  {PM')  das 
grösste  Segment  (Satz  11 ,  §  73).     Es  ist  daher  {PM)  <  {PÄ)  <  {PM'). 

Wenn  A  und  J?  die  in  9  liegenden  Punkte  der  schiefen  Segmente  {PÄ) 
und  {PB)  sind,  so  braucht  man  nur  die  Dreiecke  PAM,  PBM  zu  betrachten 
und  in  der  Ebene  PAM  ein  dem  Dreieck  PBM  gleiches  Dreieck,  dessen  eine 
Kathete  PM  ist  und  dessen  andre  auf  die  Orade  AM  fällt  und  alsdann  Satz  II, 
§  73  anzuwenden. 

Satz  HL  LHe  schiefen  Segmente,  welche  einen  Punkt  mit  denjenigen  Punkten 
einer  Ebene  verbinden,  die  gleichweit  voti  einem  Fusspunkt  des  von  dem  Punkt 
auf  die  Ebene  gefällten  Lothes  abstellen,  bilden  denselben  Winkel  mit  der  Normalen, 

Wie  im  Euclid'schen  Raum  (Satz  11,  §  88). 

Zus.  I,    Es  gilt  die  Umkelirung  des  Salzes, 

Def.  IL  Die  normalen  Abstände  eines  Pimktes  von  einer  Ebene  heissen 

die  Abstände  des  Punktes  von  der  Ebene.    Wenn  wir  nicht  anders  bestimmen, 

so  verstehen  wir  unter  Abstand  eines  Punktes  von  der  Ebene  den  kleinsten 

Abstand. 

Bern.  II.  Es  gelten  mit  denselben  Beweisen  auch  in  dem  yollständigen  liaum  die 
Zusätze  11,  III  des  Satzes  II  und  Satz  ÜI,  §  88,  wenn  man  sich  auf  Satz  VI,  §  73  statt 
auf  Satz  U,  §  55  bezieht,  und  ebenso  Satz  lY  und  Zus.  und  Satz  VHI,  §  88,  wenn  man 
berücksichtigt,  dass  eine  Grade  eine  Ebene  in  zwei  entgegengesetzten  Punkten  schneidet. 

Bef.  HL  Das  Loth  auf  zwei  Ebenen  a  und  ß  trifft  sie  in  zwei  Paar 
Punkten  A,  A']  B,  B',  welche  vier  consecutive  Segmente  bestimmen,  die  zu 
je  zweien  gleich  sind  und  von  denen  je  zwei  nicht  gleiche  sich  zu  zwei  rechten 
Segmenten  ergänzen  (Zus.  IV,  Satz  IV,  §  100).  Sie  heissen  die  normalen  Seg- 
mente der  beiden  Ebenen. 

Satz  LV.  Zwei  Ebenen  «  und  ß  haben  zwei  normale  Supplementsegmente, 
wdche  in  Bezug  auf  beide  Enden  das  kleinste  und  grösste  Segment  bezüglich  der 
einen  me  der  andern  Ebene  sind. 
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Ist  (AB)  das  kleinere  normale  Segment^  so  ist  (AB)  der  kleinste  Abstand 
des  Punktes  Ä  von  der  Ebene  ß  und  des  Punktes  B  von  der  Ebene  a.  Es 
gibt  Segmente  {EF),  deren  Enden  in  den  beiden  Ebenen  liegen  und  die  kleiner 
als  {AB)  sind,  sie  sind  aber  nicht  die  kleinsten  Segmente  von  beiden  End- 
punkten nach  den  zwei  Ebenen.  Fällt  E  mit  F  zusammen^  so  gibt  es  eine 
Grade  EF  nicht  mehr. 

Bern.  III.  Sprechen  wir  von  dem  normalen  Segment  zweier  Ebenen,  so  meinen  wir 
nur  das  eine  der  kleinsten  Segmente,  wenn  nicht  anders  bestimmt  wird. 

Zus,  L  Die  normalen  Segmente  zweier  conjugirten  Ebenen  sind  rechte  und 
umgekehrt. 

Denn  vrenn  A  und  A\  B  und  B'  die  Pole  der  zvrei  Ebenen  sind,  so  liegen 
sie  in  den  beiden  Ebenen  (Def.  11,  §  108);  (AB)  steht  mithin  senkrecht  auf 
den  beiden  Ebenen  imd  ist  ein  rechtes  Segment  (Zus.  I,  Satz  m,  §  100;  Satz  I, 
Def.  I,  §  108  und  Def.  I,  §  69). 

Zus.  IL  Zwei  Halbebenen  haben  ein  einziges  normales  Segment,  welches  den 
kleinsten  oder  grössten  Abstand  zwischen  den  Punkten  der  beiden  Halbebenen  an- 
gibt je  nachdem  das  normale  Segment  kleiner  oder  grösser  als  ein  rechtes  ist. 

Denn  die  Paare  entgegengesetzter  Punkte  A  und  A\  B  und  B'  werden 
durch  eine  beliebige  6rade  einer  jeden  der  beiden  gegebenen  Ebenen  getrennt 
(Zus.  I,  Satz  n,  §  71). 

Zus.  HI.    Zwei  Paare  von  Ebenen,  welche  denselben  Abstand  voneinander 
haben,  sind  gleich. 

Denn  man  kann  einen  Identitätszusammenhang  zwischen  ihnen  festsetzen, 
in  welchem  sich  die  Durchschnittsgraden  und  die  Fusspunkte  der  gleichen  nor- 
malen Segmente  entsprechen  (Satz  m,  §  15). 

Def.  TV.  Bezeichnet  man  mit  A  und  A' ,  B  und  B'  die  Durchschnitts- 
pimkte  der  auf  einer  Graden  und  einer  Ebene  senkrecht  stehenden  Graden,  so 
heissen  ihre  consecutiven  Segmente  die  normalen  Segmente  der  Graden  und  der 
Ebene. 

Satz  V.  Die  zu  einer  Graden  und  einer  Ebene  normalen  Segmente  ergänzen 
sich  zu  zwei  rechten  und  geben  den  kleinsten  und  grössten  Abstand  zunschen  den 
Punkten  der  Ebene  und  der  Graden  von  der  Graden  und  der  Ebene  aus. 

(AB)  sei  das  kleinere  Segment;  es  ist  das  kleinste  Segment,  welches  vom 
Punkt  A  nach  der  Ebene,  und  das  kleinste  Segment,  welches  vom  Punkt  B 
nach  der  Graden  führt.    Auch  hier  gilt  eine  ähnliche  Bemerkung  wie  bei  Satz  IV. 

Zus.  I.  Die  normalen  Segmente  einer  Graden  und  einer  der  Graden  con- 
jugirten Ebene  sind  rechte  und  umgekehrt 

Denn  die  gemeinschaftliche  Normale  geht  durch  den  auf  der  Graden  ge- 
legenen Pol  A  der  Ebene  und  trifft  die  in  der  Ebene  gelegene  Pollinie  der 
Graden  in  einem  Punkt  B  (Def  V;  Zus.  E,  Satz  IV,  §  108;  Zus.  I,  Satz  ffl 
und  Satz  IX,  §  110);  mithin  ist  (AB)  ein  rechtes  Segment. 

Zus.  II.  Ist  eine  Halbgrade  und  eine  Halbebene  gegeben,  so  gibt  es  ein  auf 
beiden  norinales  Segment^  welches  den  kleinsten  oder  grössten  Abstand  zwischen  den 
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Punkten  der  HaTbgraden  und  denjenigen  der  Halb^ene   liefert,  je  nachdem   es 
kleiner  oder  grösser  als  ein  rechtes  Segment  ist 

Zus.  HL  Die  Figuren,  welche  von  zwei  Graden  bezüglich  mit  zwei  Ebenen 
gebildet  werden,  sind  identisch,  wenn  die  Graden  von  den  Ebenen  denselben  Ab- 
stand haben. 

Denn  es  existirt  ein  Identitütszusammenhaiig  zwischen  ihnen  ^  in  welchem 
sich  die  Durchschnittspunkte  der  Graden  und  der  Ebenen  und  die  Enden  ihrer 
normalen  Segmente  entsprechen  (Satz  111,  §  15). 

6. 
Die  Winkel  zwischen  Strahlen,  Graden,  Halbebenen  und  Ebenen. 

§  112.  Bern.  I.  Die  für  das  .E^tic/ufsche  Gebiet  gegebene  Definition  des  Winkels 
eines  Strahls  und  einer  Graden  mit  einer  Ebene  (Def.  I,  II,  §  90)  gilt  auch  für  das  voll- 
ständige Gebiet  des  Baums,  wenn  man  der  Ebene  im  ünendlichgrossen  die  Polarebene  eines 
der  Durchschnittspunkte  des  Strahls  oder  der  Graden  mit  der  Ebene  substituirt. 

Es  gelten  mithin  mit  ähnlichen  Beweisen  die  Sätze  I  u.  11  und  ihre  Zusätze  in  §  90. 
Bei  Satz  n  existirt  ein  Unterschied.  In  dem  Euclid^scheii  Gebiet  gilt  nämlich  der  Satz  für 
alle  Strahlen  der  Ebene,  welche  parallel  zu  den  durch  den  Durchschnittspunkt  des  Strahls 
mit  der  Ebene  gehenden  Strahlen  sind  und  daher  denselben  Winkel  mit  dem  gegebenen 
Strahl  bilden.  In  dem  vollständigen  Raum  dagegen  verhält  es  sich  anders,  da  für  ihn  die 
früher  gegebene  Definition  des  Winkels  zweier  Strahlen  nur  dann  gilt,  wenn  sie  sich  in 
einem  Punkt  schneiden. 

Bern.  II.  Unter  Keil  zweier  Ualhehenen  verstehen  wir,  wie  in  dem  Ü^ucZtcTschen  Gebiet, 
einen  Theil  eines  Halbebenenbüschels,  welcher  durch  zwei  Halbebenen  bestimmt  wird. 

Die  Grade,  welche  den  Abstand  der  Halbgraden  im  Unendlichgrosssn  der  Seiten  des 
Keils  misst,  ist  in  dem  vollständigen  Grebiet  die  Pollinie  der  Kante  des  Keils. 

Es  gilt  mit  ähnlichem  Beweis  der  Satz  I,  §  91. 

Satz  L  Gleichen  (ungleichen)  Segmenten  eitler  Graden  entsprechen  gleiche 
(ungleiche)  Keile  um  die  Poüinie, 

Denn  es  seien  (-4-B),  {CD)  zwei  gleiche  Seg- 
mente einer  Graden  a'  und  0  und  P  zwei  Punkte 
-^      ihrer  Pollinie  a.    Die  Tetraeder  OPAB,  OPCD 
sind  gleich;  weil  sie  die  Kanten  bezüglich  gleich 
haben,  nämlich  {OP)  gemeinschaftlich,  (AB)  ~\ 
^         ^'  .:  (CD)  ist  und  die  übrigen  Kanten  einem  rechten 

Segment  gleich  sind  (Zus.  I,  Satz  11,  §  108);  mit- 
hin sind  die  beiden  Keile  a    (AB),  a  •  (CD)  gleich. 

Wenn  (AB)  <  (CD)  ^st,  so  wähle  man  im  ersten  Fall  in  (AB)  einen 
Punkt  B^  derart,  dass  (AB,)  —  (CD);  alsdann  ist  der  Keil  a'(AB^)  —  a  •  (CD). 
Der  Keil  a  (AB^)  ist  aber  ein  Theil  des  Keils  a\AB)  (Bem.  11);  mithin  u.s.  w. 

Zus.  Zwei  gleiche  oder  ungleiche  Keüe  um  eine  Grade  bestimmen  gleiche  oder 
ungleiche  Segmente  auf  ihrer  PoUinie, 

Satz  IL     Die  normalen  Schnitte  eines  Keils  sind  gleich, 

Ist  (aß)  der  Keil,  a  seine  Kante  und  a'  deren  Pollinie,  so  sind  die  Ebenen 
der  Normalschnitte  diejenigen,  welche  durch  die  Grade  a'  gehen  (Satz  IV,  §  110). 


a 


494  Dreikante.  —  Die  Abstände  zweier  Graden.  .    [§8  112 — ll4 

A  und  B  seien  die  Durchschnittspunkte  von  ec  und  ß  mit  a,  0  und  P  zwei 
Pimkte  von  a.    Die  Dreiecke  ABO,  ABP  sind  gleicliy  weil  sie  die  drei  Seiten 

gleich  haben  (Zus.  I,  Satz  ü,  §  108);  mithin  ist  AOB^APB  (Fig.  111). 

Satz  IIL  Sind  zwei  Keile  gleich  oder  ungleich,  so  sind  ihre  Normcdschnitle 
gleich  oder  ungleich  und  umgehehrt 

a  und  h  seien  die  Kanten  der  beiden  Eeile^  a  und  Uy^,  ß  und  ß^  ihre  Seiten, 
a'  und  b'  die  Pollinien  von  a  und  b,  (AA^),  {BB^)  die  durch  die  beiden  Keile 
auf  den  Graden  a   und  6'  bestimmten  Segmente. 

Die  Winkel  der  Normalschnitte  eines  und  desselben  Keils  z.  6.  des  ersten 
sind  durch  die  Strahlen  gegeben,  welche  einen  Pimkt  der  Kante  mit  den 
Punkten  A  und  A^  verbinden.     Weil  nun  (AAi)  .-:(BB^),   so  folgt   daraus, 

dass  auch  ihre  Normalschnitte  gleich  sind.  Und  wenn  (AA^)  ^  {BB^),  so  sind 
auch  die  Normalschnitte  ungleich.  Und  umgekehrt;  wenn  diese  gleich  sind,  ist 
{AA^)  ~-    (BBj)  und  die  beiden  Keile  sind  gleich,  und  sind  die  Normalschnitte 

ungleich,  so  ist  {AA^)  ^  (-B-Bi)  und  mithin  sind  auch  die  Keile  ungleich 
(Satz  I  u.  11). 

Bern.  III.  Mit  analogen  Beweisen  gelten  die  Sätze  VI,  VII,  IK  n.  Zus.,  X  u.  XI  in 
§  91,  wenn  man  beachtet,  dass  es  in  dem  yollständigen  Raum  keine  parallelen  Ebenen  gibt. 

7. 
Dreikante. 

§  113.  Bern.  L  Die  für  das  j&uoZtVfsche  Gebiet  gegebenen  Definitionen  von  Viel- 
kant  und  Dreikant  (§  98)  gelten  auch  für  das  yoUstSudige  Gebiet  des  Raums. 

Bezüglich  des  Yielkants  oder  eines  Dreikants  muss  man  der  Ebene  im  Unendlich- 
grossen  die  Polarebene  des  Scheitels  substituiren.  Wir  bemerken  nur,  dass  die  Kanten 
eines  Yielkants  sich  in  zwei  entgegengesetzten  Punkten  schneiden  und  mithin  zwei  Yiel- 
kante  bilden,  je  nachdem  man  den  einen  oder  den  andern  Punkt  betrachtet. 

Bern.  IL  In  dem  yollständigen  Raum  gelten  alle  Sätze  des  §  93,  die  unter  Berück- 
sichtigung der  Bem.  I  auf  dieselbe  Weise  bewiesen  werden. 

Ebenso  gelten  mit  Ausnahme  des  Satzes  I  alle  Sätze  des  §  94  über  gleiche  Dreikante 
im  ^ucZirf'schen  Raum.  ^) 

8. 
Die  Abstände  zweier  Graden. 

§  Il4.  Def,  L  Wenn  A  und  A' ,  B  und  B'  die  Durchschnittspunkte 
eines  zweien  Graden  a  und  b  gemeinschaftlichen  Lothes  mit  diesen  Graden  sind^ 
so  heissen  ihre  consecutiven  Segment^e  die  normalen  Segmente  der  beiden  Graden. 

Satz  I.  Die  auf  derselben  Graden  gelegenen  normalen  Segmente  zweier  Graden 
ergänzen  sich  zu  zwei  rediten  und  geben  den  Ideinsten  und  grössten  Abstand  der 
Punkte  ei'ner  jeden  Graden  von  den  Punkten  der  andef'n  an. 

1)  Auch  hier  sehen  wir  also,  dass  aus  den  Sätzen  über  die  Dreiecke  der  Euelid*scheü 
Ebene,  wenn  man  zur  vollständigen  Ebene  übergeht,  Sätze  des  .EucZuf sehen  und  yollstän- 
digen Raums  abgeleitet  werden,  welche  dann  dazu  dienen,  andre  Eigenschafken  dieser 
Räume  zu  beweisen. 
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Denn  venn  (-^B)  das  kleinere  normale  Segment  ist,  so  gibt  es  den  kleinsten 
Abstand  des  Punktes  Ä  von  den  Punkten  der  Oraden  b  und  den  kleinsten  Ab- 
stand des  Punktes  S  toq  den  Punkten  der  Graden  a  an  (Satz  U,  §  73). 

Säte  IL    Zwei  Grade,  deren  beide  normale  Palarsegtiiente  einem  rechen  gleich  • 
kotnmcn,  sind  PoUinien  zueinander. 

Denn  a  und  b  seien  die  beiden  Oraden,  (J-B)  ein  normales  recbtes  Seg- 
ment, (A'B')  das  normale  Polarsegment.  Wir  ziehen  durch  A  die  auf  die 
Grade  a  senkrechte  Ebene  a;  in  der  Ebene  a  ist  die  Pollinie  des  Punktes  A  die 
PoUinJe  o'  von  a  (Zus.  IV,  Satz  K,  §  108),  welche  wie  auf  allen  andern  durch 
A  gehenden  und  in  a  liegenden  Graden  auch  auf  der  Gradeir  AB  m  B  senk- 
recht steht  (Satz  VI,  §  69). 

Ebenso  geht  die  Grade  a'  durch  B'  und  fällt  daher  mit  der  Graden  h 
zusammen  (Fig.  110). 

Bern.  1.  Es  gilt  Satz  II,  $  89.  Da  mui  deo  im  Text  gegebenen  Beweis  nicht  ge- 
bmochen  kann,  so  benutze  man  den  in  der  Anmerkung  gegebenen  Beweis.  Es  ist  jedoch 
>n  beachten,  dass  zwei  sich  kreuzende  Grade  zwei  normale  Qrade  gemein  haben  ond  auch 
anendlich  viele  (wie  wir  bald  sehen  werden)  gemein  haben  kOmtea  und  dass  der  Satz  fOr 
jedes  gemeinschaftliche  normale  Segment  gilt.  Anch  Bern,  m,  g  89  bleibt  in  Geltung, 
welche  nichts  Anderes  als  Satz  TI,  g  IT  ist,  den  wir  nnabh&ngig  von  den  Dimensionen 
des  Raums  und  dem  Axiom  über  die  Parallelen  bewiesen  habon. 

Sats  III.  Sind  ztcei  auf  «m  Graden  AB,  CD  senkrechte  Segmente  (AC), 
{BD)  gleidi,  so  sind  die  Segmente  (AB),  CD)  gleit^. 

Die  Dreiecke  GAB,  BDC  sind  bei  A 
''X  f  K" — J^'  ""*^  B  rechtwinklig  gegeben,  haben  eine 

Kathete   und   die   Hypotenuse   gleich   und 
sind  daher  gleich  (Satz  VI,  §  73).     Daher 
ist  (AB) -1:1  (CD)  (Fig.  112). 
V  SaU  IV.    Sind  zwei  auf  ^ivei  Graden 

senkrechte  iSes^menfe  glei4:h,  so  ist  jeder  Punkt 
der   Graden  das  Ende  eines  gemeinschaft- 
lichen und  den  beiden  ersten  Segmenten  gleichen  normaien  Segments. 

Gebraucht  man  wieder  die  Bezeichnungen  des  vorigen  Satzes  und  halbirt 
(AB)  und  (CD)  in  den  Punkten  E  und  F,  so  steht  die  Grade  EF  senkrecht 
auf  den  beiden  Graden  AB  und  CD  (Satz  VI,  §  17) 'und  da  (CF)  ^  (AE) 
(Satz  m),  so  folgt  (EF)  -  (AC) :     (BD)  (Satz  HI). 

Sind  E',  F'  die  Mittelpunkte  der  Segmente  (AE),  (CF),  so  steht  die 
Grade  E' F'  senkrecht  auf  den  Graden  AB  und  QD  (Satz'  VI,  §  17)  und  es 
ist  (E'F')  —  (AC)  —  (EF)  £z:  (BD)  (Satz  III).  Setzt  man  die  Halbirung  der 
so  erhaltenen  neuen  Segmente  fort,  so  erhält  man  ebensoviele  auf  den  beiden 
Graden  senkrechte  Segmente,  die  den  gegebenen  Segmenten  gleich  sind. 

Ist  X  ein  Punkt  von  (CD)  und  kein  Punkt  F,  so  ist  er  die  Grenze  einer 
unbegrenzten  Reihe  erster  Art  von  Punkten  F,  z.  B.  von  D  nach  ('  hin  (Einl. 
h,  §  99).  Die  Reihe  der  entsprechenden  Punkte  E  in  (AB)  hat  einen  Grenz- 
punkt  r  der  Art,  dass  (DK).     (BT)   (Einl.  d',  §  07);    mithin   ist  (CX)      . 
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2E  (-4  r) .  Das  Segment  (X  Y)  ist  daher  die  Grenze  des  Segments  (EF)  (Def.  I, 
§  12)   und    da  (EF)  constant   ist,   so   ist   (XT)  7    (EF)  =  (ÄC)   (Satz  II, 

§  12).  0 

Nun  sind  in  dem  Viereck  ACXY  die  Dreiecke  ACX,  XYA  gleich,  weil 
sie  die  drei  Seiten  gleich  haben,  und  da  das  erste  bei  C  rechtwinklig  ist,  so 
ist  es  auch  das  zweite  bei  Y.  Ebenso  ist  das  Dreieck  CXY  bei  X  recht- 
winklig; daher  steht  die  Grade  XY  senkrecht  auf  den  beiden  gegebenen 
Graden. 

Betrachten  wir  nun  auf  den  beiden  Graden  CD  und  ^JB  die  (CD)  und 
(AB)  gleichen  Segmente  (CD'),  (AB'),    Aus  den  gleichschenkligen  Dreiecken 

DAD',  BCB'  folgt  (AD'):     (AD),  DAC^iITAC. 

Die  Keile  B'ACD',  BACD  sind  gleich,  weil  sie  Scheitelkeile  mit  der 
gemeinsamen  Kante  AC  sind;  mithin  sind  die  Dreikante  A  •  BCD,  A  •  B' CD' 
gleich,  weil  sie  zwei  Seiten  und  den  eingeschlossenen  Keil  gleich  haben;  es  ist 

also  D' AB'  DAB  und  die  beiden  Dreiecke  D' AB' ,  DAB  sind  gleich.  Aus 
demselben  Grund  sind  auch  die  Dreiecke  D'B'C,  DBC  gleich.  B' D'  steht 
daher  senkrecht  auf  den  Graden  AB,  CD  und  ist  (BD)  gleich. 

Wenn  nun  auf  der  Graden  CD  ein  Punkt  X  ausserhalb  des  Segments 
(CD)  gegeben  ist,  so  gibt  es  immer  eine  Zahl  n  derart,  dass 

(CD)n  <  (CX)  <  (CD)(n  +  1).  (Einl.  c'  §  81) 

Bezeichnet  man  dann  mit  Dn,  -D/t  +  i  die  zweiten  Enden  der  Segmente  (CD)n, 
(CD)(n-^  1)  und  mit  Bn,  B„^i  die  entsprechenden  Punkte  in  AB,  so  ist 
das  Tetraeder  BnDnBn  +  iDn  +  i  dem  Tetraeder  ACBD  identisch.  Da  für  jeden 
Punkt  X  des  Segments  (CD)  der  Satz  bewiesen  ist,  so  ist  er  damit  auch  für 
jeden  Punkt  der  Graden  CD  und  mithin  auch  für  jeden  Punkt  der  Graden 
AB  bewiesen  (Fig.  112). 

Def'.  IL  Zwei  Grade,  deren  beide  normale  Segmente  gleich  sind,  heissen 
Grade  von  gleicJieni  Abstand. 

Zus.  Eine  Grade,  welche  gleichen  Abstand  von  einer  andern  Graden  hat, 
steht  aueh  gleichweit  von  der  PoUinie  der  letzteren  ab. 

Denn  die  auf  den  beiden  Graden  senkrechten  Graden  stehen  auch  senk- 
recht auf  den  Pollinien  und  da  die  Segmente,  deren  Enden  auf  den  Pollinien 
liegen,  rechte  sind  (Zus.  Satz  11,  §  108),  so  ist  damit  der  Satz  bewiesen. 

Satjs  V.  Eine^  zwei  Graden  von  gleichem  Abstand  gemeinschaftliche  Trans- 
versale bildet  mit  ihnen  gleiohe  innere  Wechselwinkel. 

AB,  CD  seien  die  beiden  Graden,  BC  die  gemeinschaftliche  Transversale. 
Von  B  imd  C  ziehe  man  die  senkrechten  Segmente  (AC)  und  (BD).  In  dem 
Viereck  ABCD  sind  die  rechtwinkligen  Dreiecke  ABC,  DCB  gleich  (Satz  IE) 

und  es  ist  DCB -:^  ABC  (Fig.  112). 

1)  Eö  ist  dies  dasselbe  Verfahren,  welches  wir  Satz  I,  §  45  und  Satz  I,  §  80  an- 
gewendet haben. 
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Satz  VL  Wenn  drei  Punkte,  welche  dieselben  Abstände  van  einer  Graden 
liaben  und  nicht  mit  ihr  in  einer  Ebene  liegen,  in  grader  Linie  gelegen  sind,  so 
ist  diese  Linie  eine  Grade  vm  gleichem  Abstand  van  der  gegebenen  Graden, 

Nach  Satz  IV,  §  81  ist  es  im  vollständigen  Raum  nicht  möglich,  dass  die 
Punkte  in  einer  Ebene  mit  der  Graden  liegen. 

Der  Beweis  dieses  Satzes  gilt  auch  hier  (Fig.  88,  S.  421).  Da  das  Viereck 
AA'BB'  rechtwinklig  und  in  diesem  Fall  nicht  eben  ist,  so  steht  die  Grade  r' 
gleichweit  von  der  gegebenen  Graden  r  ab  (Def.  11  und  Satz  IV). 

Satz  VIL  Ist  eine  Grade  und  ein  Punkt  ausserhalb  derselben  gegd)en,  so 
gehen  durch  diesen  Punkt  zwei  Grade  van  gleichem  Abstand  von  der  gegebenen 
Grraden, 

CD  sei  die  Grade,  A  der  gegebene  Punkt,   {AC)  das  normale  Segment 
von  dem  Punkt  A  nach  der  Graden.    Ist  ein  beliebiger  Punkt  D  von  CD  ge- 
geben, so  ist  das  Dreieck  ACD  bei  C  rechtwinklig. 

Wir  wollen  die  Winkel  cTd,  CDA  mit  a  und  ß 
bezeichnen.  Ist  AB  eine  Grade  gleichen  Abstands 
von  CD  und  steht  BD  auf  den  beiden  Graden  senk- 
recht, so  ist  in  dem  rechtwinkligen  Dreieck  ABD: 

DAB  --:  CDA       ß,  a1[)B  -   CAD  --  u    (Satz  V). 

— Ef 

^    jjj  Die  Dreiecke  ACD,  ABD  sind  überdies  gleich, 

weil  sie  drei  Seiten  gleich  haben  (Satz  IQ). 
Der  Strahl  DB  liegt  in  der  auf  CD  in  D  senkrechten  Ebene  (Satz  IV, 
Vin,  §  110).     Er  muss  mit  AD  den  Winkel  a  bilden,  d.  h.  der  Strahl  DB 
ist  die  Kante  eines  Dreikants,  von  dem  die  drei  Seiten  bekannt  sind  und  die 

Seite  CDA  der  Lage  nach  gegeben  ist.    Es  gibt  daher  zwei  Dreikante  D  •  CAB 
und  D'  CAB^j  welche  diese  Bedingungen  erfiillen  und  die  auf  entgegengesetzten 

Seiten  von  CDA  Hegen  (Bem.  H,  §  113),  da  a  +  /J  >  J  ist  (Satz  VU,  §  76 

und  Bem.  I,  §  113). 

Macht  man  (DB)  —-.  (CA)  ^  (DB^),  so  haben  die  Graden  AB  und  AB^ 
gleichen  Abstand  von  der  gegebenen  Graden. 

Bern.  IL  Die  Graden  gleichen  Abstands  im  vollständigen  Raum  haben  analoge  Eigen- 
schaften wie  die  parallelen  Graden  der  Euclid'Bchen  Ebene  (Satz  I,  §  62);  nur  lassen  sich 
von  einem  Punkt  zwei  solche  Grade  zu  einer  gegebenen  Graden  ziehen. 

9. 
Das  Tetraeder. 

§  115.  Bern.  I.  Die  für  das  Euclid'Bche  Gebiet  gegebene  Definition  des  Tetraeders 
(Def.  I,  §  95)  gilt  auch  in  dem  vollständigen  Raum. 

Satz  I  u.  Zus.  in  §  95  mit  ihren  Beweisen  und  mit  den  Def.  II  u.  UI,  IV  u.  V  bleiben 
in  Geltung. 

Bern.  IL  Die  Ebenen  eines  Tetraeders  tbeilen  den  vollständigen  Raum  statt  in  15 
in  16  Regionen  (Bem.  I,  §  95),  welche  ebenfalls  Tetraeder  sind.     Bezeichnet  man  mit  A, 

Veroneae,  Qeomotrie.  «32 
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B,  C,  D  die    Eckpunkte  eines  Tetraeders  und  mit  Ä\  B';  C\  D'  die  entgegengesetzten 
Punkte,  so  sind  die  16  Tetraeder  die  folgenden: 

ABCD,       ÄBCD\  ÄBC'D,  AB'CD, 

Ä'BCD,     ABC'D\  ÄB'CD\  A'BCD\ 

AB'C'D,    A'BCD,  A'B'CD,  A*B'CD\ 

A'B'C'B,  AB'C'B',  A'BC'D\  A'B'CB'. 

Satz  L  Den  inneren  Funkten  eines  Tetraeders  sind  die  inneren  Punkte  des 
entgegengesetzten  Tetraeders  entgegengesetzt 

Denn  wenn  X  ein  innerer  Punkt  ist,  so  triflFk  die  Grade  -4.X  die  gegen- 
überliegende Seitenfläche  BCD  in  einem  inneren  Punkt  Y,  Der  dem  Punkt 
Y  entgegengesetzte  Punkt  Y'  liegt  in  dem  inneren  Theil  des  Dreiecks  B'C'D' 
(Satz  II,  §  72);  der  Punkt  X'  liegt  daher  in  dem  inneren  Theil  des  dem  Seg- 
ment {A  Y)  entgegengesetzten  Segments  {A'  Y')  (Satz  IV,  §  29). 

Bern.  III.  Es  gilt  in  dem  Tollständigen  Raum  mit  demselben  Beweis  auch  Satz  11 
mit  seinen  Zusätzen  in  §  95,  nur  beachte  man,  dass  eine  Ebene,  welche  eine  Kante  in 
einem  inneren  Punkt  schneidet',  sie  auch  in  einem  äusseren  trifil;  ebenso  gelten  Satz  III 
u.  Zus.  und  die  Sätze  FV,  V  desselben  Paragraphen. 

Satz  IL  Die  vier  Ebenen  eifies  Pola/rtetraed&rs  Üieüen  den  Raum  in  16  Polar- 
tetraeder,  die  zu  je  zweien  entgegengesetzt  sind. 

Denn  ihre  Eckpunkte  haben  die  gegenüberliegenden  Seitenflächen  zu  Polar- 
ebenen (Bem.  II). 

10. 

Die  Richtnngen   oder  der   Sinn   des  Raums,   seiner   Keile,   Dreikante  nnd 

Tetraeder.  —  Congruente  nnd  symmetrische  Figuren. 

§  116.  Bern.  I.  Die  Richtungen  eines  Sterns  werden  in  derselben  Weise  bestimmt 
wie  bei  dem  EucUcfachen  Gebiet,  nur  wird  der  Ebene  im  Unendlichgrossen  die  Polarebene 
des  Centrums  des  Sterns  substituirt. 

Verfährt  man  so,  wie  in  Bem.  III,  §  96  angegeben  wurde,  so  behalten  die  Sätze  des 
§  96  mit  Ausnahme  des  Zusatzes  III,  Satz  Xm  ihre  Geltung,  wenn  man  berücksichtigt,  dass 
ein  Stern  zwei  entgegengesetzte  Centren  hat  und  mithin  die  Seiten  eines  Dreikants  zwei 
entgegengesetzte  Richtungen  des  Raums  bestimmen,  je  nachdem  man  sie  von  dem  einen 
oder  dem  andern  Scheitel  betrachtet.    Auch  der  folgende  Satz  gilt. 

Satz  L  Wenn  man  die  Eckpunkte  eine^  Tetraeders  AB  CD  in  ungrader 
Anzahl  mit  ihren  enigegetigesetzte^i  Punkten  vertauscht,  so  erhalt  man  Tetraeder, 
welche  den  entgegengesetzten  Sinn  zu  dem  gegehenen  und  mithin  dieselbe  Riehtung 
untereinamier  haben;  macht  man  eine  grade  Anzahl  von  Vertauschmigen,  so  erhalt 
mmi  Tetraeder  ron  derselben  Riehtmig  ivie  das  gegebene. 

Denn  die  beiden  Tetraeder  ABCD,  A'BCD  haben  entgegengesetzten  Sinn, 
weil  A  lind  A'  auf  entgegengesetzten  Seiten  der  Ebene  BCD  liegen  (Zus.  I, 
Satz  Vm  und  Bem.  I).  Mithin  hat  A'B'CD  denselben  Sinn  wie  ABCD  und 
A' B'C'D  ist  entgegengesetzt  gerichtet  wie  Ä'B'CD  und  folglich  auch  wie 
ABCD  uud  A' B'C'D'  hat  entgegengesetzte  Richtung  wie  A' B'C'D  und  daher 
dieselbe  wie  ABCD. 

Zus.  I.     Zivri  entgegengesetzte  Tetraeder  haben  gleiclien  Sinn. 
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Bern.  IL  In  dem  voUstindigen  Raum  gelten  mit  analogen  Beweisen  die  Sätze  über 
die  congruenten  und  symmetrischen  Figuren  in  den  §§  97  u.  98  mit  Ausnahme  des  Satzes  IT, 
§  98.    Es  gilt  aber  auch  der  folgende 

Satjs  IL  Zwei  entgegengesetzte  Figuren  sind  congrtient  (Zus.  I,  Satz  I;  Satz  III, 
§  98  und  Bern.  U). 

11. 
Kegel  y  Cylinder  nnd  Engel. 

§  117.  Bern.  I.  Die  für  das  i^uc/iVfsche  Gebiet  gegebene  Definition  des  Kegels 
behält  ihre  Geltung  (§  99);  nur  ist  die  Ebene  im  ünendlichgrossen  durch  die  Polarebene 
der  Spitze  des  Kegels  zu  ersetzen. 

Es  ist  jedoch  zu  beachten,  dass  ein  Kegel  im  vollständigen  Raum  zwei  Spitzen  hat, 
welche  entgegengesetzte  Punkte  sind.  Um  den  Theil  des  Kegels  zu  erhalten^  welcher  einem 
Scheiteltheil  des  Kegels  im  J^ticZtd'schen  Gebiet  entspricht,  muss  man  den  Kegel  auf  eine 
Spitze  und  die  Polarebene  derselben  beschränken;  man  erhält  auf  diese  Art  die  Hälfte  des 
vollständigen  Kegels. 

Die  in  dem  J^utr/iVT sehen  Gebiet  für  den  Kegel  gegebenen  Sätze  bleiben  bestehen;  nur 
muss  man  bei  der  Fassung  einiger  Sätze  (z.  B.  I  u.  HI)  und  in  den  Beweisen  die  Ebene  im 
ünendlichgrossen  mit  der  Polarebene  der  Spitzen  vertauschen  und  berücksichtigen,  dass 
zwei  Grade,  welche  sich  in  einem  Punkt  schneiden,  sich  auch  in  dem  entgegengesetzten 
Punkt  schneiden  und  dass  auf  diese  Art  eine  Grade  und  eine  Ebene  immer  zwei  entgegen- 
gesetzte Punkte  gemeinschaftlich  haben.  Daher  ist  Zus.  VI,  Satz  IV  dahin  abzuändern,  dass 
eine  Grade  vier  zu  je  zweien  entgegengesetzte  Punkte  mit  dem  Kegel  gemeinschaftlich  haben 
kann,  welche  mithin  zu  je  zweien  auf  entgegengesetzten  Seiten  einer  beliebigen  Ebene  und 
daher  auch  der  Polarebene  der  Spitzen  liegen. 

Bern.  IL  In  dem  vollständigen  Raum  wird  der  Cylinder  des  JBrucZid'schen  Gebiets  zu 
einem  Kegel,  dessen  Erzeugungsgraden  mit  der  Aze  des  Kegels  einen  unendlichkleinen 
Winkel  bilden. 

Def.  L  Alle  Kreislinien  von  gleichem  Radius  ^  deren  Centren  in  einer 
Graden  und  in  Ebenen  liegen,  die  auf  dieser  Graden  senkrecht  stehen,  bilden 
eine  Figur,  welche  Cylindermantd  heisst,  während  der  durch  die  Kreise  be- 
stimmte Theil  des  Raums  Cylinder  genannt  wird.  Die  Grade  heisst  die  Axe 
des  Cylinders. 

Bern.  IIL  Dies  ist  in  gewisser  Art  die  dem  Cylinder  des  .^dtcfschen  Gebiets  ent- 
sprechende Figur,  weil  auch  der  Cylinder  in  dem  letzteren  Gebiet  auf  diese  Weise  erzeugt 
werden  kann  (Bem.  I,  §  104).  ^) 

Satz  L  Der  Cylinder  hat  audi  die  PoUinie  zur  Axe,  Die  Radien  der 
Peripherien  um  die  beiden  Axen  des  Cylinders  sind  complementär. 

Denn  a  sei  die  Axe  des  Cylinders  (Def.  I).  Die  Ebenen  der  Peripherien 
des  Cylinders  gehen  durch  die  Pollinie  a,  welche  in  diesen  Ebenen  die  Pollinie 
der  Centren  ist.  P  sei  ein  Punkt  der  Graden  a',  P^  sein  entgegengesetzter 
Punkt.  In  einer  beliebigen  durch  die  Grade  a'  gehenden  Ebene  (y,  welche  a 
in  zwei   entgegengesetzten  Punkten  A  und  J.,  schneidet^  gibt  es  zwei  Kreise 


1)  Dieser  Cylinder  wurde  von  Clifford  gefunden  (Math.  Papers,  London,  1882).  Wir 
beweisen  hier,  da  wir  ihn  im  zweiten  Theil  nöthig  haben,  die  Haupteigenschaften  auf  rein 
geometrischem  und  elementarem  Weg.  Die  Graden  gleichen  Abstands  werden  von  Clifford 
parallele  Grade  genannt.  Wir  haben  diese  Definition  nicht  adoptirt,  um  keine  Verwechs- 
lung mit  unsrem  Merkmal  des  Parallelismus  namentlich  bei  dem  Uebergang  von  dem 
iJiemann'schen  zu  dem  Euc1id^9chen  System  in  dem  Raum  von  vier  Dimensionen  zu  ver- 
ursachen. 
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vom  gegebenen  Radius  r  und  mit  den  Mittelpunkten  A  und  A^,  Wir  verbinden 
a  mit  P;  in  der  Ebene  aP  ist  der  Punkt  P  der  Pol  der  Graden  a  und  die 
Ebene  6  schneidet  aP  in  der  Graden  AP  und  mithin  die  beiden  Kreise  in  vier 
Punkten,  welche  gleich  weit  von  P  und  P^  entfernt  sind.  Die  Punkte  naher 
an  P  befinden  sich  in  einem  Abstand,  welcher  dem  Complement  des  gegebenen 
Radius  gleich  ist  (Def.  V,  §  29),  und  die  beiden  andern  in  demselben  Abstand 
von  Pj.  Lässt  man  die  durch  a'  gehende  Ebene  variiren,  so  sieht  man,  dass 
es  in  der  Ebene  Pa  zwei  Peripherien  des  Cylinders  gibt,  deren  Radius  com- 
plementär  zu  dem  Radius  der  Kreislinie  bezüglich  der  Axe  a  ist  und  deren 
Mittelpunkte  P  und  Pj  sind. 

Def.  IL  Die  Radien  der  Kreise,  deren  Mittelpunkte  in  den  beiden  Axen 
liegen,  heissen  die  Badien  des  Cylinders  bezüglich  der  beiden  Axen. 

Satis  IL  Der  Cylinder  wird  durch  jede  Ebene,  die  durch  eine  seiner  Axen 
geht,  in  zwei  bezüglich  dieser  Ebene  symmetrisdie  Theile  zerlegt 

Jede  Ebene  a,  die  durch  eine  der  Axen  z.  B.  a'  geht,  steht  auf  der  andern. 
Axe  a  senkrecht  (Satz  HI,  §  100).  Bezeichnet  man  mit  A  und  A'  die  Durch- 
schnittspunkte dieser  Ebene  mit  a,  so  sind  in  dieser  Ebene  zwei  Kreise  des 
Cylinders  von  den  Centren  A  und  A'  und  gleichem  Radius  enthalten.  Denken 
wir  uns  zwei  durch  a  gehende  Ebenen  /3,  /3, ,  welche  gleiche  Winkel  mit  der 
Ebene  a  machen.  Sie  schneiden  die  Grade  a  in  Punkten  B  und  P^,  welche 
gleich  weit  von  a  abstehen  (Zus.  Satz  I,  §  112).  X  sei  ein  Punkt  des  Cylinder- 
kreises  in  der  Ebene  a  vom  Centrum  B  und  Radius  r.     Man  fälle  von  X  das 

Loth  b  auf  die  Ebene  /3,  welches  durch  die  in 
a  liegenden  Pole  der  Ebene  «  gehen  muss.  T 
sei  der  Fusspunkt  des  kleineren  normalen  Seg- 
ments von  X  nach  a  und  X^  sein  Durchschnitts- 
punkt  mit  der  Ebene  ß^,  so  dass  (XX^)  den 
Punkt  Y  enthält.  Die  Ebene  ab  steht  senkrecht 
auf  der  Graden  a'  und  schneidet  sie  in  zwei 
Punkten  Z,  Z\  Die  Winkel  YZX,  YZX^ 
messen  die  Keilwinkel  (a/J),  (ccßi)  (Satz  HI, 
§  112);  die  Dreiecke  ZXT,  ZX,  Y  sind  mithin 
gleich,  weil  sie  die  Seite  ZY  gemeinschaftlich 
haben,  XZY  =  X,ZY  und  die  Winkel  bei  Y  rechte  sind  (Bem.  I,  §  74). 
Folglich  ist 

(XT)     (x.r). 

Das  heisst,  der  Punkt  X^  ist  bezüglich  der  Ebene  a  symmetrisch  zu  X. 

Es  bleibt  zu  beweisen,  dass  X^  auch  ein  Punkt  des  Cylinderkreises  vom 
Centrum  B^  in  der  Ebene  ß^  ist.  In  der  That  sind  die  rechtwinkligen  Dreiecke 
AXYy  AXiY  gleich,  weil  sie  zwei  Katheten  gleich  haben;  mithin  ist  (AX) 

Die  Winkel  BAY,  B^AY  sind  rechte,  weil  die  Grade  a  senkrecht  auf 
der  Ebene  cc  und  mithin  auf  jeder  durch  den  Punkt  A  in  der  Ebene  gehen- 
den  Graden    steht    (Zus.   Satz' II,  §   HO).     Da    in    demselben   Strahlenbüschel 
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XAY      X,AY  ist,  so  folgt  BAX-^B^AX^.  Die  beiden  Dreiecke  BAX, 

B^AX^   sind  gleich,   weil   sie   zwei  Seiten   und  den   eingeschlossenen  Winkel 
gleich  haben;  es  ist  daher 

iBX)^.iB,X,).  (Fig.  114) 

Satz  III.  Durch  jeden  Punkt  des  Cylinders  gehen  zwei  auf  dem  Cylifider 
liegende  Grade. 

Es  sind  dies  die  beiden  Graden  gleichen  Abstandes  von  einer  oder  der 
andern  Axe  des  Cylinders,  welche  durch  den  gegebenen  Punkt  gehen  (Satz  IV 
und  Def.  II,  §  114  und  Satz  I). 

Satz  IV,  Eine  Grade  kann  nicht  mehr  ah  zwei  Punkte  (und  die  leiden 
entgegengesetzten  Punkte)  mit  dem  Oylinder  gemein  haben  ohne  auf  ihm  zu  liegen. 

h  sei  die  Grade  und  sie  habe  drei  nicht  entgegengesetzte  Punkte  A,  B,  ü 
mit  dem  Cylinder  gemeinschaftlich.  Von  A,  B,  C  ziehe  man  die  normalen 
Segmente  zur  Axe  a,  welche  dem  Cylinderradius  bezüglich  a  gleich  sind.  Die 
Grade  b  wäre  mithin  eine  Grade  gleichen  Abstandes  von  a  (Satz  VI,  §  114) 
und  in  dem  durch  den  Cylinderradius  gegebenen  Abstand,  d.  h.,  die  Grade  h 
läge  auf  dem  Cylinder. 

Zus.  Die  Graden  des  Cylitiders  können  sich  nidU  alle  zu  je  zweien  sdmeiden 
und  nicht  alle  Graden  einer  Ebene  können  dem  Cylinder  angehören. 

Denn  in  dem  ersten  Fall  würden  die  Graden  des  Cylinders  entweder  durch 
einen  Punkt  gehen  oder  in  einer  Ebene  liegen,  was  nicht  möglich  ist.  Ebenso 
ist  auch  der  zweite  Fall  ausgeschlossen. 

Satz  V.  Jede  Ebene,  welclie  durch  eine  Grade  des  Cylinders  geht,  schneidet 
den  Cylinder  in  einer  zweiten  Graden  und  Itat  keifte  andern  Punkte  ausserhalb 
der  beiden  Graden  mit  dem  Cylinder  gemeinschaftlich. 

g  sei  die  Grade  des  Cylinders  und  7t  eine  durch  g  gehende  Ebene,  g  kann 
nicht  von  allen  Graden  des  Cylinders  geschnitten  werden,  weil  sonst  die  durch 
einen  Punkt  ausserhalb  g  gehenden  Graden  des  Cylinders  mit  g  in  einer 
Ebene  lägen  und  alle  Graden  dieser  Ebene  auf  dem  Cylinder  liegen  würden 
(Satz  IV),  was  widersinnig  ist  (Zus.  Satz  HI).  B  und  C  seien  also  die  Durch- 
schnittspunkte von  71  mit  zwei  andern  Graden  des  Cylinders,  welche  die  Grade 
g  nicht  treffen.  Die  Grade  BC  schneidet  die  Grade  g  in  einem  Punkt  D  und 
da  mithin  die  Grade  BC  drei  Punkte  mit  dem  Mantel  gemeinschaftlich  hat, 
so  liegt  sie  vollständig  in  ihm  (Satz  IV). 

Wenn  die  Ebene  ausserhalb  der  beiden  Graden  BC  und  g  einen  andern 
Punkt  E  mit  dem  Cylindermantel  gemeinschaftlich  hätte,  so  würde  jede  durch 
E  gehende  Grade,  welche  die  beiden  Graden  BC  und  g  m  zwei  Punkten  schneidet, 
auf  "dem  Cylinder  liegen;  d.  h.  jede  Grade  der  Ebene  würde  dem  Cylinder.  an- 
gehören und  die  Ebene  wäre  ein  Theil  des  Cylinders,  was  widersinnig  ist  (Zus. 

Satz  ni). 

Satz  VI.  Auf  dem  Cylinder  gibt  es  zwei  Systetne  von  Graden;  diejenigen 
desselben  Systems  sdineiden  sich  nidit,  während  eine  Grade  eines  beliebigen  von 
ihnen  die  Graden  des  andern  Systems  schneidet. 
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Denn  g  und  l  seien  die  Graden,  welche  durch  einen  Punkt  P  des  Cylinders 
gehen.  Die  Ebene,  welche  durch  die  Grade  g  und  einen  andern  beliebigen 
Punkt  Pi  des  Cylinders  geht,  schneidet  den  Cylinder  in  einer  andern  (Graden  l^, 
welche  die  Grade  g  trifiPt.  Die  Grade  {,  aber  kann  die  Grade  l  nicht  schneiden; 
denn  sonst  würden  die  Graden  ^,  {,  l^  in  einer  Ebene  liegen,  was  unmöglich 
ist  (Satz  V). 

Verfährt  man  so  mit  jedem  Punkt  P  der  Oberfläche,  so  erhält  man  alle 
Graden  l  eines  Systems.  Die  Ebenen,  welche  durch  die  Graden  l  gehen,  liefern 
dagegen  die  Graden  des  andern  Systems. 

Satz  VIL  Eine  Grade,  welche  den  Cylinder  in  einem  Funkt  (oder  seinem 
entgegengesetzten)  schneidet,  trifft  ihn  in  einem  zweiten  Punkt  (und  seinem  entgegen- 
gesetzten)^  welcher  mit  dem  ersten  zusammenfallen  kann. 

b  sei  die  gegebene  Grade,  Ä  der  gegebene  Punkt  und  g  eine  durch  A 
gehende  Grade  des  Cylinders.  Die  Ebene  bg  schneidet  die  Oberfläche  in  einer 
weiteren  Graden  /,  welche  b  in  einem  Paar  entgegengesetzter  Pimkte  J?,  B', 
die  dem  Cylinder  angehören,  trifft.  Wenn  B  mit  Ä  zusammenfällt,  so  bedeutet 
dies,  dass  die  Grade  b  nicht  nur  in  der  Ebene  gl  liegt,  sondern  auch  durch 
ihre  Durchschnittspunkte  geht. 

Def.  III.  Eine  Grade,  welche  den  Cylinder  in  nur  zwei  entgegengesetzten 
Punkten  trifft,  heisst  die  Tangente  in  diesen  Punkten  an  den  Cylinder. 

Satz  VIII  Eine  Tangente  an  den  Cylinder  hat  von  jeder  der  Axen  einen 
dem  Cylinderradius  bezüglich  der  betrachteten  Axe  gleichen  Abstand. 

Denn  fällt  man  von  B  das  Loth  auf  die  Axe  a,  so  steht  dieses  senkrecht 
auf  den  beiden  Graden  g  und  Z,  weil  g  und  l  mit  a  Grade  gleichen  Abstandes 
sind  (Def.  U,  §  114  und  Satz  lU);  mithin  ist  das  von  B  auf  die  Axe  a  gefällte 
Loth  auch  senkrecht  auf  der  Ebene  gl  und  daher  auch  auf  der  Graden  6, 
welche  durch  B  geht  (Zus.  Satz  II,  §  110). 

Satz  IX.  Alle  Tangenten  in  einem  Punkt  an  den  Cylinder  liegen  in  einer 
Ebene,  welche  die  beiden  durch  den  gegebenen  Punkt  gehenden  Graden  des  Cylin- 
ders enthält  und  auf  dem  von  dem  Punkt  auf  die  eine  und  die  andre  Axe  gefällten 
Loth  senkrecht  steht. 

Denn  g  und  /  seien  die  durch  den  Punkt  A  gehenden  Graden.  Auf  jeder 
Graden,  die  in  A  berührt,  steht  das  von  A  auf  die  Axe  a  des  Cylinders  ge- 
fällte Loth  |)  senkrecht.  Nun  liegen  die  in  A  auf  der  Graden  p  errichteten 
Lothe  in  einer  Ebene  (Satz  IV,  §  110;  Def.  V,  Zus.  H,  Satz  IV,  §  108;  Satz  VIA, 
§  110),  welche  auch  die  beiden  Graden  g  und  l  enthält. 

Def.  TV.  Die  Ebene,  welche  alle  in  einem  Punkt  an  den  Cylinder  ge- 
zogenen Tangenten  enthält,  heisst  Berührungsebene  in  diesem  Pimkt  und  seinem 
entgegengesetzten  Punkt. 

Satz  X.  Zwei  sich  kreuzende  Grade  a  mtd  b,  welche  nicht  Grade  gleichen 
Abstmide^  sind,  haben  zwei  ungleiche  gemeifischafüiche  normale  Segmente. 

Denn  man  wähle  einen  Punkt  B  von  b  und  A  sei  der  Fusspunkt  des  von 
B  auf  a  gefällten  Lothes.  Construirt  man  den  Cylinder  mit  der  Axe  a  und 
dem  Radius  (AB),  so  schneidet  die  Grade  b  den  Cylinder  in  einem  zweiten 
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Punkt  B'  (und  seinem  entgegengesetzten  Punkt).     Der  Fusspunkt  des  von  B' 
auf  a  gefäUten  Lothes  sei  A'  (Fig.  110  S.  489). 

Es  ist  {AB)  ii{A'B')  und  überdies  A]^'  =:A'B'B  (Satz  VI,  §  17). 
Die  Grade,  welche  die  Mittelpunkte  der  Segmente  {BB'),  {AA')  verbindet,  ist 
das  a  und  b  gemeinschaftliche  Loth  (Satz  VI,  §  17).  Das  andre  Loth  ist  die 
PoUinie  (Zus.  I,  Satz  VIH,  §  110). 

Bern.  IV.  Zwei  Qrade  im  vollständigen  Raum  haben  mithin  entweder  zwei  gemein- 
schaftliche und  ungleiche  oder  unendlich  viele  gleiche  normale  Segmente  und  sind  Grade 
gleichen  Abstandes  oder  sie  haben  unendlich  viele  einem  rechten  gleiche  normale  Segmente 
und  sind  alsdann  Pollinien. 

Wenn  der  Radius  des  Cylinders  einem  rechten  Segment  gleich  ist,  so  reducirt  sich  der 
Cylinder  auf  die  Pollinie  der  bezüglichen  Axe. 

Satz  XL  Zwei  Paare  von  Graden  y  welche  denselben  Abstand  habeti,  sind 
identisch. 

Denn  wenn  (ab),  (PiW)  ^wei  Gradenpaare  sind  und  (AB),  (A'B')]  (A^B^), 
A^B/)  die  normalen  Segmente  derselben,  so  ist  (AB)  r     (A'B')  gegeben.    Da 

(AA')      {BB')^(A,A:)     ■(B.B-)-^, 

so  sind  die  Dreiecke  ABB',  A^B^B^  gleich  und  mithin  auch  ihre  Seiten  (AB')j 
(A,B;).     Ebenso  sind  (BA')  und  (B.A^)  gleich. 

Die  rechtwinkligen  Dreiecke  AB' A' ,  A^B{ A^  sind  gleich,  weil  sie  eine 
Kathete  und  die  Hypotenuse  gleich  haben;  mithin  ist  (A'B')zEri  (A^'B^').  Die 
beiden  Figuren  ABB^A^,  A^B^B{ A^'  sind  daher  identisch  (Satz  VII,  §  17  oder 
Bem.  n,  §  116). 

§  118.  Bern.  I.  Für  die  Kugeloberfläche  und  Kugel  gelten  dieselben  Definitionen, 
die  in  dem  EuclicTBchen  Baum  gegeben  wurden  (§  101);  nur  ist  zu  beachten,  dass  eine 
Kugeloberfläche  vom  Centrum  C  noch  ein  zweites  Centrum  hat,  nämlich  den  entgegen- 
gesetzten Punkt  und  mithin  auch  einen  zweiten  Badius,  welcher  supplementär  zum  ersten 
ist  und  dass  sie  daher  zwei  Kugeln  begrenzt.  Die  Kugeloberfläche,  welche  ein  rechtes 
Segment  zum  Radius  hat,  ist  daher  die  Polarebene  des  Centrums;  mithin  liegt  jede  Kugel- 
oberfläche, die  keine  Ebene  ist,  ganz  auf  der  einen  Seite  der  Polarebene  ihrer  Centren  und 
selbstverständlich  auf  der  Seite,  auf  welcher  sich  der  Kadius  befindet,  der  kleiner  als  ein 
rechter  ist. 

Wie  bei  den  Kreislinien  in  der  vollständigen  Ebene,  können  wir,  wenn  nicht  anders 
bestimmt  wird,  annehmen,  eine  Kugeloberfläche  habe  nur  ein  Centrum  und  einen  Radius, 
welcher  kleiner  als  ein  rechtes  Segment  ist,  und  sie  bestimme  daher  nur  eine  Kugel. 

Bem.  IL  Für  die  Kugeln  gelten  in  dem  vollständigen  Raum  dieselben  Sätze  mit 
denselben  Beweisen,  wie  sie  in  §  101  für  die  Kugeln  des  EHcUd'echen  Gebiets  gegeben 
worden. 

Satz  L  Alle  Punkte  der  Kugd  stellen  gleichweit  von  der  Polarebene  des 
Centrums  der  Kugd  ab. 

Denn   alle  Radien    der   Kugel   stehen    senkrecht   auf  der   Polarebene    des 

Centrums  (Zus.  I,  Satz  III,  §  110)  und  sind,  wenn  man  sie  so  weit  verlängert, 

dass  sie   diese  Ebene  treffen,  rechte  Segmente.     Mithin  steht  jeder  Punkt  der 

Kugel  von  der  Polarebene  des  Centrums  um  ein  Segment  ab,  welches  comple- 

mentar  zum  Radius  ist. 

Bern.  III.  Ist  eine  Kugel  mit  dem  Centrum  C  und  dem  Radius  r  gegeben,  so  be- 
stimmt sie  eine  andre  Kugel  von  demselben  Radius  und  mit  dem  Centrum  in  dem  zu  C 
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entgegengesetzten  Punkt  C;  diese  Kogel  enthält  die  den  Punkten  der  ersten  Engel  ent- 
gegengesetzten Punkte. 

Eine  Grade,  welche  die  erste  Kugel  in  einem  Punkt  schneidet,  trifit  die  zweite  in 
dem  entgegengesetzten  Punkt;  eine  Tangente  in  einem  Punkt  an  die  erste  ist  Tangente  an 
die  zweite  in  dem  entgegengesetzten  Punkt;  eine  Berührungsebene  an  die  erste  Kugel 
berührt  mithin  auch  die  zweite.  Die  beiden  entgegengesetzten  Kugeln  liegen  auf  entgegen- 
gesetzten Seiten  einer  ihrer  Berührungsebenen,  weil  ihre  Centren  auf  entgegengesetzten 
Seiten  derselben  liegen  (Zus.  I,  Satz  IV,  §  109;  Satz  Y,  §  101  und  Bem.  U). 

Bern.  IV.    Die  Sätze  I,  n,  III  des  §  96  gelten  mit  denselben  Beweisen. 

12. 

Stetige  Systeme  identischer  Figuren  und  tbatsäehliehe  Bewegung  im  voll- 
ständigen Raum.  —  Ranme^Yon  drei  Dimensionen,  welche  absolute  Orenz- 

räume  eines  Punktes  sind. 

§  119.  Bern.  Es  gelten  dieselben  Definitionen  der  stetigen  Systeme  und  dieselben 
Sätze ,  wie  sie  für  die  Kreissysteme  unveränderlicher  Figuren  in  dem  i^/W/iVTschen  Gebiet 
gegeben  wurden  (§§  103,  106);  ausgenommen  ist  das  Parallelsystem  (§  104). 

Nur  beachte  man,  dass  bei  den  Beweisen  der  Ebene  im  Unendlichgrossen  liezüglich 
eines  Punktes  die  Polarebene  des  Punktes  zu  substituiren  ist. 

Es  gelten  auch  im  Tollständigen  Baum  die  Eigenschaften  der  thatsächlichen  Bewegung 
der  Figuren,  die  im  EuclitTschen  Oebiet  gegeben  sind  (§§  106,  107)  mit  Ausnahme  der 
Translationsbewegung,  welche  in  dem  vollständigen  Grebiet  einer  unendlich  kleinen  Rotation 
gleich  kommt. 

Satz  L  Vier  Funkte  des  ahsoluten  Grefizgebiets  eitles  Ptmktes  A  bestimtnen 
einen  ganz  in  demselben  Gebiet  gelegenen  Raum. 

Sind  vier  Punkte  X,,  F, ,  Z^,  Wj:  des  absoluten  Grenzgebiets  eines 
Punktes  A  gegeben,  so  liegen  die  durch  sie  bestimmten  Graden  und  Ebenen 
in  diesem  Gebiet  (Satz  I,  §  32;  Satz  I,  §  7H)  und  da  alle  Graden  des  Raums 
X,  F^Z,,  TT,  diese  Ebenen  schneiden,  so  folgt,  dass  jede  derselben  absolute 
Grenzgrade  des  Punktes  A  ist  und  mithin  jeder  Punkt  des  genannten  Raums 
in  dem  absoluten  Grenzgebiet  von  A  liegt. 

13. 
Praktisches  Axiom  IIL 

§  120.  Bern.  Obgleich  wir  unsre  bisherigen  Erörterungen  mit  der  räumlichen 
Anschauung  begleitet  haben,  welche  wohl  für  die  Geometrie  aber  nicht  für  die  logische 
Entwicklung  der  Geometrie  unentbehrlich  ist  (Def.  II,  §  2  und  Von*.),  so  hatten  wir  doch 
bis  jetzt  noch  nicht  nöthig  zu  erklären,  welche  Figur  dem  Anschauungsraum  entspricht, 
von  welchem  wir  ausgegangen  sind  (Emp.  Bem.  I,  S.  225),  um  unsre  Axiome  au^ustellen. 
Wir  können  jetzt  sagen: 

Prakt  Ax,  IIL  Der  Anschantingsraam  ist  eine  Figur  von  drei  Dimen- 
Bionen  bezüglich  seiner  Funkte. 

Beschränkt  man  sich  gemäss  dem  prakt.  Ax.  I  (§  28),  welches  unter  andrer 
Form  das  Axiom  der  Anm.  XVI  ist,  auf  die  Anschauungsgrössen,  so  erhält 
man  den 

Satz.  In  detn  Ansctiuumigsraum  gelten  die  Eigenschaften  des  Eudid'scken 
Raums  von  drei  Dimensionen. 


Zweiter  Theil. 

Der  Raum  von  vier  nnd  von  n  Dimensionen  in  dem 

allgemeinen  Ramn. 


Buch  I, 

Der  Raum  Ton  Tier  Dimensionen. 


I.  Kapitel. 

Der  Eudid'sche  Raum  Ton  vier  Dimensionen. 


1. 

Constrnction  des  Sterns  zweiter  Art  und  des  Raums  von  vier  Dimensionen.  — 

Ihre  ersten  Eigenschaften. 

§  121.  Def.  L  Es  sei  ein  Raum  von  drei  Dimensionen  Ä,  und  ein  Punkt 
Sq  gegeben,  welcher  ausserhalb  desselben  liegt  oder  mit  andern  Worten  nicht 
zu  iSj  gehört  (Bem.  II,  §  2).  Verbindet  man  alle  Punkte  des  Raums  S^  mit 
dem  Pimkt  5^,  so  bestimmen  die  so  erhaltenen  Graden  als  Elemente  betrachtet 

eine  Figur  (Def.  I,  §  2),    welche  wir  Stern   zweiter   Art 
nennen.    S^  heisst  sein  Centrum,  S^  der  erzeugende  Raum, 

Wir  bezeichnen  diesen  Stern  mit  dem  Symbol  (S^S^). 

m 

Dasselbe  gilt,  wenn  man  statt  der  Graden  den  durch 
den  Punkt  S^  begrenzten  Strahl  als  Element  betrachtet 
(Fig.  115).  0 

Bern.  I.  Aus  dieser  Definition  geht  hervor,  dass  jede  Grade 
des  Sterns,  jede  Ebene  und  jeder  Raum  von  drei  Dimensionen  den 
Erzeugungsraum  bezüglich  in  einem  Punkt,  einer  Graden  und  einer 


~y^^ 


Fig.  116. 


Ebene  treffen. 


Beip.  Wir  geben  das  folgende  Beispiel  nur  zum  Zweck  der  Aufklärung  und  um, 
sagen  wir,  unsre  Construetion  in  Def.  I  anschaulicher  zu  machen,  nicht  aber  als  Beleg  fQr  die 

1)  Man  könnte  mittelst  eines  Postulats  den  Satz  aufstellen,  dass  ausserhalb  S.^  ein 
Punkt  existirt  und  darunter  verstehen,  dass  es  nicht  nur  möglich  ist,  sich  einen  Punkt 
ansserhalb  S^  vorzustellen  (wie  in  §  37  der  Einleitung  gezeigt  wurde),  sondern  dass  man 
diesen  Punkt  auch  den  vorhergehenden  Postulaten  unterwerfen  kann.  Da  man  aber  in 
dem  gewöhnlichen  Raum  mittelst  passender  Definitionen  Mannigfalti&^keiten  von  Punkten 
wie  auch  andre  geometrische  Mannigfaltigkeiten  mit  andern  Grundelementen  construiren 
kann,  für  welche  die  in  unsem  früheren  Postulaten  aufgestellten  Sätze  gelten,  so  ist  offen- 
bar in  diesem  Fall  kein  Postulat  nothwendig,  um  den  Satz  auszudrücken:  Es  gibt  einen 
Punkt  ausserhalb  S^. 

Wir  geben  desshalb  diesem  Satz  nicht  den  Namen  Postulat;  dieser  Name  ist  durch- 
aus unnOtmg. 
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materielle  Existenz  der  vierte  Dimension  oder  unsres  allgemeinen  Raums  —  wir  haben 
nie  daran  gedacht,  'diese  Existenz  auch  nur  zu  discutiren  —  ebensowenig  als  Beleg  för 
die  Gültigkeit  der  Def.  I  oder  der  Def.  des  allgemeinen  Raums  (Def.  Ö,  §  2),  welche  sich 
auf  das  Princip  a,  §  37  der  Einleitung  und  auf  die  Betrachtungen  der  Bem.  11,  §  2  wie 
Def.  I,  §  82  stützt. 

Denken  wir  uns,  in  der  Ebene  existire  ein  vernünftiges  Wesen  von  zwei  Dimensionen, 
dessen  Welt  nur  die  Ebene  ist  und  welches  mit  seiner  Erfahrung  nur  die  Existenz  (ks 
Theils  der  Ebene  beweisen  kann,  auf  den  sich  seine  Beobachtungen  erstrecken.  Um  uns 
dieses  hypothetische  Wesen  besser  vorstellen  zu  können,  denken  wir  uns  unsern  Schatten 
auf  einer  Ebene:  Jeder  unsrer  Bewegungen  entspricht  eine  Bewegung  desselben  und  wenn 
wir  von  unsrer  Person  abstrahiren,  so  haben  wir  den  Eindruck,  als  ob  dieser  Schatten  ein 
Wesen  sei,  das  Leben  habe  und  sich  in  der  Ebene  bewege. 

Setzen  wir  femer  voraus,  für  diesen  Schatten  hatten  die  gewöhnlichen  BegrifiPe,  die 
wir  in  Kap.  I  der  Einleitung  entwickelt  haben,  ihre  Gültigkeit  und  begaben  wir  ihn  über- 
dies mit  Sinnen,  mit  welchen  er  jedoch  nur  einen  Theil  der  Ebene,  in  der  er  sich  befindet, 
beobachten  kann.  *) 

Dieses  so  gegebene  Wesen  kann  durch  die  Erfahrung  nicht  beweisen,  dass  eine 
Grade  einen  Punkt  mit  seiner  Ebene  gemeinschaftlich  haben  kann,  ohne  vollständig  in 
ihr  zu  liegen:  es  sieht,  dass  man  in  einem  Punkt  einer  Graden  seiner  Ebene  nur  ein  Loth 
auf  die  Grade  errichten  kann,  welches  in  der  Ebene  liegt;  dagegen  kann  es  aber  nicht 
auf  Grund  seiner  Beobachtungen  beweisen,  dass  man  in  unsrem  Raum  unendlich  viele 
solche  Lothe  errichten  kann  und  dass  diese  in  einer  auf  der  Graden  senkrechten  Ebene 
liegen  u.  s.  w. 

Es  kann  aber  durch  Vernunfbschlüsse  seine  Ebene  erzeugen  und  da  für  diese  Ebene 
das  Princip  a,  §  37  der  Einleitung  gilt,  so  kann  es  ganz  ebenso  wie  wir  es  thon  auf 
Grund  der  Analogie  mit  Hülfe  seiner  Vernunft  sich  denken,  es  existire  ein  Punkt  ausser- 
halb der  Ebene.  Ist  dieser  Satz  angenommen,  so  unterwirft  das  geschilderte  Wesen  alle 
Punkte  den  von  uns  gegebenen  Axiomen,  welche  auch  für  es  Geltung  haben,  und  gelangt 
so  zu  unsrer  Construction  des  Raums  von  drei  Dimensionen.  Für  es  wäre  die  Geometrie 
zu  drei  Dimensionen  rein  ideell,  aber  mathematisch  wahr.  Dieses  Wesen  könnte  die  Eigen- 
schaften der  Figuren  unsres  Raums  benutzen,  um  Eigenschaften  der  Figuren  seiner  Ebene 
zu  beweisen,  die  direct  mit  den  Elementen  der  Ebene  behandelt  weniger  leicht  nach- 
gewiesen werden  können,  ganz  ebenso  wie  auch  wir  es  oft  thun.  Aber  auch  abgesehen 
davon  würde  die  Geometrie  von  drei  Dimensionen  für  dieses  Wesen  logisch  dieselbe  Exi- 
stenzberechtigung haben  wie  die  Geometrie  seiner  Ebene. 

Wir  wollen  uns  nun  an  die  Stelle  dieses  Wesens  bezüglich  der  unsren  Beobachtungen 
zugänglichen  Umgebung  versetzen.  Wir  können,  ohne  unlogisch  zu  sein,  annehmen,  dass 
es  ausserhalb  unsres  Raumes  einen  weiteren  Punkt  gibt;  diese  Hypothese  allein  führt  aber 
noch  nicht  zu  dem  Raum  von  vier  Dimensionen;  erst  wenn  man  diesen  Punkt  den  &üher 
aufgestellten  Axiomen  unterwirft,  erhält  man  die  ideelle  Existenz  des  Raums  von  vier  Di- 
mensionen (Def.  H),  in  welchem  der  gewöhnliche  Raum  enthalten  ist  ebenso,  wie  die  Ebene 
des  obigen  Wesens  in  dem  gewöhnlichen  Raum. 

Satz  L  Zwei  Grade  (oder  zwei  Strahleft)  eines  Sterns  zweiter  Art  hestimmeih 
ein  dem  Stern  angelüiriges  Büschel,  Drei  einem  Büsdid  nicht  angeJiörige  Strahlen 
bestimmen  einen  dem  gegebenen  Stern  angehörigen  Stern  erster  Art. 

Denn  die  beiden  Punkte,  in  welchen  die  zwei  gegebenen  Graden  den  Raum 
Äj,  treflFen  (Bem.  I),  bestimmen  eine  in  S.j  liegende  Grade  r  (Satz  TL,  §  82),  deren 
Punkte  mit  S^  verbunden  das  Büschel  des  durch  die  beiden  Graden  bestimmten 

Sterns  ergeben.     Da  jede  Grade   des  »Büschels   durch  den  Punkt  Sq  und  einen 

• 

1)  Beltrami  bezieht  sich  in  einer  kurzen  Anmerkung  auf  S.  28  seiner  Abhandlung: 
„Saggio  d'interpretazione  della  geometria  non  Euclidea**  auf  ein  Wesen,  dessen  Beobach- 
tungen das  Gebiet  von  zwei  (wie  die  unsrigen  das  Gebiet  von  drei)  Dimensionen  nicht 
überschreiten.  Dieser  hypothetischen  Wesen  hat  sich  dann  auch  HelmhoUB  in  seinen: 
„Populären  Vorlesungen"  bedient  jedoch  zu  anderen  Zwecken,  als  den  unsrigen  (siehe 
Anhang). 


§  121]       Construction  des  Sterns  zweiter  Art  und  des  Raums  von  vier  Dimensionen.  509 

Punkt  der  Graden  r  bestimmt  ist  —  sind  sie  parallel,  so  schneiden  sie  sich 
im  Unendlichgrossen  — ,  so  ist  damit  der  erste  Theil  des  Satzes  bewiesen 
(Fig.  115,  S.  507). 

Analog  bestimmen  die  drei  Durchsclmittspunkte  der  d;*ei  gegebenen 
Strahlen  mit  ä,  eine  vollständig  in  S^  liegende  Ebene  (Satz  UI,  §  82),  deren 
Punkte  mit  Sq  verbimden  einen  Stern  erster  Art  geben  (Def.  I,  §  82),  welcher 
dem  Stern  {Sq8^)  angehört.  Da  jede  Grade  des  Sterns  erster  Art  die  erzeu- 
gende Ebene  triflft  (Bem.  Ij  §  82),  so  gehören  diese  Graden  dem  Raum  S.^  an. 
Damit  ist  auch  der  zweite  Theil  des  Satzes  bewiesen. 

Bem,  IL  Von  jetzt  an  benutzen  wir  auch  die  in  §  110  der  Einleitung  gegebenen 
Definitionen  der  Formen  von  mehreren  Dimensionen. 

Aus  ihnen  folgt  sofort,  dass  der  Stern  zweiter  Art  bezüglich  seiner  Graden  oder 
Strahlen  drei  Dimensionen  hat,  weil  der  erzeugende  Raum  soyiele  Dimensionen  besitzt. 

Def,  IL  Wenn  man  in  dem  Stern  zweiter  Art  den  Punkt  als  Element 
betrachtet,  so  hat  die  sich  ergebende  Figur  bezüglich  des  Punktes  als  Element 
vier  Dimensionen  und  heisst  der  Baum  voti  v^ier  Dimensiofi^. 

Wir  bezeichnen  ihn  mit  einem  Buchstaben  und  dem  Index  4,  z.  B.  S4. 

Def\  III.  Jede  Ebene  von  /?  j  und  der  Punkt  Sq  individualisiren  einen 
Raum  von  drei  Dimensionen  (Def.  IV,  §  82).  Der  grösseren  Klarheit  wegen 
sagen  wir,  die  Ebene  mit  dem  Punkt  ä^  ausserhalb  derselben  verbunden  be- 
stimme einen  Raum  von  drei  Dimensionen,  welcher  durch  den  Punkt  und  die 
Ebene  gehe. 

Bem.  III.  Die  ersten  Elemente  des  Raums  von  vier  Dimensionen  sind  mithin  der 
Punkt,  die  Grade,  die  Ebene  und  der  Raum  von  drei  Dimensionen,  welche  wir  die  Grund- 
elemente nennen  und  bezüglich  durch  Buchstaben  mit  einem  Index,  der  die  Anzahl  der 
Dimensionen  bezuglich  ihrer  Punkte  angibt,  bezeichnen,   z.  B.  bezügl.  mit  S^,,  Si,  »S^,  *S\ 

Sprechen  wir  nur  von  Raum,  so  meinen  wir  den  Raum  von  drei  Dimensionen. 

Satis  IL  Eine  Grade,  welche  zwei  Punkte  mit  dem  Baum  von  vier  Ditnen- 
sionen  gemeitischafüich  hat,  liegt  vollständig  in  diesem  Baum. 

Sind  A^^y  5„  die  Punkte,  welche  die  Grade  mit  dem  Raum  S^  gemein- 
schaftlich hat  (Fig.  115,  S.  507),  so  sind  die  Graden  S^A^,  S^Bq  in  S^  ent- 
halten und  schneiden  den  Erzeugungsraum  S^  in  zwei  Punkten  A^,  Bq  y  deren 
Verbindungsgrade  in  S^  Hegt  (Bem.  I;  Satz  11,  §  82).  Die  Ebene  S^A^  B; 
liegt  aber  in  dem  Raum  /S'^,  während  die  Grade  A^B^  sich  in  der  Ebene 
SqA^'  BJ  befindet  (Bern.  I  und  Satz  IV,  §  46).     Damit  ist  der  Satz  bewiesen. 

Satz  HL  Eine  Ebene,  welche  drei  unabhängige  Punkte  mit  dem  Baum  von 
vier  Dimensionen  gemeinschafüich  Jiat,  liegt  ganz  in  diesem  Baum. 

Denn  A^y  Bq,  Cq  seien  die  drei  Punkte  (Fig.  115,  S.  507).  Nach  dem 
vorhergehenden  Satz  gehören  die  Graden  AqBq,  -4q6o,  -Bq^o  ^®™  Raum  S^  an. 
Eine  beliebige  Grade  der  Ebene  schneidet  die  beiden  Graden  A^^B^^y  J?o^o  *^ 
zwei  Punkten,  welche  in  6^  liegen.  Mithin  gehören  alle  Graden  der  gegebenen 
Ebene  (Satz  U)  und  folglich  auch  die  Ebene  selbst  dem  Raum  S^  an  (Def  I, 
§  2  oder  Einl.  Def  IV,  §  13). 

Satz  TV.  Wenn  ein  Baum  vier  nicJU  in  einer  Ebene  liegende  PunJcfe  mit 
dem  Bnvm  S^  gernntm-haftlich  haty  so  Uefft  n*  rolhtämJlg  in  deniseWen. 
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Denn  wenn  A^,  B^j  C^,  D„  die  vier  unabhängigen  Punkte  sind  (Def.  I, 
§  15),  welche  ein  Raum  iS^  mit  dem  Raum  S^  gemeinschaftlich  hat,  so  liegen 
die  durch  die  vier  Punkte  bestimmten  Graden  und  Ebenen  in  S^  (Satz  U  und 
ni);  mithin  gehört  jede  Grade  von  ä^,  da  sie  alle  Ebenen  des  Tetraeders 
A^B^C^^Dq  schneidet  (Satz  I,  §  83),  dem  Raum  S^  vollständig  an  (Satz  II). 
Damit  ist  der  Satz  bewiesen  (Fig.  115,  S.  507). 

Säte  V.  Der  Raum  von  vier  Dimensionen  (5„ä,)  kann  durch  einen  bdie- 
higen  Raum  S^  und  einen  Punkt  S^'  des  ersten  Raums  erzeugt  werden,  wenn 
nur  der  Punkt  ausserlialh  S^  liegt 

Die  Räume  (ß^S^j  ißo  ^^j  fallen  zusammen,  weil  jede  Grade,  welche  einen 
Pimkt  von  Äj  mit  S^  verbindet,  in  dem  Raum  (ß^S^  liegt  (Satz  II)  und  mit- 
hin jeder  Pimkt  von  (SJS.^)  ein  Punkt  des  Raums  (SqS^)  ist.  Umgekehrt  ist 
S^^  ein  Punkt  des  Raums  {SJ  S^)y  weil  S^' 'ein  Punkt  des  Raumes  (SqS^)  ist 
und  die  Grade  S^ßQ  daher  den  Raum  S^  in  einem  Pimkt  P^  schneidet  (Bem.  I). 
Ist  ein  beliebiger  Punkt  R^  von  (SqS^)  gegeben,  so  schneidet  die  Grade  SqRq 
den  Raum  63  in  einem  Punkt  Rq,  welcher  auch  im  Unendlichgrossen  liegen 
kann  (Bem.  I). 

Die  Grade  SJRq  in  der  Ebene  S^^S^^' RJ  schneidet  die  Grade  P^ü^  in 
einem  Punkt  (Zus.  11,  Satz  III,  §  46);  mithin  ist  ü^,  ein  Punkt  des  Raums 
{S^'S^)  d.  h.  jeder  Punkt  von  S^S^  gehört  dem  Raum  {SJ  S^)  an. 

Dasselbe  gilt  für  die  Räume  (S^Sg),  (SqS/).  Denn  wenn  A^y  Bq,  (7„,  Df^ 
vier  nicht  in  einer  Ebene  von  S'  gelegene  Punkte  sind,  so  schneiden  die  vier 
Graden  SqÄq,  S^^B^y  S^Q^,  ^oA)  ^®^  Raum  S^  in  vier  Pimkten  A^\  B,\  C^j  D,,', 
weil  A^y  jB^„  (7„,  Dq  in  (SqS^)  liegen  (Bem.  I);  mithin  ist  der  Raum  S^  in  dem 
Raum  (ÄyÄg')  enthalten  (Satz  IV)  und  jede  Grade,  welche  S,,  mit  einem  Punkt 
von  S^  verbindet,  liegt  vollständig  in  dem  Raum  (SqS^')  (Satz  II).  Es  folgt  dann 
weiter,  dass  auch  die  Räume  {S^S.^')y  (S^^'  SJ)  und  folglich  auch  (S^^S.^)y  (SJS/) 
zusammenfallen . 

Zus.  Fünf  unabMngige  Punkte  bestimmen  einen  einzigen  Raum  von  vier 
Dimensionen  und  dieser  Raum  wird  durch  fünf  beliebige  seiner  unabhängigen 
Punkte  bestimmt.  ^) 

2. 

Schnitte  von  Graden,  Ebenen  nnd  Räamen  von  drei  DimeDsionen.  —  Bflschei 

von  Ränmen. 

§  122.  Satz  L  Eine  Grade  und  eine  Ebene  des  Raums  S^  schneiden  sich 
nicht  und  wenn  sie  sich  sdineiden,  so  liegen  sie  in  einem  Raum  von  drei  Di- 
mensionen. 

1)  Wie  man  sieht,  sind  die  Beweise  dieser  ersten  Eigenschaften  den  in  §  82  for  den 
Raum  von  drei  Dimensionen  gegebenen  Beweisen  analog;  ebenso  verhält  es  sich  mit  vielen 
anderen  Eigenschaften,  die  uns  in  der  Folge  beschäftigen  werden  und  von  welchen  man 
einige,  wie  z.  B.  Satz  II  und  V  aus  den  Sätzen  des  Raums  von  drei  Dimensionen  erhält, 
wenn  man  mehrere  Grundwesen  miteinander  vertauscht.  Wir  haben  diese  Beweise  ftlr  den 
Anfang  in  voller  Ausdehnung  gegeben,  um  den  Vergleich  mit  den  früheren  zu  erleichtem 
und  den  rein  geometrischen  Charakter  derselben  mehr  hervortreten  zu  lassen. 
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Denn  man  betrachte  fünf  nicht  in  einem  Raum  S.^  des  Raums  S^  liegende 
Punkte  Aqj  Bq,  C^,  Z)„,  i\;  die  Grade,  welche  zwei  von  ihnen  verbindet, 
schneidet  die  von  den  übrigen  drei  bestimmte  Ebene  nicht,  weil  sonst  die  fünf 
Punkte  in  einem  Raum  von  drei  Dimensionen  liegen  würden,  welcher  durch  den 
gemeinschaftlichen  Punkt,  zwei  Pimkte  der  Ebene  und  einen  andern  Punkt 
der  Graden  bestimmt  wird  (Zus.  Satz  IV,  Satz  11,  HI,  §  82). 

Satz  IL  Eine  Grade  und  ein  Raum  von  drei  I}imensi/>nen  des  Raums  S^ 
schneiden  sich  in  einetn  Punkt,  wenn  die  Grade  nicht  in  dem  Raum  liegt. 

Denn  S^  und  S,  seien  der  Raum  und  die  Grade 
(Fig.  116).  Auf  der  Graden  betrachten  wir  einen  Punkt 
S^y  welcher  nicht  in  dem  Raum  S^  liegt;  dieses  ist 
immer  möglich,  weil  die  Grade  nach  der  Voraussetzung 
ausserhalb   des  Raumes  Sj  liegt   (Einl.  Def.  VI,  §  13). 
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Der  Raum  S^  kann  durch  den  Punkt  Ä(,  und  den  Raum 


••% 


Fig.  116. 


Ä,  erzeugt  werden;  alle  Graden  aber,  die  durch  S^  in 
A4  gehen,  erhält  man  durch  Verbindung  der  Punkte  von 
S,  mit  S^  (Satz  V,  Bem.  I,  §  121);  mithin  schneidet  die 
Grade  S^  den  Raum  ä,  in  einem  Pimkt  X^. 

Satz  IIL  Eine  Ebene  S.  und  ein  Raum  von  drei  Dimensionen  des  Raums 
Sj  schneiden  sich  in  einer  Graden. 

Dies  l'ässt  sich  ähnlich  wie  der  vorige  Satz  oder  auch  auf  folgende  Art 
beweisen  (Fig.  116). 

/S.J  und  8^  seien  der  gegebene  Raum  und  die  gegebene  Ebene.  Jede  Grade 
von  S^  schneidet  Äj  in  einem  Punkt.  Die  S^  und  S.^  gemeinsame  Figur  hat 
mithin  in  S^  mit  jeder  Graden  von  S^  nur  einen  Punkt  gemeinschaftlich  und 
ist  daher  eine  Grade  (Satz  VI,  §  48). 

Satz  IV.    Zwei  Räume  vofv  drei  Dimensionen  des  Raum^  S^  scfineiden  sich 

in  eitler  Ebene. 

Dieser  Satz  wird  wie  die  beiden  vorigen  bewiesen, 

indem  man  einen  Punkt  S^  betrachtet,  welcher  in  einem 

der  beiden  Räume,  aber  nicht  in  dem  andern  enthalten 

ist  oder  auch  indem  man  beachtet,  dass  jede  Grade  des 

einen    Raums    den    andern    in    einem    einzigen    Punkt 

schneidet;  daraus  folgt  dann,  dass  die  gemeinschaftliche 

Figur  eme  Ebene  ist  (Satz  VII,  §  84)  (Fig.  117). 

Satz  V.  Drei  Räume  von  drei  Dimensionen,  welche 
keine  Ebene  gemeinschaftlich  haben,  schneideti  sich  in  einer 
Graden  und  vier  Räume  in  einem  einzigen  Punkt. 

Denn  sind  S,,  ä^',  ä/'  die  drei  Räume,  so  schneidet 
die  zweien  von  ihnen  gemeinschaftliche  Ebene  den  dritten  Raum  in  einer  den 
drei  Räumen  gemeinschaftlichen  Graden  (Satz  HI). 

Ebenso  sieht  man,  dass  vier  Räume  von  drei  Dimensionen  sich  im  Allge- 
meinen in  einem  Punkt  treffen  (Satz  II). 


Fig.  117. 
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Bern.  I.  Drei  Räume  (Bern.  III,  §  121)  können  auch  eine  Ebene  und  vier  Bäume 
eine  Ebene  oder  eine  Grade  gemeinschaftlich  haben. 

Satz  VI,  Zwei  Ebenen  des  Baunis  S^  schneiden  sich  in  einem  Funkt; 
schneiden  sie  sich  in  einer  Graden,  so  liegen  sie  in  einem  Raum  S.^ 

Die  beiden  Ebenen  Äg,  S/  seien  gegeben  (Fig.  118). 
X     /^r  Wir  legen  durch  eine  derselben  z.  B.  S^  einen  Baum 

fiij.  Die  Ebene  S/  schneidet  diesen  Raum  in  einer 
Graden  X^,  welche  die  Ebene  S^  in  einem  Punkt  X^ 
triflft,  welcher  den  beiden  Ebenen  gemeinschaftlich  ist 
(Satz  I,  §  83). 

Haben  dagegen  die  beiden  Ebenen  S^,  S^'  zwei 
Punkte  und  daher  die  sie  verbindende  Grade  gemein- 
schaftlich (Satz  rV,  §  4G),  so  liegen  sie  in  dem  Raum 
von  drei  Dimensionen,  welcher  durch  die  gemeinschaftliche  Grade  und  zwei 
andre  bezüglich  auf  den  beiden  Ebenen  S^,  S/  ausgewählte  Punkte  bestimmt 
wird  (Satz  UI,  §  82). 

Satz  VIL  Alle  Ebenen  des  Baumes  S^,  tvelche  durch  eifie  Grade  gehen, 
erhält  man  dadurch j  dass  man  die  Grade  mit  allen  Punkten  einer  Ebene  ver- 
bindet, die  die  Grade  nicht  trifft  Diese  Ebenen  bilden  ein  System  von  zwei  Di- 
mensioneyi  und  enthalten  alle  Punkte  des  Raums  S^. 

S^  und  S^  seien  eine  Grade  und  eine  Ebene,  welche  sich 
nicht  treffen  (Fig.  lliJ).  Jeder  Punkt  A^  von  S^  liefert  eine 
und  nur  eine  durch  S^  gehende  Ebene.  Denn  lägen  zwei 
Punkte  Aq  und  Bq  in  derselben  Ebene  mit  der  Graden  S^, 
so  würde  die  Grade  Ä,  die  Ebene  S^  in  dem  Durchschnitts- 
punkt von  Äj  mit  der  Graden  A^B^  treffen,  was  der  Voraus- 
setzung widerspricht.  Verbindet  man  daher  die  Punkte  von 
S.,  durch  Ebenen  mit  der  Graden  S^,  so  bilden  diese  ein 
Ebenensystem  von  zwei  DimenflH^^J^  da  auch  die  Ebene 
bezügl.  ihrer  Punkte  ein  solches  ^HHlkst  (Def.  11,  §  46). 
Betrachtet  man  eine  andre  ^^^HnS^',  so  fällt  das 
System  von  zwei  Dimensionen,  welches  S^  auf  die  a^i||ebeue  Art  mit  der 
Graden  Äj  bestimmt,  mit  dem  von  S,  bestimmten  System  zusammen,  weil  alle 
Ebenen,  die  S^  in  einem  Punkt  schneiden,  auch  5/  in  einem  Punkt  treffen  und 
umgekehrt  (Satz  VI). 

T)ef,  I.    Die  Grade  S,  heisst  die  Axe  des  Systems. 

Satz  VIIL  Alle  Räume  vofi  drei  Dimensionen  des  Raums  S^,  welche  durch 
eine  Ebene  gehen,  erhält  man  dadurch,  dass  man  die  Ebene  mit  den  Punkten 
eigner  sie  nicht  schneidenden  Graden  verbindet  Sie  bilden  ein  System  einer  Di- 
mension und  entluüten  alle  Punkte  des  Raums  S^. 

Jeder  Punkt  der  Graden  ä,  gibt  mit  S^  verbunden  einen  durch  S^  gehenden 
Raum  von  drei  Dimensionen  und  auch  in  diesem  Fall  können  zwei  Punkte  von 
S^  nicht    denselben   durch   Ä.,   gehenden  Raum   von    drei   Dimensionen   liefern. 


Fig.  119. 
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weil  sonst  der  Voraussetzung  zuwider  die  Grade  in  diesem  Baum  liegen  müsste 
(Fig.  119). 

Das  so  erhaltene  System  durch  die  Ebene  S^  gehender  Räume  von  drei 
Dimensionen  hat  nur  eine  Dimension,  weil  auch  die  Grade  S^  bezüglich  ihrer 
Punkte  im  System  einer  Dimension  ist. 

Def.  IL  Dieses  System  heisst  Büschel  von  Bätmien  von  drei  Difnensionen 
imd  die  Ebene  S^  seine  A^joe, 

Satz  IX,  Es  gibt  nur  eine  Grade,  wdche  drei  nicht  in  einem  Baum  8^  lie- 
gende gegebene  Grade  S^',  S^',  iS/"  schneidet. 

Die  drei  Graden  bestimmen  zu  je  zweien  drei  Räume  8^\  S^"y  /S3'",  welche 
sich  in  der  gemeinschaftlichen  Transversalen  schneiden.  Denn  der  Raum  S/ 
5>i"  oder  /Sj"'  schneidet  die  dritte  Grade  S/"  in  einem  Punkt,  welcher  den 
drei  Räumen  gemeinschaftlich  ist.  Zieht  man  daher  von  diesem  Punkt  die 
Transversale  zur  Graden  Ä/,  S,"  in  S^"  (Satz  V,  §  83),  so  erhält  man  die  ver- 
langte Transversale,  welche  den  drei  Räumen  S^  gemeinschaftlich  ist. 

Satz  X.  Sind  zwei  nicht  in  einem  Baum  Sq  liegende  Ebenen  und  ein  Punkt 
ausserhalb  derselben  gegeben,  so  gibt  es  nur  eine  Ebetie,  weldie  durch  den  Punkt 
geht  und  jede  der  beiden  Ebenen  in  einer  Graden  schneidet 

Man  braucht  nur  den  Punkt  mit  den  beiden  Ebenen  durch  zwei  Räume 
von  drei  Dimensionen  zu  verbinden,  welche  sich  in  einer  Ebene  schneiden,  die 
jede  der  beiden  gegebenen  Ebenen  in  einer  Graden  triflFt  (Satz  III,  §  83). 

Satz  XL  Sind  drei  unabMngige  Ebenen  und  ein  Punkt  gegeben  ^  so  gibt  es 
nur  eine  Grade,  welche  durch  den  Punkt  geht  und  die  drei  Ebenen  trifft 

Verbindet  man  den  Punkt  mit  den  drei  Ebenen,  so  erhält  man  drei  Räume 
von  drei  Dimensionen,  welche  die  in  dem  Satz  erwähnte  Grade  gemeinschaft- 
lich haben  (Satz  V). 

Satz  XIL  Sind  vier  Ebenen  gegeben,  so  existiren  unendlich  viele  Grade, 
welche  die  vier  Ebenen  schneiden,  von  denen  nur  eine  durch  einen  Punkt  einer 
jeden  dieser  Ebenen  geht,  wenn  man  die  sechs  Durchschnittspunkte  der  vier 
Ebenen  ausnimmt  Die  durch  jeden  dieser  Punkte  gehenden  Graden  liegen  in 
einer  Ebene. 

Ist  leicht  mit  Hülfe  der  Sätze  XI  und  IV  zu  beweisen. 

Bern,  II.  Wenn  wir  von  einer  Figur  des  Raums  sprechen,  so  meinen  wir,  dass  ihre 
Pimkte  dem  Raum  angehören  ohne  dass  alle  Punkte  des  Raums  der  gegebenen  Figur  an- 
gehören müssen. 

Satz  XIIL  Wenn  eine  in  dem  Baum  S^  enthaltene  Figur  von  jeder  nicht 
in  der  Figur  enthaltenen  Graden  dieses  Baums  in  einem  Punkt  geschnitten  wird, 
so  ist  diese  Figur  ein  Baum  von  drei  Dimensionen. 

Denn  zwei  Punkte  ÄQB^^  der  Figur  bestimmen  eine  der  Voraussetzimg 
nach  der  Figur  angehörige  Grade.  In  einer  Graden  des  Raums  S^,  welche  die 
Grade  ÄqBq  nicht  schneidet,  muss  sich  ein  zu  der  Figur  gehörender  Punkt  Cq 
befinden;  mithin  gehört  eine  durch  C,,  gehende  Grade,  welche  Ä^B^  triflFt,  eben- 
falls derselben  an  und  also  auch  die  Ebene  Ä^BqCq.  Wenn  man  eine  andre 
Grade  des  Raums,   welche   diese  Ebene  nicht  triflfl,  betrachtet,  so  muss  diese 
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einen  andern  Punkt  D^  der  Figur  enthalten;  also  liegt  auch  der  Raum  von 
drei  Dimensionen  Ä^Bf^CQDQ  in  der  Figur.  Wir  behaupten,  dass  es  ausserhalb 
dieses  Raumes  keine  weiteren  Punkte  der  gegebenen  Figur  gibt.  Gäbe  es 
einen  z.  B.  Xq,  so  würde  er  mit  dem  Raum  Ä^Bf^C^D^^  den  Raum  S^  bestim- 
men (Satz  V,  §  121);  die  Figur  wäre  mithin  der  ganze  Raum  S4,  was  gegen 
die  Voraussetzung  ist. 

Zm,  Wenn  eine  Figur  des  Baums  S^  mit  aUen  Ebenen  oder  mit  etilen 
Bäumen  von  drei  Dimensionen  desselben  eine  Grade  oder  eifie  Ebene  gemeinschaft- 
lich hat,  so  ist  diese  Figur  ein  Baum  von  drei  Dimensionen. 

Denn  es  geht  daraus  hervor,  dass  jede  in  der  Figur  nicht  enthaltene  Grade 
mit  ihr  nur  einen  Punkt  gemein  hat. 

Satz  XIV.  Wenn  eine  aus  Ebenen  gebildete  Figur  derart  ist,  dass  ihre 
Ebenen  sich  zu  je  zweien  in  einer  Graden  schneiden  und  wenn  die  Ebenen  der 
Figur  nicht  durch  denselben  Funkt  oder  durch  dieselbe  Grade  gehen,  so  ist  die 
Figur  ein  Baum  von  drei  Dimensionen  oder  liegt  in  einem  dieser  Bäume. 

Wird  wie  Satz  VIII,  §  85  bewiesen  (Satz  VI). 


3. 

Raum  im  Unendlichgrossen.  —  Parallele  Graden,  Ebenen  nnd  Ränme  des 
Ranms  S^,  —  Ihre  Constrnction  mit  Elementen  des  endlichen  Gebiets. 

§  123.  Satz  I.  Das  absolute  Grenzgebiet  des  Baums  S^  um  jeden  seiner 
Punkte  ist  ein  vollständiger  Baum  Äj,  den  man  als  absoluten  Grenzraum  eines 
beliebigen  Punktes  des  bezüglich  der  Einheit  dieses  Gebiets  endlichen  Gebiets  an- 
sehen kann. 

Man  kann  in  dem  Raum  S^  vier  Strahlen  betrachten,  welche  durch  den 
Punkt  Aq  gehen  und  nicht  in  einem  Raum  S^  liegen.  Ihre  vier  absoluten 
Grenzpunkte  (Def.  11 ,  §  32)  sind  mithin  nicht  in  einer  Ebene  gelegen;  sie  be- 
stimmen einen  Raum  von  drei  Dimensionen  n^^^  welcher  sich  in  dem  absoluten 
Grenzgebiet  von  A^  befindet  (Satz  I,  §  119). 

Die  Graden  des  von  den  vier  imendlich  fernen  Punkten  bestimmten  Te- 
traeders liegen  in  dem  Raum  S4,  d.  h.  in  den  Ebenen  der  vier  genannten 
Strahlen  (Bem.  IV,  §  68).  Mithin  liegen  in  S^  alle  Graden,  welche  zwei  von 
diesen  Graden  imd  also  auch  alle  Ebenen  des  Tetraeders  treffen  (Satz  I,  §  84) 
und  ebenso  alle  Graden,  welche  zwei  von  diesen  Ebenen  schneiden  und  diese 
Graden  sind  eben  diejenigen  des  Raums  n^^. 

Der  zweite  Theil  des  Satzes  folgt  aus  Satz  IV,  §  32. 

Zus.  Das  unendlich  ferne  Gebiet  des  Baums  S^  kann  besilgl.  der  EudidscJien 
Einheit  als  ein  Baum  von  drei  Dimensionen  angeselien  werden. 

Wird  ähnlich  wie  Zus.  zu  Satz  I,  §  84  bewiesen. 

Def.  I.  Wir  nennen  einen  solchen  Raum  den  unendlich  ferneti  Baum  des 
Baums  S^  bezügl.  der  Euclid sehen  Einheit   (Bem.  §  31). 

Bem.  I.    Es  gilt  die  der  Bem.  I,  §  84  analoge  Bem. 
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§  124.  Bern.  I.  Die  Definitionen  des  Parallelismus  zweier  Graden,  einer  Graden 
und  einer  Ebene  und  zweier  Ebenen,  die  im  §  26  und  §  85  gegeben  wurden,  gelten  auch 
für  den  Raum  S^.  Man  sieht  daher,  dass  eine  Grade  und  eine  Ebene  oder  zwei  Ebenen, 
welche  im  Raum  S^  parallel  sind,  einem  Raum  S^  angehören.  Es  gelten  mithin  in  dem 
Raum  S^  für  sie  dieselben  Sätze,  die  früher  in  der  Ebene  und  dem  Raum  S^  bewiesen 
wurden. 

Def.  I.  Eine  Grade  oder  eine  Ebene  und  ein  Raum  sind  parallel,  wenn 
der  unendlich  ferne  Punkt  der  Graden  oder  die  unendlich  ferne  Grade  der 
Ebene  in  der  unendlich  fernen  Ebene  des  Raums  liegen. 

Def.  IL  Zwei  Räume  von  drei  Dimensionen  sind  parallel,  wenn  sie  die- 
selbe unendlich  ferne  Ebene  haben. 

Satß  L  In  einem  einer  Graden  parallelen  Raum  Ss^  gibt  es  unendlidi  vide 
Grade,  welche  einer  gegebenen  Graden  parallel  sind. 

Wird  ähnlich  wie  Satz  I,  §  85  bewiesen. 

Satz  IL  Von  einem  Funkt  ausserhalb  eines  Baums  von  drei  Dimensionen 
lassen  sieh  unendlich  viele  dem  Raum  parallele  Grade  zielten,  welche  in  dem  Raum 
liegen,  der  parallel  zu  dem  ersten  Raum  ist 

Beweis  wie  bei  Satz  11,  §  85. 

Satz  IIL  Ist  eine  Grade  und  eine  Ebene  gegeben,  welche  sich  nicht  schneiden, 
so  geht  durch  die  Grade  ein  einziger  Raum  von  drei  Dimensionen,  wclclwr  der 
Ebene  parallel  ist  und  umgekehrt 

Denn  der  Pimkt  im  Unendlichgrossen  der  Graden  und  die  Grade  im  ün- 
endlichgrossen  der  Ebene  bestimmen  die  Ebene  im  ünendlichgrossen  der 
Räume  von  drei  Dimensionen,  welche  der  Graden  und  der  Ebene  parallel  sind 
und  von  welchen  nur  einer  durch  die  Grade  und  einer  durch  die  Ebene  geht 
(Def.  I). 

Satz  IV.  Durch  eignen  Funkt  ausserhalb  eigner  Graden  und  einer  Ebene  lässt 
sich  nur  ein  Raum  von  drei  Dimensionen  legen,  der  beiden  parallel  ist 

Es  ist  der  Raum,  welcher  von  dem  Punkt  und  der  durch  den  Punkt  im 
Unendlichgrossen  der  Graden  und  der  Graden  im  Unendlichgrossen  der  Ebene 
gegebenen  Ebene  bestimmt  wird. 

Satz  V.  Zwei  parallele  Räume  von  drei  Dimensionen  werden  von  eitler  Ebene, 
die  ihneti  niM  parallel  ist,  in  zwei  parallelen  Graden  geschnitten. 

Denn  die  Ebene  schneidet  die  beiden  Räume  in  zwei  Graden,  welche  den- 
selben Punkt  im  Unendlichgrossen  haben,  nämlich  den  Durchschnittspunkt  der 
Ebene  mit  der  Ebene  im  Unendlichgrossen  der  beiden  Räume. 

-Zm5.  I  Wenn  eine  Grade  einem  Raum  von  drei  Dimensionen  parallel  ist, 
so  schneidet  jede  durch  sie  gelegte  Ebene,  welche  dem  Raum  nicht  parallel  ist,  den 
Raum  in  einer  der  gegebenen  Graden  parallelen  Graden. 

Zus.  IL  Wenn  eine  Grade  einer  Ebene  parallel  ist,  so  schneidet  jeder  durch 
die  Grade  gdie^ule  Raum  von  drei  Dimensionen,  weleJier  der  Ebene  nicht  parallel 
ist,  die  Ebene  in  einer  zur  ersten  Graden  parallelen  Graden. 

Satz  VL.    Wenn  eine  Ebene  und  ein  Raum  von  drei  Dimensionen  parallel 

sindj  so  tverden  sie  von  einem  beliebigen  ihnen  nicht  parallelen  Raum  von  drei 

Dimensione^i  bezüglich  in  einer  Graden  und  einer  Ebene  geschnitten,  die  parallel  sind. 
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Denn  der  Durchschnittspunkt  des  zweiten  Raumes  mit  der  der  gegebenen 
Ebene  und  dem  gegebenen  Raum  gemeinschaftlichen  Graden  im  Unendlich- 
grossen gehört  eben  sowohl  der  Graden  als  der  Ebene  an,  in  welchen  der 
zweite  Raum  die  gegebene  Ebene  und  den  gegebenen  Raum  schneidet. 

Zt4S,  L  Wenn  eine  Ebene  einem  Raum  von  drei  Dimensionen  parallel  ist, 
so  schneidet  jeder  Baum  von  drei  Dimensionen,  der  durch  die  Ebene  geht  und 
dem  ersten  Baum  nicht  parallel  ist,  diesen  Baum  in  einer  zur  gegebenen  Ebene 
parallelen  Ebene. 

Satz  VIL  Zwei  parallele  Grade  schneiden  zwei  parallele  Bäume  von  drei 
Dimensionen^  welche  ihnen  nicht  parallel  sind,  in  den  Eckpunkten  eines  Po- 
ralldogramms. 

Beweis  wie  bei  Satz  IV;  §  85. 

Satz  VIII.  Zwei  parallele  Ebenen  werden  von  einem  Baum  von  drei  Di- 
mensionen, der  ihnen  nicht  parallel  ist,  in  zwei  parallelen  Graden  geschnitten. 

Denn  die  beiden  Durchschnittsgraden  haben  denselben  Punkt  im  ünendlich- 
grossen  nämlich  den  Durchschnittspunkt  des  gegebenen  Raums  mit  der  Graden 
im  ünendlichgrossen  der  beiden  Ebenen. 

Salz  IX.  Wenn  zwei  Ghrade  parallel  sind,  so  schneiden  sich  zwei  Bäume 
von  drei  Dimensionen,  welche  bezüglich  durch  sie  gehen  und  nicht  parallel  sind, 
in  einer  den  gegebenen  Graden  parallelen  Ebene. 

Denn  die  Grade  im  Unendlichgrossen  ihrer  gemeinschaftlichen  Ebene  ent- 
hält den   den  beiden  gegebenen  Graden  gemeinschaftlichen  Punkt. 

Bern.  IL    Auf  ähnliche  Art  werden  die  folgenden  Sätze  bewiesen: 

Salz  X.  Wenn  zwei  Grade  parallel  sind,  so  schneiden  sich  eine  Ebene  und 
ein  Baum  von  drei  Dimensionen,  welche  bezüglich  durch  sie  gehen  und  nickt  pa- 
rallel sind,  in  einer  zu  den  gegebenen  Graden  parallelen  Graden  (Satz  IQ,  §  122). 

Satz  XI  Wenn  eine  Grade  und  eine  Ebene  parallel  sind,  so  schneiden  sich 
eine  Ebene  .und  ein  Baum  von  drei  Dimensionen,  die  nicht  parallel  sind  und 
bezüglich  durch  die  Grade  und  durch  die  Ebene  gehen,  in  einer  zur  gegebenen 
Graden  und  Ebene  parallelen  Graden  (Satz  HI,  §  122). 

Satz  XII.  Wenn  zwei  Ebenen  parallel  sind,  so  schneiden  sich  zwei  bezüglich 
durch  sie  geltende  und  nicht  parallele  Bäume  von  drei  Dimensionen  in  einer  zu 
den  beiden  Ebenen  paraUden  Ebene  (Satz  IV,  §  122). 

§  125.  Bern.  I.  Zwei  Ebenen  sind  nach  Def.  II,  §  85  parallel,  wenn  sie  dieselbe 
Grade  im  Unendlichgrossen  haben.  Sie  liegen  dann  aber  in  einem  Raum  von  drei  Dimen- 
sionen (Satz  VI,  §  122).  Sind  dagegen  zwei  Ebenen  in  S^  unabhängig,  so  schneiden  sie 
sich  in  einem  einzigen  Punkt,  welcher  im  Allgemeinen  dem  endlichen  Grebiet  angehört 
(Satz  VI,  §  122;  Zus.  Satz  I,  §  128). 

Def.  I  Zwei  Ebenen,  welche  keine  Grade  gemeinschaftlich  haben,  heissen 
parallel  von  der  zweiten  Art,  weim  ihr  gemeinschaftlicher  Punkt  im  Unendlich- 
grossen liegt.  Die  nach  Def.  11,  §  85  parallelen  Ebenen  nennen  wir  daher 
parallel  von  der  ersten  Art  oder  nur  parallel. 

Bern.  II.  In  jeder  der  beiden  parallelen  Ebenen  zweiter  Art  gibt  es  nur  eine  Rich- 
tung von  zur  andern  Ebene  parallelen  Graden. 
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Ztu>,  Wenn  eine  Ebene  und  eine  Grade  parallel  sind,  so  siml  alle  durch 
die  Grade  geltenden  Ebenen  zur  gegebenen  Ebene  parallel  von  der  zweiten  Art 

Bern.  7/7.  Wenn  eine  Ebene  und  ein  Baum  yon  drei  Dimensionen  gegeben  ist, 
welcher  die  Ebene  nicht  enthält,  so  gibt  es  in  dem  Raum  ein  System  yon  Ebenen,  welche 
zur  gegebenen  Ebene  parallel  von  der  zweiten  Art  sind,  nämlich  aller  derjenigen  in  dem 
Raum  enthaltenen  Ebenen,  welche  durch  den  Punkt  gehen,  in  dem  die  Ebene  im  Un- 
endlichgrossen des  Raums  die  Grade  im  Unendlichgrossen  der  gegebenen  Ebene  schneidet. 

Satz  L  Wenn  zwei  Ebenen^  die  nidU  parallel  von  der  ersten  Art  sind  und 
sich  in  einer  Graden  sehneiden  oder  nichts  und  eine  Grade,  welche  nicht  mit 
jeder  derselben  in  einem  Baum  von  drei  Dimensionen  liegt,  gegeben  sind,  so  gibt 
es  nur  eine  Ebene,  welche  durch  die  Gerade  gdit  und  zu  den  gegebenen  Ebenen 
parallel  von  der  zweiten  Art  ist. 

Wenn  die  beiden  gegebenen  Ebenen  parallel  von  der  ersten  Art  sind,  so 
gehen  durch  die  Grade  unendlich  viele  Ebenen,  die  zu  den  beiden  ersten  parallel 
van  der  zweiten  Art  sind. 

Denn  durch  den  Punkt  im  Unendlichgrosseh  der  Graden  geht  eine  einzige 
Grade,  welche  die  Graden  im  Unendlichgrossen  der  beiden  Ebenen  schneidet 
(Satz  n,  §  30;  Satz  I,  §  123  und  Satz  I,  §  68;  Satz  V,  §  83  und  Bem.  V, 
§  107). 

Daraus  folgt  auch  der  zweite  Theil  des  Satzes. 

Satz  IL  Durch  einen  Punkt  ausserhalb  zweier  paraüden  Ebenen  der  zweiten 
Art  geht  ein  zu  ihnen  paraUder  Bamn, 

Es  ist  der  Raum,  welcher  den  Punkt  mit  den  Graden  im  Unendlichgrosseu 
der  beiden  Ebenen  verbindet  (Def.  I). 

Satz  777.  Durch  einen  Punkt  ausserhalb  zweier  parallelen  Ebenen  zweiter 
Art  geht  nur  eine  zu  ihnen  paraüde  Crrade, 

Es  ist  .die  Grade  welche  durch  den  gegebenen  Punkt  und  durch  den  Punkt 
im  Unendlichgrossen  geht,  der  den  beiden  Ebenen  gemeinschaftlich  ist. 

§  126.     Construction  paraUd&r  Dinge  mit  den  Elementen  des  endlichen  Gdnets. 

a)  Von  einem  Punkt  ausserhalb  eines  Baums  einen  Baum  parallel  zu  dem 
gegebenen  Baum  zu  legen. 

Man  ziehe  durch  den  Punkt  drei  Grade,  welche  drei  Graden,  die  nicht  in 
einer  Ebene  des  gegebenen  Raums  liegön,  parallel  sind  (Bem.  HI,  §  60);  diese 
drei  Parallelen  bestimmen  den  gesuchten  Raum. 

b)  Einen  Baum  parallel  zu  einer  Ebene  durch  eine  Crrade  zu  legen,  welclic 
die  Ebene  nicht  schneidet. 

Man  lege  durch  einen  Punkt  der  Graden  eine  Ebene,  welche  der  gegebenen 
Ebene  parallel  ist,  wie  in  dem  Raum  von  drei  Dimensionen  (Bem.  11,  §  85). 

c)  Einen  Baum  parallel  zu  einer  Graden  durch  eine  Ebene  zu  legen,  wdclic 
die  gegebene  Grade  nicht  trifft. 

Man  ziehe  durch  einen  Punkt  der  Ebene  die  Parallele  zur  gegebenen 
Graden,  welche  mit  der  Ebene  den  verlangten  Raum  bestimmt. 

d)  Einen  Baum  durch  einen  Punkt  paralld  zu  einer  Graden  und  einer  Ebene 
zu  legen. 
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Man  ziehe  durch  den  Punkt  die  Parallele  zur  Graden  und  die  zur  ge- 
gebenen Ebene  parallele  Ebene,  wie  bei  dem  Raum  von  drei  Dimensionen 
(Bern,  n,  §  85).     Die  Grade  und  die  Ebene  bestimmen  den  verlangten  Baum. 

e)  Durch  eine  Grade  eine  Ebene  paraUd  von  der  zweiten  Art  zu  zwei  ge- 
gebenen Ebenen  zu  legen. 

Durch  die  Grade  lege  man  die  den  beiden  Ebenen  parallelen  Räume  (fc), 
welche  sich  in  der  verlangten  Ebene  schneiden  (Satz  I,  §  125). 

f)  Einen  Baum  durch  einen  Funkt  parallel  zu  zwei  Ebenen  zu  legen,  die 
parallel  von  der  zweiten  Art  sind. 

Man  ziehe  durch  den  Punkt  die  Ebenen,  welche  den  gegebenen  parallel 
von  der  ersten  Art  sind;  diese  liegen  in  dem  gesuchten  Raum  (Bem.  II,  §  85). 

g)  Durch  einen  Funkt  eine  Grade  parallel  zu  zwei  Ebenen  zu  ziehen,  welche 
parallel  von  der  zweiten  Art  sind. 

Da  die  beiden  Ebenen  parallel  von  der  zweiten  Art  sind,  so  ist  ihr  Punkt 
im  Unendlichgrossen  durch  eine  Grade  bestimmt;  es  genügt  daher  durch  den 
Punkt  die  Parallele  zu  dieser  Graden  zu  ziehen  (Bem.  III,  §  60). 


4. 

Identität  des  Raums  S^^  um  seine  Punkte  des  endlichen  und  unendlich 
grossen  Gebiets.  —  Die  Theile,  in  welche  S^^  durch  einen  seiner  Räume  von 

drei  Dimensionen  zerlegt  wird. 

§  127.  Satz  I.  Der  Baum  S^  ist  um  jeden  seiner  Funkte  des  endlichen 
Gebiets  identisch. 

Beweis  wie  bei  Satz  I,  §  86. 

Satz  IL  Die  Sterne  des  Baums,  deren  Mittelpunkte  in  dem  endlichen  Ge- 
biet auf  einer  Ebene  liegen,  werden  durch  diese  Ebene  in  zwei  identische  Theile 
zerlegt,  welche  denselben  beiden  Theilen  des  Baums  angehören. 

Ein  Raum  A.^  des*  Sterns  vom  Centrum  A^  hat 
eine  Ebene  a^^  im  Unendlichgrossen,  welche  den 
Raum  jTgoo  in  zwei  identische  Theile  zerlegt  (Zus.  I, 
Satz  ni,  §  109).  Wie  man  ebenfalls  weiss,  liegen 
zwei  entgegengesetzte  Punkte  ^x;  -X^'o^  auf  ent- 
gegengesetzten Seiten  von  a^  ^  imd  liegt  jede  Grade 
ß^j.  und  jede  andre  Ebene  ß^^  zur  Hälfte  in  den 
bezüglich  der  Ebene  a^^  entgegengesetzten  Theilen 
des  Raums  (Satz  IV,  V,  §  109). 

Verbindet  man  Aq  mit  den  auf  entgegenge- 
setzten Seiten  der  Ebene  «jx  liegenden  Theilen 
des  Raums  Jtg^,  so  sind  die  beiden  Theile  {A^n^^),  {A^it^'^)  des 
Sterns  vom  Centrum  A^  m  S^  identisch,  weil  jt^^^  imd  %^  ^  identisch  und 
die  Abstände  des  Punktes  Aq  von  den  Punkten  von  %^^  und  n^\^  gleich 
sind  (Fig.  120). 


Fig.  120. 


^3  X  j    ^3   OD 
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Diese  beiden  Theile  des  Sterns  vom  Centrum  Ä^  bestimmen  zwei  Theile 
des  Raums. 

Bq  sei  nun  ein  andrer  Punkt  des  Raums  Ä^.  Wählt  man  nach  Belieben 
einen  Strahl  -4^^  des  Theils  {A^jt.^'^)y  so  beweisen  wir,  dass  jeder  Punkt  Xq 
desselben  in  dem  Theil  (B^n^^)  liegt.  In  der  That  wird  die  Ebene  A^X^B^ 
oder  ß^  durch  die  Grade  A^Bq  in  zwei  Theile  zerlegt,  von  denen  der  eine  in 
dem  Theil  {Ä^n^J)  liegt,  weil  er  im  Unendlichgrossen  eine  in  tc^^,  gelegene 
Halbgrade  ft^'y^  hat,  deren  Enden  die  beiden  Punkte  im  Unendlichgrossen  von 
A^B,  sind  (Fig.  120). 

Der  Punkt  im  ünendlichgrossen  des  Strahls  B^X^  liegt  in  6/^  (Satz  II, 
§  50)  imd  daher  in  dem  Theil  (B^n^^)  des  Sterns  vom  Centrum  Bq.  Da  die 
Theile  {A^it^^^y  (BqH^'^)  zusammenfallen,  so  decken  sich  auch  die  entgegen- 
gesetzten Theile,  womit  der  Satz  bewiesen  ist. 

Def,  I.  Von  diesen  Theilen  des  Raums  S^  sagt  man,  sie  lägen  auf  entr 
gegengesetzten  Seiten  des  Raums  Ä^. 

Zus,  L  Die  Tlieüe,  in  welche  der  Raum  S^  durdi  einen  Raum  S^  zerlegt 
wird,  sind  identisch. 

Man  erhält  jeden  dieser  Theile  dadurch,  dass  man  die  Punkte  einer  der 
Hälften  des  Raums  äj^,  welche  durch  die  Ebene  im  Unendlichgrossen  von  A^ 
bestimmt  werden,  mit  einem  beliebigen  Punkt  des  endlichen  Gebiets  von  A^ 
verbindet  (Zus.  Satz  IH,  §  109  und  Def  I,  §  123). 

Satz  III.  Eine  Grade,  eine  Ebene  und  ein  Raum,  wdcfie  einem  Raum  von 
drei  Dimensionen  parallel  sind,  liegen  auf  derselben  Seite  dieses  Raums. 

In  der  Ebene  ß^  sei  eine  Parallele  zur  Graden  A^Bq  gegeben  (Fig.  120). 
Sie  liegt  ganz  auf  der  einen  Seite  der  Graden  -4j,jl5„  (Satz  I,  §  50)  und  da  die 
durch  die  Grade  A^Bq  getrennten  Theile  der  Ebene  ß^  den  beiden  Theilen  des 
Sterns  vom  Centrum  A^  bezüglich  des  Raums  A^  angehören,  so  ist  damit  der 
erste  Theil  des  Satzes  bewiesen.  Auch  der  zweite  Theil  leuchtet  ein,  weil  die 
Graden  der  einem  gegebenen  Raum  von  drei  Dimensionen  parallelen  Ebene 
oder  des  parallelen  Raumes  S^  dem  gegebenen  Raum  parallel  sind  und  mithin 
auf  derselben  Seite  dieses  Raumes  liegen  müssen.  Denn  wenn  zwei  Punkte 
der  Ebene  oder  des  Raumes  sich  auf  entgegengesetzten  Seiten  von  Ä,  befänden, 
so  würde  nach  den  früheren  Ausführungen  ihre  Verbindungsgrade  nicht  parallel 
zu  Ä,  sein. 

Saiz  IV.  Die  beiden  Theile  einer  Ebene  (oder  eines  Raumes),  in  welche  sie 
(oder  er)  durch  die  Durchschnittsgrade  (oder  -ebene)  mit  einem  der  Ebene  (oder 
dem  Raum)  nicht  parallelen  Raum  S^  zerlegt  wird,  liegen  in  den  durch  den  Raum 
S^  getrennten  Theilen  des  Raumes  S^. 

Der  Beweis  wird  wie  bei  Satz  IV,  §  86  geführt. 

Zus.  I.  Die  Theile  einer  Graden,  welche  durdi  iJiren  Durdisclinittspunkt  mit 
einem  der  Graden  nichi  parallelen  Raum  S^  auf  ihr  bestimmt  werden,  liegen  in 
den  durch  den  Raum  S^  getrennten  Theilen  von  S^. 

Zus.  II  Wenn  zwei  Punkte  auf  entgegengesetzte^i  Seiten  eines  Raumes  S^ 
liegen,  so  schneidet  das  Segment,  welches  sie  verbifidet,  den  Raum  Ä,. 
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Die  Beweise  dieser  Zusätze  werden  wie  bei  Zus.  I  u.  ü,.  Satz  IV,  §  86 
geführt.  ^) 

5. 
Senkrechte  Grade,  Ebenen  und  RSnme. 

§  128.  Bern.  Der  Raum  tt.^^  im  ünendlichgrossen  von  S^  ist  ein  yollständiger 
Raum  von  drei  Dimensionen  (Zus.  Satz  I  und  Def.  I,  §  123). 

Die  früher  gegebenen  Definitionen  zweier  Graden,  einer  Graden  und  einer  Ebene  und 
zweier  Ebenen,  die  aufeinander  senkrecht  stehen  (Def.  V,  §  40;  Def  I,  IQ,  §  87),  gelten 
auch  in  dem  Raum  von  vier  Dimensionen.*) 

Satz  I,  Die  Grade  im  ünendlichgrossen  einer  Ebene,  die  auf  ehier  Graden 
senkrecJd  steht,  liegt  in  der  Polarebene  des  Punktes  im  ünendlichgrossen  der  Graden 
und  umgekehrt. 

Denn  da  das  normale  Segment  von  dem  Punkt  im  Ünendlichgrossen  der 
Graden  nach  der  Graden  im  Ünendlichgrossen  der  Ebene  ein  rechtes  ist,  so  ist 
der  Punkt  der  Pol  der  Graden  in  der  von  ihnen  bestimmten  Ebene  (Satz  I, 
§  73)  und  mithin  liegt  die  Grade  in  der  tolarebene  des  Punktes  (Satz  I  und 
Def.  I,  §  108)  und  umgekehrt  (Satz  VI  u.  I,  §  69  und  Bem.). 

Zus.  Eine  auf  einer  Ebene  senkrechte  Grade  steht  serihrecht  auf  aUen  Graden 
der  Ebene. 

Denn  der  Punkt  im  Ünendlichgrossen  jeder  Graden  der  Ebene  ist  dem 
unendlich  fernen  Punkt  der  Graden  conjugirt  (Def.  I,  §  69  u.  Def.  V,  40). 

Def.  I  u.  IL  Eine  Ghrade  oder  Ebene  imd  ein  Raum  von  drei  Dimensionen 
stehen  senkrecht  aufeinander,  wenn  das  normale  Segment  von  dem  unendlich 
fernen  Punkt  der  Graden  oder  der  imendlich  fernen  Graden  der  Ebene  nach  der 
imendlich  fernen  Ebene  des  Raums  ein  rechtes  ist  (Def.  11  u.  IV,  §  111). 

Def  III.  Zwei  Räume  von  drei  Dimensionen  stehen  senkrecht  aufeinander, 
wenn  die  normalen  Segmente  ihrer  Ebenen  im  ünendlichgrossen  rechte  sind 
(Def.  m,  §  111). 

Satz  II.  Der  Punkt  im  ünendlichgrossen  einer  Graden,  welche  senkredd 
auf  einem  Baum  S^  steJd,  ist  der  Pol  der  Ebene  im  ünendlichgrossen  des  Baums 
Sg  und  umgekehrt. 

Da  der  Abstand  des  Punktes  von  der  Ebene  ein  rechtes  Segment  ist,  so 
ist  die  Ebene  die  Polarebene  des  Punktes  in  dem  Raum  n^^  (Satz  I,  §  111) 
und  umgekehrt  (Satz  I,  §  108;  Zus.  I,  Satz  HI,  §  110  und  Bern.). 

Def.  IV.  Der  Durchschnittspunkt  eines  Lothes  auf  einen  Raum  S^  mit 
diesem  Raum  heisst  der  Fusspunkt  des  Lothes. 

Zus.  I.  Alle  Parallelen  zu  einer  auf  einetn  Baum  S^  senkreclden  Graden 
stehen  senkrecht  auf  diesetn  Baum. 

Denn  sie  haben  denselben  Punkt  im  Ünendlichgrossen. 

Zus.  IL    Alle  Lofhe  auf  einen  Baum  S^  sind  einander  paraUel. 


1)  Ueberblickt  man  die  bis  jetzt  entwickelten  Eigenschaften,  so  leuchtet  das,  was  wir 
in  der  Anm.  zu  §  121  gesagt  haben,  um  so  mehr  ein. 
^  Siehe  Anm.  §  87. 
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Denn  sie  haben  denselben  Punkt  im  Unendlichgrossen. 

Zus,  HL  Alle  Bäume  von  drei  Ditnenstonen,  welche  einem  auf  einer  Gradeti 
setiJcrechten  Bauni  S.^  parallel  sind,  stehen  auf  dieser  Graden  ebenfalls  senkrecht 

Denn  ihre  Ebene- im  Unendlichgrosseu  ist  die  Polarebene  des  Punktes  im 
Unendlichgrossen  der  Graden. 

Zus.  IV.    ÄUe  auf  einer  Graden  senkrechten  Bäume  sind  einander  parallel. 

Deim  sie  haben  dieselbe  Ebene  im  Unendlichgrossen. 

Ztis.  V.  Eine  auf  einen  Baum  von  drei  Dimensionen  senkredite  Gerade  steht 
auf  allen  Graden  und  Ebenen  des  gegebenen  Baums  senkrecht. 

Denn  die  Punkte  der  Ebene  im  Unendlichgrossen  des  Raums  ä,  sind  mit 
dem  Pol  dieser  Ebene  conjugirt  (Satz  I,  §  108  und  Def.  I,  §  69),  welcher  der 
Punkt  im  Unendlichgrossen  der  Graden  ist;  mithin  sind  die  gegebene  Grade 
und  eine  beliebige  Grade  des  Raums  S^  rechtwinklig  zueinander  (Def.  V,  §  40). 
Der  zweite  Theil  des  Zusatzes  folgt  unmittelbar  aus  dem  ersten  (Satz  I,  §  87 
und  Bem.). 

Zus.  VI.  Durch  einen  Punkt  geht  nur  ein  Baum  von  drei  Ditnensionen, 
welcher  auf  einer  gegebenen  Graden  senkrecht  steht. 

Man  braucht  nur  den  Punkt  mit  der  Polarebene  des  Punktes  im  Unendlich- 
grossen der  gegebeneu  Graden  zu  verbinden. 

Zus.  VIL  Alle  von  einem  Funkt  auf  eine  Grade  gefällten  Lothe  liegen  in 
einem  Baum  von  drei  Difnensionen  (Def  V,  §  40  und  Satz  I,  §  108). 

Zus.  VIII.  Durch  einen  Punkt  geht  nur  eine  auf  einen  Baum  S^  senk- 
reclhte  Grade. 

Nämlich  die  Grade,  welche  den  gegebenen  Punkt  mit  dem  Pol  der  Ebene 
im  Unendlichgrossen  des  Raums  verbindet. 

§  129.  Satz  I.  Die  Graden  im  Unendlichgrossen  zweier  nicht  in  einem 
Baum  S3  liegenden  und  aufeinander  senkrechten  Ebenen  sind  Polargrade.  Wenn 
die  beiden  Ebenen  sidi  in  einer  Geraden  schfieiden  oder  parallel  von  der  zweiten 
Art  sind,  alsdann  sind  ihre  Graden  im  ünendlicfigrossen  um  den  gemeinschaftr 
Hellen  Punkt  conjugirt.     Und  umgekelirt. 

Denn  die  beiden  Ebenen  schneiden  sich  in  einem  einzigen  Punkt  (Satz  VI, 
§  122);  ihre  Graden  im  Unendlichgrossen  treflFen  sich  daher  im  Allgemeinen 
nicht.  Sind  femer  ihre  normalen  Segmente  rechte  (Bem.  §  128),  so  sind  sie 
Polargrade  (Satz  11,  §  114)  und  umgekehrt. 

Schneiden  sich  dagegen  die  Ebenen  in  einer  Graden  oder  sind  sie  parallel 

von  der  zweiten  Art,  so  sind  ihre  Graden  im  Unendlichgrossen,  da  sie  sich  iii 

einem  Punkt  treffen,  conjugirte  Grade  in  der  Ebene,  welche  sie  enthält  und 

umgekehrt  (Def  HI,  §  69  und  Zus.  U,  Satz  VII,  §  73). 

Bern.  I.  Bezüglich  der  Lage  der  Graden  im  Unendlichgrossen  zweier  Ebenen  gibt  es 
daher  zwei  verschiedene  Arten  wie  die  Graden  senkrecht  aufeinander  stehen  können,  wie 
es  zwei  Arten  von  Parallelismns  gibt. 

Def.  I.  Wenn  die  Graden  im  Unendlichgrossen  zweier  senkrechten  Ebenen 
sich  im  Unendlichgrossen  schneiden,  so  heissen  sie  senkrecht  von  der  zweiten 
Art,  sonst  senkrecht  von  der  ersten  Art  oder  auch  nur  senkrecht 
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Zu6.  L     Zwei  Ebenen,  die  senJcredit  voti  der  zweiten  Ali  zueiiiander  sind 

und  keine  Grade  genieimchaftlich  hüben,  sind  auch  parallel  von  der  zweiten  Art, 

Bern.  IL  Dass  es  wirklich  Ebenen  gibt,  die  senkrecht  von  der  zweiten  Art  zu  einer 
Ebene  sind  und  sie  nicht  in  einer  Graden  schneiden,  sieht  man  wie  folgt,  a,  ^^ ,  h^^  seien 
die  Graden  im  Unendlichgrossen  zweier  Ebenen  -4, ,  J5, ,  welche  senkrecht  von  der  zweiten 
Art  zueinander  sind  und  eine  Grade  gemeinschaftlich  haben.  Alle  Ebenen,  welche  parallel 
von  der  ersten  Art  zu  A^  sind  und  B^  in  einer  Graden  schneiden,  liegen  in  dem  Raum 
von  drei  Dimensionen  (5,  a^  ^)  und  stehen  senkrecht  auf  J5, .  Durch  die  Grade  a,  ^  gehen 
aber  unendlichviele  andre  Ebenen,  weil  das  System  von  Ebenen,  welche  durch  eine  Grade  in  S^ 
gehen,  zwei  Dimensionen  hat  (Satz  VII,  §  122),  während  das  System  von  Ebenen,  welche  durch 
eine  Grade  in  dem  Raum  von  drei  Dimensionen  gehen,  nur  eine  Dimension  hat  (Satz  VIII,  §  88). 
Diese  andern  Ebenen  sind  nun  grade  senkrecht  und  parallel  von  der  zweiten  Art  zur  Ebene  B^ . 

Zus.  IL  Die  Ebenen,  welche  parallel  von  der  ersten  Art  zu  zwei  Ebenen 
sind,  die  aufeinander  senkrecht  von  der  ersten  oder  zweiten  Art  stehen,  stehen  auf- 
einmider  senkrecht  bezüglich  von  der  ersten  oder  zweiten  Art. 

Denn  die  Grade  im  Unendlichgrossen  der  einen  ist  der  unendlich  fernen 
Graden  der  andern  Ebenen  polar  oder  conjugirt. 

Zus.  III.  Die  Geraden  einer  beliebigen  zweier  Ebenen,  die  senkredd  zu- 
einander von  der  ersten  Art  sind,  stehen  senkrecht  auf  der  andern. 

Denn  die  Punkte  zweier  Pollinien  im  Unendlichgrossen  sind  conjugirt 
(Zus.  I,  Satz  I,  §  108  und  Def.  V,  §  40). 

Zus.  IV.  In  zwei  Ebenen,  die  senkrecht  zueinander  von  der  zweiten  Art 
sind,  gibt  es  nur  eine  RicJitung  von  Graden  der  einen,  die  senkrecht  auf  der 
andern  Ebetie  steht. 

Denn  von  den  zwei  Graden  im  Unendlichgrossen  in  der  gemeinschaftlichen 
Ebene  enthält  jede  die  Pole  der  andern,  da  diese  Graden  conjugirt  sind.  Die 
Graden  der  beiden  Ebenen,  welche  durch  diese  Pole  gehen,  haben  die  genannte 
Eigenschaft  (Bem.  §  128). 

Zus.  V.  Durch  eineti  Punkt  kann  man  nur  eine  Ebene  legen,  welche  senk- 
recht von  der  ersten  Art  auf  einer  andern  Ebene  steht. 

Man  braucht  nur  den  gegebenen  Punkt  mit  der  Pollinie  der  Graden  im 
Unendlichgrossen  der  gegebenen  Ebene  zu  verbinden. 

Zus.  VI  Durch  einen  Punkt  lassen  sich  unendlich  vide  Ebenen  legen, 
welcJie  senkrecht  von  der  zweiten  Art  auf  einer  gegebenen  Ebene  stehen. 

Denn  die  Graden,  welche  die  Grade  im  Unendlichgrossen  der  gegebenen 
Ebene  imd  die  Pollinie  derselben  treflFen,  sind  Grade  im  Unendlichgrossen  nor- 
maler Ebenen  von  der  zweiten  Art  (Zus.  IV,  Satz  11,  §  108  und  Def.  III,  §  60). 

2kis.  VII  Zwei  Ebenen,  welche  senkrecht  von  der  ersten  Art  auf  ztvei  von 
der  ziveiten  Art  parallelen  Ebenen  stehen  und  nicht  in  einem  Baum  Ä,  liegen, 
sind  ebenfalls  parallel  von  der  zweiten  Art. 

Denn  ihre  Graden  im  Unendlichgrossen  schneiden  sich  in  den  Polen  der 
Ebene,  welche  die  Graden  im  Unendlichgrossen  der  beiden  gegebenen  von  der 
zweiten  Art  parallelen  Ebenen  verbindet  (Satz  IV,  §  108). 

Satz  II.  Eine  Ebene  /3,  welcke  senkrecht  von  der  zweiten  Art  zu  einer 
Ebene  a  ist,  steht  auf  jeder  Ebene,  die  senkrecht  von  der  ersten  Art  zur  Ebene  a 
ist,  senkrecht  von  der  zweiten  Art 
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b^y  a^  seien  die  Graden  im  Unendlichgrossen  von  ß  und  a  und  a/,  die 
Pollinie  von  a^,.  Die  Grade  b^  muss  die  Grade  a^^  schneiden  (Def.  I)  und 
Aveil  6,  dieser  Graden  in  der  Ebene  a^^b^f  welche  die  Grade  a^  in  den  Polen 
von  a^  triflft,  conjugirt  ist,  so  muss  die  Grade  b^  •  durch  diese  Punkte  gehen 
(Def.  IQ,  §  69)  d.  h.  sie  muss  die  Grade  a^  schneiden  und  ist  mithin  dieser 
Graden  in  der  Ebene  b^a'^  conjugirt.  Jede  Ebene  aber,  welche  auf  a  senk- 
recht von  der  ersten  Art  steht,  geht  durch  a'^^]  damit  ist  der  Satz  bewiesen 
(Def.  I). 

Def.  IL  Der  Durchschnittspimkt  einer  Ebene  mit  einer  auf  ihr  von  der 
ersten  Art  senkrechten  Ebene  heisst  der  FusspunJct  der  ersten  Ebene  auf  der 
zweiten. 

Satz  HL  Der  Ftisspunkt  der  Ebene  y  welche  von  einem  Punkt  normal  von 
der  ersten  Art  auf  eine  Ebene  gezögert  tcird,  ist  der  Fusspwnht  des  von  dem 
Funkt  auf  die  Ebene  gefällten  Lothes. 

Die  von  dem  Punkt  auf  die  Ebene  normal  von  der  ersten  Art  gezogene 
Ebene  enthält  das  von  dem  Punkt  gefällte  Loth  und  schneidet  die  gegebene 
Ebene,  weil  der  Punkt  im  Unendlichgrossen  dieses  Lothes  der  Durchschnitts- 
punkt des  von  dem  Punkt  und  der  gegebenen  Ebene  bestimmten  Raums  von 
drei  Dimensionen  mit  der  Pollinie  der  Graden  im  Unendlichgrossen  der  Ebene 
ist  und  die  von  der  ersten  Art  senkrechte  Ebene  durch  diese  Pollinie  geht. 

§  130.  Satz  L  Die  Grade  im  Unendlkhgrossen  einer  auf  eignen  Baum  S^ 
senkrechien  Ebene  ist  der  Ebene  im  Unendlichgrossen  des  Baums  conjugirt  und 
umgekehrt  (Def.  ü,  §  128;  Zus.  I,  Satz  V,  §  111). 

Zus,  L  Wenn  eine  Ebene  und  ein  Baum  senkredit  aufeinander  stehen,  so 
sind  die  denselben  paraUden  Ebenen  und  Bäume  ebenfalls  senkrecht  zueinander. 

Zus.  LL,  Eine  auf  einem  Baum  senkredäe  Ebene  stellt  senkrecJit  von  der 
zweiten  Art  auf  allen  Ebenen,  welche  durdi  ihre  Durchschnittsgrade  mit  dem 
gegebenen  Baum  gelien  (und  daher  atich  auf  allen  ihnen  in  diesem^  Baum  paral- 
lelen Ebenen), 

Denn  die  Grade  im  Unendlichgrossen  einer  jeden  dieser  Ebenen  in  S^  und 
diejenige  der  auf  ihr  senkrechten  Ebene  liegen  in  einer  Ebene  imd  sind  in 
dieser  Ebene  conjugirt. 

Zus.  LLL.  Durdi  eine  Grade  kann  man  nur  eine  Ebene  senkrecht  auf  einen 
Baum  von  drei  Dinmisionen  legen. 

Man  verbinde  nur  die  Grade  mit  dem  Pol  der  Ebene  im  Unendlichgrossen 
des  Raums  Äj. 

Zus.  LV.  Durch  eine  Grade  geht  nur  ein  Baum  Sj,  weldwr  senkrecht  von 
der  ersten  Art  auf  einer  Ebene  steht. 

Es  ist  der  Raum  Äj,  welcher  die  Grade  mit  der  PoUinie  der  Graden  im 
Unendlichgrossen  der  Ebene  verbindet,  weil  eine  Ebene  im  Unendlichgrossen, 
welche  durch  eine  Grade  geht,  der  Pollinie  dieser  Graden  conjugirt  ist  (Zus.  IV, 
Satz  IV,  §  108). 

Satz  LL.  Die  von  den  Funkten  einer  Graden  auf  einen  Baum  S.^  gefällten 
LoÜie  liegen  in  der  durch  die  Grade  senkrecht  auf  den  Baum  gelegten  Ebene. 
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Denn  der  Punkt  im  Unendlichgrossen  eines  jeden  dieser  Lothe  ist  der  Pol 
der  unendlich  fernen  Ebene  von  S^  und  durch  den  Pol  dieser  Ebene  geht 
auch  die  Orade  im  ünendlichgrossen  der  durch  die  Grade  senkrecht  zum  Baum 
gelegten  Ebene  (Def.  V,  §  -108  und  Satz  I). 

ZurS,  Die  Fusspunkte  der  von  den  Pu/nkten  einer  Graden  auf  einen  Baum 
gefällten  Lofhe  liegen  in  einer  Graden,  welche  durcfi  den  Punkt  geht,  in  welchem 
die  gegebene  Grade  den  gegebenen  Baum  trifft  (Satz  IQ,  §  122  u.  Def.  V,  §  128). 

Def  I.  Diese  Grade  heisst  rechttoitMige  Prqjection  oder  einfach  Prajectiofi 
der  gegebenen  Graden  auf  den  Raum. 

Satz  IIL  Die  von  den  Punkten  einer  Geraden  auf  eine  Ebene  gefällten 
Lothe  liegen  in  dem  Baum  von  drei  Difnensionen,  wdcher  durcfi  die  Grade  geht 
und  senkrecht  auf  der  Ebene  stellt. 

Denn  jede  zur  Ebene  senkrechte  Grade  hat  ihren  Punkt  im  Unendlich- 
grossen in  der  Pollinie  a^^^  der  unendlich  fernen  Graden  der  Ebene  (Satz  I, 
§  128  imd  Satz  IV,  §  108)  und  da  der  durch  die  Grade  normal  zur  Ebene 
gelegte  Raum  die  Grade  a^^  enthält,  so  enthält  er  auch  die  von  den  Punkten 
der  Graden  auf  die  gegebene  Ebene  gefällten  Lothe  (Satz  I). 

JZw5.  Die  Fusspunkte  der  von  den  Punkten  einer  Graden  auf  eine  Ebene 
gefällten  LoÜie,  welche  diese  Ebene  treffen,  liegen  in  einer  Graden  (Satz  IQ,  §  122). 

Def  IL  Diese  Grade  heisst  die  rechtwinklige  Prqjection  oder  Projedioti 
der  Graden  auf  die  Ebene. 

Satz  IV,  Die  durch  die  Punkte  einer  Graden  senkrecht  von  der  ersten  Art 
auf  eine  Ebene  gelegten  Ebenen  liegen  in  dem  von  der  Graden  senkrecht  auf  die 
Ebene  gezogenen  Baum  Sg. 

Denn  man  erhält  diese  Ebenen,  wenn  man  die  Punkte  der  Graden  mit  der 
Pollinie  der  Graden  im  Unendlichgrossen  der  gegebenen  Ebene  verbindet  und 
da  sie* mit  dem  Raum  S^  einen  Punkt  und  eine  Grade  gemeinschaftlich  haben, 
so  liegen  sie  in  diesem  Raum  (Satz  UI,  §  82). 

Zus.  Die  Fusspunkte  der  von  den  Punkten  einer  Graden  auf  eine  Ebene 
normal  von  der  ersten  Art  gezogenen  Ebenen  liegen  in  einer  Graden. 

Jede  der  normalen  Ebenen  triflffc  die  gegebenen  Ebenen  in  einem  einzigen 
Punkt,  denn  schnitten  sich  diese  Ebenen  in  einer  Graden,  so  lägen  sie  in  einem 
Raum  von  drei  Dimensionen  und  wären  mithin  nicht  normal  von  der  ersten 
Art.  Der  Durchschnittspunkt  muss  in  der  Durchschnittsgraden  des  von  der 
Graden  senkrecht  auf  die  gegebene  Ebene  gezogenen  Raimis  S^  liegen  (Satz  HI, 
§  122). 

§  131.  Satz  I.  Die  Ebenen  im  Unendlichgrossen  zweier  aufeinander  senk- 
rechten Bäume  von  drei  Dimensionen  sind  conjugirt  und  umgekehrt  (Def.  III, 
§  128;  Zus.  I,  Satz  IV,  §  111). 

Zus.  L  Die  Bäume  von  drei  Dimensionen,  welche  einem  auf  eincfu  andern 
Baum  senkrechten  Baum  parallel  sind,  stehen  senkrectd  auf  dem  gegebenen  Baum. 

Denn  ihre  Ebene  im  Unendlichgrossen  ist  der  Ebene  des  gegebenen  Raums 
conjugirt. 
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Zus,  IL  Durch  eine  Ebene  geht  nur  ein  Baum,  welcher  auf  einem  ge- 
gebenen Baum  senkrecJit  steht. 

Nämlich  der  Raum,  w'elcher  die  Ebene  mit  dem  Pol  der  Ebene  im  Un- 
endlichgrossen  des  gegebenen  Raums  verbindet  (Def.  11,  §  108). 

S(U0  IL  Die  von  den  Funkien  einer  Ebene  auf  einen  Baum  S^  gefällten 
Lofhe  liegen  in  dem  von  der  Ebene  senkredit  auf  den  Baum  S^  gezogenen  Baum. 

Denn  sie  gehen  durch  den  Pol  der  Ebene  im  ünendlichgrossen  von  S^y 
welcher  in  dem  von  der  Ebene  auf  S^  senkrecht  gezogenen  Raum  enthalten 
ist  (Satz  I). 

Zus.  Die  Fusspunkte  der  von  den  Punkten  einer  Ebene  auf  einen  Baum 
gefällten  Lothe  liegen  in  einer  zweiten  Ebene,  tvdche  durch  die  Durdiachnittsgrade 
der  Ebene  mit  dem  gegebenen  Baum  geht  (Satz  IV,  §  122). 

Def.  L  Die  Ebene,  in  welcher  die  Fusspimkte  der  von  den  Punkten  einer 
Ebene  Pj  auf  einen  Raum  S^  gefällten  Lothe  liegen,  heisst  rechttcinklige  Pro- 
jection  oder  einfach  Prqjection  der  Ebene  Pj  auf  den  Raum  63. 

Satz  LH.  Jeder  von  zwei  aufeinander  senkrechten  Bäumen  enOiiUt  unendlich 
viele  auf  dem  andern  senkredite  Grade. 

S3,  /S3'  seien  die  beiden  zueinander  senkrechten  Räume,  ^oc;  ^»  die  Pole 
ihrer  Ebenen  im  Unendlichgrossen.  S^  enthält  Fq,  und  S^  enthält  X^^,  (Satz  I). 
Die  Graden  von  ^^3,  welche  durch  Yq^  gehen,  stehen  offenbar  auf  dem  Raum 
Sj'  (Def.  I,  §  128)  und  ebenso  diejenigen  von  S^y  welche  durch  X^^  gehen, 
auf  S^  senkrecht. 

§  132.  Äofe  L.  Es  gibt  nur  eine  Biditung  von  Ebenen,  welche  senkrecht 
auf  zwei  gegebenen  Graden  sind. 

Wenn  eine  Ebene  senkrecht  auf  zwei  Graden  steht,  so  muss  ihre  imendlich 
ferne  Grade  der  Durchschnitt  der  Polarebenen  der  unendlich  fernen  Punkte  der 
beiden  Graden  sein  (Satz  I,  §  128)  und  muss  mithin  die  Pollinie  der  Verbin- 
dungslinie der  unendlich  fernen  Punkte  der  beiden  Ghraden  sein. 

Zus,  Dur  dl  jeden  Punkt  des  Baums  S^^  geht  nur  eine  Ebene,  welche  senk- 
recht auf  zwei  Geraden  steht. 

Satz  LL.  Es  gibt  nur  eine  auf  zwei  Graden  senkrechte  Ebene,  welche  die 
Graden  trifft.  Sie  geht  durch  die  gemeinsduifüiche  normale  Transversale  des  von 
den  gegebenen  Geraden  bestimmten  Baums  von  drei  Dimensionen  und  steht  senk- 
recht auf  diesem  Baum. 

A^  und  B^  seien  di^ beiden  gegebenen  Graden  und  Y^^  die  Pollinie  der 
Graden,  welche  die  Punkte  im  Unendlichgrossen  der  beiden  Graden  verbindet. 
Jede  durch  Y^^  gehende  Ebene  steht  senkrecht  auf  den  beiden  Graden  imd 
ihrem  Raum  (Satz  I,  §  128  u.  §  130).  Die  beiden  Graden  A^,  Y^^  bestimmen 
einen  Raum,  welcher  die  Grade  B^  in  einem  Punkt  B^  schneidet  (Satz  11,  §  122); 
die  Ebene  ^o-^i»  schneidet,  weil  sie  in  dem  Raum  {A^Y^;^)  liegt,  die  Grade 
A^  in  einem  Punkt  A^  (Satz  I,  §  83)  und  steht  senkrecht  auf  den  beiden 
Graden.  Die  Grade  A^B^  ist  offenbar  normal  zu  den  beiden  Graden  in  dem 
Raum  {A,B,)  (Zus.  V,  Satz  I,  §  87). 
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Satz  III.  Es  gibt  nur  eine  Bichtwng  von  Graden,  welche  senkrecht  emf  drei 
gegebenen  Graden  stehen. 

Man  braucht  nur  zu  beachten,  dass  die  durch  die  Punkte  im  Unendlich- 
grossen der  drei  Graden  bestimmte  Ebene  einen  Pol  hat,  welcher  die  Rich- 
tung des  Lothes  auf  die  drei  gegebenen  Graden  angibt. 

Bern.  Da  nur  zwei  Grade  in  dem  von  ihnen  bestimmten  Baum  eine  Normale  gemein- 
Hchafblich  haben,  welche  sie  schneidet,  so  ist  es  klar,  dass  im  Allgemeinen  drei  Grade  keine 
Normale  gemeinschaftlich  haben,  welche  sie  schneidet. 

Zxis,  L    Durch  einen  Funkt  geht  nur  ein  Loth  auf  drei  gegebene  Grade. 

Satz  IV.  Es  gibt  nur  eine  Richtung  von  Graden,  die  senkrecht  auf  einer 
Geraden  und  einer  Ebene  stehen,  welche  sich  nidit  schneiden  und  nur  ein  Loth 
trifft  die  Grade  und  die  Ebene. 

Die  Richtung  der  Lothe  auf  die  Grade  A^  und  die  Ebene  JLg,  welche  ge- 
geben sind,  hat  zum  Punkt  im  Unendlichgrossen  den  Pol  X^^  der  von  dem 
Punkt  im  Unendlichgrossen  von  A^  und  von  der  Graden  im  Unendlichgrossen 
von  A^  bestimmten  Ebene  E^^.  Um  den  zweiten  Theil  des  Satzes  zu  beweisen, 
braucht  man  nur  die  Grade  A^  mit  dem  Punkt  X^^  zu  verbinden;  die  Ebene 
{X^^A^)  schneidet  die  Ebene  Jl^  in  einem  Punkt  A^.  Das  von  A^  auf  die 
Grade  A^  gefällte  Loth,  welches  A^  trifft,  ist  die  verlangte  Grade. 

Satz  V.  Es  gibt  nur  eine  Eichung  von  Ebenen,  welclie  auf  zwei  gegd)encn 
Bäutnen  senkrecht  stellen. 

Diese  Richtung  wird  durch  die  Pollinie  der  Durchschnittsgraden  der  Ebenen 
im  Unendlichgrossen  der  beiden  Räume  bestimmt  (Satz  I). 

Zxis.  I.  Eine  auf  ztvei  Bäumen  senkrechte  Ebene  steht  senkrecht  von  der  ersten 
Art  auf  ilirer  Durclischnittsebene  (Satz  I  und  Def.  I,  §  129). 

Zus.  IL  Durch  eignen  Punkt  geht  nur  eitie  auf  zwei  gegebenen  Bäumen  senk- 
rechte Ebene. 

Satz  VI.  Es  gibt  nur  eine  Bichtung  von  Graden  und  Bäumen,  weldic  auf 
zwei  von  der  zweiten  Art  parallelen  Ebenen  senkrecM  stehen. 

Die  Graden  a^^y,,  b^j,  im  Unendlichgrossen  der  beiden  Ebenen  sind  ver- 
schieden und  schneiden  sich  in  einem  Punkt  -4^»,  welcher  eine  Polarebene  A^j, 
hat.  In  -i^oo  liegen  die  Pollinien  a^^^  ß^^  von  a^^,  b^^  (Zus.  U,  Satz  11,  §  108), 
welche  wie  die  Graden  a^jo,  b^^  verschieden  sind,  a^,^,  ß^^  treffen  sich  in 
einem  dem  Punkt  A^j,  conjugirten  Punkt  JL^'^  und  die  Polarebene  von  ^'^ 
ist  die  Ebene  (flix&ix).  A^^^^  gibt  die  Richtung  der  Lothe  auf  die  beiden 
Ebenen  (Satz  I,  §  128).  Die  Ebene  («ix/^i^)  gibt  aagegen  die  Richtung  der 
auf  die  beiden  Ebenen  senkrechten  Räume  (Satz  I,  §  130). 

Zu^.  Durch  dfiefi  Punkt  gehen  nur  eine  Grade  und  nur  ein  Baum,  welche 
auf  zwei  von  der  ziveiten  Art  parallehn  Ebenen  senkrecht  stehen. 

Satz  VII  Es  gibt  unendlich  viele  Graden,  welche  auf  zwei  von  der  zweiU^n 
Art  parallelen  Ebenen  senkrecht  stehen,  sie  trcffm  und  in  einer  Ebene  liege^u 
Diese  Ebene  schneidet  die  gegebenen  Ebenen  in  ztvei  j^arallelen  Graden  und  steht 
senkrecht  von  der  zweiten  Art  auf  ihnen. 
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Fig.  121. 


S^  und  SJ  seien  die  beiden  Ebenen,  Aq^  ihr  Punkt  im  ünendlichgrossen, 
Af^'^  der  Punkt  im  Unendlichgrossen  der  auf  den  beiden  Ebenen  senkrechten 
Graden  (Satz  VI)  (Fig.  121).    Der  Raum  (S^A^^'^)  schneidet  S/  in  einer  Graden 

iS/.  Verbindet  man  einen  Punkt  Sq  von  S/  mit 
dem  Punkt  -4^'»;  so  erhält  man  eine  auf  beiden 
Ebenen  senkrechte  Grade,  welche  S^  in  einem  Punkt 
S^  trifft,  da  sie  mit  der  Ebene  S^  in  dem  Raum 
(S^A^';^)  liegt.  Die  Punkte  Sq  liegen  offenbar  auf 
der  Durchschnittsgraden  s^  des  Raums  (Sg' A)'x)  "^i^ 
der  Ebene  S^-^  diese  Grade  geht  durch  A^^  und  ist 
mithin  der  Graden  S^  parallel.  Die  Ebene  {S^S/) 
steht  auf  den  beiden  Ebenen  So  und  S/  senkrecht 
in  den  Räumen  von  drei  Dimensionen,  welche  sie 
mit  jeder  derselben  bestimmt  (Satz  IQ,  §  87). 

Satz  VIII.    Es  gibt  zwei  Ebenen ,  weldie  durch 

den  getneinsch<ifüiclwn  Punkt  zweier  gegebenen  Ehßnen 

gehen j  auf  ihnen  senkrecht  von  der  zweiten  Art  stehen  und  jede  in  einer  Graden 

schneiden.    Diese  beiden  Ebenen  stehen  senkredit  von  der  ersten  Art  aufeinander. 

Gibt  es  deren  mehr  als  zwei,  so  gibt  es  deren  unendlidi  viele. 

A^,  jBg  seien  die  beiden  Ebenen,  a,o,,  fej^  ihre  Graden  im  Unendlichgrossen, 

«ix>  ßio!>   ^l^re  Pollinien,   Cq  der  gemeinschaftliche  Punkt  der  beiden  Ebenen. 

Die    beiden  Graden  a^jo,   6,^   besitzen   zwei   normale  Transversalen   r,j,,   s^:^ 

(Satz  X,  §  117),  welche  die  Pollinien  «,3^,  ß^^^  treffen  und  untereinander  polar 

sind  (Satz  Vm  und  Zus.  I,  §  110).     Die  Ebenen   (60^^,),  (C^^s^:^)  schneiden 

jede  der  gegebenen  Ebenen  in  einer  Graden,  deren  unendlich  fernen  Punkte  auf 

einer  der  beiden  Graden  r^^,  s^^   und  auf  einer  der  beiden  Graden  a^^y  b^,^ 

liegen. 

Sie  stehen  senkrecht  auf  den  gegebenen  Ebenen,  denn  die  Graden  r,  .^  und 
«100  sind  conjugirt,  da  r^^  die  Grade  a^^^  in  dem  Pol  von  a^^  in  der  Ebene 
(^i»«i»)  schneidet  (Zus.  IV,  Satz  ü,  §  108).  Sie  stehen  senkrecht  von  der 
ersten  Art  aufeinander,  weil  die  beiden  Graden  r^^.,  s^y,  polar  zueinander  sind 
(Satz  I  und  Def.  I,  §  129).  Wenn  femer  zwei  Grade  in  dem  vollständigen 
Raum  von  drei  Dimensionen  mehr  als  zwei  normale  Grade  gemeinschaftlich 
haben,  so  haben  sie  deren  unendlich  viele  (Bern.  I,  Satz  IV,  §  114);  damit  ist 
auch  der  letzte  Theil  des  Satzes  bewiesen. 

Satz  IX.  Durc/t  einen  Punkt  des  Baums  S^  gehen  unendlicli  viele  Gruppen 
von  vier  Graden,  von  denen  je  ztvei  senkrecht  zueinander  sind.  Die  Ebenen  und 
die  Bäume,  welche  je  zwei  und  je  drei  von  ifi7ien  verbi^iden,  stehen  zu  je  zweien 
senkrecht  aufeinamler  (Satz  V  und  Zus.  §  108). 

§  133.    Comtruction  senkrechter  Dinge  mit  Elementen  de^  endlichen  Gebiets: 
a)  Eines  auf  einer  Graden  senkrechten  Baums,  welcher  durch  einen  gegebenen 
Punkt  geht 

Liegt  der  Punkt  auf  der  Graden,  so  braucht  man  nur  durch  die  Grade 
drei  Ebenen  zu  legen,  welche  nicht  in  einem  Raum  S.^  liegen   und  in  ihnen 
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die  Lothe   von   dem  Punkt   aus   auf  den  Oraden   zu    errichten.     Diese   Lothe 
bestimmen  dann  den  verlangten  Raum  (Bem.  IQ,  §  60). 

Liegt  dagegen  der  Punkt  ausserhalb  der  Graden,  so  täUe  man  in  der 
durch  die  Grade  und  den  Punkt  bestimmten  Ebene  das  Loth  von  dem  Punkt 
auf  die  Grade.  Der  in  dem  Fusspunkt  dieses  Lothes  auf  der  gegebenen  Graden 
senkrecht  stehende  Raum  ist  der  gesuchte  Raum. 

b)  Der  auf  einen  Baum  senkrechten  Graden,  welcJie  durch  einen  gegebenen 
Punkt  geht. 

Liegt  der  Punkt  in  dem  Raum,  so  genügt  es  in  diesem  Raum  drei  nicht 
in  einer  Ebene  liegende  Grade  zu  ziehen.  Die  drei  Räume,  welche  durch  den 
gegebenen  Punkt  gehen  und  auf  den  drei  Graden  senkrecht  stehen  (a),  schneiden 
sich  in  der  verlangten  Graden.  Aehnlich  ist  es,  wenn  der  Punkt  ausserhalb 
des  Raums  liegt. 

c)  Einer  auf  einer  andern  Ebene  von  der  ersten  Art  senkrechten  Ebene^ 
welche  durch  einen  gegebenen  Punkt  geht. 

^Man  lege  durch  den  Punkt   die  auf  zwei  Graden   der  gegebenen  Ebene 
senkrechten  Räume  (a),  welche  sich  in  der  gesuchten  Ebene  schneiden. 

d)  Einer  durch  eine  Grade  gehenden  Ebene,  wdclie  auf  einem  Baum  senk- 
recht steht. 

Man  ziehe  durch  zwei  Punkte  der  Graden  die  Lothe  auf  den  gegebenen 
Raum;  diese  bestimmen  die  gesuchte  Ebene. 

e)  Eines  durch  eine  Grade  gehenden  Baums,  welcher  auf  einer  Ebene  senk- 
redd  steht 

Man  fälle  von  zwei  Punkten  der  Graden  Lothe  auf  die  Ebene,  welche  sie 
treffen  (Constr.  11,  §  87);  diese  bestimmen  den  verlangten  Raum. 

f)  Eines  durdi  eine  Ebene  gehenden  Baums,  weldier  senkredd  auf  einem 
andern  Baum  steht. 

Man  fälle  von  einem  Punkt  der  Ebene  das  Loth  auf  den  Raum;  dieses 
bestimmt  mit  der  Ebene  den  gesuchten  Raum. 

g)  Einer  durch  einen  Punkt  gehenden  Ebene,  weldie  senkrecht  auf  zwei 
Graden  steht  und  diese  Geraden  trifft 

Dureh  die  den  beiden  Graden  gemeinschaftliche  normale  Transversale 
(Constr.  V,  §  87)  lege  man  die  Ebene,  welche  senkrecht  auf  dem  von  den 
Graden  bestimmten  Raum  steht  (d). 

h)  Der  auf  drei  Graden  senkrechten  (rraden,  welche  durch  einen  gegd)enen 
Punkt  geht 

Man  lege  durch  den  Punkt  die  auf  den  drei  Graden  senkrechten  Räume 
(a),  welche  sich  in  der  verlangten  Graden  schneiden. 

ij  Der  auf  einer  Graden  und  einer  Ebene  senkrechten  Graden,  wdche  beide 
schneidet 

Uurcli  die  gegebene  Ebene  lege  man  den  der  gegebenen  Graden  parallelen 
Raum  (c,  §  12ü)  und  ziehe  dann  durch  die  Grade  die  auf  diesen  Raum  seiik- 
reclite    Ebene    (d).     Die    Üurehschuittsgrade    dieser  Ebene    und    dieses    Raums 
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schneidet  die  gegebene  Ebene  in  dem  Punkt,  in  welchem  sie  von  dem  gesuchten 
Loth  getroflFen  wird. 

Um  dieses  Loth  zu  erhalten,  braucht  man  nur  von  dem  gefundenen  Punkt 
das  Loth  auf  die  Grade  zu  fällen  (Bew.  Satz  IV,  §  132). 

Tc)  Einer  durdh  einen  Punkt  geJiendefi  Ebene,  welche  senkrcdit  auf  zwei  ge- 
gAenen  Bäumen  stellt 

Man  ziehe  durch  den  Punkt  die  Lothe  auf  die  beiden  Räume  (b),  welche 
in  der  verlangten  Ebene  liegen. 

Oder:  Man  lege  durch^en  Punkt  die  auf  der  Durchschnittsebene  der  beiden 
Räume  von  der  ersten  Art  senkrechte  Ebene  (c). 

l)  Des  durch  einen  Punkt  gehenden  und  auf  zwei  van  der  zweiten  Art  paral- 
lelen Ebenefi  senkrechten  Baums. 

Man  ziehe  zwei  Ebenen,  welche  zu  den  beiden  gegebenen  Ebenen  senk- 
recht von  der  ersten  Art  sind  (c)  und  den  zu  diesen  beiden  Ebenen,  welche 
auch  parallel  von  der  ersten  oder  zweiten  Art  sind  (Zus.  VII,  Satz  I,  §  129) 
parallelen  Raum^  welcher  durch  den  gegebenen  Punkt  geht. 

m)  Einer  durch  einen  gegebenen  PurJct  gehenden  Graden,  welclie  auf  zwei 
von  der  zweiten  Art  parallelen  Ebetien  senkredit  steltt 

Hat  man  die  zwei  Ebenen  construirt,  welche  auf  den  beiden  gegebenen 
Ebenen  senkrecht  von  der  ersten  Art  sind  (c),  so  genügt  es,  durch  den  Punkt 
die  ihnen  parallele  Grade  zu  ziehen  (Bern.  III,  §  60). 

n)  Der  Ebene,  welche  auf  zwei  von  der  zweiten  Art  parallelen  Ebenen  senk- 
recht von  der  zweiten  Art  steht 

Man  ziehe  eine  diesen  Ebenen  gemeinschaftliche  Normale  und  hat  dann 
nur  nöthig  durch  die  beiden  gegebenen  Ebenen  die  dieser  Normalen  parallelen 
Bäume  zu  legen,  welche  sich  in  der  gesuchten  Ebene  schneiden  (siehe  Bew. 
Satz  Vn,  §  132). 

o)  Einer  Gruppe  von  vier  Graden,  welche  durch  densdben  Punkt  gehen  und 
zu  je  zweien  senkrecht  aufei^mtider  stefien. 

In  dem  Punkt  errichte  man  zwei  auf  einer  beliebigen  durch  ihn  gehenden 
Ebene  senkrechte  Grade,  dann  in  demselben  Punkt  die  Normale  auf  die  durch 
diese  bestimmte  Ebene  und  schliesslich  die  Normale  auf  dem  durch  die  drei 
ersten  Graden  bestimmten  Raum  (b). 

6. 
Abstände. 

§  134.  Bern.  I.  Die  in  den  §§  88  und  89  gegebenen  Eigenschaften  des  Abstandes 
eines  Punktes  von  einer  Graden,  eines  Punktes  von  einer  Ebene,  der  Punkte  einer  Graden 
von  einer  ihr  parallelen  Ebene,  zweier  von  der  ersten  Art  parallelen  Ebenen,  zweier  Graden 
voneinander  gelten  auch  in  dem  Raum  von  vier  Dimensionen. 

Satz  L  Das  auf  eine  Grade  uml  eine  Ebene  normale  Segment  gibt  den 
klrinstcn  Abstand  der  Punkte  der  Graden  von  denen  der  Ebene  und  umgekehrt 

Veronese,  Geometrie.  34 


§  135]  Abstände.  531 

ist  dasjenige  das  grössere,   dessen  Ende  in  defn  Raum  von  dem  Fusspunkt  der 
Normalen  weiter  e^itfernt  liegt 

Wird  wie  Satz  U,  §  88  bewiesen  (Fig.  122). 

Z\is.  L     Es  gilt  auch  die  UmJcehrung  des  Satzes. 

Zus,  IL  Die  Pimlzte  einer  Kugeloberfläehe  eines  Raums  roti  drei  Taimen' 
sionen  Iiahen  gleichen  Abstand  von  einem  heliebigen  Punkt  des  in  ihrem  Mittd- 
punkt  auf  ihrem  Raum  errichteteyi  LotJis, 

Wird  bewiesen  wie  der  analoge  Zus.  zu  Satz  11,  §  88. 

Zu^,  HL  Alle  Funkte  eines  Raums,  ivelche  gleich  weit  von  eimm  Punkt 
ausserhalb  des  Ltaums  abstehen,  liegen  auf  einer  Kugel,  deren  Mittelpunlit  der 
Fusspunkt  des  von  dem  Punkt  auf  den  Raum  gefällten  LoHics  ist. 

Wird  ebenso  wie  Zus.  III,  Satz  U,  §  88  bewiesen;  man  hat  nur  das  Wort 
Ebene  mit  dem  Wort  Raum  zu  vertauschen. 

Satz  HL  Alle  Punkte,  voti  welchen  die  Punkte  einer  Kugel  gleichtveit  abstehen, 
liegen  auf  dem  in  dem  Mittelpunkt  der  Kugel  auf  ihrem  Raum  errichteten  Loth, 

Der  Beweis  wird  ebenso  wie  bei  Satz  IQ,  §  8S  geführt;  man  vertausche 
nur  die  Worte  Kreis  und  Ebene  mit  den  Worten  Kugel  und  ßaum. 

Satz  LV.  Wenn  zwei  Punkte  Aq,  A^  bezüglich  denselben  Abstand  von  zwei 
Räumen  A.^,  A^  haben,  so  sind  die  Segnmite,  welche  sie  mit  den  Punktim  dieser 
Räume  bestimmen,  zu  je  zweien  gleich  und  die  Figuren  (^^Ijj),  (A^^'A.^)  identiseh. 

Wird  wie  Satz  IV,  §  88  bewiesen. 

Zus.  L  Wenn  zwei  Punkte  denselben  Absta^id  von  eitlem  Raum  Iiahen,  so 
sind  die  Segf)iente,  ivelche  sie  mit  den  Punkten  des  Raums  bestimmen,  bezüglich 
zu  je  zweien  gleich  und  die  beiden  Figuren,  welche  sie  mit  detn  gegebenen  Raum 
bilden,  identisch. 

Zus.  LL.  Wenn  zwei  Punkte  in  einem  auf  eitlem  Raum  errichteten  Loth 
liegen  und  denselben  Abstand  von  dem  Raum  haben,  so  sind  sie  gleich  weit  von 
jedem  Punkt  des  Llailms  entfernt. 

Beweis  wie  bei  Zus.  I  und  U,  Satz  IV,  §  88. 

Satz  V.  Ist  ei7ie  einem  Raum  von  drei  Dimetisionen  parallele  Grade  oder 
Ebene  gegeben,  so  siml  die  Abstände  der  Punkte  der  Graden  oder  der  Ebene  von 
dem  Raum  gleidi. 

Denn  die  Normalen  der  Punkte  einer  Graden  oder  Ebene  nach  einem 
Baum  von  drei  Dimensionen  sind  parallel  (Zus.  11,  Satz  11,  §  128);  ist  mithin  die 
Grade  (die  Ebene)  dem  Raum  parallel,  so  liegen  die  Fusspunkte  der  Lothe  in 
einer  weiteren  Graden  (oder  Ebene),  welche  der  gegebenen  Graden  (oder  Ebene) 
parallel  ist  (Zus.  I,  Satz  11,  §  130  oder  §  131  und  Zus.  1,  Satz  V,  oder  Zus.  I, 
Satz  VI,  §  124).    Damit  ist  der  Satz  bewiesen  (Satz  VI,  §  54  u.  Satz  VI,  §  88). 

Def  LL.  Der  Abstand  der  Punkte  einer  Graden  oder  Ebene  von  den 
Punkten  eines  parallelen  Raums  von  drei  Dimensionen  heisst  der  Abstand  der 
Graden  oder  der  Ebene  von  dem  Raum. 

Zus.  Der  Abstand  einer  Graden  od4r  Ebene  von  ei^iem  zu  ihr  parallelen 
Raum  ist  der  kleinste  Abstand  der  Punkte  der  Graden  oder  Ebene  von  denjenigen 
des  Raums  (Satz  I). 
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Satz  VI.  Die  Abstände  der  Punkte  eines  Raunte  von  einetn  zu  ihm  parallelen 
Baum  sind  gleich  (Zus.  ü,  Satz  11  und  Satz  VI,  §  124). 

Beweis  wie  zu  Satz  VI,  §  88. 

Def.  HL  Der  Abstand  der  Punkte  eines  Raums  von  drei  Dimensionen 
von  einem  ihm  parallelen  Raum  heisst  der  Abstand  der  beiden  Räume. 

Satz  VII .  Zwei  Faare  paralleler  Bäume,  welche  denselben  Abstand  haben, 
sind  zwei  identische  Figuren. 

Der  Beweis  ist  ähnlich,  wie  bei  den  beiden  Paaren  paralleler  Ebenen 
(Satz  Vn,  §  88);  man  vertausche  nur  das  Wort  Ebene  mit  dem  Wort  Raum. 


7. 
Winkel. 

§  136.     Die  Winkel  eines  Strahls  und  einer  Graden  mit  einer  Ebene. 

Bern.  I.  Die  früheren  Definitionen  von  Winkel  zweier  Strahlen,  Winkel  zweier 
Graden,  eines  Strahls  und  einer  Ebene,  zweier  Ebenen,  welche  sich  in  einer  Graden 
schneiden,  gelten  auch  in  dem  Raum  von  vier  Dimensionen.  Da  zwei  Grade  immer  in 
einem  Raum  von  drei  Dimensionen  liegen,  so  bleiben  auch  in  dem  Raum  von  vier  Dimen- 
sionen die  Sätze  des  §  89  bestehen.  Wie  bisher  immer,  so  geben  wir  auch  hier  die  Defi- 
nitionen der  Winkel  derart,  dass  die  Winkel  als  Elemente  zur  Bestimmung  der  Figur  be- 
trachtet werden  können  und  daher  zwei  Figuren  identisch  sind,  wenn  sie  diese  Elemente 
allein  oder  ausserdem  noch  andre  gleich  haben. 

Bern.  II.  Wenn  der  Strahl  oder  die  Grade  und  die  Ebene  sich  schneiden,  so  gilt 
die  frühere  Definition  (Def.  I,  §  90),  weil  sie  in  einem  Raum  von  drei  Dimensionen  ent- 
halten sind. 

Satz  I.  Wenn  ein  Strahl  und  eine  Ebene  nicht  in  einem  Baum  von  drei 
Dimensionoi  liegen,  so  ist  der  Winkel,  welchen  der  Strahl  mit  jeder  Ebene, 
welche  ihn  trifft  und  der  gegebenen  parallel  ist,  constant  und  dem  Winkel  gleidi, 
welchen  die  Ebene  mit  jedem  Strahl  macht,  welcJier  sie  trifft  und  dem  gegebenen 
Strahl  parallel  ist 

Denn  diese  Winkel  werden  durch  die  Abstände  des  Punktes  im  Unendlich- 
grossen des  Strahls  von  der  Graden  im  Unendlichgrossen  der  Ebene  gemessen 
(Def.  I,  §  90  und  Bem.  I). 

Def.  I.  Dieser  constante  Winkel  heisst  der  Winkel  des  Strahls  mit  der 
Ebene. 

Satz  IL  Die  Winkel,  welche  eine  Grade  mit  einer  Ebene  macht,  sind  dem 
Winkel  gleieh,  den  sie  mit  ihrer  ProjecHon  auf  die  Ebene  bildet. 

Diese  Projection  erhält  man,  wenn  man  durch  die  Grade  den  Raum  S^ 
senkrecht  zur  Ebene  legt  (Satz  DI,  §  130).  Dieser  Raum  trifft  die  unend- 
lich ferne  Grade  der  Ebene  in  den  Punkten  im  Unendlichgrossen  der  Pro- 
jection der  Graden,  welche  auch  die  Fusspunkte  des  von  denj  unendlich 
fernen  Punkt  der  Graden  auf  die  Grade  im  Unendlichgrossen  der  Ebene  ge- 
fiillteu  Loths  sind.  Denn  diese  unendlich  ferne  Grade  der  Ebene  ist  der  Ebene 
im  Unendlichgrosson  des  Raums  S^  conjugirt  (Satz  I,  §  130)  und  steht  dess- 
balb  senkrecht  auf  dieser  Ebene   (Satz  III,  §  110)    und    daher   auch   auf  der 
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Graden,  welche  den  Durchsclmittspunkt  beider  mit  dein  unendlich  icmeu  Punkt 
der  Graden  verbindet  (Zus.  Satz  II,  §  110;  Def.  I  und  Bern.  I}. 

Säte  III.  Der  Winkel,  wachen  ein  Strahl  mit  seiner  FrojecHon  auf  eine 
Ebene  maOU,  ist  der  Ueinste  Winkel,  den  der  Strahl  mit  aUen  Strahlen  der 
Ebene  bildet. 

Der  Beweis  dieaes  Satzes  ist  identisch  mit  dem  Beweis  des  Satzes  II, 
§  90;  der  einzige  Unterschied  besteht  darin,  dass  in  Satz  II,  §  90  der  Strahl 
und  die  Ebene  in  dem  Raum  von  drei  Dimensionen  enthalten  sind.  Der  Satz 
gilt  mithin  allgemein. 

Zus.  Der  Winkel,  wdchen  der  S^a}d  mit  der  Verlängerung  seiner  FrojecHon 
macht,  ist  der  ,grosste. 

Def.  II.  Unter  den  Winkeln  einer  Graden  mit  einer  Ebene  versteht  man 
die  Winkel,  welche  die  beiden  entgegengesetzten  Strahlen  der  Graden  mit  der 
Ebene  bilden. 


§  137.    Die  Winkel  eines  Strahls  und  . 
drei  Dimensionen. 


•  Graden  mit  einem  Baum  i 


St».  I.  F.e  seien  nun  ein  Strahl  a,  und 
und  A„  Bei  der  Durchachnittspunkt  des  Strahle 
die  Elemente  im  UuendlichgroBsen  des  Strahl  i 
Punktes  A,„ 


Raom  von  drei  Dimensionen  S,  gegeben 
mit  .Sj  (Fig.  12S).     X^^  und  ir,„  seien 
und  des  Raums  Sj.    Der  Abstand  des 
den  Punkten  der  Ebene   a, ,  bat  ein 
Minimum  und  ein  Maximum ,   welche  auf  dem  von  X^  ^ 
auf  die  Ebene  n, ,  geföllten  Loth  gemessen  werden  (Satz  U, 
§  111).     Gibt  es  im  Unendlichen  eine  andre  Ebene  «,'„ 
und  einen  andern  Punkt  X„'a,  und  ist  der  kleinste  oder 
grOsste  Abstand  dieses  Punktes  von  der  Ebene  «,'„  der- 
selbe, wie  der  des  Punktes  A„^  von  a,  „,  so  sind  die  Ab- 
stände des  Punktes  X^\  von  den  Punkten  der  Ebene  a,\ 
besüglich  denjenigen   des  Punktes  X^^  von  den  Punkten 
der  Ebene  a,^  gleich,  d.  h.  die  beiden  Figuren  {X^^u^^), 
(X,'^a,'J    Bind   identisch   (Bern.  II,  §  111).      Wenn   aber 
ein  schiefes  Segment,   dessen  Enden  der  Punkt  A^^  und 
ein    Punkt   B„^    der    Ebene   a,^    sind,    einem   Segment 
gleich  ist,  dessen  Enden  in  dem  Punkt  A^' ^  und  in  der 
]rj„  123  Ebene  a/^  liegen,  ao  folgt  daraus  allein  noch  nicht,  dass 

die  beiden  Figuren  (X^^n,.),  {X^' ^a,' ^)  identisch  sind, 
d.  h.  dass  die  Abstände  der  Punkte  X^^i  ^' m  bezitglicb  von  den  beiden  Ebenen  a,^, 
0,'^  gleich  sind.  Unter  dem  Winkel  des  Strahls  a,  und  des  Kaume  iS,  kann  man  daher 
nicht  i^a  Winkel  verstthen,  den  a,  mit  einem  beliebigen  Segment  b,  des  Paums  S, 
bildet,  welches  z.  B.  in  A^'  endigt.  Denn  dieser  Winkel  wird  durch  das  Segment  des 
Punktes  X^^  und  des  Punktes  Bg„  im  Uncndlichgrosaen  von  b,  gemessen,  welches  hezügl. 
der  Ebene  a,  ^  ein  schiefes  Segment  ist.  Wenn  man  daher  ein  anderes  aus  einem  Strahl 
a,'  und  einem  Raum  von  drei  Dimensionen  S,  bestehendes  Paar  hat  und  b,'  ein  Strahl 
des  ßauma  SJ  ist,  welcher  mit  n,'  denselben  Winkel,  wie  a,  mit  b,  bildet,  so  können  wir, 
wie  gesagt,  nicht  schliessen,  dass  die  von  dem  Strahl  o,  mit  allen  Graden  den  Raums  .9^ 
gebildeten  Winkel  beiüglich  denjenigen  gleich  seien,  welche  der  Strahl  o,'  mit  den  Strahlen 
des  Raums  S,'  bildet. 

Wenn  wir  dagegen  als  Winkel  des  Strahls  a,  mit  dem  Raum  S,  den  kleinsten  Ab- 
ttand des  unendlich  fernen  Punktes  des  Strahls  a,  von  der  unen<llich  fernen  Ebene  diesen 
Raums  definiren,  alsdann  sind,  wenn  ein  andrer  Strahl  a,'  denselben  Winkel  mit  einem 
andern  Raum  S,'  bildet,  die  Figuren  {a,S,),  (ti  S,')  identisch.  Daher  geben  wir  die 
folgende 
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Def,  L  Unter  dem  Wirikd  eines  SirahU  mit  einem  Baum  verstehen  wir 
den  Winkel,  welcher  durch  den  kleinsten  Abstand  des  unendlich  fernen  Punktes 
des  Strahls  von  der  unendlich  fernen  Ebene  des  Raums  gemessen  wird  (Bern.  I). 

Satz  L  Der  Winkel,  welchen  ein  Strahl  mit  einem  Baum  tnacht,  ist  dem 
Winkel  gleich,  welchen  der  Strahl  mit  seiner  Projection  auf  den  Baum  madU. 

Wird  bewiesen  wie  Satz  I,  §  90. 

Satz  IL  Der  Winkel,  welchen  ein  Strahl  mit  seiner  Projection  in  einem 
Baum  von  drei  Dimensionen  macM,  ist  der  kleinste  der  Winkel^  wekiie  der  Strahl 
mit  allen  Strahlen  des  Baums  macht 

Wird  bewiesen  wie  Satz  ü,  §  90. 

Zus,  Der  Winkel,  welchen  der  Strahl  mit  der  Verläiigerwng  seiner  Prcjeo- 
tion  macht,  ist  der  grösste. 

•Def,  IL  Unter  den  Winkeln  einer  Graden  J.,  mit  einem  Raum  ä,  ver- 
stehen wir  die  Winkel,  welche  die  beiden  Strahlen  der  Graden  (Def.  1,  §  7) 
mit  diesem  Raum  bilden. 

Bern.  IL  Diese  Winkel  werden  durch  die  Abstände  der  Punkte  im  Unendlichgrossen 
der  Graden  von  der  Ebene  im  ünendlichgrossen  des  Raums  gemessen  und  sind  daher  zu 
je  zweien  gleich  und  zu  je  zweien  Supplementwinkel. 

Probl.  Mit  Elementen  des  endlichen  Geb-iets  einen  Straiü  zu  constrtiiren, 
welcher  einen  gegebenen  Winkel  mit  einem  Baum  von  drei  Dimensionen  macht 

Die  Oonstruction  ist  wie  die  für  das  ähnliche  Problem  §  90  in  dem  Raum 
von  drei  Dimensionen  gegebene,  nur  mit  dem  Unterschied,  dass  wir  hier  einen 
Raum  von  drei  Dimensionen  statt  einer  Ebene  haben. 

§  138.  Die  Winkel  einer  HaJbebene  und  einer  Ebene  mit  einem  Baum  van 
drei  Dimensionen, 

Bern.  I.  Es  sei  nun  eine  Halbebene  a^  und  Raum  von  drei  Dimensionen  S^  gegeben 
und  die  Grade  des  endlichen  Gebiets,  welche  die  Halbebene  begrenzt,  möge  in  dem  ge- 
gebenen Raum  liegen.  Der  Raum  ä,  bestimmt  im  Unendlichgrossen  eine  Ebene  «j  ^  und 
die  Halbebene  a^  eine  Halbgrade  a,  ^ ,  welche  zwischen  den  beiden  Durchschnittepunkten 
mit  der  Ebene  a^oo  enthalten  ist.  Es  gibt  nur  ein  auf  beide  normales  Segment,  dessen 
Enden  in  den  beiden  liegen  und  welches  den  kleinsten  Anstand  der  Graden  von  der  Ebene 
gibt  (Zus.  n,  Satz  V,  §  111).  Wenn  eine  andre  Halbgrade  a/^  und  eine  andre  Ebene 
«s'oc  gegeben  ist,  so  bilden  sie  eine  der  ersten  identische  Figur,  wenn  der  Abstand  von 
rt/ -^  und  a^' ^  derselbe  ist,  wie  der  von  a^^  und  a^^  und  wenn  die  Enden  von  a/ 
in  ofj'  ^  liegen ,  d.  h.  also  die  Abstände  der  Punkte  von  «i  qo  von  den  Punkten  von  a^ 
sind  bezüglich  denjenigen  der  Punkte  von  (i^\  von  a^'  ^  gleich  (Zus.  HI,  Satz  V,  §  111). 
Dasselbe  lässt  sich  nicht  behaupten,  wenn  die  Gleichheit  zweier  schiefen  Segmente  fest- 
gestellt ist.     Daraus  folgt 

Def  L  Unter  dem  Winkel  einer  Halbvbene  mit  einem  Baum,  welcher  die 
die  Halbebene  begrenzende  Grade  enthält,  verstehen  wir  den  Winkel,  welcher 
durch  den  kleinsten  Abstand  der  Halbgraden  im  ünendlichgrossen  der  Halb- 
ebene von  der  unendlich  fernen  Ebene  des  Raums  gemessen  wird. 

Satz  L  Ihr  Winkel  einer  Halbebcne  mit  einem  Baum  ist  dem  Winkel 
gleich,  udchcn  die  Halhcbcne  mit  Hirer  Projection  auf  den  Baum  macht 

Das  auf  der  Halbgraden  aj,  und  der  Ebene  nr.,  normale  Segment  liegt 
in  der  Graden,  welche  durch  die  Pole  der  Ebene  a^»  g®^^  ^"id  die  Grade  a^« 
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und  ihre  PoUiiiie  schneidet  (Satz  VII,  VIII,  §  110).  Verbindet  man  diese 
Grade  mit  der  Halbel)ene  a.^,  so  erhält  man  den  durch  a^  senkrecht  zu  dem 
gegebenen  Raum  gehenden  Raum,  welcher  diesen  Raum  in  einer  Ebene  sclmeidet, 
die  durch  die  Durchschnittsgrade  der  gegebenen  Ebene  imd  des  gegebenen 
Raums  geht  und  die  Fusspunkte  der  von  den  Punkten  der  Halbebene  a,  auf 
den  Raum  S^  gefällten  Lothe  enthält  (Zus.  I,  Satz  11,  §  131). 

Das  obengenannte  normale  Segment  niisst  daher  den  von  der  Halbebene 
mit  ihrer  Projection  in  dem  Raum  S^  gebildeten  Keilwinkel  (Satz  V,  §  91). 

Satz  IL  Der  WinJcdy  welchen  eine  Halhehene  mit  einem  Baum  macht,  ist 
der  Meiiiste  der  Winhi,  welclie  sie  mit  den  andern  Halhebenen  des  gcgchenefi 
Raums  macht 

Denn  jedes  andre  schiefe  Segment  (J^^S^jx),  dessen  Enden  auf  der  Halb- 
gmden  a, ,  imd  in  der  Ebene  a^*  liegen,  ist  bezüglich  seiner  beiden  Enden 
nicht  das  kleinste. 

ProbL  Mit  Elmnenten  des  endlichen  Gebiets  eine  Halhehene  zu  eonstruirvny 
welche  einen  gegebenen   Winkel  mit  einem  Baum  vm  drei  Dimensi&iien  macht 

Zu  diesem  Zweck  wähle  man  eine  Ebene  des  gegebenen  Raums  S.^  aus 
und  lege  durch  diese  Ebene  den  auf  S^  normalen  Raum  S^i  Dann  nehme 
man  in  der  Ebene  eine  Grade  und  lege  eine  Halbebene  durch  dieselbe,  welche 
mit  der  gegebenen  Ebene  den  gegebenen  Winkel  in  A3  bildet. 

Das  Problem  lässt,  wie  man  sieht,  unendlich  viele  Auflösimgen  zu. 

•  Def,  IL     Unter  den    Winkeln  einer  Ebene  mit  einem  Baum  von  drei  Di- 

mensiofien  vjerstehen   wir   die  Winkel,    welche  die   beiden  Hälften  der  Ebene, 

von  ihrer  Durchschnittsgraden  mit  dem  Raum  aus  gerechnet,  mit  diesem  Raum 

bilden. 

Bern.  IL  Da  die  Winkel  der  Ebene  mit  dem  Kaum  durch  Segmente  derselben 
Graden  gemessen  werden,  die  zu  je  zweien  gleich  und  Supplementsegmente  sind,  so  gilt 
(IftHselbe  von  den  Winkeln,  welche  eine  Ebene  mit  einem  Raum  von  drei  Dimensionen 
macht. 

§  139.  Keüe  %md  KeiUcinlrl  zweier  Halbräume  und  Winkel  zweier  Ebenen, 
welelte  sich  nicht  in  einer  Graden  schneiden, 

Def,  I,  Ein  Büschel  von  Räumen  schneidet  den  Raum  im  Unendlich- 
grossen n^:f,  in  einem  Büschel  von  Ebenen,  welches  die  unendlich  ferne  Grade 
o,^  der  Axe  des  gegebenen  Büschels  zur  Axe  hat. 

Den  Halbriiumen  des  Büschels  entsprechen  die  Halbebenen  des  Büschels 
im  Unendlichgrossen,  welche  durch  die  Axe  a^^  begrenzt  werden.  Den  Keilen 
zweier  Halbebenen  a.^,  ft^^  des  Büschels  entsprechen  zwei  Theile  des  Büschels 
von  zwei  Halbräumen  a^,  ß^,  welche  die  Keile  der  Halbniume  ««,  ß^  heissen 
und  zusammen  genommen  das  ganze  Büschel  bilden. 

Unter  deni  Keil  zweier  Halbräume  verstehen  wir  inimer  denjenigen,  welcher 
dem  kleineren  Keil  ihrer  Halbebenen  im  Unendlichgrossen  entspricht,  es  sei 
denn,  die  beiden  Keile  wären  gleich.  Die  zwei  Halbraume  heissen  Seiten,  die 
Axe  des  Büschels  Axe  des  Keils. 

Def.  II,    Wird   ein  solcher  Keil  einem  andern   ihm  identischen  bei  jeder 
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Verbindung  mit  andern  Keilen  von  Halbräumen  substituirt,  so  heisst  er  der 
Keihvinkel  seiner  Seiten,^) 

Sind  «3  und  ß^  die  Seiten  eines  Keils,  so  bezeichnen  wir  ihn  mit  dem 
Symbol  («a/^j). 

Def,  HL  Wie  die  beiden  Halbebenen  a^^y  62»  ^^^^  Keile  von  drei  Di- 
mensionen in  dem  Raum  7t^^  bestimmen,  welche  zusammen  genommen  den 
vollständigen  Raum  ausmachen,  wenn  man  den  Punkt  als  Element  betrachtet, 
so  bestimmen  zwei  Halbräume  eines  Büschels  zwei  Theile  des  Raums  S,  um 
die  Axe  des  Büschels,  wobei  ebenfalls  der  Punkt  als  Element  angesehen  wird 
imd  diese  Theile  heissen  huch  Keüe,  Auch  in  diesem  Fall  verstehen  wir  unter 
dein  Keil  zweier  Halbräume  den  Theil  des  Raums,  welcher  ihrem  Keil  in  dem 
Büschel  entspricht. 

Bern.  I.    Die  der  Bern.  I,  §  91  entsprechende  Bemerkung  gilt  auch  hier. 

Satz  L  Ein  Keä  zweier  Halbräume  tcvrd  van  den  HaU>rä%miefi  gebildet, 
welche  die  Axe  des  Keils  mit  den  Strahlen  eines  jeden  Winkels  verbinden^  dessen 
Scltenkel  bezüglich  auf  den  Seiten  des  Keüs  liegen. 

Dies  folgt  aus  der  analogen  Eigenschaft  des  Keils  im  Unendlichgrossen 
(Bem.  n,  §  112). 

Satz  H.  Ein  Keü  zweier  Halbräume  wird  von  parallelen  Ebenen  oder 
Bäumen  in  gleichen  Winkeln  oder  Keilen  geschnitten. 

Der  Beweis  für  die  Ebenen  wird  geführt  wie  bei  Satz  H,  §  91.  Bei  den 
Räumen  beachte  man,  dass  zwei  parallele  Räume  die  Halbmume  in  parallelen 
Halbebenen  schneiden,  welche  in  diesem  Fall  denselben  Winkel  bilden. 

Zus.  Zwei  beliebige  Halbräume  werden  von  parallelen  Ebenen  und  Räumeti 
in  Strahlen  und  Ebenen  geschnitten  y  welche  denselben  Wirbel  bilden. 

Denn  sie  werden  in  parallelen  Strahlen  oder  Halbebenen  geschnitten.  Die 
Strahlen  in  demselben  Halbraum  haben  dieselbe  Richtung  und  die  Halbebenen 
haben  dieselbe  Halbgrade  im  Unendlichgrossen. 

Satz  HL  Gleichen  Keilen  in  der  Ebene  im  Unendlichgrossen  entsprechen 
gleiche  Keile  der  Büschel  von  Halbräumen,  deren  Axen  durch  die  Axe  der  gegebe- 
nen Keile  gehen. 

Wird  wie  Satz  IH,  §  91  bewiesen. 

Zus.  I.  Zwei  ungleiche  Keüe  {a^^ß^^,)  >  («2»/^^'»)  bestimmen  um  zwei  durdi 
ihre  Axen  gehende  Ebenen  A^,  A\  ungleidie  Keile  und  zwar  Al^  («gxft«)  > 
>  ^/  («/,,  ß^^). 

Wird  wie  Zus.  H,  §  91  bewiesen. 

Ztis.  H  Zwei  Keüe  von  Halbräumen  mit  bezüglich  parallelen  Seiteft  situi 
gleich  oder  Supplemeutkeile. 

Satz  IV.  Zwei  gleiche  Keile  von  Halbräumen  bestimmeti  im  Unendlichgrossen 
gleiche  Keile. 

Wird  wie  Satz  IV,  §  91  bewiesen. 


1)  Der  Keilwinkel  zweier  Halbräume  ist  die  intensive  Grösse  des  von  ihnen  gebil- 
deten Keils  (Einl.  a  und  c,  §  111). 
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Sats  F.    Der  Keihvinhi  ztveier  Halhräume  wird  von  dem  normalen  Abstand 
der  beiden  HaTbeben<m  im  Uiiendlidiffrosse^i  der  Seiteti  des  Keüs  gemessen. 
Wird  wie  Satz  V,  §  91   bewiesen. 

Satz  VI.    Ein  Räumebüschel  ist  identisch  in  der  Position  seiner  Theile, 

Denn  die  Pollinie  der  Graden  im  Unendlichgrossen  der  Axe  des  Büschels 
ist  identisch  in  der  Position  ihrer  Theile. 

Satz  VIL  Ein  Keil  («sft)  ist  demselben  Keil  in  entgegengesetzter  Bielitung 
identisch. 

Denn  dies  ist  auch  das  Segment,  welches  der  Keil  auf  der  genannten  Pol- 
linie  abschneidet. 

Def.  IV,  Wenn  man  ein  Räumebüschel  oder  einen  Keil  von  Halbräumen 
mit  einer  Ebene  senkrecht  zur  Axe  durchschneidet,  so  heisst  das  sich  ergebende 
Gradenbüschel  oder  der  Winkel  Normalsdniitt  des  Büschels  oder  des  Keils. 

Satz  VIIL  Je  nachdem  zwei  Keüe  («s/Js),  («s'/Js)  gl^h  (ungleidi)  sind, 
sind  aueh  ilire  Norm^lschnitte  gleidi  (ungleidi)  und  ufngeJcehrt 

Verbindet  man  einen  Punkt  Äq  der  Axe  eines  Keils  (og/Jj)  mit  den  zwei 
Endpunkten  J^^c;  So:»  ^^^  ^^f  ^^^  beiden  Halbebenen  a^^,  6^^  von  a^  und  ß^ 
senkrechten  Segments,  so  erhält  man  eine  Ebene,  welche  auf  der  Axe  senk- 
recht von  der  ersten  Art  steht,  weil  die  Grade  A^y,B^^^  die  Pollinie  der  Graden 
(«i»^2»)  ist  (Satz  I,  §  129).  Je  nachdem  also  die  auf  den  Paaren  von  Halb- 
ebenen im  ünendlichgrossen  der  Seiten  der  beiden  gegebenen  Keile  normalen 
Segmente  gleich  oder  ungleich  sind,  sind  auch  die  Winkel  der  entsprechenden 
Normalschnitte  gleich  oder  ungleich. 

Sind  dagegen  die  Normalschnitte  gleich  oder  ujigleich,  so  bedeutet  dies, 
dass  die  obigen  Segmente  gleich  oder  ungleich  sind  und  mithin  sind  die  beiden 
Keile  gleich  oder  ungleich  (Satz  V). 

Def,  V.  Unter  dem  Winkel  zweier  beliebiger  Halbräume  versteht  man  den- 
jenigen, welcher  durch  das  normale  Segment  der  beiden  Halbebenen  im  Un- 
endlichgrossen der  beiden  Halbräume  gemessen  wird  (Zus.  H,  Satz  IV,  §  111). 

Satz  IX.  Der  Winkel  zweier  Halbräume  ist  der  kleinste  oder  der  grösstc 
vofi  den  Wüikeln,  tvelche  ein  Strahl  des  eisten  mit  einem  Strahl  des  amlem  Halb- 
raums  und  umgekehrt  der  letztere  mit  dem  ersten  macht,  je  nadidem  er  kleiner 
oder  grösser  als  ein  Eechter  ist 

Wird  wie  Satz  IX,  §  91  bewiesen. 

Bern.  II.    Hier  gilt  die  der  Bern.  II,  §  91  entsprechende  Bemerkung. 

Zus.  Der  Supplementwinkel  der  beiden  Halbräume  ist  im  ersten  Fall  der 
grösstCj  im  zweiten  der  kleinste  der  Winkel,  tvelcfhe  die  Strahlen  der  beiden  Halb- 
räume miteinander  machen. 

Satz  X.     Zwei  Scheitelkeile  von  Halbräumen  sind  gleidi. 

Denn  sie  haben  im  Unendlichgrossen  zwei  einander  gleiche  Scheitelkeile 
(Satz  X,  §  91;  Bem.  HI,  §  112  und  Satz  lU). 

Def.  VI.  Unter  den  Keilen  und  Winkeln  zweier  Räume  A^B^  verstehen 
wir   die   Keile   und  Winkel,    welche   von   den   vier   Paaren   von   Halbräumen 
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die  Lothe    von   dem  Punkt   aus   auf  den  Graden   zu    errichten.     Diese   Lothe 
bestimmen  dann  den  verlangten  Raum  (Bem.  DI,  §  60). 

Liegt  dagegen  der  Punkt  ausserhalb  der  Graden,  so  falle  man  in  der 
durch  die  Grade  und  den  Punkt  bestimmten  Ebene  das  Loth  von  dem  Punkt 
auf  die  Grade.  Der  in  dem  Pusspunkt  dieses  Lothes  auf  der  gegebenen  Graden 
senkrecht  stehende  Baum  ist  der  gesuchte  Raum. 

b)  Der  auf  einen  Raum  senkreckten  Graden,  welche  durch  einen  gegebenen 
Funkt  geht. 

Liegt  der  Punkt  in  dem  Raum,  so  genügt  es  in  diesem  Raum  drei  nicht 
in  einer  Ebene  liegende  Grade  zu  ziehen.  Die  drei  Räume,  welche  durch  den 
gegebenen  Punkt  gehen  und  auf  den  drei  Graden  senkrecht  stehen  (a),  schneiden 
sich  in  der  verlangten  Graden.  Aehnlich  ist  es,  wenn  der  Punkt  ausserhalb 
des  Raums  liegt. 

c)  Einer  auf  einer  andern  Ebene  von  der  ersten  Art  senkrechten  Ebene, 
welche  durch  einen  gegebenen  Punkt  geht. 

^Man  lege  durch  den  Punkt   die   auf  zwei   Graden   der  gegebenen  Ebene 
senkrechten  Räume  (a),  welche  sich  in  der  gesuchten  Ebene  schneiden. 

d)  Einer  dwrch  eine  Grade  gehenden  Ebene,  welche  auf  einem  Baum  senk- 
recht steht 

Man  ziehe  durch  zwei  Punkte  der  Graden  die  Lothe  auf  den  gegebenen 
Raum;  diese  bestimmen  die  gesuchte  Ebene. 

e)  Eines  durch  eine  Grade  geltenden  Baums,  welcher  auf  einer  Ebene  senk- 
rectU  steht 

Man  fälle  von  zwei  Pimkten  der  Graden  Lothe  auf  die  Ebene,  welche  sie 
treffen  (Constr.  11,  §  87);  diese  bestimmen  den  verlangten  Raum. 

f)  Eines  durdi  eine  Ebene  gehenden  Baums,  welcher  senkrecht  auf  einem 
aridem  Baum  steht. 

Man  fälle  von  einem  Punkt  der  Ebene  das  Loth  auf  den  Raum;  dieses 
bestimmt  mit  der  Ebene  den  gesuchten  Raum. 

g)  Einer  durch  einen  Funkt  gehenden  Ebene,  welche  senkrecht  auf  zwei 
Graden  steht  und  diese  Ghraden  trifft, 

Dureh  die  den  beiden  Graden  gemeinschaftUche  normale  Transversale 
(Constr.  V,  §  87)  lege  man  die  Ebene,  welche  senkrecht  auf  dem  von  den 
Graden  bestimmten  Raum  steht  (d). 

h)  Der  auf  drei  Graden  senkrechten  Graden,  wddie  durch  einen  gegd^enen 
Funkt  gefU, 

Man  lege  durch  den  Punkt  die  auf  den  drei  Graden  senkrechten  Räume 
(a),  welche  sich  in  der  verlangten  Graden  schneiden. 

i)  Der  auf  einer  Graden  mid  einer  Ebene  senkrechten  Gradefn,  tvelche  beide 
schneidet 

Durch  die  gegebene  Ebene  lege  man  den  der  gegebeneu  Graden  parallelen 
Raum  (c,  §  12G)  und  ziehe  dann  durch  die  Grade  die  auf  diesen  Raum  senk- 
rechte   Ebene    (d).     Die    Durchschnittsgrade    dieser  Ebene    und    dieses    Raums 
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schneidet  die  gegebene  Ebene  in  dem  Punkt,  in  welchem  sie  von  dem  gesuchten 
Loth  getroffen  wird. 

Um  dieses  Loth  zu  erhalten,  braucht  man  nur  von  dem  gefundenen  Punkt 
das  Loth  auf  die  Grade  zu  fällen  (Bew.  Satz  IV,  §  132). 

Ic)  Einer  durdi  einen  Punkt  gehenden  Ehene,  welche  senJcredit  auf  swei  ge- 
gebenen Bäumen  stellt 

Man  ziehe  durch  den  Punkt  die  Lothe  auf  die  beiden  Räume  (b),  welche 
in  der  verlangten  Ebene  liegen. 

Oder:  Man  lege  durch ^en  Punkt  die  auf  der  Durchschnittsebene  der  beiden 
Räume  von  der  ersten  Art  senkrechte  Ebene  (c). 

l)  Des  durdi  einen  Funkt  gehenden  und  auf  swei  von  der  eiveiten  Art  paral- 
lelen Ebenen  senkrechten  Baums, 

Man  ziehe  zwei  Ebenen,  welche  zu  den  beiden  gegebenen  Ebenen  senk- 
recht von  der  ersten  Art  sind  (c)  und  den  zu  diesen  beiden  Ebenen,  welche 
auch  parallel  von  der  ersten  oder  zweiten  Art  sind  (Zus.  VII,  Satz  I,  §  120) 
parallelen  Raum,  welcher  durch  den  gegebenen  Punkt  geht. 

m)  Einer  durch  einen  gegebenen  Punkt  gehenden  Graden,  welclie  auf  zwei 
vmi  der  zxveiten  Art  parallelen  Ebenen  senkrecht  stellt. 

Hat  man  die  zwei  Ebenen  construirt,  welche  auf  den  beiden  gegebenen 
Ebenen  senkrecht  von  der  ersten  Art  sind  (c),  so  genügt  es,  durch  den  Punkt 
die  ihnen  parallele  Grade  zu  ziehen  (Bem.  III,  §  60). 

n)  Der  Ebene,  welche  auf  swei  von  der  zweiten  Art  parallelen  Ebencfi  senk- 
recht von  der  zweiten  Art  steht. 

Man  ziehe  eine  diesen  Ebenen  gemeinschaftliche  Normale  und  hat  daun 
nur  nöthig  durch  die  beiden  gegebenen  Ebenen  die  dieser  Normalen  parallelen 
Räume  zu  legen,  welche  sich  in  der  gesuchten  Ebene  schneiden  (siehe  Bew. 
Satz  VII,  §  132). 

o)  Eitler  Gruppe  van  vier  Gi'aden,  welche  durch  denselben  Punkt  gelten  utid 
zu  je  zweien  senkrecht  aufeinafider  stellen. 

In  dem  Punkt  errichte  man  zwei  auf  einer  beliebigen  durch  ihn  gehenden 
Ebene  senkrechte  Grade,  dann  in  demselben  Punkt  die  Normale  auf  die  durch 
diese  bestimmte  Ebene  und  schliesslich  die  Normale  auf  dem  durch  die  drei 
ersten  Graden  bestimmten  Raum  (b). 

6. 
Abstände. 

§  134.  Bern.  I.  Die  in  den  §§  88  und  89  gegebenen  Eigenschafben  des  Abstandes 
eines  Punktes  von  einer  Graden,  eines  Punktes  von  einer  Ebene,  der  Punkte  einer  Graden 
von  einer  ihr  parallelen  Ebene,  zweier  von  der  ersten  Art  parallelen  Ebenen,  zweier  Graden 
voneinander  gelten  auch  in  dem  Raum  von  vier  Dimensionen. 

Sat^  L  Das  auf  eine  Grade  u)id  eine  Ebene  normale  Segment  gibt  den 
kleinsten  Abstand  der  Punkte  der  Graden  von  denen  der  Ebene  und  umgekehrt. 

Veronese,  (leomotric.  H\ 
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Denn  der  Abstand  eines  Punktes  einer  (jraden  von  der  Ebene  wird  auf 
dem  von  diesem  Punkt  auf  die  Ebene  gefällten  Loth,  welches  sie  triflPb,  ge- 
messen, während  der  kleinste  Abstand  eines  Pimktes  der  Ebene  S^  von  der 
Graden  S^  durch  das  von  dem  Punkt  auf  die  Grade  S^  in  der  durch  den  Punkt 
und  diese  Grade  gehenden  Ebene  gefällte  Loth  gegeben  ist.  Das  der  Graden 
und  der  Ebene  gemeinschaftliche  normale  Segment,  dessen  Enden  auf  der  Graden 
und  der  Ebene  liegen  (Satz  IV,  §  132)  liefert  daher  den  kleinsten  Abstand 
zwischen  den  Punkten  der  Graden  und  den  Punkten  der  Ebene. 

Def.  L  Diesen  Abstand  nennen  wir  dm  Abstand  der  Graden  von  der 
Ebene. 

Satz  IL  D-ie  norniale)i  Segmente  zweier  von  der  zweiten  Art  parallelen 
Ebenen,  deren  Enden  in  den  beiden  Ebenen  liegen,  sind  ghidi. 

Denn  die  Enden  derselben  sind  zwischen  zwei  parallelen  Graden  enthalten 
(Satz  Vn,  §  132). 

Def,   IL     Der   normale  Abstand   zweier   von   der  zweiten    Art    parallelen 

Ebenen  heisst  der  Abstand  der  beiden  Ebenen. 

Bern.  IL  Diese  Eigenschaft  gilt  nicht  für  zwei  Ebenen,  welche  sich  in  einem  Punkt 
des  endlichen  Gebiets  schneiden,  weil  es  in  diesem  Fall  kein  den  beiden  Ebenen  gemein- 
schaftliches Loth  gibt  (Satz  I,  §  128). 

Pröbl.  Eine  Ebene  zu  construiren,  teeUhe  zu  einer  gegebenen  Ebene  So 
parallel  von  der  zweiten  Art  ist  und  einen  gegebenen  Abstand  d  von  derselben  hat. 
Durch  eine  Grade  S^  von  S^  lege  man  eine  Ebene  jR^  senkrecht  auf  S^ 
und  wähle  in  ü^  eine  zu  S^  parallele  Grade  in  dem  Abstand  d.  Die  Grade 
im  Unendlichgrossen  von  B,  sei  r^,  und  q^^  ihre  Pollinie.  Die  Grade  <y/^ 
der  gesuchten  Ebene  S/  muss  der  Graden  r^^  conjugirt  sein  und  muss  daher 
die  Graden  r^^,,  q^^,  schneiden;  sie  muss  femer  die  Grade  6^^  von  S^  treffen. 
Die  Grade  <y/^  schneidet  daher  die  drei  Graden  6^^,  r^^,  g^^  und  weil  es 
unendlich  viele  Graden  gibt,  welche  diese  drei  Graden  schneiden  und  durch 
den  6^^  und  r^^  gemeinschaftlichen  Punkt  nämlich  den  Punkt  im  Unendlich- 
grossen von  S^  gehen,  so  gibt  es  auch  unendlich  viele 
/  Ebenen,   welche  der  Bedingung  des  Problems  genügen^ 

nachdem    man    die    Grade   S,    und    die   Ebene    R^   aus- 
gewählt hat. 

§  135.     Satz  I.     Das  Minimum  der  Abstände  eines 
Punktes  ausserludh  eines  Baums  von  den  Punkten  diesem 
Raums  ist  der  Abstand  des  Punktes  vmi  dem  Fusspunkt 
-■/^^  "        des  von  ihm  auf  den  Raum  gefällten  Lotlies. 

Wird  ähnUch  wie  Satz  I,  §  88  bewiesen  (Fig.  122). 

Def.  I.  Der  kleinste  Abstand  eines  Punktes  P„  von 
einem  Raum  S^  heisst  der  Abstand  des  Punktes  von  dem 
Raum;  die  nicht  normalen  Segmente  heissen  sfhiife. 

Satz  IL     Die  schiefen  Segmente  mit  gleichen   Projcctimen  sind  gleich  und 
bilden  mit  dem  senlmchten  Segment  gleiche  Winkel.    Von  zwei  schiefen  Segmenten 
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ist  dasjenige  das  grössere y   dessen  Ende  in  dem  Raum  von  dem  Fussjmnkt  der 
Normalen  weiter  entfernt  liegt 

Wird  wie  Satz  H,  §  88  bewiesen  (Fig.  122). 

iJu5.  7.     Es  gilt  auch  die  Umkehrung  des  Satzes. 

Zus.  IL  Die  Punkte  einer  Kugeloherfläche  eines  Raums  rmi  drei  jyimen- 
sionen  h<d)en  gleiclwn  Abstand  von  einem  helichigen  Punkt  d^ts  in  ihrem  Mittel- 
punkt auf  ihrem  Raum  errichteten  Loths. 

Wird  bewiesen  wie  der  analoge  Zus.  zu  Satz  11,  §  88. 

Zus,  HL  Alle  Punkte  eitws  Raums,  welche  gleich  weit  von  einem  Punkt 
ausserhalb  des  Ramns  ahstelmi,  liegen  auf  einer  Kugel,  dtrepi  Mittelpunkt  der 
Fusspmikt  de^  van  dem  Punkt  auf  den  Raum  gefüllten  Ijothes  ist 

Wird  ebenso  wie  Zus.  UI,  Satz  11,  §  88  bewiesen;  man  hat  nur  das  Wort 
Ebene  mit  dem  Wort  Raum  zu  vertauschen. 

Satz  HL,  Alle  Punkte,  vmi  welclwn  die  Punkte  einer  Kugel  gleidiweit  abstehen, 
liegen  auf  dem  in  dem  Mittelpunkt  der  Kugd  auf  ihrem  Raum  errichteten  Loth, 

Der  Beweis  wird  ebenso  wie  bei  Satz  III,  §  88  geführt;  man  vertausche 
nur  die  Worte  Kreis  und  Ebene  mit  den  Worten  Kugel  und  Raum. 

Satz  LV.  Wenn  zwei  Punkte  A^,  A^  bezüglich  denselben  Absta^id  von  zwei 
Räumen  A.^,  AJ  haben,  so  sind  die  Segmente,  ivelche  sie  mit  den  Punkten  dieser 
Räume  bestimmen,  zu  je  zweien  gleich  und  die  Figuren  (A^Aj,  (AJA.{)  identisch. 

Wird  wie  Satz  IV,  §  88  bewiesen. 

Zus.  L.  Wenn  zwei  Punkte  denselhen  Abstand  von  einem  Llanm  Iwben,  so 
sind  die  Segmente,  welche  sie  mit  den  Punkten  des  Raums  bestimmen,  beziiglieh 
zu  je  zweieyi  gleich  und  die  beiden  Figuren,  welclie  sie  mit  dem-  gegebetum  Raum 
bilden,  identisch. 

Zus.  IL.  Wenn  zivei  Punkte  in  eiyiem  auf  einem  Raum  errichteten  Loth 
liegen  und  denselben  Abstand  von  dem  Raum  haben,  so  sind  sie  gleidiweit  von 
jedem  Punkt  des  Ltailms  entfernt. 

Beweis  wie  bei  Zus.  I  und  11,  Satz  IV,  §  88. 

Satz  V.  Lst  eitle  einem  Raum  von  drei  LHmensionen  parallele  Grade  oder 
Ebene  gegeben,  so  sind  die  Abstände  der  Punkte  der  Graden  oder  der  Ebene  von 
dem  Raum  gleidi. 

Deim  die  Normalen  der  Punkte  einer  Graden  oder  Ebene  nach  einem 
Raum  von  drei  Dimensionen  sind  parallel  (Zus.  II,  Satz  11,  §  128);  ist  mithin  die 
Grade  (die  Ebene)  dem  Raum  parallel,  so  liegen  die  Fusspunkte  der  Lothe  in 
einer  weiteren  Graden  (oder  Ebene),  welche  der  gegebenen  Graden  (oder  Ebene) 
parallel  ist  (Zus.  I,  Satz  11,  §  130  oder  §  131  und  Zus.  I,  Satz  V,  oder  Zus.  I, 
Satz  VI,  §  124).    Damit  ist  der  Satz  bewiesen  (Satz  VI,  §  54  u.  Satz  VI,  §  88). 

Def  LL.  Der  Abstand  der  Punkte  einer  Graden  oder  Ebene  von  den 
Punkten  eines  parallelen  Raums  von  drei  Dimensionen  heisst  der  Abstand  der 
Graden  oder  der  Ebene  von  dem  Raum. 

Zus.  Der  Abstund  einer  Graden  oder  Ebene  v&n  einem  zu  ihr  parallelen 
Raum  ist  der  kleinste  Abstund  der  Punkte>  der  Graden  oder  Ebern  von  denjeni^ßcn 
des  Ltaums  (Satz  I). 
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Satz  VI.  Die  Abstände  der  Punkte  eines  Baums  von  einem  zu  ihm  parallelen 
Raum  sind  gleich  (Zus.  ü,  Satz  11  und  Satz  VI,  §  124). 

Beweis  wie  zu  Satz  VI,  §  88. 

T)ef.  HL  Der  Abstand  der  Punkte  eines  Raums  von  drei  Dimensionen 
von  einem  ihm  parallelen  Raum  heisst  der  Abstand  der  beiden  Bäume. 

Satz  VIL  Zwei  Paare  paralleler  Bäume,  welche  denselben  Abstand  haben, 
sind  zwei  identische  Figuren. 

Der  Beweis  ist  ähnlich,  wie  bei  den  beiden  Paaren  paralleler  Ebenen 
(Satz  VII,  §  88);  man  vertausche  nur  das  Wort  Ebene  mit  dem  Wort  Raum. 


7. 

Winkel. 

§  136.     Die  Winkel  eines  Strahls  und  einer  Graden  mit  einer  Ebene. 

Bern.  I.  Die  früheren  Definitionen  von  Winkel  zweier  Strahlen,  Winkel  zweier 
Graden,  eines  Strahls  und  einer  Ebene,  zweier  Ebenen,  welche  sich  in  einer  Graden 
schneiden,  gelten  auch  in  dem  Raum  von  vier  Dimensionen.  Da  zwei  Grade  immer  in 
einem  Raum  von  drei  Dimensionen  liegen,  so  bleiben  auch  in  dem  Raum  von  vier  Dimen- 
sionen die  Sätze  des  §  89  bestehen.  Wie  bisher  inuner,  so  geben  wir  auch  hier  die  Defi- 
nitionen der  Winkel  derart,  dass  die  Winkel  als  Elemente  zur  Bestimmung  der  Figur  be- 
trachtet werden  können  und  daher  zwei  Figuren  identisch  sind,  wenn  sie  diese  Elemente 
allein  oder  ausserdem  noch  andre  gleich  haben. 

Bern.  11.  Wenn  der  Strahl  oder  die  Grade  und  die  Ebene  sich  schneiden,  so  gilt 
die  frühere  Definition  (Def.  I,  §  90),  weil  sie  in  einem  Raum  von  drei  Dimensionen  ent- 
halten sind. 

Satz  L  Wenn  ein  StraM  und  eine  Ebene  nicht  in  einem  Baum  von  drei 
Dimensionot  liegen,  so  ist  der  Winkel,  welchen  der  Strahl  mit  jeder  Ebene, 
tvelche  ihn  trifft  und  der  gegebenen  parallel  ist,  cofistant  und  dem  Winkel  gleich, 
welchen  die  Ebene  mit  jedem  Strahl  macht,  welcJier  sie  trifft  und  dem  gegebenen 
Strahl  parallel  ist. 

Denn  diese  Winkel  werden  durch  die  Abstände  des  Punktes  im  Unendlich- 
grossen des  Strahls  von  der  Graden  im  Unendlichgrossen  der  Ebene  gemessen 
(Def.  I,  §  90  und  Bem.  I). 

Def.  I.  Dieser  constante  Winkel  heisst  der  Winkel  des  Strahls  mit  der 
Ebene. 

Satz  II.  Die  Winkel,  welche  eine  Ghrade  mit  einer  Ebene  macht,  sind  dem 
Winkel  gleich,  den  sie  mit  ihrer  Projection  auf  die  Ebene  bildet. 

Diese  Projection  erhält  man,  wenn  man  durch  die  Grade  den  Raum  S^ 
senkrecht  zur  Ebene  legt  (Satz  DI,  §  130).  Dieser  Raum  trifft  die  unend- 
lich ferne  Grade  der  Ebene  in  den  Punkten  im  Unendlichgrossen  der  Pro- 
jection der  Graden,  welche  auch  die  Fusspunkte  des  von  dem  unendlich 
fernen  Punkt  der  Graden  auf  die  Grade  im  Unendlichgrossen  der  Ebene  ge- 
fällten Loths  sind.  Denn  diese  unendlich  ferne  Grade  der  Ebene  ist  der  Ebene 
im  Unendlichgrossen  des  Raums  S^  conjugirt  (Satz  I,  §  130)  und  steht  dess- 
halb  senkrecht  auf  dieser  Ebene  (Satz  III,  §  110)    und    daher   auch  auf  der 
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Graden,  welche  den  Durchschnittspunkt  beider  mit  dem  unenillich  fenif.'n  Punkt 
der  Graden  verbindet  (Zus.  Satz  U,  §  110;  Def.  I  und  Bern.  I). 

Säte  III.  Der  Winkel,  wdchen  ein  Strahl  mit  seiner  Projection  auf  eine 
Ebene  macht,  ist  der  kleinste  Wit^el,  den  der  Strahl  mit  allen  Strahlen  der 
Ebene  bOdet. 

Der  Beweis  dieses  Satzes  ist  identisch  mit  dem  Beweis  des  Satzes  II, 
§  90;  der  einzige  Unterschied  besteht  darin,  dass  in  Satz  II,  §  !)0  der  Strahl 
und  die  Ebene  in  dem  llaum  von  drei  Dimensionen  enthalten  sind.  Der  Satz 
gilt  mithin  allgemein. 

Zus.  Der  Winkel,  welciien  der  Straid  mit  der  Verlängerung  seiner  Projection 
macht,  ist  der,grosste. 

Def.  IL  Unter  den  Winkeln  einer  Graden  mit  einer  Ebene  versteht  man 
die  Winkel,  welche  die  beiden  entgegengesetzten  Strahlen  der  Graden  mit  der 
Ebene  bilden. 


§  137.     Die  Winkd  eines  Strahls  und  . 
drei  Dimensionen. 


■  Graden  mit  einem  Baum  run 


Bern.  I.  Eh  aeien  nun  ein  Strahl  a,  und  eii 
und  A„  sei  der  Durch Bchnittapunkt  des  Strahls  a, 
die  Elemente  im  Uaendlicbgroasen  des  Strahls  i 
Punktes  i.. 


Raum  von  drei  Dimensionen  S,  gegeben 
mit  Äj  (Fig.  12S).     X^^  und  o,^  seien 
und  des  Raums  S^.    Der  Abstand  des 
.  _  den  Punkten  der  Ebene   «,  ^  hat  ein 

Minimum  und  ein  Maximum ,  welche  auf  dem  von  X^  ^ 
auf  die  Ebene  c,  ^  gefüllten  Loth  gemessen  werden  (Satz  II, 
§  111).  Gibt  es  im  Unendlichen  eine  andre  Ebene  a,'„ 
und  einen  andern  Punkt  X^'  „  und  ist  der  kleinst«  oder 
grOsste  Abstand  dieses  Punktes  von  der  Ebene  «,'„  der- 
selbe, wie  der  des  Punktes  jI^^  Ton  «,„,  so  sind  die  Ab- 
stände des  Punktes  XJ  ^  von  den  Punkten  der  Ebene  a,'^ 
bezüglich  det^enigeu  des  Punktes  X,„  von  den  Punkten 
der  Ebene  o,.  gleich,  d.  b.  die  beiden  Figuren  (-X^^o^J, 
(X„'^a,'a)  Bind  identisch  (Bem.  11,  §  111).  Wenn  aber 
ein  schiefes  Segment,  dessen  Enden  der  Punkt  A„^  ond 
ein  Punkt  B„  ^  der  Ebene  o,  ^  sind ,  einem  Segment 
gleich  ist,  dessen  Enden  in  dem  Punkt  A^' ^  und  in  der 
j.|g  ,}g  Ebene  u/^  liegen,  so  folgt  daraus  allein  noch  nicht,  dass 

die  beiden  Figuren  (X,^ii:,„),  {X„'„<(,'„)  identisch  sind, 
d.  h.  dass  die  Abstände  der  Punkte  X^,,,  X„'„  bezflglich  von  den  beiden  Ebenen  a,^, 
«■'a  gleich  sind.  Unter  dem  Winkel  des  Strahls  a,  und  des  Raums  S,  kann  man  daher 
nicht  ^en  Winkel  verstehen,  den  a,  mit  einem  beliebigen  Segment  b,  des  Raums  &', 
bildet,  welches  z.  B.  in  A^  endigt.  Denn  dieser  Winkel  wird  durch  i^  Segment  des 
Punktes  7j„  und  des  Punktes  B,^  im  Unendlich  grossen  von  b,  gemessen,  welches  bezügl. 
der  Ebene  a^  ^  ein  schiefes  Etegment  ist.  Wenn  man  daher  ein  anderes  aus  einem  Strahl 
n,'  und  einem  Raum  von  drei  Dimensionen  S,'  bestehendes  Paar  hat  und  b,'  ein  Strahl 
des  Raums  S/  ist,  welcher  mit  a,'  denselben  Winkel,  wie  a,  mit  6,  bildet,  so  können  wir, 
wie  gesagt,  nicht  scblieascn,  dass  die  von  dem  Strahl  a,  mit  allen  Graden  des  Raums  S, 
gebildeten  Winkel  bezüglich  denjenigen  gleich  seien,  wel<^e  der  Strahl  o,'  mit  den  Strahlen 
des  Raums  8,'  bildet. 

Wenn  wir  dagegen  als  Winkel  des  Strahls  a,  mit  dem  Raum  5^,  den  kleinsten  Ab- 
stand des  unendlich  fernen  Punktes  des  Stiabis  a,  von  der  unendlich  fernen  Ebene  dieses 
Baums  definiren,  alsdann  sind,  wenn  ein  andrer  Strahl  a,'  denselben  Winkel  mit  einem 
andern  Raum  Sj'  bildet,  die  Figuren  (a,Sj),  («i'Sa')  identisch.  Daher  geben  wir  die 
folgende 
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Def.  L  Unter  dem  Whikd  eines  Strahls  mit  einem  Baum  verstehen  wir 
den  Wiukel,  welcher  durch  den  kleinsten  Abstand  des  unendlich  fernen  Punktes 
des  Strahls  von  der  unendlich  fernen  Ebene  des  Raums  gemessen  wird  (Bern.  I). 

Satz  L    Der  Winkel,  welclien  ein  Strahl  mit  einem  Baum  mackt,  ist  dem 
Winkel  gleich,  welclien  der  Strahl  mit  seiner  Projection  auf  den  Baum  macht. 
Wird  bewiesen  wie  Satz  I,  §  90. 

Satz  IL  Der  Winkel,  weldien  ein  StraM  mit  seiner  Projedion  in  einem 
Baum  von  drei  Dimensionen  macht,  ist  der  kleinste  der  Winkel^  weldte  der  Strahl 
mit  allen  Stralden  des  Baums  macht 

Wird  bewiesen  wie  Satz  11,  §  90. 

2kcs,  Der  Winkel,  welchen  der  Strahl  mit  der  Verlängerung  seiner  Projec- 
tion macht,  ist  der  grösste 

•Def,  IL  Unter  den  Winkeln  einer  Graden  A^  mit  einem  Raum  S^  ver- 
stehen wir  die  Winkel,  welche  die  beiden  Strahlen  der  Graden  (Def.  I,  §  7) 
mit  diesem  Raum  bilden. 

Bern.  II.  Diese  Winkel  werden  durch  die  Abstände  der  Punkte  im  Unendlichgrossen 
der  Graden  von  der  Ebene  im  Unendlichgrossen  des  Raums  gemessen  und  sind  daher  zu 
je  zweien  gleich  und  zu  je  zweien  Supplementwinkel. 

Pröbl,  Mit  Elementen  des  endlichen  Gebiets  einen  Strahl  zu  construiren, 
ivelcher  einen  gegebenen  Winkel  mit  einem  Baum,  von  drei  Dimmsionen  macht 

Die  Construction  ist  wie  die  für  das  ähnliche  Problem  §  90  in  dem  Raum 
von  drei  Dimensionen  gegebene,  nur  mit  dem  Unterschied,  dass  wir  hier  einen 
Raum  von  drei  Dimensionen  statt  einer  Ebene  haben. 

§  138.  Die  Winkel  einer  Halbebene  und  einer  Ebene  mit  einem  Baum  von 
drei  Dimensionen, 

Bern.  I  Es  sei  nun  eine  Halbebene  a^  und  Raum  von  drei  Dimensionen  S^  gegeben 
und  die  Grade  des  endlichen  Gebiets,  welche  die  Halbebene  begrenzt,  möge  in  dem  ge- 
gebenen llaum  liegen.  Der  Raum  S^  bestimmt  im  Unendlichgrossen  eine  Ebene  a,  ^  und 
die  Halbebene  a^  eine  Halbgrade  a,  ^ ,  welche  zwischen  den  beiden  Durchschnittspunkt-en 
mit  der  Ebene  a^oo  enthalten  ist.  Es  gibt  nur  ein  auf  beide  normales  Segment,  dessen 
Enden  in  den  beiden  liegen  und  welche«  den  kleinsten  Anstand  der  Graden  von  der  Ebene 
gibt  (Zus.  II,  Satz  V,  §  111).  Wenn  eine  andre  Halbgrade  a^\  und  eine  andre  Ebene 
"ä'oc  gegeben  ist,  so  bilden  sie  eine  der  ersten  identische  Figur,  wenn  der  Abstand  von 
a/^  und  a^\  derselbe  ist,  wie  der  von  a^  ^  und  «„^  und  wenn  die  Enden  von  «/^^ 
in  ttj'^  liegen,  d.  h.  also  die  Abstände  der  Punkte  von  «j  ^^  von  den  Punkten  von  a.^ 
sind  bezüglich  denjenigen  der  Punkt«  von  a^' ^  von  cc^'  ^  gleich  (Zus.  HI,  Satz  V,  §  111). 
Dasselbe  lässt  sich  nicht  behaupten,  wenn  die  Gleichheit  zweier  schiefen  Segmeute  fest- 
gestellt ist.     Daraus  folgt 

Def.  L  Unter  dem  Winkel  einer  Halbebene  mit  einem  Baunij  welcher  die 
die  Halbebene  })egrenzende  Grade  enthält,  verstehen  wir  den  Winkel,  welcher 
durch  den  kleinsten  Abstand  der  Halbgraden  im  Unendlichgrossen  der  Halb- 
ebene von  der  uuentUich  fernen  Ebene  des  Raums  gemessen  wird. 

Satz  L  Der  Winkel'  einer  Hal})ebene  mit  einem  Baum  ist  dem  WinJcel 
gleich,  icc/chen  die  Halbebene  mit  Hirer  Projection  auf  den  Baum  macht. 

Das  auf  der  Halbgraden  a^,  und  der  Ebene  c(.^^  uonnale  Segment  liegt 
in  der  Graden,  welche  durch  die  Pole  der  Ebene  a^^  geht  und  die  Grade  ö^. 
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und  ilire  PoUiiiie  schneidet  (Satz  VII,  VIII,  §  110).  Verbindet  man  diese 
Grade  mit  der  Halbe})ene  a^,,  so  erhält  man  den  durch  a,  senkrecht  zu  dem 
gegebenen  Raum  gehenden  Raum,  welcher  diesen  Raum  in  einer  Ebene  sclineidet, 
die  durch  die  Durchschnittsgrade  der  gegebenen  Ebene  und  des  gegebenen 
Raums  geht  und  die  Fusspunkte  der  von  den  Punkten  der  Halbebeue  a,  auf 
den  Raum  S^  gefaUten  Lothe  enthalt  (Zus.  I,  Satz  11 ,  §  131). 

Das  obengenannte  normale  Segment  misst  daher  den  von  der  Halbebene 
mit  ihrer  Projection  in  dem  Raum  S^  gebildeten  Keilwinkel  (Satz  V,  §  91). 

Satz  IL  Der  Whikel,  tvelchen  eine  Half)ehene  mit  einem  Baum  maeht,  ist 
der  kleinst^'  der  Winkel,  welclie  sie  mit  den  andern  Halbehenen  des  ge/jehcnen 
liaiinis  m<icht 

Denn  jedes  andre  schiefe  Segment  (-i^^B^^),  dessen  Enden  auf  der  Halb- 
graden a,  j,  und  in  der  Ebene  a^»  liegen,  ist  bezüglich  seiner  beiden  Enden 
nicht  das  kleinste. 

FrM.  Mit  Elementen  des  endlichen  Gehiets  eine  Halbehene  zu  construiren, 
tvekhe  einen  gegebenen  Winkel  mit  einem  Baum  vofi  drei  Dimensionen  macht 

Zu  diesem  Zweck  wähle  man  eine  Ebene  des  gegebenen  Raums  S^  aus 
imd  lege  durch  diese  Ebene  den  auf  S,  normalen  Raum  ä,';  Dann  nehme 
man  in  der  Ebene  eine  Grade  und  lege  eine  Halbebene  durch  dieselbe,  welche 
mit  der  gegebenen  Ebene  den  gegebenen  Winkel  in  S^  bildet. 

Das  Problem  lässt,  wie  man  sieht,  unendlich  viele  Auflösimgen  zu. 
•  Def,  IL     Unter  den    Winkeln  einer  Ebene  mit  einem  Baum  vmi  drei  Di- 
mensionen vjerstehen   wir   die   Winkel,   welche  die   beiden  Hä^en  der  Ebene, 
von  ihrer  Durchschnittsgraden  mit  dem  Raum  aus  gerechnet,  mit  diesem  Raum 
bilden. 

Bern.  II.  Da  die  Winkel  der  Ebene  mit  dem  Kaum  durch  Segmente  derselben 
Graden  gemessen  werden,  die  zu  je  zweien  gleich  und  Supplementsegmente  sind,  so  gilt 
dasselbe  von  den  Winkeln,  welche  eine  Ebene  mit  einem  Raum  yon  drei  Dimensionen 
macht. 

§  139.  KfUe  und  Keihvinkd  zweier  HaHyräume  und  Winkel  zweier  Ebenen, 
welche  sich  nicht  m  einer  Graden  sehieidefi. 

Def,  L  Ein  Büschel  von  Räumen  schneidet  den  Raum  im  ünendlich- 
grossen  n^^  in  einem  Büschel  von  Ebenen,  welches  die  unendlich  ferne  Grade 
a^j,  der  Axe  des  gegebenen  Büschels  zur  Axe  hat. 

Den  Halbrä-umen  des  Büschels  entsprechen  die  Halbebenen  des  Büschels 
im  Unendlichgrossen,  welche  durch  die  Axe  a,,  begrenzt  werden.  Den  Keilen 
zweier  Halbebenen  flfo,,  b^,,  des  Büschels  entsprechen  zwei  Theile  des  Büschels 
von  zwei  Halbräumen  a^,  /S^,  welche  die  Keile  der  Halbräume  ««,  /Jg  heissen 
und  zusammen  genommen  das  ganze  Büschel  bilden. 

Unter  detn  Keil  zweier  Halbräume  verstehen  wir  immer  denjenigen,  welcher 
dem  kleineren  Keil  ihrer  Halbebenen  im  Unendlichgrossen  entspricht,  es  sei 
denn,  die  beiden  Keile  wären  gleich.  Die  zwei  Halbräume  heissen  Seiten,  die 
Axe  des  Büschels  Axe  des  Keils. 

Def\  IL    Wird  ein  solcher  Keil  einem  andern   ihm  identischen  bei  jeder 
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Satz  F.    Der  KeihiinJcel  zweier  Halhräume  wird  von  dem  normalen  Abstand 
der  beiden  Halbebenen  im  Utiendlicligrossen  der  Seiten  des  Keüs  gemessen. 
Wird  wie  Satz  V,  §  91  bewiesen. 

Satz  VI,    Ein  Räumebüschel  ist  identisch  in  der  Position  seiner  Theiie. 

Denn  die  Pollinie  der  Graden  im  Unendlichgrossen  der  Axe  des  Büschels 
ist  identisch  in  der  Position  ihrer  Theile. 

Satz  VIL  Ein  Keil  («sft)  ist  demselben  Keü  in  entgegengesetzter  Biditung 
identisch. 

Denn  dies  ist  auch  das  Segment,  welches  der  Keil  auf  der  genannten  Pol- 
linie abschneidet. 

Def,  IV.  Wenn  man  ein  Räumebüschel  oder  einen  Keil  von  Halbräumen 
mit  einer  Ebene  senkrecht  zur  Axe  durchschneidet,  so  heisst  das  sich  ergebende 
Gradenbüschel  oder  der  Winkel  Normalsclinitt  des  Büschels  oder  des  Keils. 

Satz  VIII  Je  nachdem  zwei  Keile  {a^ß^),  (jx^'  ß^')  gleich  (ungleidi)  sind, 
sind  auch  Hire  Normalschnitte  gleicli  (ungleidi)  und  umgeketirt 

Verbindet  man  einen  Punkt  A^  der  Axe  eines  Keils  («3 /Ja)  mit  den  zwei 
Endpunkten  Ä^^,  B^^^  des  auf  den  beiden  Halbebenen  o^jc,  b^^,  von  «3  und  ß^ 
senkrechten  Segments,  so  erhält  man  eine  Ebene,  welche  auf  der  Axe  senk- 
recht von  der  ersten  Art  steht,  weil  die  Grade  Jl^ae^o»  di©  Pollinie  der  Graden 
(«2  00^2»)  ^s^  (Satz  I,  §  129).  Je  nachdem  also  die  auf  den  Paaren  von  Halb- 
ebenen im  Unendlichgrossen  der  Seiten  der  beiden  gegebenen  Keile  normalen 
Segmente  gleich  oder  ungleich  sind,  sind  auch  die  Winkel  der  entsprechenden 
Normalschnitte  gleich  oder  ungleich. 

Sind  dagegen  die  Normalschnitte  gleich  oder  ungleich,  so  bedeutet  dies, 
dass  die  obigen  Segmente  gleich  oder  ungleich  sind  und  mithin  sind  die  beiden 
Keile  gleich  oder  ungleich  (Satz  V). 

Def.  V.  Unter  dem  Winkel  zweier  beliebiger  Halbräiime  versteht  man  den- 
jenigen, welcher  durch  das  normale  Segment  der  beiden  Halbebenen  im  Un- 
endlichgrossen der  beiden  Halbräume  gemessen  wird  (Zus.  H,  Satz  IV,  §  111). 

Satz  IX.  Der  Winkel  zweier  Halbräutne  ist  der  kleifiste  oder  der  grösste 
von  den  Winkeln,  welcfie  ein  Strahl  des  eitlen  mit  einetn  StraJd  des  andern  Hath- 
raums  und  umgekefirt  der  letztere  mit  dem  ersten  madit,  je  nadidem  er  Meiner 
oder  grösser  als  ein  Bechter  ist. 

Wird  wie  Satz  IX,  §  91  bewiesen. 

Bern.  IL    Hier  gilt  die  der  Bern.  II,  §  91  entsprechende  Bemerkung. 

Zus.  Der  Supplementwinkel  der  beiden  Halbräume  ist  im  ersteht  Fall  der 
grösste,  im  zweiten  der  kleinste  der  Winkel,  ivelche  die  Strahlen  der  beiden  Halh- 
räume miteinander  machen. 

Satz  X.     Zwei  Scheitelkeile  von  Halbräunien  sind  gleich. 

Denn  sie  haben  im  Unendlichgrossen  zwei  einander  gleiche  Scheitelkeile 
(Satz  X,  §  91;  Bem.  HI,  §  112  und  Satz  HI). 

Def,  VI,  Unter  den  Keilen  imd  Winkeln  zweier  Räume  A^  B^  verstehen 
wir   die   Keile   imd  Winkel,    welche   von   den   vier   Paaren   von   Halbräumen 
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K'>3)>  ih^f^ly  i^hW),  ('V«j)  gebildet  werden,  weim  a^,  a/,  h^,  h^  die  Halb- 
riiume  sind,  in  welche  die  gegebenen  Räume  durch  ihre  gemeinschaftliche 
Ebene  getheilt  werden. 

Bern.  III.    Analog  der  Bern.  HI,  §  91. 

Säte  XL    Die  Keile  zweier  Bmime  haben  zwei  HaUnrungsräume. 

Beweis  wie  bei  Satz  XI,  §  91. 

Prohl.  Mit  Elmiicnten  des  endlidieii  Gebiets  einen  Halbraum  von  drei  Di- 
mensionen zu  cmistruirenj  welcher  mit  einem  andern  HaU)raum^  der  dieselbe  Grenz- 
ebene  hat,  eineti  gegebenen  Winkel  maclit 

Durch  einen  Pimkt  A^^  der  Ebene  (Jg,  welche  den  gegebenen  Halbraum 
begrenzt,  ziehe  man  eine  auf  diesem  Halbraum  senkrechte  Ebene,  welche  ihn 
in  einem  Strahl  a^  schneidet.  In  dieser  normalen  Ebene  ziehe  man  von  A^ 
einen  zweiten  Strahl  6, ,  welcher  mit  a^  den  gegebenen  Winkel  bildet  (Bem.  lU, 
§  60).  Der  durch  die  Ebene  (Jg  und  den  Strahl  i^  bestimmte  Halbraum  ist 
der  gesuchte. 

Das  Problem  lässt  zwei  Auflösungen  zu. 

§  140,     Die  Winkel  zweier  Ebenen, 

Bern.  I.  Für  den  Fall,  dass  zwei  Ebenen  sich  in  einer  Graden  schneiden,  haben 
wir  die  Definition  ihrer  Winkel  bereits  gegeben  (Def.  I  und  VI,  §  91).  Schneiden  sie  sich 
in  einem  einzigen  Punkt,  so  genügt  diese  Definition  nicht  mehr;  sie  bilden  keinen  Keil 
mehr,  so  wenig  wie  zwei  Grade,  welche  sich  nicht  schneiden,  einen  Winkelsector  bilden. 

Satz  L  Zwei  Faare  von  beliebigen  Ebenen  sind  identisch ,  wenn  die  Paare 
von  Graden  im   Unendlichgrossen  derselben  dieselben  Abstände  haben. 

A^y  J?2  seien  die  beiden  gegebenen  Ebenen,  «j^,  b^,,  ihre  Graden  im  Un- 
endlichgrossen und  c^,j,y  d^^  die  beiden  gemeinschaftlichen  Normalen,  A^^^ , 
A)'x7  -^0^;  ^ü'^   ^^  Durchschnittspunkte  von  q^,  dj,  mit  a^,,  b^^  (Satz  X, 

§  117). 

Hat  man  ein  andres  Paar  von  Graden  a/^,  &/^  mit  denselben  Abständen, 

so  sind  die  beiden  Gradenpaare   («luc^^ix);  (ö^/x  ^/or)  identisch  (Bem.  II,  §  114) 

und    mithin    auch    die    beiden   Ebenenpaare,   welche    sie   mit   zwei   beliebigen 

Punkten  ^,„  B^  des  Raums  S^  verbinden  (Satz  HI,  §  15). 

Def.  I.  Unter  den  Winkeln  zweier  Ebenen  verstehen  wir  daher  diejenigen, 
welche  durch  die  auf  den  Graden  im  Unendlichgrossen  der  beiden  Ebenen  nor- 
malen Segmente  gemessen  werden.  • 

Def.  IL  Schneidet  man  ein  Ebenenbüschel  oder  einen  Keil  von  Ebenen 
mit  einem  auf  die  Axe  oder  die  Kante  senkrechten  Raum,  so  heisst  das  re- 
sultirende  Gradenbüschel  oder  der  Winkel  JSornialschnitt  des  Büschels  oder 
des  Keils. 

Satz  IL  Der  Keil  zweier  Ebenen  ivird  durch  den  Winkel  dtr  zwei  Graden 
getne^senj  in  welchen  die  beiden  Ebenen  durch  einen  auf  ihren  DurelischniU  senk- 
rechten Baum  geschnitten  werden. 

Denn  diese  beiden  Graden  liegen  in  dem  Raum  der  beiden  Ebenen  imd 
ihre  Ebene  steht  senkrecht  auf  dem  gemeinschaftlichen  Durchschnitt  (Zus.  V, 
Satz  U,  §  128  und  Satz  Vm,  §  91). 


§  140]  Winkel.  539 

Sab  IIL  Zwei  Ehctutn,  tvdche  sich  in  einem  einzigen  PunJct  des  endlichen 
Gebiets  schneiden,  haben  zwei  ungleiche  Winld  und,  teenn  diese  gleich  sind,  un- 
endlich viele  einander  gleiche  WinJid  (Satz  X,  §  117  und  Satz  IV,  §  114). 

Def,  IIL    Iin  zweiten  Fall  heissen  die  beiden  Ebenen  gleiehuinklige  Ebenen. 

Bern,  II,  Die  Graden  im  Unendlichgrossen  dieser  Ebenen  sind  Grade  gleichen  Ab- 
standes  (Def.  II,  §  114). 

Satz  IV,  Eine  Transversalebene,  welche  durch  den  zwei  gleiditmnldigcfi 
Ebenen  genieinscliaftliehen  FunJä  geht  und  sie  in  Graden  schneidet,  badet  mit 
ihfien  gleiche  innre  WechsdwinJcel  (Satz  V^  §  114). 

Satz  F.  Ist  eine  Ebene  gegeben  und  eine  Grade,  wddie  sie  in  einetn  Funkt 
schneidet,  so  gehen  durch  die  Grade  zwei  Ebenen,  ivelehe  mit  der  gegebciien 
Ebene  gleichivinUig  sind  (Satz  VII,  §  114). 

Frobl,  Eitle  Ebene  A^  und  ein  Funkt  Äq  derselben  sind  gegeben;  mit  Ele- 
menten des  endlichen  Gebiets  eine  Ebene  zu  cmistruiren,  welclie  durdi  A^  geht 
und  mit  der  Ebetie  A^  gegebene  Winkel  bildet 

Man  ziehe  von  A^  eine  Ebene  B^  senkrecht  von  der  zweiten  Art  auf  A^ 
(Zus.  VI,  Satz  I,  §  129),  welche  A^  in  einer  Graden  a^  und'  die  durch  A^ 
gehende  und  auf  A^  von  der  ersten  Art  senkrechte  Ebene  A^  in  einer  Graden 
«i'  schneidet.  Man  ziehe  in  B.,  eine  Grade  b^,  welche  durch  A^  geht  und  mit 
«1  einen  der  gegebenen  Winkel  macht.  Die  Ebene  B^,  die  durch  A^  senk- 
recht von  der  ersten  Art  auf  5^  gelegt  wird,  geht  di^rch  die  Graden  a^^\  öt/^^\ 
.  welche  von  A^  in  A^  und  A^  senkrecht  zu  den  Graden  a,,  a/  gezogen  werden. 
Construirt  man  in  BJ  eine  Grade  bj^^\  die  mit  a^^^^  den  zweiten  gegebenen 
Winkel  bildet,  so  ist  '(b,b^^^^)  die  gesuchte  Ebene  (Satz  VIII,  §  110). 

Def,  IV.  Unter  dem  Winkel  zweier  von  der  zweiten  Art  parallelen  Ebenen 
verstehen  wir  denjenigen,  welcher  durch  den  kleinsten  Abstand  der  auf  den 
beiden  Graden  im  Unendlichgrosseu  der  Ebenen  senkrechten  Graden  gemessen 
wird. 

Zus.  Zwei  Ebenen,  welche  sidi  in  einer  Graden  schneiden  und  bezüglich  zu 
zwei  einandfr  von  der  zweiten  Art  paraltden  Ebenen  parallel  von  der  ersten  Art 
sind,  bilden  densdben   Winkd. 

Frobl.  Eine  Ebene  A^  und  eine  üir  parallde  Grade  A^  ist  gegeben;  mit 
Elementen  des  oidlichen  Gebiets  eine  von  der  zweiten  Art  parallde  Ebeyw  zu  con- 
stnuirtn,  welche  durch  A^  geht  und  mit  A,  einen  gegehencfi   Winkel  macht. 

Man  lege  durch  eine  zur  gegebenen  Graden  A^  parallele  Grade  und  in 
einem  durch  A^  aber  nicht  durch  die  Grade  A^  gehenden  Raum  eine  Ebene 
B^,  welche  mit  A»  den  gegebeneji  Winkel  macht;  die  durch  die  gegebene 
Grade  A^  gehende  zu  B^  von  der  ersten  Art  parallele  Ebene  ist  die  gesuchte 
Ebene. 
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8. 

Identität  des  Raums  S^  um  seine  Punkte  im  Unendlichgrossen,  seine  Graden 

und  seine  Ebenen. 

§  141.  Satz  L  Der  Baum  S^  ist  um  seine  Punkte  im  Unendlichgrosseti 
identisch. 

Beweis  wie  zu  Satz  I,  §  92. 

Satz  IL    Alle  Büsdiel  von  Räumen  sind  identisch  (Satz  V,  §  139). 

Zus.    Der  Baum  S^  ist  um  jede  seiner  Ebenen  des  endlichen  Gebiets  identisch. 

Satz  III.  Ein  Büschel  paralleler  Bäume  ist  in  der  Position  seiner  Theile 
identisch  und  stetig. 

Beweis  wie  zu  Satz  lH,  §  92. 

Satz  IV.    Alle  Büschel  paralleler  Bäume  sind  identisch. 

Denn  die  Graden,  welche  sie  messen,  sind  identisch. 

Zus.    Der  Baum  S^  ist  um  jede  Ebene  im  Unendlicligrossefi  identisch. 

Satz  V.    Die  Ebenensystenie  um  eine  Grade  sind  idetUisch. 

Denn  die  Sterne,  welche  durch  sie  in  dem  unendlich  fernen  Raum  bestimmt 
werden,  sind  identisch  (Satz  I,  §  109;  Satz  III,  Satz  I  und  Zus.  Satz  II,  §  15). 

Zus.    Der  Baum  S^  ist  um  seine  Graden  des  endlichen  Gebiets  identisch. 

9. 
Dreikante  zweiter  Art. 

§  142.  Def.  I  Unter  Dreilatit  zweiter  Art  verstehen  wir  die  von  drei 
Halbebenen,  welche  durch  einen  gemeinschaftlichen  Strahl  begrenzt  werden, 
gebildete  Figur.  DreiJcant  erster  Art  oder  einfach  Dreikant  heisst  immer  die 
durch  drei  Strahlen,  welche  von  einem  Pmikt  ausgehen  imd  stets  in  einem  Raum 
von  drei  Dimensionen  liegen,  bestimmte  Figur  (Def.  11,  §  93  und  Zus.  I,  Satz 
rV,  §82). 

Der  gegebene  Strahl  ist  die  Axe,  die  Halbebenen  sind  die  ebenen  Seiten 
des  Dreikants. 

Die  von  den  Halbebenen  gebildeten  Keile  heissen  die  Seiten  von  drei  Di- 
mensionen; die  Keile  derselben  Keile  von  vier  DiiYiensionen  bezüglich  ihrer  Punkte 
oder  die  Keile  des  Dreikants. 

Bez.  I.  Wenn  A^,  B^,  C^  die  drei  Halbebenen  sind,  so  wird  das  Droi- 
kant  mit  dem  Symbol  A^B.^G^^  die  Seiten  von  drei  Dimensionen  mit  (A^BS)^ 
(B^C^),  (C^A^)  bezeichnet. 

Dagegen  bezeichnen  wir  die  Keile  von   vier  Dimensionen  des  Dreikants 

auch  mit  A^B^C^y  B^C^A^y  C^A^B^. 

Bern.  I.  Der  Raum  im  Unendlichgrossen  schneidet  ein  Dreikant  zweiter  Art  in  einem 
Dreikant,  welches  durch  das  Durchschnittsdreieck  mit  der  Polarcbene  des  Scheitels  des- 
selben Dreikants  gemessen  wird  (Bem.  I  und  II,  §  118). 

Def.  II.  Wie  wir  bei  dem  Dreieck  die  Verlängerungen  der  Seiten  haben, 
welche  mit  den  Seiten  selbst  die  Graden  des  Dreiecks  geben,  so  haben  wir 
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bei  dem  Dreikant  zweiter  Art  die  Verlängerungen  der  Seiten  von  drei  Dimen- 
sionen, welche  mit  den  Seiten  die  Räume  von  drei  Dimensionen  des  Dreikants 
bilden.  Jeder  Eckpunkt  des  Dreiecks  liegt  der  Seite  gegenüber,  welche  die 
beiden  andern  Eckpunkte  verbindet;  ebenso  liegt  jede  ebene  Seite  des  Drei- 
kants zweiter  Art  den  von  den  beiden  andern  Ebenen  des  Dreikants  be- 
stimmten Seiten  von  drei  Dimensionen  gegenüber.  Jeder  Keil  des  Dreikants 
zweiter  Art  liegt  der  seiner  Axe  gegenüberliegenden  Seite  von  drei  Dimensionen 
gegenüber:  z.  B.  der  Keil  Ä^B^C^  der  Seite  {A^C^, 

Def,  HL  Dem  inneren  oder  äusseren  Theil  des  Dreiecks  im  ünendlich- 
grossen  (Bem.  I)  entspricht  der  innere  oder  äussere  Theil  des  Dreikants  zweiter 
Art  grade  wie  bei  dem  Dreikant  erster  Art  (Def.  II,  §  93). 

Def.  IV.  Der  Umfang  dieses  Dreiecks  gibt  die  Oberfläche  des  Dreikants 
zweiter  Art,  welche  drei  Dimensionen  hat. 

Bern.  IL  Die  Eigenschaften  des  Dreikants  zweiter  Art  werden  ebenso  wie  diejenigen 
des  Dreikants  erster  Art  (^§  93)  aus  dem  vollständigen  Dreieck  im  Unendlichgrossen  mit- 
telst der  Sätze  in  den  §§  15,  16,  17  abgeleitet. 

Wir  wollen  diese  Eigenschaften  unter  Bezugnahme  auf  die  Sätze  über  das  Dreieck,  aus 
welchen  sie  hervorgehen,  untersuchen,  um  zu  zeigen,  wie  man  zu  verfahren  hat,  um 
Eigenschaften  von  Dingen  zu  erkennen,  deren  vollständige  Anschauung  man  nicht  ge- 
winnen kann. 

Satz  L  Die  Keile  A^B^C^,  B^C^A^,  C^A^B^  eines  'Dreikants  zweiter  Art, 
welche  von  den  gegenüherlie^enden  Seiten  von  drei  Dimensionen  begrenzt  werden^ 
fallen  zusammen  (Satz  I,  §  72  imd  Bem.  11). 

Zw5.  /.  Ein  Keil  zweier  Halbebenen ,  dessen  Kante  in  der  Kante  des  Drei- 
kants  zweiter  Art  und  dessen  Seiten  infierhalb  des  DreiJcants  oder  auf  zwei  Seiten 
von  drei  Dimensionen  desselben  liegen  y  ist  im  Imiem  des  Dreikants  gelegen  (Zus. 
in,  Satz  I,  §  51;  Bem.  I,  §  72  und  Bem.  II). 

Ziis,  77.  Zwei  Räume,  welche  durdi  zwei  ebene  Seiten  und  durcfi  zwei  Punkte 
imierhalb  der  gegenüberliegenden  Seiten  des  Dreikants  zweiter  Art  gehen,  schneiden 
sich  in  einer  durch  die  Axe  des  Dreikants  begrenzten  Halbebene  des  inneren  Tlieils 
(Zus.  n,  Satz  I,  §  51;  Bem.  I,  §  72  und  Bem.  DT). 

2jus,  HL  Der  innere  TJieil  eines  jeden  Dreiecks,  dessen  Eckpunkte  innerhalb 
des  Dreikants  zweiter  Art  oder  wenigstens  auf  zwei  Seiten  von  drei  Dimensionen 
desselben  liegen,  befindet  sich  innerhalb  des  Dreikants. 

Zus,  IV.  Der  inmre  Theil  eines  jeden  Dreikants  erster  Art,  dessen  Sclieitel 
auf  der  Axe  des  Dreikants  zueiter  Art  liegt  und  dessen  Kanten  sich  im  Innern 
des  Dreikants  oder  wenigstens  auf  zwei  Seiten  von  drei  Dimensionen  desselben 
befimlen,  liegt  innerhalb  des  Dreikants  zweiter  Art 

Man  braucht  nur  drei  Punkte  auf  den  Kanten  des  Dreikants  erster  Art 
zu  wählen;  diese  sind  die  Eckpunkte  eines  Dreiecks,  dessen  innerer  Theil  im 
Innern  des  Dreikants  zweiter  Art  liegt.  Die  Strahlen,  welche  den  Scheitel  des 
Dreikants  erster  Art  mit  den  Punkten  des  inneren  Theils  dieses  Dreiecks  ver- 
binden, befinden  sich  im  Innern  des  Dreikants  erster  und  zweiter  Art  (Zus.  III, 
Satz  I,  §  1)3). 
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Def,  V.  Die  Verlängerungen  der  ebenen  Seiten  eines  Dreikants  zweiter 
Art  sind  die  Seiten  eines  andern  Dreikants,  welches  das  Scfieiteldreikunt  des 
ersten  genannt  wird. 

Satjs  IL    Den  inneren  Halbebenen  eines  Dreikants  zweiter  Art  liegen  die  in- 
neren HaTbebenen  des  Scheiteldreihants  gegenüber  (Satz  ü,  §  72  u.  Bern.  II). 

2^,  L  Wenn  sieh  cifie  durch  die  Axe  eines  Dreikants  zweiter  Art  begrenzte 
Halbebene  ausserhalb  des  Dreikants  und  nicht  innerludb  des  Scheiteldreikants  be- 
findet, so  schneidet  ein  einziger  der  drei  Bämne,  welche  diese  Halbebene  mit  den 
ebenen  Seiten  verbinden,  eine  gegenüberliegende  Seite  von  drei  Dimensionen  in  einer 
iufieren  Halbebene  (Zus.  Satz  11,  §  72  und  Bern.  II). 

Satz  HL  Ein  durch  die  Axe  des  Dreikants  zweiter  Art  geltender  Baum 
schneidet  entweder  zwei  Seiten  von  drei  IHmensimien  im  Lnnern  und  die  dritte 
ausserhalb  oder  er  schieidet  diese  drei  Seiten  sämmtlich  ausserhalb  (Satz  EI  und 
Bern,  n,  §  72;  Bern.  H). 

Zus.  Eine  Grade  j  welche  keine  ebene  Seite  des  Dreikants  (die  gegenüber- 
liegende Seite  eingeschlossen)  trifft,  schneidet  entweder  zwei  der  Seiten  von  drei 
Dimensionen  in  inneren  Punkten  und  die  dritte  in  einem  äusseren  Punkt,  oder  die 
drei  Seiten  von  drei  Dimensionen  in  äusseren  Punkten, 

Man  braucht  zu  diesem  Zweck  nur  den  Raum  zu  betrachten,  welcher  durch 

die  Axe  des  Dreikante  und  djirch  die  gegebene  Gnwje  geht. 

Bern.  HI.  Bezüglich  der  Durchschnittspimkte  einer  Graden  mit  den  Seiten  eines 
einzigen  Dreikants  gelten  dieselben  Fälle,  wie  bei  dem  Dreikant  erster  Art  (Bern.  II,  §  93). 

Satz  LV.*  Ln  jedem  Dreikant  zweiter  Art  ist  die  Summe  zweier  Seiten  von 
drei  Dimensioneti  grösser  als  die  dritte  (Satz  I,  §  76  un^  Bern.  11). 

Zus,  Jede  Seite  von  drei  Dimensionen  eines  Dreikants  zweiter  Art  ist  grösser 
als  der  Unterschied  der  beiden  andern  (Zus.  Satz  I,  §  76). 

Satz  V.  Ln  einem  Dreikant  zweiter  Art  liegt  der  grösseren  Seite  von  drei 
Dimetisionen  der  grössere  Keil  gegenüber  und  umgekehrt  (Satz  VI,  §  55;  Bem.  I, 
§  76  und  Bem.  H). 

Zas,  Wenn  zwei  Keile  eines  Dreikants  zweiter  Art  einander  gleich  sind, 
so  sind  die  gegenüberliegenden  Seiten  gleich  und  umgekehrt  (Satz  HI,  §  42; 
Satz  V,  §  55  und  Bem.  I,  §  76). 

Def,  VL,  In  diesem  Fall  heisst  das  Dreikant  zweiter  Art  gleicJischenUig. 
Jedem  gleichseitigen  Dreieck  im  Unendlichgrossen  entspricht  auf  die  angegebene 
Weise  ein  Dreikant  zweiter  Art,  dessen  drei  Seiten  von  drei  Dimensionen  gleich 
sind  und  welches  gleicliseitig  heisst. 

Wenn  das  Dreieck  im  Unendlichgrossen  des  Dreikants  zweiter  Art  ein 
polares  Dreieck  ist  (Def.  IV,  §  69)  so  sind  die  Keile  der  Seiten  von  drei  Di- 
mensionen und  die  Keile  der  ebenen  Seiten  rechte  imd  das  Dreikant  heisst 
drcirechttcinklig, 

Satz  VL,  Ln  einem  gleichschenkligen  Dreikant  zweiter  Art  steht  der  Ltaum, 
welcher  die  Halbirmigsebene  der  Basis  mit  der  gegenüberliegenden  ebenen  Seite 
verbindet,  senkrecht  auf  der  Basis  mul  halbirt  den  Keil  der  beiden  gleichen  Seiten 
(Satz  IV,  §  42;  Def.  II,  Satz  V,  §  69;  Satz  I,  §  131). 
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Satz  VII.  In  zwei  Dreikanien  zweiter  Art,  welche  zwei  Seiten  van  drei 
Dimensionen  gleich  haben,  ist  in  demjenigen  Dreikant  die  dritte  Seite  grösser ,  in 
welchem  ihr  der  grössere  Keil  gegenüberliegt  und  umgekehrt  (Satz  VII,  §  55; 
Bern.  I,  §  76  und  Bern.  II). 

Def.  VII  Dem  reciproken  oder  Supplementdreieck  eines  im  Unendlich- 
grossen  gegebenen  Dreiecks  (Def.  I,  §  76)  entspricht  ein  reeiprokes  oder  Sap- 
plementdreikcint  zweiter  Art  desjenigen  Dreikants,  welches  dem  gegebenen  Drei- 
eck entspricht.  Wemi  das  Dreikant  A^  B^  C^  gegeben  ist,  so  braucht  man 
nur,  um  das  reciproke  Dreikant  zu  erhalten,  durch  die  Axe  des  ersten  die 
Halbebenen  senkrecht  auf  die  Räume  der  Seiten  von  drei  Dimensionen  imd  auf 
derselben  Seite  der  übrigbleibenden  ebenen  Seite  zu  legen. 

Satz  VIII  Ist  ein  Dreikant  zweiter  jirt  supplementär  zu  einem  andern, 
so  ist  das  letztere  das  Suppletnentdreikant  des  ersten  (Satz  11,  §  76  und  Bem.  U). 

Satz  IX,  Die  Keüe  der  Seiten  mid  die  Keile  eines  Dreikants  zweiter  Art 
sind  bezüglicfir  zu  den  Keilen  und  den  Keilen  der  Seiten  des  Supplementdreikants 
supplefnentär  (Satz  HI,  §  76  und  Bem.  ü). 

Satz  X.  In  jedem  Dreikant  zweiter  Art  ist  jeder  Keilwinkel  der  Seiten  von 
drei  Dimensionen  um  zwei  Hechte  vermehrt  grösser  als  die  Summe  der  beiden 
andern  (Satz  V,  §  76  und  Bem.  ü). 

Satz  XI  In  jedem  Dreikant  zweiter  Art  ist  die  Summe  der  Seitim  von  drei 
Dimensionen  kleiner  als  vier  rechte  Winkel  (Satz  VI,  §  76  und  Bem.  U). 

Satz  XII  In  jedem  Dreikant  zweiter  Art  ist  die  Summe  der  Keilwinkel  jler 
Seiten  von  drei  Dimensionen  grösser  als  zwei  und  kleimr  als  secJiS  rechte  Winkel 
(Satz  Vn,  §  76). 

Satz  XIII  Die  Summe  der  Keilwinkel  oder  der  Seiten  von  drei  Dimeti- 
sionen  eines  dreirechtwinkligen  Dreikants  zweiter  Art  beträgt  drei  Hechte  (Satz 
Vni,  §  76  und  Bem.  U). 

10. 
Gleiche  Dreikante  zweiter  Art. 

§  143.  Satz  I  Die  Dreikante  zweiter  Art,  deren  Seiten  parallel  sifid  und 
dieselbe  Halbgradc  im   Unendlichgrossen  haben,  sind  gleich. 

Der  Beweis  wird  analog  wie  bei  Satz  I,  §  94  geführt. 

Satz  II  Zwei  Dreikante  zweiter  Art  sind  gleich,  wenn  ihre  Seiten  van  drei 
Dimensionen  gleich  sind. 

Denn  die  drei  Seiten  der  entsprechenden  Dreiecke  im  Unendlichgrossen 
sind  gleich  (Satz  HI,  §  17  und  Bem.  H,  §  142). 

Satz  III  Zwei  Dreikante  zweiter  Art  sind  gleich,  deren  Keile  gleich  si?id 
(Satz  IV,  §'76  und  Bem.  H,  §  142). 

Satz  IV,  Zwei  Dreikantc  zweiter  Art,  welche  zwei  Seiten  von  drei  Dimen- 
sionen und  den  eingeschlossenen  Keil  gleich  haben,  sind  gleich  (Satz  11,  §  42  und 
Bern.  U,  §  142). 
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Sat2  F.  In  Dreiltanten  zweiter  Art,  welche  gleich  sind,  liegen  gleichen  Seiten 
gleiche  Keile  gegenüber  und  unigekehrt  (Satz  I^  §  42  und  Bern.  11 ,  §  142). 

Satz  VI.  In  einem  der  Theile,  in  weUhe  der  Baum  S^  durch  einen  Baum 
von  drei  Dimensionen  getrennt  ivird,  gibt  es  keine  zwei  gleichen  Dreikante  zweiter 
Art,  welche  eine  Seite  in  dem,  gegebenen  Baum  gemeinscliafÜieh  haben  (Satz  IX, 
§  55;  Bern.  I,  §  74  und  Bern.  U,  §  142). 

Satz  VII  Zwei  Dreikante  zweiter  Art,  welche  zwei  Keile  und  ihre  getnein- 
scimf fliehe  Seite  von  drei  Dimensionen  gleich  haben,  sind  gleich  (Satz  X,  §  55; 
Bern.  I,  §  74  und  Bern,  ü,  §  142). 

Satz  VIII    Zwei  Sdieiteldreikante  zweiter  Art  sind  gleich  (Satz  HI,  §  30). 

Satz  IX,  Die  dreireditwinkligefi  Dreikante  zweiter  Art  sind  gleicti  (Zus.  U, 
Satz  m,  §  69). 

Satz  X.  Die  Bäume  der  Seiten  eines  dreirechttinnkligen  Dreikants  zweiter 
Art  theilen  den  Baum  S^  in  acht  dreirechtwinklige  Dreikante  zweiter  Art  (Satz 
IV,  §  72;  Bern.  II,  §  142).  ^ 

11. 
Die  Vielkante  und  das  Vierkant. 

§  144.  Def,  I  Die  von  m  Strahlen  a,,  h^,  ...,  m^,  welche  von  einem 
Punkt  P^  des  Raums  S^  ausgehen,  gebildete  Figur  heisst  Vielkant  oder  körper- 
licher Winkel  von  vier  Dimensionen.  Die  m  Strahlen  heissen  seine  Kanten, 
Pq  sein  Scheitel,  die  Winkelsectoren  («i&i),  (ö^i^i),  ...  seine  ebenen  Seiten,  die 
Dreikante  (a^b^c^),  {a^c^d^,  .  . .  seine  Seit(m  von  drei  Dimensionen  und  die  von 
den  Seiten  von  drei  Dimensionen  gebildeten  Keile  seine  Keile  von  vier  Dim^m- 
sionen  oder  auch  Keile, 

Die  Dreikante  zweiter  Art,  welche  die  Kanten  des  Vielkants  zu  Axen 
haben  und  deren  ebene  Seiten  eine  weitere  Kante  enthalten,  sind  die  Dreikante 
zweiter  Art  des  Vielkants. 

Die  Gesammtheit  der  Seiten  von  drei  Dimensionen  des  Vielkants  heisst 
die  Oberfläche  desselben. 

Bez,  I  Den  durch  die  zwei  Seiten  {aib^c^j  (^i^^i)  gebildeten  Keil  be- 
zeichnen wir  mit  dem  Symbol  a^  b^  c^  rf^  imd  das  durch  die  Kanten  ft^  c^  d^  und 
die  Axe  a^  bestimmte  Dreikant  zweiter  Art  mit  a,  •  b^  c^  d^ , 

Def,  II,  Die  von  vier  von  einem  Punkt  P^,  des  Raums  S^  ausgehenden 
Strahlen  a^,  b^,  q,  d^  gebildete  Figur  heisst  körperlicher  Winkel  von  vier  Kantet! 
oder  einfach   Vierkant. 


1)  Wir  hätten  diese  Sätze  unter  Bezugnahme  auf  Bern.  II  weglassen  können;  wir 
haben  sie  gegeben,  weil  es  sich  um  Grundeigenschafben  des  Raumes  S^  wie  bei  den  Drei- 
kanten erster  Art  in  dem  Raum  S^  handelt  und  weil  sie  dazu  dienen  andre  Grundeigen- 
schaften von  S^  nachzuweisen.  Die  Zus.  III,  IV,  Satz  I  und  Zus.  III,  Satz,  §  142  lassen 
sich  jedoch  nicht  durch  einfache  Projection  dem  Satz  III,  §  15  entsprechend  aus  dem  voll- 
ständigen Dreieck  ableiten. 
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Bez.  IL  Wir  bezeichnen  das  Vierkaüt  mit  a^h^CJ^d^  und  wenn  P„  der  Scheitel 
und  Aq,  Bqj  CJ),  D^  vier  Punkte  der  Kanten  sind,  mit  F^-  A^^BQC^D^y 

Bern.  I.  Sind  a^,  &,,  c, ,  d^  die  Kanten  des  Vierkants,  so  haben  sie  im  Unendlich- 
grossen vier  Punkte  a.,g,,  p^^,  y^^^  8,,^^  welche  ein  Tetraeder  bestimmen.  Die  Winkel 
der  ebenen  Seiten  des  Vierkants  werden  durch  die  Kanten  seines  Tetraeders  im  Unendlich- 
grossen, die  Winkel  seiner  Seiten  von  drei  Dimensionen  und  seine  Keile  durch  die  Winkel 
der  ebenen  Seiten  und  die  Keilwinkel  des  Tetraeders  gemessen.  Die  Eigenschaften  der 
Kanten,  der  Winkel,  der  ebenen  Seiten  und  der  Keile  des  Tetraeders  im  Unendlichgrossen 
oder  auch  eines  vollständigen  Raums  von  drei  Dimensionen  liefern  daher  ebensoviele  Eigen- 
schaften der  Winkel  der  ebenen  Seiten  von  drei  Dimensionen  und  der  Keile  des  Vierkants. 

Def,  HL  Der  innere  und  äussere  Theil  des  Tetraeders  «o^/'o^yo^^o^  liefert 
den  inneren  und  äusseren  Theil  des  Vierkants. 

T)ef,  IV.  Wie  wir  bei  dem  Tetraeder  im  Unendlichgrossen  die  Verlänge- 
rungen der  Kanten  und  der  Seitenflächen  haben,  welche  mit  ihnen  die  sechs 
Graden  und  die  vier  Ebenen  des  Tetraeders  bilden,  so  haben  wir  beim  Vier- 
kant die  Verlängerungen  der  ebenen  Seiten  und  der  Seiten  von  drei  Dimen- 
sionen, die  mit  diesen  die  sechs  Ebenen  und  die  vier  Räume  von  drei  Dimen- 
sionen des  Vierkants  bilden. 

Wie  jeder  Eckpunkt  des  Tetraeders  der  durch  die  andern  drei  Eckpimkte 
bestimmten  Seitenfläche  und  jede  Kante  ^er  Kante  der  beiden  andern  Eckpunkte 
gegenüberliegt,  so  liegt  jede  Kante  des  Vierkants  der  Seite  von  drei  Dimen- 
sionen der  übrigen  drei  und  jede  ebene  Seite  der  ebenen  Seite,  welche  die 
beiden  übrigen  Kanten  enthält,  gegenüber. 

Wie  jedes  Dreikant  des  Tetraeders  der  seinem  Scheitelpunkt  entgegen- 
stehenden Seitenfläche  -und  jeder  Keil  dem  Keil  der  entgegenstehenden  Kante 
gegenüberliegt,  so  liegt  jedes  Dreikant  zweiter  Art  des  Vierkants  der  seiner 
Kante  entgegenstehenden  Seite  und  jeder  Keil  von  vier  Dimensionen  dem  Keil 
gegenüber,  welcher  die  ebene  ihm  gegenüberliegende  Seite  zur  Axe  hai 

Bern.  IL  Die  Räume  des  Vierkants  theilen  den  Raum  S^  um  den  Scheitel  des  Vier- 
kants in  sechszehn  Vierkante  (Bem.  U,  §  116). 

Satz  L  Bie  inneren  von  den  gegenüberliegenden  Seiten  begrenzten  Theile  der 
Breikante  zweiter  Art  des  Vierkants  fallen  ztisamtnen  (Satz  I,  §  95;  BenL  I, 
§  115  und  Bem.  I). 

Zus.  L  Bie  imieren  Theile  der  Keile  van  vier  Bimetmoneti  des  Vierkants, 
welche  durch  die  Seiten  vmi  vier  Biniensionen  begrenzt  werden,  fallen  zusammen 
(Zus.  I,  Satz  I,  §  95). 

Zus.  II  Jeder  Winkel,  dessen  Schenkel  innerhalb  des  Vierkants  oder  auf 
zwei  Seitefi  von  drei  Bimensionen  desselben  liegen  und  dessen  ScJieitel  mit  dem 
Scheitel  des  Vierkayits  zusammenfällt,  liegt  innerhalb  des  Vierkants  (Zus.  EL,  Satz  I, 
§  95). 

Zus.  HL  Der  innere  Theil  eines  Iheikants  erster  Art,  dessen  Sdieitel  mit 
detn  Scheitel  des  Vierkants  zusammenfällt  und  dessen  Kanten  sieh  innerhalb  oder 
wenigstens  auf  zwd  Seiten  von  drei  Bitnensionen  desselben  befinden,  liegt  in  dem 
ImuTn  des   Vierkants  (Zus.  III,  Satz  95).' 

Zus.  IV.    Der  innere  Theil  eines  jeden  Tetraeder.^,  dessen  EckputJcte  sieh  inner- 

Veroneso,  Gcümotrie.  >  tHö 
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halb  des  Vierkants  oder  wenigstens  auf  iuei  Seiten  rmi  drei  Diniensiatien  desselbeifi 
hefinderiy  liegt  innerJialb  des  Vierkants. 

Die  Seitenflächen  des  Tetraeders  liegen  innerhalb  des  Vierkants  (Zus.  IH) 
und  jedes  Segment  innerhalb  des  Tetraeders,  dessen  Enden  z.  B.  Ä^^  Bq  in  dem 
Innern  zweier  Seitenflächen  des  Tetraeders  liegen,  gibt  einen  Winkel  Pf^A^B^^ 
iimerhalb  des  Vierkants  imd  da  (-^^o)  ^^  Innern  des  Winkels  P^^A^B,  ge- 
legen ist,  so  liegt  es  auch  innerhalb  des  Vierkants  (Zus.  11).  Jedes  innere 
Segment  {Xq  Y^^)  (wenn  nöthig  verlängert)  schneidet  aber  wenigstens  zwei 
Seitenflächen  des  Tetraeders  in  inneren  Punkten  (Satz  V,  §  95),  deren  Segment 
{Xq  Y^)  enthält  und  innerhalb  des  Vierkants  liegt.    Damit  ist  der  Zusatz  bewiesen. 

Sat/z  IL  Den  inneren  Strahlen  eines  Vierkants  sind  die  innerefi  Strahlen 
des  Scheitehierkants  entgegengesetzt  (Satz  I,  §  115  und  Bem.  I). 

Satz  IIL  Ein  Baum,  welcher  durch  deti  Scheitel  des  Vierkants  aber  nidit 
durch  irgefid  eine  Kante-  desselben  geht  und  eine  ebene  Seite  in  einein  inneren 
Strahl  trifftj  schneidet  enticeder 

J)  zwei  andre  ebene  Seiten,  tvelche  mit  der  ersten  durch  dieselbe  Kante  gehen, 
in  einem  inneren  Strahl  oder  er  schneidet 

2)  drei  andre  ebene  Seiten,  von  denen  eine  der  ersteti  und  die  andern  beiden 
einander  gegejiiiberliegen,  in  inneren  Punkten  (Satz  11,  §  95  und  Bem.  11,  §  115). 

Satz  IV  Wenn  eine  durch  den  Scheitel  des  Vierkeints  gehende  Ebene  keine 
seiner  ebenen  Seiten  in  einer  Graden  dagegen  eine  Seite  von  drei  Dimensionen  in 
einem  inneren  Strahl  trifft,  so  schneidet  sie  eine  andre  dieser  Seiten  in  einem  inneren 
StraJd  und  die  ilbrigeti  in  äusseren  Strahlen  (Satz  HI,  §  95  und  Bem.  11,  §  115). 

Zus.  Eine  durch  den  Scheitel  des  Vierkants  gehende  Ebene,  weldie  drei 
Seiten  von  drei  Dimensionen  in  äusseren  Strahlen  schneidet,  trifft  die  vierte  Seite 
ausserhalb. 

Satz  V,  Eine  durch  den  Scheitel  des  Vierkants  gehende  Ebene  ^  von  wdclier 
ein  Strafd  im  Innern  desselben  liegt,  schneidet  die  Oberfläche  des  Vierkants  in 
zwei  Strahlen  (Satz  IV,  §  95  und  Bem.  II,  §  115). 

Satz  VI.  Zwei  Vierkante,  deren  Kanten  imraUel  s^ind  und  in  derselbefi 
Bichtung  liegen,  sind  gleich. 

Denn  sie  haben  dasselbe  Tetraeder  im  Unendlichgrossen. 

Satz  VII.    Zwei  Scheitdvierkunte  sind  gleich. 

Denn  ihre  Tetraeder  im  Unendlichgrossen  sind  entgegengesetzt  und  daher 
gleich  (Satz  H,  §  115). 

Satz  VIII.  Es  gibt  keine  zwei  gleiclien  Vierkante,  ivdclie  drei  Kanten  ge- 
meinschafttich  haben  und  deren  vierte  Kanten  auf  derselben  Seite  ihrer  getnein- 
schaftlichen  Seite  von  drei  Dimensionen  liegen  (Satz  V,  §  95  und  Bem.  I,  §  115). 

Def.  V.  Wenn  das  Tetraeder  im  Unendlichgrossen  des  Vierkants  eni  coii- 
jugirtes  Polartetraeder  ist  (Def.  VI,  §  108),  so  heisst  das  Vierkant  vierrecht' 
winklig. 

Satz  IX.  In  eitlem  vierrechtwinkligen  Vierkant  sind  die  ebenen  Winkel,  die 
Keile  der  ebenen  Seit/m  und  die  Keile  der  Seiten  von  drei  Dimensiotini  rfrhte 
(Satz  XI,  §  110;  Def.  I,  §  y9;  Bem.  I,  §  KU)  und  Satz  V,  §  139). 
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Satz  X,  Uie  vier  Räume  von  drei  Dimensionen  eines  vierreelitumüdigen 
VierJcunts  theilein  deti  Raum  S^  in  sechszetin  vierrechtwinklige  Vierkante,  von 
welchen  je  zwei  immer  Scheitelvierkante  sind  (Satz  11,  §  115). 

Satz  XL  Die  vierrechttmnkligen  Vierkante  sind  auf  24  verschiedene  Ärteti 
identisch  (Satz  Xu,  §  110). 

12. 

Das  Pentaeder. 

§  145.  Def.  L  Die  Figur,  welche  von  fünf  nicht  in  einem  Raum  S^ 
liegenden  Pimkten  des  Raums  S^  und  von  den  Graden,  den  Ebenen  und  den 
Räumen  von  drei  Dimensionen,  welche  von  diesen  fünf  Punkten  bestimmt 
werden,  gebildet  wird,  heisst  Pentaeder.  Die  Pimkte  heissen  die  Scheitel,  ihre 
Segmente  die  Kantefi,  ihre  Dreiecke  die  ebenen  Seiten,  ihre  Tetraeder  die  Seiten 
von  drei  Dimensionen  des  Pentaeders.  Ebenso  heissen  die  von  den  Kanten  ge- 
bildeten Vierkante,  die  Dreikante  erster  und  zweiter  Art  und  die  Keile  der 
Seiten  von  drei  Dimensionen,  welche  die  Scheitel  und  die  Kanten  zu  Scheiteln 
und  Axen  haben,  die  Vierkante,  Dreikante  erster  iitul  zweiter  Art  und  die  Keile 
des  Pentaeders. 

Ein  Scheitel  heisst  derjenigen  Seite  von  drei  Dimensionen  gcgejiüberliegefid, 
welche  die  vier  andern  Scheitel  enthält  und  die  durch  zwei  Scheitel  gehende 
Kante  liegt  der  ebenen  Seite  gegenüber,  in  welcher  die  übrigen  drei  Scheitel  liegen. 

Bez.  I.  Das  durch  die  Punkte  A^y  B^y  C\,,  Dq,  Eq  gegebene  Pentaeder 
bezeichnen  wir  mit  dem  Symbol  A^B^CqD!qEq. 

Satz  L  Die  Theih  des  inneren  Raums  der  fünf  Vierkante  des  Pentaeders, 
wdclie  durch  die  ihren  Scheiteln  gegenüberliegenden  Seiten  begrenzt  werden,  fallen 

zusammen. 

Der  innere  Theil  des  Tetraeders  AqBqCqDq 
liegt  im  Innern  des  Vierkants  Eq-AqB^C^^Dq 
(Zus.  IV,  Satz  I,  §  144).  P;  sei  ein  Punkt 
innerhalb  dieses  Tetraeders;  das  Segment  EqPq 
liegt  dann  im  Innern  des  Vierkants. 

Wenn  P^  ein  Punkt  dieses  Segments  ist,  so 
genügt  es  zu  beweisen,  dass  derselbe  sich  inner- 
halb eines  beliebigen  der  übrigen  Vierkante  des 
Pentaeders  befindet. 

Der  Strahl  Al^P^  liegt  im  Innern  des  Drei- 
kants Aq'  BQG^^DQ  und  mithin  liegt  £„J.„Pq 
innerhalb  des  Vierkants  A^^-  BqGqD,,Eq  (Zus.  II, 
Satz  I,  §  144)  und  daher  auch  das  Segment 
AlqPq  innerhalb  desselben  Vierkants.  Der  Punkt 
Pq  liegt  also  im  Inneni  des  Vierkants  Aq  •  B.C^DqE^  und  aus  demselben  Grund 
auch  im  Innern  der  übrigen  drei  Vierkante  (Fig.  124). 

Def.  II.     Die  inneren  Theile  der  Vierkante  eines  Pentaeders  bilden  da.s, 

;J5* 


Fig.  121. 
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was  man  dm  inneren  Tlieil  des  Pentaeders  nennt.    Der  übrige  Theil  des  Raums 
S^  mit  Einschluss  der  Oberfläche  heisst  der  äussere  Theil, 

Def,  IIL  Unter  einem  inneren  oder  äusseren  Punkt  des  Pentaeders  ver- 
steht man  einen  Punkt  des  inneren  oder  äusseren  Theils,  welcher  nicht  auf 
der  Oberfläche  liegt. 

Sind  sämmtliche  Pimkte  einer  Figur  innere  oder  äussere  Punkte  des  Penta- 
eders, so  sagt  man  von  ihr,  auch  wenn  einige  auf  der  Oberfläche  liegen,  sie 
befinde  sich  innerhalb  oder  ausserhalb  des  Pentaeders. 

Ziis,  L  Di^  inneren  durdi  die  Seiten  von  drei  Dimensionen  begrenzten  Theile 
dir  Dreikante  ztveiter  Art  mid  der  Keile  von  vier  Dimensionen  des  Pentaeders 
fallen  zusammen. 

Zus.  IL  Das  Segment  zweier  innerer  PunJcte  des  Pentaeders  oder  zweier 
Seiten  von  drei  Dimensionen  desselben  liegt  im  Innern  des  Pentaeders. 

Xq,  Yq  seien  die  beiden  inneren  Pimkte.  Der  Winkel  A^X.^  Yq  liegt  im 
Innern  des  Vierkants  A^-B^.CqDqEq  (Zus.  II,  Satz  I,  §  144  und  Satz  I). 

X^ j  Yq  seien  die  Durchschnittspunkte  der  Strahlen  A^X^^^  A)-^o  ^^  ^^^ 
gegenüberliegenden  Seite  B^^^C-qD^E^^.  Das  Dreieck  A^Xi^Y^  liegt  innerhalb 
des  genannten  Vierkants,  weil  auch  das  Dreikant  A^^B^X^Yq  in  demselben 
liegt  (Zus.  n,  Satz  I,  §  144).  Da  nun  (XqFq)  im  Innern  dieses  Dreiecks  ge- 
legen ist  (Zus.  III,  Satz  II,  §  51),  so  liegt  {X^  Y^  auch  im  Innern  des  Pentaeders. 

Zus.  III.  Der  innere  Theil  eines  Dreiecks,  dessen  Eckpunkte  innerhalb 
oder  auf  der  Oberfläche  aber  nicht  auf  derselben  Seite  von  drei  Dimensionen  des 
Pnitaeders  gelegen  sitid,  liegt  im  Innern  des  Pentaeders. 

Der  Beweis  wird  analog  wie  bei  Zus.  HI,  Satz  I,  §  95  geführt. 

Satz  IL  Ein  Baum  von  drei  Dime^isimien,  welcher  nidit  durch  irgend  einen 
der  Scheitel  des  Pentaeders  geht  und  eine  seiner  Kanten  in  einem  inneren  Punkt 
trifft,  schfwidet  im  Imiern  entiveder 

1)  vier  Kanten,  welche  durch  denselben  Scheitel  geltoi,  oder 

2)  zwei  Tripel  von  Kanten,  welclte  durdi  zwei  Scheitel  gelten  mit  Austialime 
der  den  beiden  Scheiteln  gemeinsamen  Kante  und  der  Kanten  der  gegenüber- 
liegenden Seite. 

Denn  ^JB^jC^^o^o  seien  die  Scheitel  des  Pentaeders  imd  ein  Raum  S^y 
welcher  durch  keinen  der  Scheitel  geht,  möge  die  Kante  {AqB^  in  einem 
inneren  Punkt  treffen.  Der  Raum  des  Tetraeders  A^^B^^C^^DQ  wird  von  dem 
Raum  S.^  in  einer  Ebene  S^  geschnitten.  Diese  Ebene  trifft  im  Innern  entweder 
zwei  andre  Kanten,  welche  durch  A^  oder  Bq  gehen  z.  B.  {A^C^y  {AjD^  oder 
die  (A^^Bf^)  gegenüberliegende  Kante  (CqDq)  und  zwei  andre  sich  gegenüber- 
liegende Kanten  z.B.  (A^Cq),  {B^D^^).  Es  gibt  daher  nur  zwei  mögliche  Fälle 
(Satz  n,  §  95):  nämlich  der  Raum  /S,  trifft  entweder  die  Kanten 

(1)         ^  (A^o),  (ACo),  (AAd 

oder  die  Kanten 

C^)  _  (A^^o),  (AA),  {('ol>o),  (^«-»o)- 

In  dem  einen  wie  in  dem  andern  Fall  müssen  wir  eine  in  dem  Raum 
AqB^^CqI)^^  gelegene  Ebene  von  S^  als  gegeben  ansehen.     Wir  betrachten  nmi 
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das  Tetraeder  AqBqCqE^.  Die  Durchsclinittsebene  5/  von  S^  mit  dem  Raum 
dieses  Tetraeders  trifft  im  Lmern  im  ersten  und  zweiten  Fall  die  Kanten 
(A,^B^^),  (Ä^^CQ)  und  schneidet  daher  innerhalb  (Satz  11,  §  95)  die  Kanten 

,        ,.     ,,  (A^o),  KC„),  K^J  (1') 

oder  die  Kanten 

(^JBo),  (A^o),  (C,E,l  {B,E,).  (2') 

Bezüglich  der  beiden  Tetraeder  A^B^CqD,.,  AqB^^CqE^  schneidet  daher  der 
Raum  S^  im  Innern  die  Kanten  von  der  Form 

(A-Bo),  (A-Q,  (AA),  (A^o)  (3) 

oder 

(ABo),  (AC.,),  (C„Do),  {B,D,),  (C,E,),  (B,E,).  (4) 

Die  beiden  andern  Fälle  sind  in  der  Form  (4)  enthalten. 

Da  der  Raum  S^  sich  bezüglich  des  Tetraeders  Ä^B^C^E^^  auf  zwei  ver- 
schiedene Arten  verhalten  kann  und  in  beiden  Fällen,  wenn  man  in  dem  zweiten 
Fall  einen  inneren  Punkt  der  Kante  (CqEq)  oder  {B,^E,^)  annimmt,  vollständig 
bestimmt  ist,  so  müssen  wir  den  Raum  S^  bezüglich  der  übrigen  Tetraeder 
und  mithin  auch  die  Art  der  Durchschnitte  mit  den  übrigen  Kanten  als  voll- 
ständig bestimmt  ansehen. 

Wir  betrachten  also  das  Tetraeder  A^B^B^Eq. 

In  dem  Fall  (3)  schneidet  der  Raum  S^  im  Innern  die  Kanten  (^jB^), 
{A^D^,  (A^Eq)  und  trifft  daher  die  übrigen  Kanten  des  Tetraeders  nicht  in 
inneren  Punkten  (Satz  II,  §  95). 

In  dem  Fall  (4)  trifft  er  dagegen  die  Kanten  (^jBJ,  (jB^A)?  (^o^o)- 

Das  Tetraeder  -i^C^D^J^o  wird  in  Fall  (3)  in  den  Kanten  (A^Cq),  (A  Dq), 
(AqE^,),  in  Fall  (4)  in  den  Kanten  (^o^o)?  (^oA);  (Co-E'o)  innerhalb  getroffen 

Das  übrig  bleibende  Tetraeder  5^C(,2)oi?^  wird  in  dem  ersten  Fall  von 
aussen,  in  dem  zweiten  dagegen  innerhalb  in  den  Kanten  (CqDq),  (BqDq)j 
{C^^E^),  (BqEq)  getroffen,  welche  sich  zu  je  zweien  gegenüberliegen. 

Der  Satz  isj;  damit  vollständig  bewiesen. . 

Ztis.  L  Tlwilt  man  die  Sdieifel  des  Pentaeders  in  zwei  Gruppen,  so  kann 
ein  Baum  die  Kanten,  ivelehe  die  Scheitel  der  einen  mit  denen  der  andern  Grtippe 
verbinden  y  im  Innern  schneiden  und  wenn  der  Baum  eine  Kante  innerhalb  trifft, 
so  Oieilen  sich  die  inneren  DurcJischnittspunkte  des  Baums  mit  den  Kanteti  immer 
in  zwei  solche  Gruppen. 

Dies  geht  offenbar  aus  dem  vorigen  Beweis  hervor.  Die  möglichen  Gruppen 
sind  daher  von  der  Form  A^{B^C^^D^^E^^ y  A^Bq{CqDqEq) , 

Zus.  IL  Wenn  ein  Baum,  welcher  durcfi  keinen  der  Scheitel  eines  Penta- 
eders geht,  vier  durch  einen  Scheitel  gehefule  Kanteti  in  äusseren  Punkten  trifft, 
so  schneidet  er  alle  übrigen  Kanten  in  äusseren  Punkten. 

Satz  III.  Wenn  eifie  Grade  keine  der  ebenen  Seiten  des  Pentaeders  trifft 
mul  eine  Seite  von  drei  Bimensionen  in  einem  inneren  Punkt  sdineidety  so  trifft 
sie  eine  zweite  dieser  Seiten  in  einem  inneren  und  die  übrigen  in  äusseren  Punkten. 

g^  sei  die  Grade,  A^B(^C^D,,E^  das  Pentaeder  und  Pq  der  g^  und  der  Seite 
A^BqC^Bq  gemeinsame  Punkt.    Die  Ebene  A^g^  schneidet  die  Seite  AqBqC^Dq 


550        Das  Pentaeder.  —  Die  Richtungen  oder  der  Sinn  des  Sterns  u.  s.  w.      [§§  145. 146 

in  der  Graden  ^o-^«'?  welche  die  ebene. Fläche  B^C^D^  in  einem  inneren  Punkt 
Pjj"  trifift,  weil  P^'  nach  der  Voraussetzung  innerhalb  des  Tetraeders  Ä^B^C^D^^ 
liegt.  Die  Ebene  A^g^  trifft  femer  die  Seite  von  drei  Dimensionen  BqG^DqE^ 
in  einer  Graden,  welche  durch  den  Punkt  P^"  geht  und  daher  eine  andre  Seite 
des  Tetraeders  z  B.  BqDqE^  in  einem  inneren  Punkt  P^'"  schneiden  muss.  Das 
Segment  ÄqPq"  ist  der  Durchschnitt  der  Ebene  A^g^  mit  der  Seite  A^BqDqEq, 

Die  Grade  g^  nun,  welche  die  Seite  A^Pq'  des  Dreiecks  A^Pq'Pq"  in 
einem  inneren  Punkt  Pq  trifft,  muss  eine  andre  Seite  in  einem  inneren  Punkt 
schneiden  (Satz  HI,  §  51)  und  weil  das  Dreieck  A,Pq'Pq"  im  Innern  des 
Pentaeders  liegt,  so  muss  die  Grade  g^  wenigstens  eine  andre  Seite  des  Penta- 
eders z.  B.  die  Seite  A^B^^DqE^  in  einem  inneren  Punkt  treffen.  Eine  zweite 
Seite  kann  sie  jedoch  nicht  in  einem  inneren  Punkt  schneiden.  Aus  dem  Vor- 
stehenden geht  bereits  hervor,  dass  sie  die  Seite  (Pq"P^'")  nicht  in  einem 
inneren  Punkt  treffen  kann  imd  mithin  auch  nicht  die  Seite  B^^CqDqEq,  X^, 
der  Durchschnittspunkt  der  Graden  P^l' P^"  mit  der  Ebene  B^^CqEq  muss 
ausserhalb  der  Seite  B,,  CQE^^  liegen  (Satz  III,  §  95)  und  daher  liegt  die  Grade 
AqXq  ausserhalb  des  Dreikants  A^  •  B^CqEq,  Der  der  Graden  g^  und  dei^  Seite 
A^BqCqEq  gemeinschaftliche  Pimkt  liegt  auf  der  Graden  A^X^  und  also  ausser- 
halb des  Pentaeders.  Analog  verhält  es  sich  mit  der  übrigbleibenden  Seite 
AqCqDqEq.     Damit  ist  der  Satz  bewiesen  (Fig.  124). 

Satz  IV,  Eine  Grade,  von  tvelcher  ein  Punkt  im  Innern  des  Pentaeders 
liegt,  schneidet  die  Oherfläelie  desselben  in  zwei  Punkten, 

Wird  analog  dem  Satz  IV,  §  95  bewiesen. 

Satz  V.  Es  gibt  keine  zwei  identischen  Pentaeder,  wddie  eine  Seite  von  drei 
Dimensionen  gemeinschafüich  haben  wnd  deren  gegenüberliegende  Scheitel  auf  der- 
selben Seite  dieser  Seite  liegen. 

Wird  analog  dem  Satz  V,  §  95  mit  Zuhülfenahme  des  Satzes  Vm,  §  144 
bewiesen. 

13. 

Die  Richtungen  oder  der  Sinn  des  Sterns  zweiter  Art,  der  Dreikante  zweiter 
Art  und  der  Vierkante.  —  Die  Richtungen  oder  der  Sinn  des  Ranms  und 

der  Pentaeder. 

§  146.  Def,  I  In  dem  Stern  (P^S^)  bestimmen  die  Richtungen  des 
erzeugenden  Raums  (Def  IV,  §  96)  die  Bichtmigen  des  Sterns,  Als  erzeugender 
Raum  eines  jeden  Sterns  kann  man  den  Raum  tc^^  im  Unendlichgrossen  an- 
sehen (Satz  I,  Def.  I,  §  123). 

Satz  I  Die  Richtungen  des  Sterns  zweiter  Art  werden  durch  die  Biditungen 
eines  Keils  eines  seiner  Dreikante  zweiter  Art  bestimmt. 

Denn  so  verhält  es  sich  auch  mit  den  Richtungen  des  Raums  im  Unendlieh- 
grossen  bezüglich  der  Richtungen  eines  Keils  eines  seiner  Dreikante  (Satz  XVII, 
§  96  und  Bern.  I,  §  116). 
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Zus.  Eine  Richtung  eines  Sterns  bestimmt  gkidie  Richtungen  der  Kelle  seiner 
Dreikante  zweiter  Art  (Zus.  Satz  XVII,  §  96  und  Bern.  I,  §  116). 

Satz  IL  Eine  Richtung  eines  Keils  eines  Dreikants  zweiter  Art  bestimmt 
die  beiden  Richtungen  eines  Sterns,  welchem  das  Dreikant  angeliört,  je  nachdem 
man  ihn  von  dem  eineti  oder  dem  andern  Punkt  im  ünendlichgrossen  der  Kante 
des  Dreikants  betrachtet. 

Denn  eine  Richtung  des  Raums  im  Unendlichgrossen  ist  nur  dann  durch 
die  Richtung  eines  Tripels  von  Strahlen  («i;<&ixCi,)  eines  Dreikants  bestimmt, 
wenn  der  Scheitel  des  Dreikants  gegeben  ist  (Bem.  I,  §  116). 

Satz  HL  Die  Dreikante  zweiter  Art  a^  biC^d^,  b^  a^d^c^,  c^  'd^a^b^, 
dl  '  c^b^a^  eines  Vierkants  aib^c^di  haben  dieselbe  Richtung. 

Denn  dies  ist  auch  mit  den  Dreikanten  im  Unendlichgrossen  des  Vierkants 
der  Fall  (Satz  XIV,  §  96  und  Bem.  I,  §  116). 

Def\  LL.  Die  Richtungen  der  Keile  zweiter  Art  des  Vierkants  heissen  die 
Riehtungen  des  Vierkants.  Mit  denselben  Symbolen  bezeichnen  wir  auch  die 
Richtungen  der  Oberfläche  von  drei  Dimensionen  des  Vierkants. 

Bern.  I.  Bei  dieser  Bezeichnung  folgen  wir  derselben  Regel  wie  bei  dem  Tetraeder 
(Bez.  I,  §  96). 

Satz  IV.  Die  gradeii  Pemiuiationen  in  dem  Symbol  a^biC^d^  eines  Vier- 
kants geben  eine  seiner  Richtungen,  die  ungradeti  die  entgegengesetzte  (Satz  XV, 
§  96  und  Bem.  I,  §  116). 

Satz  V  Wenn  zwei  Dreikante  zweiter  Art,  welche  zwei  Vierkanten  eines 
Sterns  zweiter  Art  afigehören,  gleiche  Richtung  Juiben^  so  sind  auch  die  beide) i 
Vierkante  gleieh  gerichtet  (Satz  XVI,  §  96  und  Bem.  I,  §  116). 

Satz  VI     Wenn  zwei  Dreikante  zweiter  Art  zweier   Vierkante  gleieh  oder 
entgegengesetzt  gerichtet  sind,  so  sind  es  amh  die  beiden  Vierkante. 
Wie  bei  Satz  VH,  §  96. 

Satz  VII  Zwei  Vierkante  a^biCid^,  a^b^Cie^,  die  den  Sclieitel  Pq  und  eine 
Seite  von  drei  Dimensionen  gemeinschaftlieh  haben,  sind  gleich  oder  entgegengesetzt 
gerichtet y  je   nachdem   die  übrigbleibenden  Kanten  rf,   und  e^  auf  derselben  oder 

auf  entgegefigesetzten  Seiten  der  gemeinschafUicheti 
Seite  liegen. 

Denn  im  ersten  Fall  sind  sie  gleichgerichtet, 
weil  es  ihre  Tetraeder  im  Unendlichgrossen  sind, 
im  zweiten  Fall  haben  sie  dagegen  entgegen- 
gesetzte Richtung  (Zus.  I,  Satz  VIII,  Satz  XVI, 
§  96  und  Bem.  I,  §  116)  (Fig.  125). 

Zus.    I.     Zwei   Vierkante   AqBqCqDqEq, 
Aq  '  B^C^^Df^EQ,' deren   Kanten  sich  in   einem 
p.    J5JJ.  Raum    in    denselben    vier   Pmikten    B^C^D^E^ 

schneiden,  haben  gleiclie  oder  entgegengesetzte  Rich- 
tung, je  nachdem  ihre  Scheitel  A^^  und  Aq  auf  derselben  oder  entgegengesetzten 
Seiten  des  gegebenen  Raums  liegen. 
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Denn  in  dem  ersten  Fall  haben  die  Vierkante  Cq'AqBqD^Eq,  Cq'ÄJB^^DqEq 
dieselbe  Richtung  ^nd  mithin  auch  die  Dreikante  zweiter  Art  CqÄq  -  BqDqEqj 
CqA^'  '  BqDqEq  in  dem  Stern  vom  Centrum  Cq,  Dieselben  Dreikante  dagegen 
in  der  entgegengesetzten  Bichtung  ihrer  Kante  betrachtet  d.  h.  in  den  Sternen 
mit  den  Centren  A^  und  A^'  haben  die  entgegengesetzte  Bichtung  wie  die  ersten 
beiden  (Satz  II)  oder  dieselbe  wie  die  Scheiteldreikante  mit  dem  gemeinsamen 
Scheitel  CJ,,  welche  gleichgerichtet  sind  (Zus.  Satz  I,  §  116;  Satz  IX,  §  96; 
Bem.  I,  §  116  und  Bem.  I). 

Die  beiden  Vierkante  Aq-BqCqDqEqj  A^' •  BqCqDqEq  sind  also  gleich- 
gerichtet, weil  es  zwei  ihrer  Dreikante  zweiter  Art  sind  (Satz  VI). 

Zks.  IL  Eine  Richtung  eines  Raums  bestimmt  gleidie  Richtungen  in  den 
Sternen,  deren  Centren  auf  derselben  Seite  des  Rai4ms  liegen,  und  entgegengesetzte, 
wenn  ihre  Centren  auf  entgegengesetzten  Seiten  des  gegebenen  Raums  liegen. 

Satz  VIIL  Sterne  zweiter  Art,  welche  dieselbe  oder  entgegengesetzte  Richtung 
wie  ein  dritter  Stern  haben,  sind  gleichgerichtet. 

Wie  bei  Satz  IX,  §  96. 

Zus.  Zwei  Sterne  zweiter  Art,  van  denen  der  eine  dieselbe  der  andre  die 
entgegengesetzte  Richtung  wie  ein  dritter  Stern  haben,  sifid  entgegengesetzt  gerichtet. 

Satz  IX.  Zwei  Vierkante  a^b^c^d^,  aj>^c^d^,  welche  eine  Kante  gemein- 
sdiafüich  Iwben  und  deren  Seiten  {b^c^d^),  (b^c^dj")  in  Räumen  von  derselben 
oder  entgegengesetzter  Richtung  liegen,  sind  gleich  oder  entgegengesetzt  gerichtet. 

Wird  analog  wie  Satz  X,  §  96  bewiesen. 

Satz  X.  Zwei  Vierkante  Aq-  BqCqDqEq,  Aq-  B^'C^D^E^  mit  demselben 
Scheitel  Aq,  deren  Kanten  einen  Raum  in  zwei  gleich  oder  entgegengesetzt  gerich- 
teten Tetraedern  BqCqD^^E^,  BqCqDqEq  schneiden,  haben  gleiche  oder  entgegen- 
gesetzte Richtung. 

Beweis  analog  wie  bei  Satz  XI,  §  96. 

Satz  XL  Zwei  Vierkante  A^-B^C^B^E^,  A^  ^B^G^D^E^  sind  gleich 
oder  entgegengesetzt  gerichtet,  je  nachdem  es  ihre  Schnitte  BqCqDqEq,  B^C^D^^Eq 

mit  einem  Raum  S^  sind  und  ihre  Scheitel  auf 
derselben  Seite  dieses  Raums  liegen  oder  nieht. 

Sind  dagegen  die  beiden  Schnitte  entgegen- 
gesetzt gerichtet,  so  haben  die  beiden  Vierkante  in 
detn  ersten  Fall  entgegengesetzte,  in  dem  zweiten 
die'iclbe  Richtung. 

Denn  in  dem  ersten  Fall  haben  die  Vier- 
kante  A,  •  B, C, D,E,,  A^  •  B, C,D,E,  dieselbe 
^-  Richtung  (Zus.  I,  Satz  VII). 

Aber  auch  A^'  B^C,,I);E,  und  A^'B^C,;B^E^  sind  gleichgerichtet 
(Satz  X);  daher  sind  es  auch  die  gegebenen  Vierkante  (Satz  VTQ)  (Fig.  126). 

Zus.  I  Zwei  Virrkante  a^b^c^d^,  a/ft/c/rf/,  von  welchen  drei  Kanten  b^c^d^^ 
b^c^di  in  demselben  Raum  von  drei  Dimensionen  liegen  und  deren  Dreikante 
^i^i^i?  K^i^K  dieselbe  Richtung  haben,  sind  gleich  oder  entgegengesetzt  gerichtet. 
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je  nachdem  die  ühriyhlcibenden  Kanten  a^  und  a/  auf  derselben  Seite  des  Baums 
liegen  oder  nicht. 

Haben  dagegen  die  beiden  Dreikante  b^^Cid^,  b^c^d^  entgegemjesetzte  Bichtmig, 
so  si7id  die  beiden  Vierkante  im  ersten  Fall  entgegetigesetzt,  im  ziveiten  gleiehr 
gerichtet. 

Denn  wenn  Eq^  Eq  die  Scheitel  der  beiden  Vierkante  sind  und  man  wählt 
auf  a^bjC^d^y  a^b^ c^dl  die  Punkte  A^B^C^D^j  A^B^C^B^^  so  hahen  in  dem 
ersten  Fall  die  Vierkante  A^-B^G^B^E^^  A^  -  B^C^D^Eq  dieselbe  Richtung 
(Satz  XI). 

Sind  desshalb  die  beiden  Dreikante  zweiter  Art  A^E^-B^  C^Do,  A^'EJ'Bq  CqD,^ 
in  den  Sternen  von  den  Centren  Aq  imd  Aq  und  mithin  auch  dieselben  Drei- 
kante in  den  Sternen  mit  den  Centren  Eq  und  Eq  gleich  gerichtet,  so  sind  es 
auch  die  Vierkante  Eq- A^B^CqÜ^,,  E^ -A^B^C^D^  oder  die  gegebenen  Vier- 
kante (Fig.  126). 

Zus.  IL  Zwei  Vierkante  a^b^c^dy^,  a^'b^c^'d^',  von  welchen  zwei  Kanten  b^ 
und  6/  auf  derselben  Graden  liegen  und  entgegengesetzt  gerichtet  sind  und  deren 
Kanten  C|,  c^  sich  in  einem  Punkt  Cq,  d  und  d^  in  einem  Punkt  jQq  schneiden 
und  deren  übrige  Kanten  a^  und  a/  auf  derselben  Seite  des  Baums  c^c^d^d^ 
liegen,  haben  entgegengesetzte  Bichtung. 

Liegen  dagegen  a^  und  a,'  auf  entgegengesetzten  Seiten  dieses  Baums,  so  haben 
die  beiden  Vierknnte  dieselbe  Bichtung, 

Haben  b^  und  6/  gleiclie  Bichtung,  so  sind  im  ersten  Fall  die  beiden  Vier- 
kante gleicfij  im  zweiten  entgegengesetzt  gerichtet. 

Denn  wenn  b^  und  6,'  auf  derselben  Graden  und  entgegengesetzt  gerichtet 
sind  imd  Eq,  Eq  die  Scheitel  der  beiden  Vierkante  sind,  so  haben  die  Drei- 
kante (b^Cidi),  (by'c^dy)  in  dem  Tetraeder 
EqEqCqDq  in  dem  ersten  Fall  entgegengesetzte 
Richtimg.  Um  sich  davon  zu  überzeugen,  braucht 
man  auf  diese  beiden  Dreikante  nur  die  Bezeich- 
nung Eq  •  Eq  CqDq,  Eq  «  Eq  C ,^  D q  anzuwcndcu 
(Satz  XV,  §  96). 

Die   Vierkante   aj)^c^di,    a^'b^c^d^'   sind, 
wenn  a^  und  a/  auf  derselben  Seite  des  Raums 
EqEqCqDq  liegen,  entgegengesetzt,  sonst  gleich 
gerichtet  (Zus.I)  (Fig.  127).    Aehnlich  sind,  wenn 
Fig.  127.  6j  und  6/  dieselbe  Richtung  haben,  die  Dreikante 

b^c^dyj  by'c{d{  gleich  gerichtet. 
Satz  XII,  Wenn  ein  Vierkant  aj)^c^d^  gegeben  ist  und  man  vertausdit  eine 
ungrade  Anzahl  von  Kanten  mit  ihren  Verlängerungen,  so  erhalt  man  ein  Vier- 
kant  van  entgegengesetzter  Bichtung  zum  gegebenen;  macht  nmn  dagegen  eine 
grade  Anzahl  soklier  Vertauschwngen,  so  hat  dcts  sich  ergebende  Vierkant  dieselbe 
Bichtung, 

Deim  dasselbe  gilt  bezüglich  der  Scheitel  eines  Tetraeders  in  dem  Raum 
im. Unendlichgrossen  (Satz  I,  §  116). 
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riiü.  I.   Zwei  Sdieitelvierkante  (oder  -vielkante)  haben  dieselbe  Richtung  (Satz  I 
und    H,  §  116). 

Zt4S.  IL  Wenn  die  Kanten  eines  Vielkants  denjenigen  eines  andern  paralld 
sind  und  femer  zwei  oder  sämmtliche  vier  Kanten  des  einen  dieselbe  Bichtufig 
wie  diejenigen  des  afidern  haben,  so  sind  die  beiden  Vierkante  gleich,  sonst  ent- 
gegenffesetzt  gerichtet. 

Denn  so  verhalten  sich  ihre  Tetraeder  im  Unendlichgrossen  (Satz  I,  §  116). 
Satz  XIIL    Die  BicMungen  der  Vierkante  Aq-B^C^D^E,^,  Bq-C^B^E^A^^j 
C,,     D,,EqA,^B^„    D,  •  EqAqBqC^,    Eq  '  AqBqCqDq,    wdcfie  dem  Pentaeder 
A^B^C^iB^E^  angehören,  sind  gleich. 

Wenn  in  dem  vorigen  Satz  die  beiden  Kanten  a^  und  a/  sich  in  einem 
Punkt  JKo  trefiFen,  so  liegen  sie  auf  derselben  Seite  des  Baums  AqBqCqBq  und 
man  erhält  alsdann  ein  Pentaeder  AqBqCqB^Eq  (Fig.  124  S.  547). 

Nach  dem  vorigen  Satz  sind  die  beiden  Vierkante  A^-  B^C^B^Eq  und 
B^i'  A(^C^B^^EQ  entgegengesetzt  gerichtet,  während  das  erstere  und  das  Vier- 
kant Bq  •  C^BqEqA^  dieselbe  Richtung  haben  (Satz  XV,  §  96  und  Satz  X). 
Dasselbe  gilt  von  den  übrigen  Vierkanten. 

Satz  XIV.  Eine  grade  Anzahl  Permutai^ionen  der  Scheitel  eines  Pentaeders 
gibt  eine  Richtung  des  Baums  S^,  eine  ungrade  die  entgegengesetzte  Bichtufig, 

Da  man  in  jedem  Vierkant  des  Pentaeders  z.  B.  Aq  -  B^CqBqE^  dieselbe 
Bichtung  erhält,  wenn  man  der  Permutation  B^^C^B^E^  eine  beliebige  grade 
Permutation  der  vier  Scheitel  substituirt  und  da  man  andrerseits,  wenn  man 
die  Scheitel  A^^  JB„,  Cq,  Bq,  Eq  der  fünf  Vierkante  des  Pentaeders  festhält 
und  mit  ihren  Symbolen  die  eben  angegebene  Operation  vornimmt,  sämmtliche 
grade  Permutationen  der  fünf  Scheitel  Aq  Bq  Cq  Bq  Eq  erhält,  so  ist  damit 
der  Satz  bewiesen. 

Bef,  III  Die  Bichtungen  eines  Vierkants  eines  Pentaeders  heissen  die 
Richtungen  des  Pentaeders. 

Bern.  IL  Für  die  Richtungen  des  Raums  S^  gilt  eine  analoge  Definition  wie  bei  dem 
Raum  S^  (Def.  IV,  §  96). 

Satz  XV.  Bie  Bichtungen  des  Baums  S^  werden  durch  diejenigen  eines  Keils 
eines  Breikants  zweiter  Art  bestimmt. 

Denn  so  ist  es  auch  mit  denjenigen  eines  seiner  Sterne  zweiter  Art  (Satz  1). 

Zus.  Eine  Bichtung  des  Baums  bestimmt  gleiche  Bichtungen  seifier  Breikante 
zweiter  Art,  deren  Axe  durch  einen  Punkt  begrenzt  ist  (Def  I,  §  142). 

Wird  wie  Zus.  Satz  IX,  §  61  bewiesen. 

Satz  XVI  Eine  Bichtung  eines  Breikants  zweiter  Art  bestimmt  die  beiden 
Bichtungen  des  Baums,  je  nachdem  man  es  von  dem  einen  oder  dem  andern  Punkt 
im  Unendlichgrossen  der  Kante  betrachtet  (Satz  II). 
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14. 

Die  Richtniigen   der  identisehen  Figuren.  —  Congrnente  und  symmetrische 

Figuren. 

§  147.  JDef,  L  Zwei  Punkte,  welche  denselben  Abstand  von  einem  Raum 
Ä,  haben  und  auf  derselben  Normalen  zu  diesem  Raum  liegen,  heissen  sym- 
metrisch bezüglich  des  Baums  S^,  welcher  der  Symmetrieraum  ist. 

Und  zwei  Figuren  sind  bezüglich  eines  Raums  von  drei  Dimensionen  sym- 
metrisch, wenn  die  Punkte  der  einen  symmetrisch  zu  den  Punkten  der  andern  sind. 
Zus.     Die  leiden  Tlieile  des  Raums  S,,  in  tvelche  er  durch  einen  Raum  S^ 
zerlegt  tvird,  sind  bezüglich  dieses  Raums  symmetrisch. 
Wird  wie  Zus.  I,  Def.  §  97  bewiesen. 

Satz  I.  Ein  Segment  hat  zur  symmetrischen  Figur  bezüglich  eines  Raums 
Ä,  ein  andres  ihm  gleiches  Segnumt  und  die  Gradeti  der  beiden  Segmente  treffen 
sieh  in  einem  Funkt  dieses  Raums. 

Sind  zwei  Paare  symmetrischer  Punkte  Aq^  -^„';  Bq,  Bq  gegeben,  so  sind 
die  beiden  Graden  A^A^^',  BqBJ  parallel,  weil  sie  senkrecht  auf  demselben 
Raum  iSj  von  drei  Dimensionen  stehen  (Zus.  IE,  Satz  ü,  §  128)  und  liegen  in 

einer  auf  Ä,  senkrechten  Ebene  (Satz  11,  §  130), 
welche  ihn  in  einer  Graden  SqSq   schneidet,  wenn 
^^  Sq  und  Sß'  die  Durchschnittspunkte  der  Graden 

AqAqj  BqB^I  mit  dem  Raum  Ä,  sind  (Fig.  128). 


\s'  Die  beiden  Segmente  {A^B^^^  {A^^B^   sind  be- 

-f—-         züglich  der  Graden  S^S^  symmetrisch  und  mithin 

\     j  ^        auch  bezüglich  des  Raums  S^,  weil  ein  Loth  auf 
^y^i  die   Grade   S^S^  in   der  genannten  Ebene   auch 

senkrecht  auf  dem  Raum  Ä,  steht.    Die  Graden  der 
j,j    ,3g  beiden  Segmente  schneiden  sich  mithin  in  einem 

Punkt  der  Graden  Sß^. 
Satz  IL    Eine  Ebene  (oder  ein  Raum)  ist  einer  anderyi  Ebene  (oder  einem 
Raum)  symtnetrisch,  iveldie  (welcher)  die  ersterc  (den  ersteren)  in  einer  Graden 
(Ebene)  des  Symmetrieraums  schneidet. 

Wie  bei  Satz  11,  §  97.  Für  den  zweiten  Theil  braucht  man  nur  den 
Satz  XIV,  §  122  zu  Hülfe  zu  nehmen. 

Satz  IIL     Zwei  bezüglich  eitles  Raums  von  drei  Dimensionen  symmetrische 
Vierlc^nte  sind  identisch  und  entgegengesetzt  gericidet 
Beweis  analog  wie  bei  Satz  IV,  §  97. 

§  148.  Satz  L  Der  Zu^ammenfiemg  zwisclien  zwei  identiscJien  Figuren  des 
Raums  S^  ist  vollständig  durc/i  zwei  sich  entsprechende  gleiche  Vierkante  bestimmt. 

^1  ^1  ^1  ^1  ?  CLib^c^dy'  seien  die  beiden  Vierkante  mit  den  Scheiteln  A^y  A^  (Fig. 
129).  Nimmt  man  auf  den  Kanten  des  ersten  die  vier  Punkte  J5„,  C^,  D^y  Eq  und 
auf  den  entsprechenden  des  zweiten  die  Punkte  BJ ,  CJj',  D^',  Eq  in  demselben 
Abstand  von  Aq,  wie  die  Punkte  B^,  Cq,  Dq,  Eq  von  Aq,  so  sind  die  Dreiecke 
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Ä^^Ji^^C^^,  A^IBJ^C^  gleich,  weil  sie  zwei  Seiten  und  den  eingeschlossenen  Winkel 
gleich  haben;  mithin  ist  {ß^C^  -.  [ß^  Cq) .  Die  Kanten  der  zwei  Tetraeder 
Bf^C^BQEQj  BqCqB^Eq  sind  daher  gleich  und  die  beiden  Pentaeder  -4^-Bj,CJ,Z)o-Eo, 
ÄqBq  CqBqEq   sich  entsprechende  Figuren. 


Wg.  189. 

\ 

Fq  sei  nun  ein  Punkt  der  ersten  Figur;  wir  verbinden  ihn  mit  Ä^.     Die 

Grade  A^^Fq  triflFt  den  Raum  der  gegenüberliegenden  Seite  B^CqB^Eq  in  einem 
Punkt  X^.  Da  die  Figur  des  Raums  BqCqBqEq  mit  derjenigen  des  Raums 
B^!^C^'BqE^  identisch  sein  muss,  so  folgt  daraus  (Satz  I,  §  98),  dass  es  in  der 
letzteren  einen  dem  Punkt  Fq  entsprechenden  Punkt  Fq  geben  muss.  Nimmt 
man  auf  dqr  Graden  ÄqXJ  einen  Punkt  Fq  derart  an,  dass  (AqFq)  ■  -.  {AqF^ 
und  überdies  {X^Fq)  T-  (XqFq)  ist,  so  wird  Fq  der  dem  Punkt  JF;  ent- 
sprechende Punkt  sein. 

Zun,  I.    Ber  Identitätszu^ammenJunng  zwischen  zwei  identiscl^en  Figurcfi  wird 
durch  zwei  sich  entsprechende  Pentaeder  bestimmt 
Beweis  analog  wie  bei  Zus.  Satz  I,  §  98. 

Ztis,  IL  Zwei  identische  Figuren  können  keine  fünf  sidi  entsprechende  nicht 
in  einein  Raum  von  drei  Biniensi4men  liegende  Bunkte  gemeinschaftJicIi  haben, 

Satz  IL  Ln  dem  Ztisammenhang  zweier  identischer  Figuren  entspricht  der 
Baum  im  UnenMichgrossen  sich  selbst 

Beweis  analog  wie  bei  Satz  ü,  §  98. 

Satz  LLL  Bie  sich  entsprechenden  Vierkante  zweier  ident^dwr  Figuren  de^ 
Raums  S^  haben  dieselbe  oder  die  entgegengesetzte  Richtmig,  je  naclideni  zwei  be- 
liebige von  ihnen  gleich  oder  entgegengesetzt  geriditet  sind. 

Beweis  analog  wie  zu  Satz  HI,  §  98'  (Fig.  129). 

/>/'.  /.  Zwei  identische  Figuren,  deren  entsprechende  gleiche  Vierkante 
dieselbe  Richtung  haben,  heissen  gleidigerichtet  oder  congruent,  im  andern  Fall 
entgegengesetzt  gerichtet  oder  symmetrisciL 

Zus,  L  Zwei  Figuren  sind  congnienty  wetin  sie  einer  dritten  congruent  oder 
symmetrisch  sind. 
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Zns.  IL  Zwei  Figuren  sind  symmetrisch,  wenn  die  eine  einer  dritten  con- 
(jnient,  die  andre  symmetrisch  ist 

Diese  Zusätze  gehen  unmittelbar  aus  dem  vorigen  Satz  in  Verbindung  mit 
Satz  VIII,  §  146  hervor. 

Satz  IV.  Zwei  congruente  Figuren,  welche  vier  sieli  entsprechende  nicht  in 
einer  Ebene  liegende  Punkte  gemeinschaftlich  haben,  faUen  zusammen  und  uenn 
sie  drei  sich  entsprechende  Pimkte  gemeinschaftlieh  luiben,  so  gefi^/ren  alle  Punkte 
der  Ebene  der  drei  Punkte  den  beiden  Figuren  an. 

Beweis  analog  wie  zu  Satz  IV,  §  98. 

Satz  F.  Haben  zwei  syfmnetriseJie  Figuren  mer  sich  entsprecliende  Punkte 
gemeinschaftlich,  so  haben  sie  die  Punkte  des  von  diesen  vier  Punkten  bestimmten 
Ilaums  gemeinschaftlich  und  sind  bezüglich  dieses  Baums  symmetrisch. 

Beweis  analog  wie  zu  Satz  V,  §  98. 

Satz  VI  I}ie  gradlinigen  durch  zwei  Gruppen  von  m  Punkten  bestimmten 
Figuren  sind  identisch,  wenn  die  Segmente,  weldie  m  —  5  dersdbefi  mit  den  übrigen 
und  die  Segmente,  welche  diese  fünf  verbinden,  der  Ordnung  mich  gleich  sind. 

Beweis  analog  wie  bei  Satz  VI,  §  98. 

15. 

Kegel  und  Cylinder,  die  zur  Spitze  eine  Grade  haben.  —  Kegel  und  Cylinder 
erster  und  zweiter  Art,  die  zur  Spitze  einen  Punkt  haben. 

§  149.  Bern.  I.  Die  Ehenen,  welche  eine  Grade  P,  mit  den  Punkten  eines  in  der 
Polarebene  des  Punktes  im  ünendlichgrossen  der  Graden  gelegenen  Kreises  C^  verbinden, 
bestimmen  einen  Kreiskegel,  der  zur  Spitze  die  Grade  Pj  und  die  Pj  mit  dem  Centrum 
von  C ^  verbindende  Ebene  zur  Axenebene  hat.     Die  Eigenschaften   dieses  Kegels  werden 

ähnlich  abgeleitet  wie  beim  Kreiskegel  in  S^  (§  99).  Wir  bemerken 
nur,  dass  jede  Ebene  S^ ,  welche  senkrecht  von  der  ersten  Art  auf 
der  Axenebene  steht  (Def.  I,  §  129),  diesen  Kegel  in  einem  Kreis 
schneidet,  dessen  Centrum  S^  in  dem  Durchschnittspunkt  der  beiden 
Ebenen  liegt  (Fig.  130). 

Der  Kreiscylinder,  welcher  zur  Spitze  eine  Grade  hat,  wird  durch 
einen  Kreis  und  die  Grade  im  Unendlichgrossen  einer  Ebene  erzeugt, 
welche  normal  von  der  ersten  Art  auf  der  Ebene  des  gegebenen 
Kreises  steht. 

Ebenso    erhält    man    den    Kreiskegel,    welcher   zur   Spitze    einen 
Punkt  hat  und  im  Unendlichgrossen  eine  Kugel  und  die  ihr  entgegen- 
gesetzte  Kugel.     Die   Eigenschafben   dieses   Kegels   werden   ebenfalls 
Pig.  130.  analog  wie  beim  Kreiskegel  in  S^  bewiesen,  obwohl  offenbar  ein  vom 

vorigen  verschiedener  Fall  vorliegt.  Wir  entwickeln  hier  nur  die 
Eigenschaften  des  Kegels  zweiter  Art,  welcher  zur  Auflösung  des  Problems  der  Construction 
der  Winkel  zweier  Ebenen  dient,  weil  wir  in  S^  nicht  von  Kreiskegeln  handeln,  in  welche 
der  letztere  Kegel  als  specieller  Fall  eingeschlossen  wäre. 

Bef.  I.  Die  Ebenen,  welche  einen  Punkt  Pq  mit  den  Graden  einer  Cylinder- 
oberfläche  C^  im  Unendlichgrossen  der  Axen  ofi^,  a/;^  (§  117)  verbinden,  bilden 
eine  Figur,  welche  die  Oberfläche  eines  Kreisk&jels  zweiter  Art  heisst.  Der  von 
ihr  eingeschlossene  Theil  des  Raums  S^  heisst  Kreiskegel  oder  Kegel  zweiter 
Art,  von  welcliem  die  genannten  Ebenen  die  Erzewjimgsebenen  sind,  der  Punkt 
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Pq  die  Spitze,  die  Ebenen  P^^a^y.,  Pq^'-^  ^^  Axenebenen  oder  Axen,  der  Cylinder 
Cj,  der  Leitcylinder  der  Kegeloberfläche  und  des  Kegels  zweiter  Art.  Ein  durch 
eine  der  Axenebenen  gehender  Raum  heisst  Diametralraum. 

Ztis.  Die  Kegeloherfläehe  zweiter  Art  ist  eine  Figur  einer  Difnension  be- 
züglich ihrer  Erzeugungsebeiien  und  dreier  Dimensionen  bezüglich  ihrer  Punkte, 

Denn  der  Cylinder  Cj,  ist  bezüglich  seiner  Graden  eine  Figur  einer  Dimension. 

Bern.  IL    Auch  hier  können  wir,  wenn  dadurch  keine  Zweideutigkeiten  hervorgerufen 
werden,  das  Wort  Kegeloberfläche  mit  Kegel  vertauschen. 

Satz  L  Die  Axenebenen  des  Kegels  zweiter  Art  stellen  senkrecht  von  der 
ersten  Art  aufei'nander. 

Denn  die  Axen  des  Cylinders  C^  sind  zwei  Pollinien  (Satz  I,  §  117  und 
Satz  I,  §  129). 

Satz  IL  Eine  Axenebene  und  jede  Erzeugungsebene  sind  gleichwinklige  Ebenen 
(Satz  I,  §  117  und  Def.  HI,  §  140). 

Zus.  Die  Ebenen,  welehe  gleiche  Winkel  mit  ei^ier  gegebenen  Ebene  machen 
und  sie  in  demselben  Punkt  P^  schneiden,  bilden  eifien  Kegel  zweiter  Art 

Denn  die  Graden  im  Unendlichgrossen  der  Erzeugungsebenen  haben  gleichen 
Abstand  von  der  Graden  im  Unendlichgrossen  der  gegebenen  Ebene. 

Satz  IIL  Eine  Ebene  S^,  welclie  durch  die  Spitze  des  Kegels  geht,  eine 
Erzeugungsebene  und  eine  Axenebene  in  einer  Graden  schneidet  und  senkrecht  auf 
einer  derselben  steht,  ist  auch  auf  der  andern  senkredU. 

Denn  die  Graden  im  Unendlichgrossen  der  Erzeugungsebene  und  der  Axen- 
ebene sind  Grade  gleichen  Abstandes  und  die  Grade  im  Unendlichgrossen  der 
Ebene  S^  schneidet  diese  beiden  Graden  und  steht  auf  einer  derselben  recht- 
winklig.    Sie  ist  mithin  auch  senkrecht  auf  der  andern  (Def.  11  und  Satz  IV, 

§  114). 

Satz  IV.  Jeder  liaum,  weicher  durch  die  Spitze  geht  und  senkrecht  auf  einer 
der  Axenebenen  steht,  schneidet  den  Kegel  zweiter  Art  in  einem  Kreiskegel,  welche 
zur  Axe  die  Du/rclischnittsgrade  des  Banims  mit  der  Axenebene  hat 

Denn  jede  auf  einer  Axe  des  Cylinders  C^  senkrechte  Ebene  enthält  zwei 
entgegengesetzte  Kreise  dieses  Cylinders  (Def.  I,  §  117  und  Def.  I,  §  99). 

Satz  V.  Jeder  Raum,  welcher  durch  ehie  der  Axenebenen  geht,  schneidet  die 
Erzeugungsebenen  in  zwei  bezüglich  dieser  Axenebene  symmetrisclien  StrdUenr 
Systemen  (Satz  11,  §  117). 

Satz  VI.  Jeder  Baum,  tvelcher  eine  Erzeugungsebene  enthält,  schneidet  deti 
Kegel  zweiter  Art  in  einer  andern  Erzeugungsebow  (Satz  V,  §  117). 

Satz  VII  Durch  jede  ErzeugemJe  des  Keyds  zweiter  Art  gelten  nur  zwei 
Erzeugungsebenen  (Satz  III,  §  117). 

Satz  VIII  Eine  Ebene,  welche  durch  die  Spitze  des  Kegels  zweiter  Art 
geht,  kann  ihn  in  nicht  mehr  als  zwei  Graden  treffen  und  wenn  sie  ihn  in  einer 
Graden  trifft,  so  trifft  sie  ihn  auch  in  einer  zweiten,  welche  mit  der  ersten  zu- 
sammenfallen kann  (Satz  IV,  §  117). 

Zus.  Jede  Grade  kann  mit  dem  Kegel  flieht  mehr  als  zwei  Punkte  getutin- 
srJuiftlirh  halmi,  welche  zusammenfallen  köfifien. 
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Def.  IL  Eiue  Ebene  welche  den  Kegel  in  zwei  zusammenfallenden  Graden 
trifft,  heisst  Berüh^ungsebene  längs  der  gegebenen  Graden,  welche  Berührtings- 
erzeugende  genannt  wird. 

Jede  Grade,  welche  zwei  zusammenfallende  Punkte  mit  dem  Kegel  gemein- 
schaftlich hat,  heisst  Tangente  in  dem  gegebenen  Punkt. 

Satz  IX.  Alle  Berührungsebenen  längs  einer  Graden  des  Kegels  zweiter  Art 
liegen  in  einem  Raum,  welcher  die  beiden  durch  die  gegebcfie  Grade  gehenden  Er- 
zeugungsebenen  enthält  und  auf  der  durch  die  Grade  normal  zu  der  einen  und 
der  andern  Ebenenaxe  gezogenen  Ebene  senkrecht  steht  (Satz  IX,  §  117). 

Def.  HL  Ein  solcher  Raum  heisst  Berührungsraum  Uings  der  gegebenen 
Graden,  welche  die  Berührungserzeugende  ist. 

Satz  X.  In  dem  Kegel  zweiter  Art  gibt  es  zwei  Systeme  von  Erzeugungs- 
ebenen.  Die  Erzeugungsebenen  verschiedener  Syste^ne  schneiden  sich  in  einer  Graden, 
diejenigen  desselben  Systems  nur  in  der  Spitze  (Satz  VI,  §  117). 

Def.  IV.  Ein  Kreissystem  von  Graden  in  einem  Raum  von  drei  Dimen- 
sionen, welches  eine  gegebene  Grade  zur  Axe  hat  (§  103)  imd  dessen  Graden 
die  Axe  nicht  treffen,  heisst  Kreishyperbolaid.  Seine  Linie  im  Unendlichgrossen 
ist  ein  Kreis  (Satz  X,  §  103;  Def.  I,  §  40  und  Satz  I,  §  84). 

Satz  XL    Eine  auf  einer  Axenebene  vmi  der  ersten  Art  senkrecJite  Eben<? 

trifft  den  Kegel  zweiter  Art  in  eignem  Kreis,  dessen  Centrum  der  DurchscJinitts- 

jmnkt  der  beiden  Ebenen  ist. 

Vq  sei  die  Spitze  des  Kegels.     Eine  Ebene,  welche  auf  der  Axenebene  A^ 

senkrecht  von  der  ersten  Art  steht,  schneidet  A^  in  einem  Punkt  A^  und  eine 

Erzeugungsebene   G^  in  einem  Punkt   6?^.     Die  Grade   GqA^^  steht  senkrecht 

auf  der  Ebene  A^  (Zus.  III,  Satz  I,  §  129)  und 
daher  auch  auf  der  Graden  VqA^.  Die  Ebene 
G^oFo-4^,  ist  normal  von  der  zweiten  Art  zur 
Ebene  J^  und  daher  auch  zur  Ebene  G^   (Satz 

■l^)  ^o^oA  ^^^  desshalb  der  Winkel  der 
beiden  Ebenen  und  {GqA^  also  constant  für 
alle  Erzeugungsebenen  (Satz  X,  §  55).  Damit 
u.  s.  w.  (Fig.  131) 

Satz  XIL  Ein  Baum  Äj,  welcher  senkrecht 
auf  einer  Axetiebetie  steht,  schneidet  den  Kegd 
zweiter  Art  in  einem  Kreishyperboloid. 

Denn  die  Ebene  S^^  von  S^  steht  senkrecht 
auf  der  unendlich  fernen  Graden  a^  j,  der  Axen- 
ebene A^,  Die  Ebene  ä^»  schneidet  den  Cy- 
linder im  Unendlichgrossen  in  zwei  entgegen- 
gesetzten Kreisen.  Die  Graden  g^,  in  welchen 
der  Raum  die  Erzeugungsebenen  schneidet,  machen  daher  denselben  Winkel  mit 
der  Durchschnittsgraden  a^  von  S^  mit  der  Axenebene  A^  (Satz  T,  §  130;  Satz 
lU,  §  110  und  Def.  I,  §  40)  (Fig.  131). 
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Der  Pol  S^j,  von  S^j,  liegt  in  a^,  und  ist  dem  Punkt -^.j,«^  im  Unendlich- 
grossen  der  Graden  a^  conjugirt.  Die  Grade  F^-^j,  sei  in  Äq  normal  zur  Graden 
«1  in  der  Ebene  Ar,  sie  geht  daher  durch  Sq:^.  Von  A^  ziehe  man  in  Äj  die 
Ebene  S^  senkrecht  von  der  ersten  Art  auf  ^^,  welche  mithin  in  Ä,  normal  zu 
a,  ist  (Zus.  m,  Satz  I,  §  129).  Der  Raum  V^S^  geht  durch  den  Punkt  Sq, 
und  steht  daher  senkrecht  auf  dem  Raum  S^  (Satz  I,  §  131  und  Def.  11 ,  §  108). 

Oi'^  sei  die  Pollinie  von  a, ,  und  G^'^  der  Durchschnittspunkt  der  Graden 
g^^  von  G2  mit  der  Ebene  (u^'^Sq^)  also  der  Punkt  im  Unendlichgrossen  der 
Graden  VqGq,  welche  der  Durchschnitt  der  Ebene  G^  mit  dem  Raum  (V^^S^) 
ist.  Die  Graden  g^^  und  a^^  sind  aber  Graden  gleichen  Abstandes  (Def.  I) 
und  da  die  Graden  A^^J,GQJ,  und  Sq^Gq'j,  senkrecht  auf  a^^  stehen,  weil  sie 
auch  die  in  den  Ebenen  ^2^  und  (aj'^SQj,)  liegende  Pollinie  a/«,  trefifen  (Satz 
IX,  §  110),  so  stehen  sie  auch  senkrecht  auf  der  Graden  g^^  (Def.  11  und  Satz 

IV,  §  114).  Weil  femer  (^«,  &V*)  =  y  ist  (Satz  I,  §  108),  so  ist  auch 
(«0.  ^0"*)  ^  Y  (Satz  IV  und  Satz  HI,  §  114).  Die  Grade  S^^  G^' ^  ist  mit- 
hin die  Pollinie  des  Punktes  6r„^  in  der  Ebene  Gq^^Gq^S^^  (Satz  I,  §69) 
d.  h.  also  die  Grade  g^  steht  senkrecht  auf  der  Ebene  V^G^A^  und  mithin 
auch  auf  der  Graden  GqA^^  (Zus.  V,  Satz  I,  §  87).  Dies  gilt  för  jede  Erzeu- 
gende g^\  femer  sind  die  Segmente  {A^G^  gleich  (Satz  XI)  und  die  den  Er- 
zeugenden g^  und  der  Graden  a^  gemeinschaftlichen  normalen  Segmente  liegen 
in  der  Ebene  S^;  folglich  bilden  die  Graden  g^  in  S^  ein  Bjreishyperboloid 
(Satz  X;  XI  und  Vlfl,  §  103  und  Def.  IV). 

Zus.  Jeder  einer  beliebigen  Axeneben^  des  Kegels  zweiter  Art  parallele  Baum 
S^  schneidet  den  Kegel  in  einem  Kreishyperboloid. 

Denn  da  der  Raum  S.^  die  Grade  im  Unendlichgrossen  der  Axenebene  A^ 
enthält,  so  steht  seine  Ebene  im  Unendlichgrossen  senkrecht  auf  der  Graden 
im  Unendlichgrossen  der  andern  Axenebene  A^'  (Satz  HI,  §  110)  d.  h.  S^  steht 
senkrecht  auf  A^\ 

Bern.  III.    Da  (G^oqd  ^0  '<»)  ^  "^»  so  folgt,  dass  di^  Erzeugenden  g^  des  Hyperboloids 

rechtwinklig  zu  den  Erzeugenden  V^G^  des  Kreiskegelö  sind,  welcher  zur  Spitze  F„  und 
zur  Directrix  den  in  der  Ebene  S^  gelegenen  Kreis  hat. 

Es  lässt  sich  nicht  behaupten,  dass,  wenn  der  Raum  S^  und  in  ihm  das  Kreishyper- 
boloid mit  der  Axe  a,  gegeben  ist,  nun  jeder  Punkt  V^  der  Ebene  A^  oder  jeder  Punkt 
Fy  des  in  A^  in  der  Ebene  A^  auf  a,  errichteten  Lothes  mit  dem  Kreishyperboloid  einen 
Kreiskegel  zweiter  Art  bestimmen  müsse.  In  der  That  muss  der  Winkel  G^^V^A^^  weil 
alsdann  G^A^  gegeben  ist,  dem  Winkel  der  beiden  Graden  aj ,  g^  gleich  sein,  was  nicht 
der  Fall  ist,  wenn   V^  ein  beliebiger  Punkt  ist. 

§  150.  Cmistnwtion  der  Winkel  jsweier  Ebenen  mit  Elefuenten  des  endlichen 
Gebiets. 

Mit  Hülfe  der  Construction  der  auf  zwei  Graden  im  Unendlichgrossen  nor- 
malen Segmente  lässt  sich  ein  Kegel  zweiter  Art  construiren,  dessen  Spitze  in 
dem  Durchschnittspunkt  P„  der  beiden  Ebenen  A^,  B^  liegt.  Zu  diesem  Zweck 
wähle  man  in  der  Ebene  B^  eine  Grade  JBj,  die  durch  P^  geht,  und  A^  möge 
ihre   Projection  auf  A^  sein,   welche   im  Allgemeinen  die   Grade  B^  nicht  zur 
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Projection  auf  B^  hat.  Denken  wir  uns  den  Kegel  zweiter  Art  mit  der  Axe 
Ä»  und  einem  dem  Winkel  (Ä^Bi)  gleichen  Winkel  der  Erzeugungsebenen 
construirt. 

Die  Ebene  B^  schneidet  den  Kegel  in  einer  zweiten  Graden  B^.  Die 
Projection  von  B^  auf  A^  sei  A^.  Die  Ebenen,  welche  die  Halbirungslinien 
der  Winkel  (BB^),  (A'Ai)  mit  dem  Punkt  P^  verbinden,  messen  die  Winkel 
der  beiden  Ebenen. 

§  151.  Bern.  Wir  verweilen  hier  auch  nicht  bei  den  Eigenschafben  der  Kugel,  der 
Durchschnitte  mehrerer  Kugeln  und  der  continuirlichen  Systeme  unveränderlicher  Figuren, 
denen  wir  bei  dem  Raum  S    begegnen  werden. 


II.  Kapitel 

Der  Tollständige  Banm  von  vier  Dimensioneii. 

1. 

Die  Hanpteigensehaften  des  voUstAndigen  Baums. 

§  152.  Befn.  I.  Die  Eigenschaften  des  ToUständigen  Raums  von  vier  Dimensionen 
erhält  man  leicht  aus  den  Eigenschaften  des  Ettclid^Bchen  Raums,  wenn  man  als  Mass- 
einheit der  Abstände  die  unendlich  grosse  Einheit  ansieht,  welche  der  Winkeleinheit  ent- 
spricht und  dabei  stets  derselben  allgemeinen  Methode  folgt,  welche  wir  sowohl  bei  dem 
Studium  der  Tollständigen  Ebene  (Theil  I,  Buch  II,  Kap.  II),  wie  bei  der  Untersuchung 
des  Tollständigen  Raums  Ton  drei  Dimensionen  eingehalten  haben  (Theil  I,  Buch  III, 
Kap.  H). 

Jede  Grade,  jede  Ebene  und  jeder  Baum  des  vollständigen  Baums  S^  sind  ebenfalls 
vollständig  und  die  Sätze  der  §§  121  und  122  gelten  in  8^  mit  analogen  Beweisen.  Nur 
hat  man  zu  beachten,  dass  zwei  Grunddinge  (Grade,  Ebene  und  Raum),  welche  einen 
Punkt  gemeinschaftlich  haben,  auch  den  Gegenpunkt  gemeinschaftlich  haben. 

§  153.    Polarfiguren. 

Satis  L  Die  zu  einem  Punkt  canjuffirten  Punkte  liegen  in  einem  Baum  von 
drei  Dimensionen, 

Beweis  analog  wie  zu  Satz  I,  §  108  mit  Hülfe  des  Satzes  I,  §  119. 

Def,  L  Dieser  Raum  heisst  der  Polarraum  des  Punktes  und  seines  Gegen- 
punktes und  diese  Punkte  heissen  die  Pole  des  Baums. 

Bem.  L  Der  Polarraum  eines  Punktes  ist  ein  absoluter  Grenzraum  bezüglich  der 
JSkiclid' Bchen  Einheit  um  den  Punkt  im  allgemeinen  Raum  und  ist  der  Raum  im  Unend- 
lichgrossen eines  jeden  Punkts  des  ^ucZ^Tschen  Gebiets  des  Raums  Ton  yier  Dimensionen 
um  den  gegebenen  Punkt  (Satz  I,  §  123;  üebereink.  §  28  und  Bem.  §  31). 

Zus.  L  Der  Polarraum  eines  Punkts  des  Polnrraums  eines  andern  Punkts 
geht  durch  diesen  Punkt 

Zus.  IL  Jeder  durch  einen  Punkt  geJwnde  Baum  ist  dei'  Polarraum  ziceier 
Gegenpunkte  des  Polarraum^  des  gegebenen  Punktes. 

Beweis  analog  wie  bei  Zus.  lU,  Satz  I,  §  108. 

Yeronett,  Geometrie.  86 
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2w5.  IIL  Die  Polargrade  oder  Polard)ene  eines  Punktes  Aq  in  einer  Ebene 
oder  einem  Baum,  welcher  Aq  enthalt,  liegt  in  dem  Durchschnitt  mit  dem  Polar- 
räum  von  A^. 

Wie  Zus.  IV,  Satz  I,  §  108. 

Def,  IL  Zwei  Räume,  von  welchen  der  eine  die  Pole  des  andern  enthält, 
heissen  conjugirt 

Satz  IL  Die  Polarräume  der  Punkte  einer  Graden  gehen  durch  eine  Ebene 
und  die  Polarräume  der  Punkte  dieser  Ebene  gehen  durch  die  Grade. 

Beweis  analog  wie  bei  Satz  IE,  §  108. 

Def.  IIL  Eine  Grade  und  eine  Ebene,  welche  den  Bedingungen  des  vorigen 
Satzes  genügen,  heissen  conjugirte  Polargrade  und  -ebene  oder  nur  Polargrade 
und  -ebene. 

Zus.  Die  Segmente,  deren  Enden  in  eirur  Polargraden  und  -ebene  liegen, 
sind  rechte. 

Denn  die  Punkte  der  Graden  sind  den  Punkten  der  Ebene  conjugirt. 

Satz  IIL    Jeder  Raum  luü  zwei  Gegenpunkte  zu  Polen. 

Denn  die  Polarräume  von  vier  nicht  in  einer  Ebene  liegenden  Punkten 
des  gegebenen  Raums  schneiden  sich  in  zwei  Gegenpunkten  A^  und  A^, 
Schnitten  sie  sich  in  einer  Graden  oder  einer  Ebene,  so  lägen  die  vier  gegebe- 
nen Punkte  in  einer  Ebene  oder  einer  Graden  (Satz  II).  Aq  und  A^  haben 
daher  den  gegebenen  Raum  zum  Polarraum. 

Satz  IV.  Die  Pole  der  durch  eifw  Grade  oder  Ebene  gehenden  Päu/me  liegen 
auf  der  Polarebene  oder  -graden  der  gegebenen  Graden  oder  Ebene. 

Beweis  analog  wie  zu  Satz  IV,  §  108. 

Def.  IV.  Zwei  Grimdelemente  A  und  5,  welche  nicht  Polarelemente  von 
S^  sind  (Punkt,  Grade,  Ebene  oder  Raum)  und  welche  nicht  in  einem  Raum 
Sg  liegen,  sind,  sobald  ihre  Bestimmungspunkte  nicht  immer  in  einem  solchen 
Raum  enthalten  sind,  in  S^  conjugirt,  wenn  das  Element  B  in  dem  Polarelement 
von  A  liegt  oder  durch  dieses  Element  geht. 

Bern.  IL  So  sind  z.  B.  zwei  Räume  conjugirt,  wenn  der  eine  derselben  durch  die 
Pole  des  andern  geht,  zwei  Ebenen,  von  denen  die  eine  durch  die  Pollinie  der  andern 
geht  und  zwei  Grade,  von  denen  die  eine  in  der  Polarebene  der  andern  enthalten  ist. 

Liegen  A  und  B  in  einem  Raum  S^,  so  gelten  die  für  diesen  Raum  gegebenen 
Definitionen.  So  sind  eine  Grade  und  eine  Ebene,  welche  sich  in  einem  Punkt  treffen, 
conjugirt,  wenn  in  dem  von  ihnen  bestimmten  Raum  von  drei  Dimensionen  die  Ebene  durch 
die  Pollinie  der  gegebenen  Graden  geht. 

Satz  V.  Ist  ein  Element  C  in  einem  andern  Elefnent  A  enthalten  oder  geht 
es  durch  dieses  Element,  so  geht  das  Polarelefnent  C  von  C  durch  das  Polar- 
element Ä  von  A  oder  ist  in  diesan  Element  enthalten  und  die  Elemente  C  und 
A\  C  und  A  sind  conjugirt. 

Der  erste  Fall  möge  gegeben  sein.  Die  Polarräume  der  Punkte  von  A 
treffen  sich  in  dem  einzigen  Element  A.  Unter  diesen  Polarräumen  befinden 
sich  auch  diejenigen  der  Punkte  von  ü]  diese  gehen  aber  durch  C"  und  mithin 
geht  C  durch  Ä. 

Femer  geht  durch   C  das  Polarelement  von  Ä  und  durch  .4'  das  Polar- 
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element  von  C;  mithin  sind  Ä  und  C,  C  und  A  conjugirt  Der  zweite  Fall 
ist  danach  einleuchtend. 

Z\AS.    Sind  A  und  B  conjugirte  Elemente,  so  genügen  sie  beide  der  Def.  IV. 

Wenn  B  in  dem  Polarelement  A'  von  A  liegt  (Def.  IV)  so  geht  das 
Polarelement  von  B  d.  h.  B'  durch  A  imd  wenn  B  durch  A'  geht,  so  liegt 
jB'  in  ^;  mithin  ist  A  im  ersten  Fall  in  dem  Polarelement  von  B  enthalten 
und  geht  im  zweiten  durch  dieses  Element;  damit  u.  s.  w.  (Def.  IV). 

Satz  VI.  Sind  zwei  Polardemente  gegeben,  so  sind  ztvei  midre  bezüglich  in 
ihnen  enthcdtene  oder  durch  sie  gehende  Elemente  conjugirt. 

A  und  Ä  seien  die  gegebenen^  C  und  D  die  in  ihnen  enthaltenen  Elemente, 
C  und  D'  die  Polarelemente  von  C  imd  D.  Da  C  \ii  A  enthalten  ist,  so  geht 
C  durch  Ä  und  mithin  auch  durch  2);  folglich  sind  C  und  D  conjugirt  (Def. 
IV  und  Zus.  Satz  V). 

Satz  VII  Wenn  A  durdi  B  geht,  so  schneidet  A  das  Polarelement  B'  von 
B  in  dem  Polarelement  J5"  von  B  in  A. 

Denn  die  allen  Punkten  von  B  in  A  conjugirten  Punkte  liegen  in  dem 
Durchschnitt  von  A  mit  B'  und  alle  Punkte  von  B"  sind  in  A  denjenigen 
von  B  conjugirt. 

Satz  VIII  Zwei  co^ijtigirte  Elemente  A  und  B,  ivelche  ein  Element  C  ge- 
meifiscliaftliclh  haben,  schneiden  das  Polarelement  von  C  in  Elementen,  welche  in 
demselben  polar  oder  conjugirt  sind  und  umgekehrt. 

Wir  schliessen  den  Fall  aus,  in  welchem  die  Elemente  A  und  B  in  einem 
Raum  von  drei  Dimensionen  liegen,  denn  alsdann  folgt  das  Theorem  schon  aus 
den  Sätzen  in  §  108  (Bem.  II). 

Sie  können  desshalb  keine  Grade  und  Eben^  sein,  sondern  sind  entweder 
eine  Grade  und  ein  Raum  oder  zwei  Ebenen  oder  eine  Ebene  und  ein  Raum 
oder  zwei  Räume. 

a'  und  ß'  seien  die  Durchschnittselemente  von  A  imd  B  mit  dem  Polar- 
element C  von  C  und  A'y  B'  die  Polarelemente  von  A  und  B.  Jedes  der 
Elemente  A  und  B  kann  nicht  in  dem  Polarelement  des  andern  enthalten  sein, 
welches  in  C  enthalten  ist,  das  mithin  durch  (f  gehen  würde,  während  doch 
zwei  Polarelemente  keinen  Punkt  gemeinschaftlich  haben.  Das  Element  B  ^^ 
EB  (C/S')  geht  durch  das  Polarelement  A'  von  A  =  -  (Ca');  A'  ist  aber  auch  in 
C  enthalten  (Satz  V),  mithin  auch  A'  in  ß',  wenn  es  nicht  ß'  selbst  ist.  Analog 
ist  das  Element  B'  in  C  enthalten  und  in  A  und  daher  auch  in  a\  Die 
Punkte  von  Ä  sind  aber  denjenigen  von  A  und  desshalb  auch  von  dem  in  A 
enthaltenen  B'  conjugirt  und  die  Punkte  von  B'  sind  denjenigen  von  A'  con- 
jugirt, mithin  sind  sie  es  auch  in  C\ 

Die  beiden  Elemente  A'  imd  B'  sind  in  C  polar  und  a'  und  ß'  sind,  wenn 
sie  nicht  in  A'  und  B'  sind,  conjugirt  (Satz  VI). 

Wenn  umgekehrt  die  zwei  Polarelemente  Ä  und  B'  in  C  gegeben  sind, 
so  hat  das  Element  {CB')  ein  in  G'  und  in  A'  enthaltenes  Element  zum  Polar- 
element. Ebenso  ist  das  Polarelement  von  {CA')  in  J9'  enthalten;  mithin  sind 
(CA),  {CB')  conjugirt  (Satz  VI). 

36* 
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Ziis,  I.  Wenn  das  Element  C  kein  Funkt  ist  und  man  wählt  in  C  einen 
beliebigen  Funkt  Cq,  so  schneidet  der  Polar  räum  C,  von  Cq  die  beiden  conjugirten 
Elemente  Ä  und  B  in  Elementen,  die  in  C^  polar  oder  conjugirt  sind. 

Denn  der  Polarraum  C^  von  Cq  geht  durch  C  und  triffib  A  und  B  in 
Elementen  a"  und  ß'\  welche  bezüglich  a  und  ß'  und  mithin  auch  J5'  und  A' 
als  Theile  enthalten.  Das  Element  ß"  hat  (CqB')  zum  Polarelement  und  mit- 
hin ist  B'  das  Polarelement  von  ß"  in  C^  (Satz  VII)  und  a",  ß"  sind  daher 
in  Cj  conjugirt. 

Bern.  III.  Wir  unterlassen  es,  die  unmittelbaren  Ergebnisse  aus  den  vorstehenden 
Theoremen  in  Sätze  zu  fassen  (vergl.  §  108). 

§  154.  Bern.  Wie  für  den  vollständigen  Raum  von  drei  Dimensionen,  so  wird  auch 
die  Identität  des  vollständigen  Raums  S^  um  seine  Punkte,  seine  Graden  und  seine  Ebenen 
und  diejenige  seiner  Theile  bezüglich  eines  jeden  seiner  Räume  S^  bewiesen. 

§  155.     Senkrechte  Grundelemente.  ^) 

Bern.  I.  Da  eine  Grade  und  eine  Ebene,  welche  durch  einen  der  Pole  eines  Raums 
iSij  gehen,  auch  den,  welcher  der  Gegenpuukt  des  gegebenen  Pols  ist,  enthalten,  so  können 
wir,  wenn  Zweideutigkeiten  ausgeschlossen  sind,  auch  von  dem  Pol  eines  Raums  S^ 
sprechen. 

Sat0  L    Die  Segmente  eines  Eaunis  dienen  als  Mass  für  die  Winkel  um  die 

Fole  des  Raums. 

Wie  bei  Satz  I,  §  110. 

Bern.  II.  Die  Definitionen  von  aufeinander  senkrechten  Grundelementen,  welche  in 
dem  Euclid'Bchen  Gebiet  des  Raums  S^  um  einen  Punkt  gegeben  wurden,  gelten  auch  für 
den  vollständigen  Raum  S^. 

Zus.  I.  Wenn  zwei  Grunddemente  (Grade ^  Ebenen  und  Bäume),  wdcJie 
nur  einen  Funkt  gemeinschaftlich  Jiaben,  den  Folarraum  des  Funktes  in  cofiju- 
girte^i  Elementen  schneiden,  so  stehen  sie  senkrecht  aufeinander. 

Satz  IL  Zwei  conjugirte  Grundelemente,  tvdche  ein  DurclischniUseletnent 
gemeinschaftlich  Jwhen,  stellen  senkrecht  aufeinatider  und  umgekehrt. 

A  und  B  seien  diese  beiden  Elemente  und  C  (Punkt,  Grade  oder  Ebene) 
das  gemeinschaftliche  Element.  Ist  C  ein  Punkt,  so  ist  das  Theorem  der  Zu- 
satz zu  Satz  I;  in  den  übrigen  Fällen  folgt  es  aus  Zus.  I,  Satz  VIII,  §  153. 

Zus.  I.  Eine  auf  eifiem  Raum  senkrechte  Grade  steht  senkrecht  auf  allen 
Graden  dieses  Raums,  welche  durch  den  Durchschnitispunkt  des  Raums  mit  der 
gegebenen  Graden  gelien. 

Beweis  analog  wie  zu  Zus.,  Satz  11,  §  110. 

Zus.  IL  Eine  auf  einer  andern  senkrechte  Ebene  steht  senkrecht  auf  allen 
Graden  dieser  Ebene,  uelche  durch  den  DurcJischnittspunkt  der  beiden  Ebenen 
gellen. 

B^,  C^  seien  die  beiden  Ebenen,  Aq  ihr  gemeinschaftlicher  Punkt  luid  A^ 
der  Polarraum  von  Aq,  welcher  J?^,  C^  in  zwei  Graden  B^,  C^  schneidet,  die 
in  A^  polar  sind  (Satz  II).     Die  Grade  A^^Cq,  welche  A^  mit  einem  Punkt  Cq 


1)  Hier  sind  die  Grundelemente  nicht  wie  in  Def.  I,  §  67  der  Einl.  identisch,  sondern 
sind  Punkte,  Grade,  Ebenen  und  RUume  von  drei  Dimensionen. 
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von   Ci    verbindet,   steht   auf  der   Ebene   B^   senkrecht,   weil   in    dem   Raum 

(jB^Q  der  Punkt  C^  der  Pol  der  Ebene  B^  ist. 

ZtiS.  HL  Bie  durch  ein  Element  A  gehenden  Elemente  stehen  auf  dem 
Pohrelement  Ä  senJcredit 

Denn  ihre  Polarelemente  liegen  in  dem  Element  A'  (Satz  V,  §  153),  sind 

mithin  mit  Ä  conjugirt  und  haben  mit  A'  wenigstens  einen  Punkt  gemein- 
schaftlich. 

Beisp.  Die  durch  einen  Punkt  gehenden  Graden,  Ebenen  und  Räume  stehen  auf  dem 
Polarraum  dieses  Punktes  senkrecht. 

Zus.  IV,  Bie  auf  eitlem  Element  A  senkrecliten  Elemente,  welche  nicht  mit 
A  in  demselben  Baum  ä,  enÜialten  »ind,  gelten  durch  das  Polarelement  A\ 

Denn  sie  sind  dem  Element  A  conjugirt  und  in  dem  Element  A  nicht 
enthalten. 

Beisp.  Die  auf  einem  Raum  senkrechten  Graden,  Ebenen  und  Räume  gehen  durch 
die  Pole  dieses  Raums. 

Sat^  III.  Jede  Grade,  welche  eine  Orade  und  ihre  Polarcbene  schneidet, 
steht  auf  beiden  senkrecht  und  umgekehrt  trifft  jede  Grade,  welche  die  Grade  (odef 
Ebene)  schneidet  und  senkrecht  auf  der  Graden  (oder  Ebene)  steht,  die  Ebene 
(oder  Grade)  in  einem  Punkt. 

Denn  üj,  B^  seien  die  Grade  und  die  Polarebene,  S^  die  Transversale. 
Die  Ebene  S,  B^  schneidet  die  Ebene  B^  in  einem  Punkt,  welcher  in  der  Ebene 
S^B^  der  Pol  der  Graden  B^  ist;  mithin  steht  die  Grade  6\  senkrecht  auf  B^. 
Analog  schneidet  der  Kaum  S^B^  die  Grade  üj  in  dem  Pol  der  Ebene  iJ^  in 
diesem  Raum  (Satz  VII,  §  153);  daher  steht  S,  senkrecht  auf  der  Ebene  ü^. 

Die  Umkehnmg  des  Satzes  ist  einleuchtend. 

Satz  IV.    Zwei  Bäume  haben  eine  einzige  senkrechte  Grade  gemeinscluifüich. 

Nämlich  die  Grade,  welche  die  beiden  Pole  verbindet. 

Satz  V.  Ein  Baum  und  eine  Ebene  haben  eine  senkrechte  Ebene  und  nur 
eine  normale  Grade  genieinschaftlidi,  weldie  beide  schneidet 

Nämlich  die  Ebene,  welche  den  Pol  des  Raums  mit  der  Polargraden  der 
Ebene  verbindet. 

Die  Grade,  welche  die  Pole  des  Raums  mit  dem  Punkt  verbindet,  in  wel- 
chem die  senkrechte  Ebene  die  gegebene  Ebene  schneidet,  ist  das  verlangte 
Loth  (Zus.  m,  n,  Satz  TL). 

Satz  VI.    Ein  Baum  und  eine  Grade  haben  einen  senkrechten  Baum  und  ' 
nur  eine  senkrechte  Grade  gemeinschaftlich,  welche  beide  schneidet. 

Nämlich  den  Raum,  welcher  die  Pole  des  gegebenen  Raums  mit  der  Polar- 
ebene der  Graden  verbindet.  Die  Grade,  welche  die  Pole  des  Raums  mit  dem 
Punkt  verbindet,  in  welchem  die  gegebene  Grade  den  gemeinschaftlichen  nor- 
malen Raum  schneidet,  ist  das  einzige  gesuchte  Loth. 

Satz  VII.  Drei  oder  vier  Bäume  haben  eine  normale  Ebene  oder  einen  nor- 
malen Batim  getneinschaftlich. 

Nämlich  die  Ebene  oder  den  Raum,  welche  durch  die  Pole  der  drei  oder 
vier  Räume  bestimmt  werden. 
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Satz  VIIL  Zwei  nicht  in  einem  Baum  von  drei  Difnens^ionen  liegende  Ebenen 
haben  zwei  senkrechte  Grade  r/emmischafüich. 

Denn  R^,  S^  seien  die  beiden  Ebenen,  JZ^  und  S^  ihre  Polargraden;  jede 
Grade,  welche  die  Graden  R^  und  S^  und  die  Ebenen  R2  und  82  schneidet,  ist 
ein  gemeinschaftliches  Loth  auf  die  beiden  Ebenen.  Der  durch  die  beiden 
Graden  JBj,  8^  bestimmte  Raum  triflft  die  beiden  Ebenen  in  zwei  Graden  ü^', 
Ä/,  welche  in  diesem  Raum  die  Pollinien  von  IZj,  8^  sind.  Nun  weiss  man, 
dass  die  vier  Graden  Uj,  S^,  JB/,  iS/  nur  zwei  Transversalen  gemeinschaftlich 
haben,  welche  gemeinschaftliche  Lothe  auf  den  beiden  ersten  (Satz  X,  §  117 
imd  Satz  VIII,  §  110)  imd  mithin  auf  den  beiden  Ebenen  sind. 

8atz  IX.    Eine  Grade  und  eine  Ebene  oder  zwei  Grade,  welcJhe  sich  nicht 
schneiden,  haben  zwei  Lothe  getfieinscliafüicli. 
Der  Beweis  ist  dem  vorigen  analog. 

§  156.  Bern,  I.  Die  Sätze  des  §  134  über  den  Abstand  eines  Punktes  von  einem 
Kaum  von  drei  Dimensionen  gelten  auch  in  dem  vollständigen  Raum  S^.  Der  kleinste 
und  der  grösste  Abstand  eines  Punktes  von  einem  Raum  von  drei  Dimensionen  sind  supple- 
mentär. Dagegen  gelten  in  dem  vollständigen  Raum  die  Eigenschaften  der  Abstände  pa- 
ralleler Graden,  Ebenen  und  Räume  nicht.  Dafür  kommen  in  dem  vollständigen  Raum 
andre  Eigenschaften  hinzu,  nämlich  der  Segmente,  welche  auf  zwei  Graden,  einer  Graden 
und  einer  Ebene,  zwei  Ebenen  oder  schliesslich  auf  zwei  Räumen  von  drei  Dimensionen 
senkrecht  stehen,  von  welchen  die  Enden  in  den  betreffenden  Elementen  liegen  und  welche 
die  kleinsten  und  grössten  Abstände  der  Punkte  des  einen  Elements  von  den  Punkten  des 
andern  angeben.  So  beweist  man  mittelst  des  Identitätszusammenhangs  (Satz  III,  §  15), 
dass  zwei  solche  Elementepaare,  wenn  sie  dieselben  Abstände  haben,  identisch  sind. 

Für  die  Winkel,  die  Dreikante  zweiter  Art,  die  Vierkante  und  Pentaeder,  f3r  die 
Richtungen  der  Figuren,  die  congruenten  und  symmetrischen  Figuren  beweist  man  die 
analogen  Sätze  wie  in  dem  ii^/cZirf'schen  Raum,  indem  man  dasselbe  Verfahren  einschlägt 
wie  bei  der  vollständigen  Ebene  und  dem  vollständigen  Raum  von  drei  Dimensionen.  Es 
ist  zu  beachten,  dass  in  dem  vollständigen  Raum  S^  zwei  entgegengesetzte  Figuren  sym- 
metrisch sind,  wie  in  der  vollständigen  Ebene.  Ebenso  werden  die  Kegeloberflächen,  die 
Kugeloberfläche  und  die  Kugel  des  vollständigen  Raums  S^  definirt  und  ihre  Eigenschaften 
auf  analoge  Art  nachgewiesen. 

Aehnlich  verföhrt  man  bei  den  stetigen  Systemen  unveränderlicher  Figuren,  unter 
welchen  das  Parallelsystem  fehlt. 


Buch  n. 

Der  Enclid'sche  Baum  Yon  n  Dimensionen. 


I.  Kapitel. 

Der  Enclid'sche  Banm  yon  n  Dimensionen. 

1. 

Deflnition  und  Constrnction  des  Sterns  (n— 2)^'  Art  und  des  Raums  von 

n  Dimensionen. 

§  157.  Bern.  L  Aus  der  Construction  des  Sterns  zweiter  Art  also  auch  des  Raums 
von  vier  Dimensionen  und  aus  der  Untersuchung  ihrer  Grundeigenschafben  leiten  wir  jetzt 
leicht  die  Construction  der  Sterne  höherer  Art  und  der  Räume  einer  beliebigen  gegebenen 
Anzahl  n  von  Dimensionen  ab. 

Der  Raum  von  fünf  Dimensionen  wird  durch  einen  Raum  Ton  vier  Dimensionen  und 
einen  Punkt  ausserhalb  desselben  erzeugt,  der  Raum  von  sechs  Dimensionen  durch  einen 
Raum  Yon  fünf  Dimensionen  und  einen  Punkt  ausserhalb  desselben  u.  s.  w. ,  der  Raum  von 
m  Dimensionen  durch  einen  Raum  von  m — 1  Dimensionen  und  einen  Punkt  ausserhalb 
desselben  (Def.  II  und  Bem.  11,  §  2). 

Def.  L    Wir  bezeichnen  im  Allgemeinen  einen  Kaum  von  m  Dimensionen 

mit  dem  Symbol  S^n-    Unter  einem  Baum  von  Null  Dimens^ionen  verstehen  wir 

den  Punkt,  von  einer  Dimension  die  Grade,  von  zwei  Dimensionen  die  Ebene. 

Bern,  II.  Die  Def.  I  ist  angemessen  hinsichtlich  der  allgemeinen  Sätze,  die  wir  be- 
weisen werden.  Die  Grundräume  des  Raums  von  n  Dimensionen  sind  der  Punkt,  die 
Grade ,  die  Ebene ,  der  Raum  Ton  drei  u.  s.  w.  bis  w  -  1  Dimensionen. 

Bem.  III.  Die  Hauptsätze,  welche  wir  in  den  folgenden  Paragraphen  für  den  Raum 
von  n  Dimensionen  aufstellen  werden,  umfassen  grossentheils  als  specielle  Fälle  die  früher 
gegebenen  Eigenschaften  der  Graden,  der  Ebene  und  des  Raums  von  drei  und  vier  Di» 
mensionen. 

Satz  L  Jede  Grade,  wdeJie  zwei  Punkte  mit  einem  Baum  Sm  von  m  Dirnen- 
s^ionen  gem^nschaftlieh  hat,  liegt  vollständig  in  diesem  Baum, 

Der  Beweis  ist  ähnlich  wie  bei  dem  Raum  von  drei  und  vier  Dimensionen 
(Satz  n,  §  82  u.  §  121),  vorausgesetzt  dass  der  Satz,  der  schon  für  n«=2  gilt, 
für  den  Raum  5„-i  gültig  ist  (Satz  IV,  §  46). 

Bern.  IV.    Wir  nehmen  an,  jeder  Raum  S^  (m  <  n)  sei  die  gradlinige  von  w  +  1 

seiner  Punkte,  welche  nicht  in  einem  Raum  niedrigerer  Dimension  liegen,  bestimmte 
Figur,  wie  es  bei  der  Graden,  der  Ebene,  den  Räumen  von  drei  und  vier  Dimensionen  der 
Fall  ist  (siehe  Bem.  VI). 
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Def,  IL  Unter  iifiabhängigen  Räumen  in  dem  allgemeinen  Raum  verstehen 
wir  die  Räume,  deren  Bestimmungspunkte  imabhängig  sind  (Def.  I,  §  15).*) 
r  Punkte  sind  aber  in  S„^  (r  >  m  +  1)  oder  einem  Raum  höherer  Art  unab- 
hängigy  wenn  sie  nicht  in  einem  Raum  Sm-^i  oder  in  Räumen  niedrigerer  Di- 
mension liegen.    Dasselbe  sagt  man  von  zwei  oder  mehr  Räumen  in  S,„. 

Satz  IL  Ein  Baum  Sm,  welcJier  m  + 1  unabhängige  Punkte  mit  dem  Baum 
Sn  gemeinschafüich  hat,  liegt  vollständig  in  Sn- 

Deim  nach  unsrer  obigen,  Hypothese  liegen  die  Graden^  welche  ihn  zu- 
sammensetzen, in  Sn  (Satz  I  imd  Def.  I,  §  9). 

Bern.  V.  Der  Stern  n  —  2*®'  Art  ist  eine  Figur  von  n — 1  Dimensionen  bezüglich 
seiner  Graden  oder  seiner  Strahlen,  da  S^_|  bezüglich  seiner  Funkte  eine  solche  Figur 
ist  (Einl.  §  110). 

Satz  IIL  Ein  Baum  Sn  wird  durch  einen  seiner  Bäume  Sn^i  und  durch 
einen  heliebigen  seiner  Punkte  ausserhalb  5«—i  erzeugt 

Wird  bewiesen  wie  bei  dem  Raum  von  drei  und  vier  Dimensionen  (Satz 
IV,  §  82  und  §  121)  unter  Zuhülfenahme  des  Satzes  11  und  der  Bem.  IV. 

Zus,  w  +  1  unabhängige  Punkte  bestimmeti  einen  Baum  von  n  Dimensionen 
und  dieser  wird  durch  n  +  1  seiner  unabhängigen  Punkte  bestimmt 

Denn  der  Raum  5«  wird  durch  einen  seiner  Räume  von  n — 1  Dimen- 
sionen d.  h.  durch  n  Pimkte,  welche  diesen  Raum  bestimmen,  und  einen  andern 
Punkt  ausserhalb  desselben  bestimmt.  Diese  Annahme  gilt  nun  für  n  =  2, 
3,  4;  mithin  ist  sie  allgemein  gültig. 

Bern.  VI.  Besteht  mithin  die  Hypothese  in  Bem.  IV  zu  Recht,  so  gelten  auch  die 
Sätze  II  und  m. 

Satz  IV,  Zwei,  drei,  vier  u.  s,  iv.  n  unabhängige  Grade  eines  Sterns  (n — 2)'*^ 
Art  bestimfuen  ein  Büschel,  wobei  ein  Stern  l'*'",  2'*'',  u,  s.  w.  n — 3'""  Art  dem 
gegebenen  Stern  angehört 

Beweis  analog  wie  zu  Satz  I,  §§82  und  121. 

2. 
Durchschnitte  von  Ränmen  in  dem  Raum  von  n  Dimensionen. 

§  158.  Bern.  I.  Um  sich  zu  überzeugen,  ob  und  in  welchem  Raum  sich  zwei  ge- 
gebene Räume  S^^  und  S^^,  des  Raums  S^  schneiden,  könnte  man  einen  ähnlichen  Weg 

einschlagen  wie  bei  dem  Raum  von  drei  und  vier  Dimensionen  und  zuerst  zeigen,  dass 
eine  Grade,  eine  Ebene  u.  s.  w.  einen  Raum  von  S„    ,  von  S^  in  einem  Punkt,  einer  Graden 

u.  8.  w.  schneiden.  Dies  würde  jedoch  zu  umständlich  sein.  Wir  geben  daher  hier  eine 
allgemeinere  Methode  zur  Bestimmung  der  Dimensionen  des  Durchschnittsraumes  zweier 
oder  mehrerer  gegebener  Räume  sowohl  für  den  Fall,  dass  sie  unabhängig  sind  (Def.  II), 
als  wenn  sie  eine  specielle  Lage  haben. 

Satz  L  Wenn  zwei  Bäume,  S,n  und  Sm^^^,  «+  1  unabhängige  Punkte  gemein- 
schaftlich haben  (und  mithin  atich  den  von  den  gemeinschafüichen  Puiikten  be- 
stimmten Baum  Sa),  so  liegen  sie  in  einem  Baum  Sm-{-r,S^^—a' 

1)  Die  Unabhängigkeit  4  bezieht  sich  hier  auf  die  Bestinmiung  der  Räume  mittelst 
einer  Gruppe  von  Punkten,  dagegen  können  die  Punkte  andre  specielle  Beziehungen  haben. 
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Zwei  unabhängige  Räume  S^  und  Ä,.(»)  werden  in  dem  allgemeinen  Raum 
bezüglich  durch  m  +  1  und  m<*>  +  1  Punkte  bestimmt  (Zus.  Satz  IV,  §  157). 
Sie  gehören  dem  durch  die  m+w^*>  +  2  gegebenen  Punkte  bestimmten  Raum 
jS„4.„.ci)  +  i  an.  Die  Räume  8^  und  S„,co  schneiden  sich  in  keinem  Punkt,  wenn 
sie  unabhängig  sind  (Def.  11,  §  157).  Denn  hätten  sie  einen  Punkt  A^  ge- 
meinschaftlich, so  könnten  wir  ausser  Ä^,  um  Sm  und  Ä,.ci)  zu  bestimmen, 
noch  m  und  wt^'^  unabhängige  Punkte  nehmen;  die  beiden  Räume  Sm  und  Sm^^^ 
würden  daher  in  einem  Raum  S,f,^nP^  liegen. 

Hätten  sie  zwei  Punkte  imd  daher  auch  die  Grade,  welche  sie  verbindet 
(Satz  I,  §  157),  gemeinschaftlich,  so  würden  zu  ihrer  Bestimmung  weitere 
m — 1  Punkte  des  ersten  und  m^^^ — 1  Punkte  des  zweiten  Raums  ausreichen 
und  sie  lägen  mithin  in  einem  Raum  Ton  m  +  w^^^  —  1  Dimensionen.  Aehn- 
lich  verhält  es  sich,  wenn  die  gegebenen  Räume  a  +  1  unabhängige  Punkte 
gemeinschaftlich  haben. 

Satz  IL  Zwei  midbhängige  Bäunie  S^  und  Si,/»)  von  m  und  m^^^  Dimen- 
sionen in  dein  Raum  8n  schneiden  sicli  in  einem  Baum  Sa,  wenn  a  «=  m  + 
-f-  m^^^  —  n  ist 

Es  sei  m>  m^^\  Man  lege  durch  8m  einen  Raum  Sn— i;  Sn  kann  durch 
den  Raum  Sn—i  und  einen  Punkt  Sq  von  S„/'^  ausserhalb  S^—i  erzeugt  werden. 
8„P  schneidet  daher  Sn-i  in  einem  Raum  Sni^^-^i  (Satz  DI,  §  157).  Durch 
Sm  lege  man  einen  in  S«—i  enthaltenen  Raum  5«_2  und  erzeuge  iS«— i  durch 
jS„_-2  und  einen  Punkt  8^^^^  Ton  Sm^^^—i  ausserhalb  S^-g.  iSm^*^— i  triflPb  dann 
8n—2  in  einem  Raum  Sm^^^—2'  Fährt  man  so  fort,  so  kommt  man  zu  einem  Sm 
und  S„y^^n+m+\  enthaltenden  Raum  Sn-(«-ni-i)  =  Ä^+i;  Äm^*^-n+m-i  muss 
aber,  wenn  er  in  Sm  nicht  enthalten  ist,  S„,  in  einem  Raum  5m+m^*^— « 
schneiden.  5„,,  Sm^^^  iu  S^  haben  mithin  wenigstens  einen  Raum  Sa  gemein- 
schaftlich, wenn  a  =  m  -f-  m^^^  —  n.  Träfen  sie  sich  in  einem  Raum  von  mehr 
Dimensionen  als  Sa  hat,  so  sind  sie  in  Sn  nicht  mehr  unabhängig,  weil  sie  in 
einem  Raum  von  einer  geringeren  Anzahl  von  Dimensionen  enthalten  wären. 

Zti^.  Ist  a  =  0,  so  liübmi  sie  nur  eitlen  Punkt,  ist  a  negativ,  Tceinen  Punkt 
gepneinschaftlidi. 

Bern.  IL  Wenn  w  >  w^*^  ist,  so  kann  offenbar  a  höchstens  m^*^  gleich  sein,  in 
welchem  Fall  S^^^ii)  vollständig  in  S^  enthalten   ist.      Wenn    wir   von    Räumen   sprechen, 

welche  sich  schneiden,  so  meinen  wir  immer,  dass  keiner  von  ihnen  vollständig  in  dem 

andern  liege  und  dass  mithin  a  höchstens  gleich  m^*^  —  1  sei. 

Satz  LLL  6+1  unabhängige  Bäume  Sm,  &,(»>,  ••,  ä«.«  des  Baums  Sn 
schneiden  sich  in  einem  Baum  Sp,  wobei 

p  ==  ^m('>  -  sn;  (f  =  0,  1,  •  • .,  s) .  (1) 

Der  Raum  Sa  wird  durch  einen  dritten  Raum  5;,.(«)  in  einem  Raum  Sa^ 
geschnitten,  worin  nach  der  vorigen  Relation 

ai=a  +  in<«)  —  7*  =»  m  +  m('>  +  w^  _  2  n,  (2) 
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Der  Kaum  Sa^  wird  durch  einen  vierten  Raum  jS>/»)  in  einem  Baum  Sa^^. 
geschnitten,  worin 

(3)  a^  =  a^  +  7w^»>  —  n  =  m  +  w<»)  +  w(«)  +  m^^)  —  3  n. 

So  kommt  man  zu  einem  Baum  Sa^_,,  welcher  Ton  einem  (s  +  1)**"  Baum 
Ä/^c«)  in  einem  Baum  Sa  _j  geschnitten  wird,  wobei 

tts-i  =  «5-2  +  ^^'^  —  ♦*  =  //  ^^'^  — ^♦*)  (*  =  0>  1>  •  •  •>  ^)- 

Safer  IV.  5+1  beliebige  Bäume  8my  8^^^^,  •--,  fiUw  in  iS«  schneiden  sich 
in  einem  Baum  Sq,  worin 

2  =  ^m<«)  +  ^rf,-SM;(i  =  0,l,...,5;  *  =  0,  1,  2,  ...,5-1) 

ist  und  dabei  iönnen  einige  oder  alle  Zahlest  d  Null  sein.     Der  Baum  Sq  ist 
unabhängig  von  der  Ordnufig,  in  ivelcher  man  die  gegebenen  Bäume  betrachtet. 

Schneiden  sich  die  Bäume  S,n  und  Sm(^>  in  einem  Baum  Äa+d  statt  in  Sa 
[und,  wie  man  weiss,  kann  a  +  d,  wenn  m  >  w^*^  ist,  höchstens  gleich  m^^^ —  1 
sein  (Bern.  II)],  alsdann  muss  man  in  der  Belation  (2)  a  -{-  d  statt  a  setzen, 
so  dass  sich  die  Bäume  Ä«,  S„.(»),  5«,w  in  einem  Baum  Sa^-^-a  schneiden. 
Nehmen  wir  dagegen  an,  sie  schnitten  sich  in  einem  Baum  Sa^-^-d+a^y  dann 
treffen  sich  die  Bäume  Smy  S„.(o,  S^c«),  Si„c»)   in  einem  Baum  Sa^^d-\-dt,  ^-  s.  w. 

Der  letzte  Theil  des  Satzes  geht  aus  der  Symmetrie  der  Grössen  m^^  und 
dk  in  den  Zahlen  p  imd  j  hervor. 

Zus.  Zwei,  drei,  ...,  n  unabhängige  Bäume  von  n — 1  Dimensionen  in 
Sn  schneiden  sieh  bezüglich  in  einem  Baum  von  n  —  2,  n —  3,  ..•  NuU  Di- 
mensiofien. 

Bern.  HL  Nimmt  man  an  w  >  w^*^  >  ••  •  >  m^'^  und  dass  a  +  d  seinen  Maximal- 
werth  m^*^ —  1  habe,  so  erhält  man  den  grössten  Werth  von  d: 

d  =*  n  —  m  —  1 . 

Ist  dieser  grösste  Werth  von  d  gegeben  und   setzt  man  voraus,   a^  +  d  +  ^i  habe 
seinen  Maximal  werth  nämlich  w^*)  —  1 ,  so  erhält  man  den  grössten  Werth  von  d^ : 

dl  ^==  n  —  w(^^. 

Bei  der  Annahme,  dass  d,  (Zj,  . . ; ,  d^_2  sowohl  als  a,_j  -\-  d  -\-  di  +  . . .  +  <^,— i 
ihre  Maximal werthe  haben,  das  letztere  also  «  w(0  —  i  sei,  findet  man: 

und  alsdann  erhält  man  in  der  That  durch  Substitution  in  den  für  q  gefundenen  Werth 

5r  =  wW— 1. 

Satz  V.  Wenn  eine  in  einem  Baum  von  n  Dimensionen  enGmltene  Figur 
vofi  jeder  nieht  in  Hir  aithaltenen  Graden  des  Bmuns  Sn  in  nur  einem  Punkt 
gesdmitten  uird,  so  ist  sie  ein  Baum  von  n  —  1  Dimensionen. 

Beweis  analog  wie  zu  Satz  VII,  §  85  oder  Satz  XTTT,  §  122. 

Satz  VI.    Wenn  eine  in  dem  Baum  von  n  Dimensionen  enOuütene  Figur 
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von  jedefu  tniabhängigen  Baum  vofi  m  Dhnensionm  in  einem  JPunJct  gesclinitten 
mrdy  so  ist  die  Figur  ein  Baum  von  n  —  m  Dimensionen. 

Denn  zwei  Punkte  der  Figur  bestimmen  eine  ganz  in  der  Figur  liegende 
Grade.  Die  Figur  kann  aber  nicht  eine  einzige  Grade  sein  (Satz  ü),  daher 
muss  es  ausserhalb  der  Graden  noch  andre  Punkte  geben.  Einer  dieser  Punkte 
und  die  Grade  bestimmen  eine  Ebene,  welche  nach  der  Voraussetzung  der 
ganzen  Figur  angehört.  Diese  Ebene  kann  nun  auch  nicht  die  ganze  Figur 
sein,  da  diese  Figur  Ton  jedem  Kaum  Sm  in  einem  Punkt  geschnitten  wird, 
wenn  m  kleiner  als  n  —  2  ist.  Fährt  man  so  fort,  so  findet  man,  dass  in  der 
Figur  ein  Raum  Ton  n  —  m  Dimensionen  enthalten  ist.  Es  können  keine  zwei 
solche  Räume  sein,  weil  alsdann  die  Figur  Ton  jedem  Raum  Sm  in  mehr  als 
einem  Pimkt  geschnitten  würde  (Satz  II). 

3. 
Duale  Räume  m  Sn-  —  Gruudpyramide  va  Sn- 

§  150.  Bern.  Dieser  Abschnitt  ist  bei  der  Graden,  der  Ebene  und  den  KHumen 
von  drei  und  vier  Dimensionen  nicht  behandelt  worden;  es  ist  jedoch  klar,  dass  er  auch 
für  diese  ßäume  gilt,  wenn  man  n  die  Werthe  1,  2,  3,  4  beilegt. 

Dcf.  L  Während  n  unabhängige  Punkte  des  Raums  S«  einen  Raum 
Sa—\  bestimmen,  wird  ein  Punkt  S^  durch  n  unabhängige  Räume  von  m—  1 
Dimensionen  bestimmt  (Zus.  Satz  IV,  §  158). 

Wir  sagen  mithin,  der  Punkt  Sq  und  der  Raum  Sn~-.\  seien  duale  oder 
auch  correlative  Elemente  oder  Bäume, 

Ebenso  heissen  dual  oder  corrdativ  die  Räume,  von  denen  der  eine  durch 
eine  gewisse  Anzahl  unabhängiger  Punkte  und  der  andre  durch  eine  gleiche 
Anzahl  unabhängiger  Räiune  bestimmt  wird. 

S^  hat  den  Raum  Sn—%  zum  dualen  Raum 

^i  }}  Sn^3  ), 

Daraus  folgt: 

Zus,  L    Die  Summe  der  Indexe  ziveier  dualen  Bäume  ist  gleich  n —  1. 
Zus,  IL    Ist  n  =  2m  —  1 ,  so  ist  der  Baum  Sm  dem  Baum  Sm  also  sich 
S€lb&  dual.    Ist  M  =  2  m,  so  hat  Sm  den  Baum  Sm—i  isum  dueden  Baum. 

Satz  I.  Zwei  mmhhängige  duale  Bäume  haben  im  ÄUgefneinen  keinen  Punkt 
gemeinschaftlich . 

Dies  folgt  aus  der  Summe  der  Indexe  der  beiden  Räume  (Satz  IQ,  §  158). 

Satz  IL  Verbindet  man  einen  Baum  Sm  ^lit  den  Punkten,  den  Graden, 
Ebenen  und  Bäumen  eines  dualen  Baums  5»— m-ij  welcher  mit  Sm  keinen  Punkt 
geineinschaftlich  Mi,  so  erliält  man  aUe  durch  Sm  gellenden  Bäume  van  w  +  1, 
m  -f-  2  «.  s.  IV.,  n  —  1  Dimensionen  des  Baums  Sn- 

Denn  verbindet  man  einen  der  beiden  Räume  z.  B.  Sm  mit  den  Punkte?i 
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des  Raums  Sn—m—i,  so  erhält  man  alle  durch  Sm  gehenden  Räume  von  w+  1 
Dimensionen,  weil  jeder  durch  Sm  gehende  Raum  Sm-^i  den  Raum  /Sn—m— i 
in  einem  Punkt  schneidet.  Zwei  Punkte  des  Raums  Sn—m—i  können  nicht  in 
einem  durch  Sm  gehenden  Raum  5^+1  liegen,  denn  sonst  würden  sich  die 
Räume  Sn^m-i  und  Sm-^-i  in  der  Graden  der  beiden  Punkte  schneiden  (während 
sie  sich  doch  im  Allgemeinen  in  nur  einem  Punkt  treflfen)  und  würden  in  einem 
Raum  von  n  —  1  Dimensionen  liegen.  Der  Raum  Sm  würde  mithin  den  Raum 
Sn—m—i  in  einem  Punkt  schneiden,  was  der  Voraussetzung  widerspricht. 

Ztis.  I.  Der  Baum  von  n  Dimensionen  kann  durch  zwei  beli^ige  duale 
Bäume  S„,,  Sn-^m-^i,  welche  keinen  Punkt  gemeinschaftlich  haben,  erzeugt  werden, 
wenn  man  einen  beliebigen  von  ihnen  z.  B,  Sm  i^it  den  Funkten,  Graden,  Ebenen 
und  den  Bäumen  des  andern  verbindet. 

Def.  IL  Die  durch  n  +  1  unabhängige  Punkte  von  Sn  gebildete  Figur 
heisst  Grundpyramide.  Die  gegebenen  Graden,  die  Ebenen  u.  s.  w.  die  Räume 
von  n  —  1  Dimensionen,  welche  je  zwei,  je  drei  u.  s.  w.  je  n  Punkte  ver- 
binden, heissen  bezüglich  Kanten,  ebene  Seiten,  Seiten  von  drei  u,  s.  iv.  von 
n  —  1  Dimensiofien. 

4. 

Anzahl  der  Dimensionen  der  Ränmesysteme  von  gegebenen  Dimensionen 

in  dem  Raum  5». 

§  160.  Bez.  L  Wir  sagen,  ein  System  einer  Dimension  von  unendlich 
vielen  Elementen  enthalte  Sl'  Elemente  und  allgemein,  ein  System  von  m  Dimen- 
sionen, das  Sl'  Systeme  von  Ä"'"*^  Elementen  zu  Elementen  hat,  enthalte  Ä"*  Ele- 
mente. 

Satz  L    Das  System  von  Bäumen  Sm  i^  Sn  hat  (n  —  m)  (m  +  1)  Dimensionen, 

Eine  Grade  Sj  hat  eine  Dimension  (Ax.  11,  a  imd  Hyp.  I)  und  enthält 
also  Ä'  Punkte.  Die  Ebene  enthält  deren  Sl^  und  weil  ein  Gradenbüschel  eine 
Dimension  hat  und  in  jeder  Graden  Sl'  Punkte  enthalten  sind,  so  sieht  man, 
dass  die  Ebene  Sl^  Grade  enthält. 

Wie  man  sich  leicht  überzeugt,  sind 

in  ^3  enthalten:  Sl^S^,  il*S„  Sl^S^ 

in  S^        „  Sl'So,  Sl^S,,  Sl'S,,  Sl'S, 

in  S,         „  Sl'S,,  Ä«Ä„  Sl'S,,  il'S,,  a'S,, 

Wie  wir  sehen,  treten  die  Räume  S^  erst  in  S^  auf,  ebenso  erscheint  ein 
Raum  Sm  zuerst  in  Sm+i-  Die  Anzahl  der  Räume  ä,  in  S^  ist  Ä*,  Ä**  in 
Ss,,  ii^-  *  in  Äß  u.  s.  f. 

Das  Gesetz  ist  klar  und  nimmt  man  an,  der  Satz  gelte  für  den  Raum  5^— i 
in  Sn—i  und  Sn  werde  durch  S«— i  und  einen  Punkt  Sq  ausserhalb  S«— i  erzeugt 
und  berücksichtigt  femer,  dass  ein  Raum,  Sm,  »^"*  Punkte  enthält,  so  ist  damit 
der  Satz  bewiesen. 

Satz  IL  Das  System  von  Bäumen  von  m  -\-  s  Dimensionen,  welehe  durch 
einen  Baum  Sm  von  Sn  gehen,  hat  (n  —  m  —  s)s  Dimensionen. 
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Die  Räume  Sm+i,  Sm-^tf  u-  s.  w.,  welche  durch  einen  Raum  Sm  in  Sn 
geheu,  erhält  man  durch  Verbindung  des  Raums  S„i  mit  den  Punkten,  Graden, 
u.  s.  w.  des  dualen  Raums  Sn-^m—i  (Satz  II,  §  159).  Die  Anzahl  der  durch  Sm 
in  Sn  gehenden  Räume  Sm+t  ist  daher  durch  die  Anzahl  der  Räume  von 
s  —  1  Dimensionen  eines  dualen  Raums  gegeben.  Nun  beträgt  nach  dem 
vorigen  Satz  in  dem  Raum  Sn—m^i  die  Anzahl  dieser  Räume  (w  —  m  — s)s. 
Damit  ist  der  Satz  bewiesen. 

Def,  I.  Das  System  von  Räumen  Sn—ij  welche  durch  einen  Raum  /S«— 2 
gehen,  heisst  Biisdid  von  Bäufnen  Sn-i  und  der  Raum  iS„— 2  seine  Axe. 

5. 
Einige  Eigenschaften  des  vollständigen  Raums  von  n  —  1  Dimensionen. 

§  161.  Bern.  I.  Die  Eigenschafben  des  vollständigen  Raumis  von  n — 1  Dimensionen 
gehen  aus  den  Eigenschaften  des  analogen  EucHcT sehen  Raums  hervor,  wenn  man  die 
Winkeleinheit  als  Einheit  der  Abstände  ansieht  und  dieselbe  Methode  wie  bei  der  Ebene 
und  den  vollständigen  Räumen  von  drei  und  vier  Dimensionen  befolgt. 

Jeder  Baum  des  vollständigen  Baums  S^__^  ist  vollständig. 

Für  ihn  gelten  die  Sätze  der  früheren  Paragraphen;  man  hat  nur  zu  beachten,  dass 
zwei  Räume,  welche  sich  in  einem  Punkt  schneiden,  auch  den  Gegenpunkt  gemein- 
schaftlich haben. 

Saiz  I,  Wenn  ein  Baum,  Sn—i,  n  unabhängige  Punkte  in  dem  absoluten 
Grenzgebiet  eines  Punktes  Aq  hat,  so  liegt  dieser  Raum  vollständig  in  detn  Gd)iet. 

Nehmen  wir  an,  der  Satz  gelte  für  die  Räume  von  n  —  2  Dimensionen. 
Xq^^\  X^^^\  . . .,  Xq(")  seien  die  n  Punkte,  welche  S«— i  mit  dem  absoluten 
Grenzgebiet  des  Punktes  Aq  gemeinschaftlich  hat  (Def.  IV,  §  32).  Die  durch 
die  n  Punkte  (Xq)  bestimmten  Räume  von  n  —  2  Dimensionen  liegen  nach  der 
Voraussetzung  in  diesem  Gebiet.  Der  Raum  Sn  wird  durch  den  Raum  X^^^  . . . 
...  Xq^""^)  imd  den  Punkt  X^^"^  erzeugt  und  die  durch  X^^*^  gehenden  Graden 
des  Raums  S«  schneiden  den  Raum  X(,^*J ...  X^^"""^^  (Bem.  I),  liegen  daher  in 
dem  absoluten  Grenzgebiet  von  Aq  (Satz  III,  §  32).  Gilt  der  Satz  für  n  —  2, 
so  gilt  er  also  auch  für  n —  1,  er  ist  aber  für  n  =  1,  2,  3  gültig;  mithin  hat 
er  allgemeine  Geltung  (Einl.  1,  §  39). 

Zus.  I,  Die  einem  gegebenen  Punkt  in  detn  vollständigen  Baum  S,-_i  con- 
jugirten  Punkte  liegen  in  einem  Baum  von  n  —  2  Dimensionen  (Zus.  II,  Satz  I, 
§  32  und  Def.  I,  §  69). 

Def.  I.  Dieser  Raum  heisst  der  Polarraum  des  Punktes  und  seines  Gegen- 
punktes und  diese  Punkte  sind  die  Pole  des  Ramns. 

Zus.  IL  Der  Polarraum  eines  Punktes  des  Polarraums  eines  andern  Punktes 
geht  durch  den  letzteren  Punkt 

Satz  IL  Die  Polarräume  der  Punkte  eines  Baufns  Sm  gelten  durch  einen 
dualen  Baum  Sn^-m-^  in  5»— i  wtw?  umgekehrt:  die  Polarräume  der  Punkte  von 
8n—m'-2  gehen  durch  den  Baum  Sm» 

Jat  m  =  1,  so  wird  der  Satz  analog  wie  Satz  11,  §  108  bewiesen.     Wir 
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behaupten:  wenn  der  Satz  fiir  den  Raum  Sm^i  gUt^  so  ist  er  auch  für  den 
Raum  Sm  gültig. 

Denn  Äq^^\  •^o^*^  •  •  v  -4.,/"*+^)  seien  w  +  1  unabhängige  Punkte  von  Sm- 
Die  m  -f- 1  Polarräume  derselben  schneiden  sich  in  S«  in  einem  Raum  Sf^^n—i- 
Schnitten  sie  sich  in  einem  Raum  Sn—m—sy  so  würden  die  gegebenen  Punkte 
nach  der  Voraussetzung  einem  Raum  Sm^2  angehören  und  wären  nicht  unab- 
hängig. 

Die  Polarräume  der  Punkte  von  S«— »,— 2  gehen  durch  die  m  +  1  gegebenen 
Pimkte  oder  durch  den  Raum  Sm  und  mithin  gehen  die  Polarraume  der  andern 
Punkte  von  S„,  durch  die  Punkte  von  5«—^— 2  oder  durch  den  Raum  Sn—m—i 
selbst.  Der  Satz  gilt  aber  für  w  =  1,  mithin  ist  er  allgemein  gültig  (Einl. 
1,  §  39).* 

Def,  IL  Zwei  Räume  Sm^  /Sn-m— 2,  welche  die  Bedingung  des  vorigen  Satzes 
erfüllen,  heissen  polar. 

ZiiS,  L  Die  Segmente,  deren  Enden  in  zwei  polaren  Bäumen  liegen,  sind 
rechte. 

Denn  ihre  Enden  sind  conjugirt  (Def.  I,  §  69  und  Def  IV,  §  29). 

Zus.  IL   Zwei  Polarraume  sind  dual  und  haben  keinen  Punkt  gemeinschaftlich. 

Sie  sind  dual,  weil  die  Summe  ihrer  Indexe  n  —  2  beträgt  (Zus.  Def  I, 
§  159)  und  können  keinen  Punkt  A^  gemeinschaftlich  haben,  weil  Aq  nicht  in 
seinem  Polarraum  liegen  kann  (Zus.  I,  Satz  I). 

Satz  III.    Jeder  Baum  Sn—2  hat  zwei  entgegengesetzte  Pole. 
Beweis  analog  wie  bei  Satz  HI,  §  108. 

Satz  IV.  Die  Pole  der  durch  einen  Baum  S„t  gehenden  Bäume  S„— 2  liegen 
in  dem  Polarraum  S^— m— «  von  Sm- 

Beweis  analog  wie  bei  Satz  IV,  §  108. 

Def.  HL  Zwei  unabhängige  Räume  Smj  Sr  in  5«— 1  heissen  conjugirt, 
wenn  der  Raum  Sr  in  dem  Polarraum  von  S,n  liegt  oder  durch  diesen  Raum  geht. 

So  sind  z.  B.  zwei  Räume  S«— 2,  S'n—2  conjugirt,  wenn  der  eine  von  ihnen 
durch  die  Pole  des  andern  geht. 

Liegen  die  Räume  Sm,  Sr  in  einem  Raum  Sn'  von  geringerer  Dimension 
als  Sn^i,  so  gelten  in  S^^i  die  Definitionen  für  den  Raum  Sn'- 

Satz  V.  Wenn  ein  Baum  Sr  in  einem  andern  Baum  Sm  enthalten  ist  oder 
durch  diesen  Baum  geht,  so  gdU  der  Polarraum  Sn—r—2  von  Sr  durch  den  Polar- 
räum  Sn—m-i  'von  Sm  oder  ist  in  diesem  Baum  enthalten  und  die  Bäume  Sr  und 
Sn-m-2y  S „„  /S«_r-2  Sind  coHJugirt 

Beweis  analog  wie  zu  Satz  V,  §  153. 

Zus.    Jeder  von  zwei  conjugirten  Bäumen  genügt  der  Def.  HL 

Wie  bei  Zus.  Satz  V,  §  153. 

Satz  VL    Sind  zwei  Polarräume  gegeben,  so  sind  zwei  andre  Bäume,  welche 
heziiglich  in  ihnen  enthalten  sind  oder  durch  sie  gehen,  conj^agirt. 
Wie  bei  Satz  VI,  §  153. 
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Satz  VIL  Ist  ein  Baum  Sm  «wd  sein  Pciarraum  Sn^m—2  «w  dem  Raum 
Sm—i  gegeberiy  so  ist  der  Durchschnittsraum  Sr—m—i  ^iw^s  durcJi  5,„  gehenden 
Raums  Sr  mit  dem  Raum  Sn—m-^i  polar  zu  S,n  in  dan  Raum  5^. 

Wie  bei  Satz  Vü,  §  153. 

Zus.  I,  Der  Polurraum  eines  Punites  Aq  in  einem  durch  Aq  gehenden 
Raum  Sm  i^t  der  DurcJischnittsraum  von  S,n  mit  dem  Polarraum  von  Aq  in  S^-i. 

Satz  VIIL  Zwei  conjugirte  Räume  mit  einefu  gemeifiscJiaftlicJie^i  Raum  Sr 
schneiden  den  Polarraum  Sn—r^2  ^on  Sr  in  Polar-  oder  cmyugirten  Räumen  und 
umgekehrt. 

Beweis  analog  wie.  zu  Satz  VIII,  §  153. 

Zus.  Betraehtet  nmn  in  dem  Raum  Sr  einen  Punkt  A^  (wenn  Sr  selbst 
nicht  ein  Punkt  ist),  'so  schneidet  der  Polarraum  von  Aq  die  zwei  conjugirten 
Räume  in  Polar-  oder  conjugirten  Räumen. 

Beweis  analog  wie  bei  Zus.  Satz  VIII,  §  153. 

§  162.  Satz  I.  Die  Systeme  von  Räumen  um  die  Räutne  S»,  des  voll- 
ständigen Raums  S«— i  sind  identisch. 

Denn  sind  zwei  Räume  S^f  S'm  und  ihre  Polarräume  Sn--m—2,  5'«— m  — 2 
gegeben  so  sind  die  Räumepaare  (ßm,  Sn^m  —  i)}  {S'm,  /S'„_m— 1)  identisch; 
denn  lässt  man  Sm  dem  S'm,  Sn—m^i  dem  S'n^m-'i  identisch  entsprechen,  so 
sind  die  bezüglichen  Segmente,  deren  Enden  in  den  Polarräumen  liegen,  rechte 
xnxfi.  es  lässt  sich  mithin  zwischen  den  beiden  Paaren  ein  Ideutitätszusammen- 
hang  aufstellen  (Satz  III,  §  15). 

Zus.  I.  Der  vollständige  Raum  S„^i  ist  um  jeden  seiner  Räume  Sm  identisch. 

Zu^.  IL    Die  Sterne  n  —  3"^  Art  des  vollständigen  Raums  S^-i  sind  identisch. 

Zus.  III    Der  vollständige  Raum  S^—i  ist  um  jeden  seiner  Punkte  identisdi. 

Satz  IL  Der  Polarraum  des  Centrums  eines  Sterns  n  —  3^''  Art  des  voll- 
ständigen Raums  Sa  zerlegt  ihn  in  zwei  identiscJte  entgegengesetzte  TheHe. 

Beweis  analog  wie  zu  Satz  III,  §  109. 

Zus.  Ein  Raum  Sn^2  zerlegt  den  vollständigen  Raum  S^-i  *^*  zwei  iden- 
iiscJie  und  entgegengesetzte  Theile. 

Satz  III    Die  beiden  entgegengesetzten  Theile,  in  weldie  Sm  durch  den  Durch- 

« 

Schnittsraum  Sm—i  niit  eifiem  Raum  Sn-^2  in  dem  vollständigen  Raum  Sn—\  zer- 
legt wird,  liegen  auf  entgegengesetzten  Seiten  bezüglidi  des  Raums  S^-2. 
Beweis  analog  wie  bei  den  Sätzen  IV  und  V,  §  109. 

§  163.  Def.  I  Zwei  Räume  Smp  Sr,  welche  sich  in  einem  Raum  Sa 
(a  ^  0)  schneiden,  heissen  aufeinander  senkrecht,  wenn  die  Durchschnittsräume 
DMt  dem  zu  Sa  polaren  Raum  S^^a-t  polar  oder  conjugirt  sind. 

Bern.  Wir  yerlassen  hier  die  Definition  aufeinander  senkrechter  Elemente  wie  sie  in 
dem  gewöhnlichen  und  dem  Kaum  yon  vier  Dimensionen  sowohl  in  dem  Euclid^chen  wie 
dem  YoUständigen  Gebiet  gegeben  wurde.  Wollte  man  diese  Definition  allgemein  durch- 
führen, so  müsste  man  über  die  kleinsten  und  grössten  Abstände  der  Rilume  in  dem  voll- 
ständigen Raum  von  n  -^  1  Dimensionen  Betrachtungen  yorausschickcn,  welche  in  den 
meisten  Fällen  nicht  elementar  sind. 

•    Ueberdies  beruht  das  Problem  der  Abstände  in  dem  Raum  von  n  —  1  Dimensionen, 
wenn  man  unsrer  Methode  folgt,  auf  der  vorherigen  Untersuchung  der  gemeinschaftlichen 
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Lothe,  welche  zwei  gegebene  Räume  in  dem  Raum  S^_2  treffen.  Daraus  geht  also  hervor, 
dass  auch  nach  der  zuerst  angewandten  Methode  die  Lehre  von  der  Orthogonalität  von 
Graden  und  Räumen  der  Lehre  von  den  Abständen  vorausgehen  muss. 

Satz  I.  Zwei  conjugirie  Bäume  S„ty  Sr  mit  einem  gemeinschaftlichen  Baum 
Sa  stellen  senkredit  aufeinander  und  umgekehrt  (Satz  VIH,  §  161). 

Z\AS.  L  Eine  auf  einem  Baum  Sn-2  senkrechte  Grade  stellt  auf  allen  Graden 
von  iSn—i,  welche  durch  den  Durchschnittspunkt  von  Sn-2  mit  der  gegebenen  Graden 
gehen,  senkrecht 

Zus.  IL  Die  BäuniCy  welche  durch  einen  gegebenen  Baum  Sm  gehen,  stehen 
auf  dem  Polarraum  von  Sm  senkrecht 

Die  Beweise  sind  analog  wie  zu  dem  Zus.  Satz  U^  §  110  und  Zus.  1X1, 

Satz  II,  §  155.      • 

Beisp.  Die  Graden,  Ebenen  und  Räume,  welche  durch  einen  Punkt  gehen,  stehen 
auf  dem  Polarraum  des  Punktes  senkrecht. 

2jUS.  hl  Die  auf  einem  Baum  Sm  senkrechten  Bäume,  welche  mit  Sm  nidit 
in  eitlem  Baum  von  geringeren  Dimensionen  als  n  —  1  enthalten  sind,  gehen  durch 
den  Pollarraum  iS«— m— 2  von  5,„. 

Denn  sie  sind  mit  Sm  in  Sn-i  conjugirt. 

Beisp.  Die  Graden,  Ebenen  und  Räume,  welche  auf  einem  Raum  von  n  —  1  Dimen- 
sionen senkrecht  stehen,  gehen  durch  die  Pole  dieses  Raums. 

Satz  IL  Der  Polarraum  Sn-2  eines  Punktes  des  Baums  Sa  schneidet  zwei 
Bäume  Sm  und  Sr,  welcfie  aufeinander  senkrecht  stehen  und  Sa  gemein  habai,  in 
zivei  polaren  oder  conjugirten  Bäumen  (Zus.  Satz  VIII,  §  161  und  Satz  I). 

Satz  III  Sind  zwei  aufeinander  senkrechte  Bäume  Sm,  Sr  mit  dem  gemein- 
samen Bhum  Sa  gegä)en,  so  stehen  aüe  Graden  von  Sr,  welche  einen  beliebigen 
Punkt  Aq  von  Sa  mit  den  Punkten  des  Polarraums  S„— ,,,_2  des  Baums  Sm  ver- 
binden, auf  Sm  setikrecht 

In  dem  Raum  Sn-i  haben  die  Räume  Smy  Sr,  Sa  die  Räume  Sn-m-2, 
Sn-r-2,  Sn-a-2  ZU  Polarräumeu  (Def.  U,  Satz  11,  §  161).  Da  nun  S„„  Sr 
durch  Sa  gehen,  so  sind  Sn-m-2,  Sn^r-2  in  S^-a-i  (Satz  V,  §  161)  und 
bezüglich  in  Sr  und  Sm  enthalten,  weil  Sm  und  Sr  einander  conjugirt  sind. 

Nimmt  man  einen  Punkt  Aq  von  Sa,  so  geht  der  Polarraum  -4,_2  von 
Aq  durch  Sn—a—2  und  mithin  auch  durch  Sn—m-2  und  S^-r—t' 

Wählt  man  einen  Punkt  Cq  von  Sn-m-2,  welcher  in  Sr  enthalten  ist,  so 
schneidet  der  Raum  (/S;«Co)  den  Raum  Sn.^m-2  nur  in  dem  Punkt  Cq  (Zus.  II, 
Satz  n,  §  161  und  Satz  H,  §  158)  und  der  Punkt  C^  ist  in  dem  Raum  (S^Q 
der  Pol  von  Sm  (Satz  VH,  §  161).  Daher  steht  die  Grade  A^Cq  senkrecht  auf 
Sm  (Zus.  n,  Satz  I). 

Satz  IV.  Eine  Grade,  welche  ztvei  Polarräume  schfieidet,  steht  senkrecht  auf 
diesen  Bäumen. 

Sm,  'Sn-m-2  scicu  die  beiden  Polarräume  und  A^^,  Bq  die  Durchschnitts- 
punkte  der  Graden  mit  den  beiden  gegebenen  Räumen.  In  dem  Raum(^/S'»_m-2) 
von  n  —  w  —  1  Dimensionen  hat  Sn-m-2  den  Punkt  A^  zum  Pol  (Satz  VII, 
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§  161);  daher  steht  die  Grade  ÄqB^  senkrecht  auf  Sn-m—i-  Aus  demselben 
Grund  steht  sie  auf  dem  Kaum  S,n  senkrecht. 

Zus,  Zwei  Bäutne  S,nf  Sr  Jtaben  sovieU  LoUie  gemein,  als  die  beiden  Bäume 
Sm,  Sr  ufid  ihre  Polarräume  Tramversalen  getiiein  lidben^) 

Satz  F.  Jede  Grade  A^B^^,  welche  einen  Baum  Sm  schneidet  und  senkrecht 
auf  ihm  steht,  trifft  den  Polarraum  von  S,n  und  stellt  senkrecht  auf  ihm. 

Der  Raum  (StnA^B^  schneidet  den  Polarraum  Sn—m-^%  von  S,a  in  einem 
Punkt,  welcher  der  Pol  von  Sm  in  dem  Raum  {ßmA^B^  ist,  und  da  die  Grade 
AqBq.  senkrecht  auf  Sm  steht,  so  muss  sie  durch  diesen  Pol  gehen  (Zus.  III, 
Satz  I);  d.  h.  A^B^^  muss  8n—m—%  treflfen  und  steht  senkrecht  auf  ihm  (Satz  IV). 

Satz  VI.  Ein  Baum  Sm  und  ein  Baum  Sn—2,  wdclie  in  dem  voUstä'ndigcn 
Baum  Ä*— 1  unabhängig  sind,  liäben  ein  Loth  gemein. 

Aq  sei  der  Pol  von  Sn—i  und  Sn—m-i  der  Polarraum  von  Sm-  Der  Raum 
(5„,-4o)  schneidet  den  Raum  5„-„,— 2  in  einem  Punkt  Bq  imd  die  Grade  AqBq 
ist  oflEenbar  das  einzige  Loth  auf  Sn  und  Sn—i. 

§  164.  Def.  I.  Unter  Polarpyramide  oder  einfach  der  Polaren  in  dem 
vollständigen  Raum  Sn—i  verstehen  wir  die  Pyramide,  deren  Scheitel  die  Pole 
der  gegenüberliegenden  Seiten  von  n  —  2  Dimensionen  sind. 

Satz  I.    Es  gibt  unendlich  mele  Grundpolarpyramiden  in  dem  Baum  Sn—i- 

Angenommen,  eine  solche  Pyramide  existire  in  dem  Raum  S«— 2,  so  be- 
weisen wir,  dass  sie  auch  in  dem  Raum  5n-.i  existirt. 

AJ^^^  sei  ein  Punkt  und  -4«— 2  sein  Polarraum  in  S«— 1.  In  dem  Raum 
An—i  können  wir  nach  der  Voraussetzung  eine  Polarpyramide  Aq^^^A^^^^  . .  .-i^^'»""'^ 
wählen.    Der  Raum  Af^^^^  . . .  -4^^""*^  ist  oflEenbar  der  Polarraum  von  Aff'^^^K 

Der  Satz  ist  mithin  bewiesen,  weil  er  für  n  =»  2,  3, 4  gilt  (Einl.  1,  §  39). 

Zus.  L    Die  sicJi  gegenüberliegenden  Seiten  einer  Pclarpyramide  sind  polar. 

Zus.  II.  Die  Kanten  einer  Polarpyramide  sind  rectite  und  zwei  Polarpyra- 
miden sind  auf  1.  2.  3  ...  n  verschiedene  Arten  identisch. 

Def.  IL  Die  Seiten  einer  Grundpyramide,  welche  durch  eine  Seite  Fm 
oder  eine  Kante  oder  einen  Scheitel  gehen  und  sich  zu  je  zweien  derart  ent- 

1)  Wenn  die  Räume  S^^  S^  in  5^  dual  sind  und  keinen  Punkt  gemein  haben  und 

wenn  ihre  Polarräume  Ä'^_^^_j,  5^  gegeben  sind,  so  lässt  sich  mittelst  der  projeetiveu 

Geometrie  leicht  beweisen,  dass  die  vier  Bäume,  wenn  iw  ^  w  —  m  —  1  ist,  im  Allgemeinen 
ifi  +  1  Transversalen  gemein  haben,  dagegen  n  —  w,  wenn  w  ^  n  —  m  —  1  ist. 

Haben  aber  Ä^,  S^  keinen  Punkt  gemein  und  liegen  sie  in  einem  Raum  niedrigerer 
Dimension,  so  sind  sie  in  dem  Raum  <S^^  1  ,^_, ,  welcher  sie  enthält,  dual  und  iS^  i  „,_! 
schneidet  ihre  Polarräume  in  S^  in  ihren  Polarräumen  in  <Si^  ■  ^  ,  und  man  kommt  damit 
wieder  auf  den  vorigen  Fall. 

Haben  schliesslich  S^^  und  S^  in  S^  einen  Raum  B^  gemein  (a  ^  0)  und  sind  sie 
nicht  in  einem  Raum  niedrigerer  Dimension  enthalten,  so  ist  r  =  n4-a  —  m.  Die  beiden 
Polarräume  sind  S\_^_^,  ^',„-«-1  ^^^  ^^^  in  dem  Polarraum  B^_^_,  von  B^  ent- 
halten.    Der  Raum  B^    „    ,   schneidet   die   Räimie   S^   und  S,,„    „.   in  zwei  Räumen 

«—0—1  m  n-j-o  — i?i 

S„  ^  , ,  Ä«  ™  1  ,  welche  dual  und  in  i?.  ^  ,  Polarräume  der  Räume  S^  ^  . . 
8^  „  ,  sind.  Man  kommt  daher  auch  hier  wieder  auf  den  ersten  Fall.  Die  vier  Räume 
;Si^,  S^  und  ihre  polaren  in  B^  haben  mithin  im  Allgemeinen  m  —  a  Transversalen  gemein, 
wenn  w  —  a'^n  —  w  ist  und  n  —  w,  wenn  m  —  a  ^  w  —  m  ist. 
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sprechen^  dass  zwei  sich  entsprechende  Seiten  zusammengenommen  alle  Scheitel 
der  Pyramide  enthalten,  heissen  sich  entdeckende  Seiten. 

Satz  IL  Die  sich  mt^recJienden  Seiten  einer  Polarpyramide  stehen  senk- 
recht aufei^iafider. 

Denn,  wenn  Fm  die  den  beiden  sich  entsprechenden  Seiten  gemeinschaft- 
liche Seite  und  Fn—m—2  <üe  gegenüberliegende  polare  Seite  ist,  so  bilden  die 
in  Ftn  nicht  enthaltenen  Scheitel  in  i^«-.m— 2  ebenfidls  eine  Polarpyramide  und 
die  beiden  durch  F^  gehenden  Seiten  schneiden  Fn—m—t  grade  in  zwei  sich 
gegenüberstehenden  Seiten  diesei*  Pyramide.  Diese  sind  aber  in  JP«— to— 1 'polar; 
mithin  sind  die  beiden  sich  entsprechenden  Seiten  um  Fm  conjugirt  (Satz  Vill, 
§  161)  und  also  senkrecht  aufeinander  (Def.  I). 

•  Satz  HL  Die  n  Scheitel  einer  Polarpyramide  in  dem  vollständigen  Raum 
Sn^i  und  Uire  entgegengesetzten  Punkte  bestimmen  2*  Polarpyramiden,  welche 
den  vollständigen  Baum  /S„— 1  bilden. 

Denn  es  seien  Äq^^\  -4q^*>,  ...,  Aq^"^  die  Scheitel  der  gegebenen  Polar- 
pyramide imd  ^0'^'^,  Äq^^\  .  . .,  Äq^"*^  die  entgegengfeetzten  Scheitel,  so  bilden 
die  letzteren  eine  der  ersten  identische  Pyramide  (Satz  III,  §  30),  welche  eben- 
falls eine  Polarpyramide  ist.  Man  erhält  durch  Vertauschimg  der  Scheitel  der 
ersten  Pyramide  mit  ihren  entgegengesetzten  Scheiteln  auf  jede  mögliche  Art 
ebenso  viele  Polarpyramiden,  als  man  Vertauschungen  vornimmt.  Man  erhält 
auf  diese  Art  2*  Pyramiden.  Denn  angenommen  es  wären  für  den  Raum  S„_q 
deren  2'*~*,  so  erhält  man  die  Pyramiden  des  Raums  S«— i,  wenn  man  neben 
einen  Scheitel  und  seinen  entgegengesetzten  Scheitel  sämmtliche  aus  den  übrigen 
n — 1  Scheiteln  und  ihren  Gegenscheiteln  gebildeten  2'»"~*  Pyramiden  schreibt; 
man  erhält  so  2".    Der  Satz  gilt  für  n  =  2,  3  mithin  allgemein  (Einl.  1,  §  39). 

6. 

Der  nneudlich  ferne  Raum  des  Enclid'schen  Raums  5».  —  Parallele  RSnme. 

§  165.  Bern.  I.  In  S^  gilt  der  dem  Satz  I  und  Zus.  in  §§  84  u.  123  analoge  Satz 
nebst  Zusatz  sowie  die  dazu  gehörige  Definition. 

Def,  L  Zwei  Räume  S«,  5«.ci)  (m^^^  >  m)  heissen  parallel  V^  Art  oder 
nur  parallel,  wenn  der  unendlich  ferne  Raum  Sm  —  ix^  von  Sm  in  dem  unendlich 
fernen  Raum  Sm^»)_iao   von  iS„/o  liegt  oder  dieser  Raum  selbst  ist. 

Satz  I,  Wenn  für  zwei  unabMfigige  Bäume,  S„t,  S„,(o,  m  -f-  m^^^  <  n  ist^ 
so  lässt  sich  von  einem  beliebigen  Punkt  von  S„  aus  ein  zu  beiden  paralleler 
Baum  Sm^nS^^  ziehen.  Durch  einen  der  beiden  Bäume  geht  nur  einer  dieser 
Bäume. 

Denn  die  unendlich  fernen  Räume  S,n—iy,y  S„p)-ij,  in  Sm  imd  fi»i„o)  be- 
stimmen einen  Raum  Sm-{-m^^^—i7  worin  m  +  w^*^  —  1  <  w —  1  ist.  Der 
Raum  Sm-i-nS^^-i  ist  daher  der  unendlich  ferne  Raum  imendlich  vieler  Räume 
Am  4-»/*^  von  Sny  welche  den  beiden  gegebenen  Räumen  parallel  sind. 

Durcli  einen  beliebigen  Punkt  Aq  von  Sn  geht  nur  einer  dieser  Räume 
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und  wenn  dieser  Punkt  in  S,n  liegt,  so  enthält  der  Baum  Sm+nS^^  das  ganze 
8m  f  weil  er  ausser  dem  Punkt  Äq  den  Raum  S»»— i»  von  S,n  enthält. 

Bern.  II.    Ist  dagegen  w  +  m^^^  ^  n ,  so  setze  man  m  +  m^*^  —  n  ^=^  a;   die  beiden 
Räume  S^^,  S^j^hd  schneiden  sich  dann  in  einem  Raum  S^  und  da  sie  im  Allgemeinen  nicht 

in  einem  Raum  niedrigerer  Dimension  als  S^  enthalten  sind,  wie  im  vorigen  Fall,  so  lässt 

sich  durch  den  Raum  S^^  kein  S^jii)  paralleler  Raum  ziehen.    Durch  einen  Punkt  Ä^^  jedoch 

kann  man  einen  ihnen  parallelen  Raum  yon  a  Dimensionen  legen,  dessen  unendlich  femer 
Raum  eben  der  unendlich  ferne  Raum  yon  8„  ist. 

Man  überzeugt  sich  leicht,  dass  man,  wenn  die  beiden  Räume  iSf,^_j^  ,  S^jii)^^^  von 

jS^  Und  S^p-)  in  einem  Raum  S^__^_^^^  im  Unendlichgrossen  liegen,  durch  einen  Punkt  J.^, 

Von  S^  einen  den  beiden  Räumen  S^^,  S^^y)  parallelen  Raum  ä^_^  legen  kann.    Durch  5,^ 

oder  durch  S^y)  geht  nur  einer  dieser  Räume. 

ScUz  IL  Ztvei  parallele  Bäume  S«,  Sr  i^^^^)  liegen  immer  in  einetn  Baum 
Sm+i  von  geringerer  Dimension  als  Sn 9  es  sei  denn  m  +  1  =  n. 

Denn  der  Raum  Sr—i^  von  Sr  liegt  in  solchem  Fall  in  dem  Raum  Sm—i») 
welcher  durch  m  unabhängige  Punkte  bestimmt  wird,  unter  welchen  sich,  wie 
wir  voraussetzen  können,  die  r  Pimkte  befinden,  welche  Sr— ix  bestimmen.  Die 
zwei  Räume  S„t  und  Sr  sind,  da  sie  ausser  durch  diese  m  Punkte  durch  zwei 
weitere  Pimkte  bestimmt  werden,  in  demselben  Raum  Snt-{-i  enthalten. 

Zus.  L  Zwei  parallele  Bäume  haben  in  endlidhem  Abstand  Iceiiien  Punkt 
gemein. 

Denn  die  beiden  Räume  Sm  und  Sr  in  /Sm-f  1  schneiden  sich  nur  in  einem 
Raum  Sr— 1;  welcher  vollständig  im  Unendlichgrossen  liegt  (Satz  11,  §  158). 

Satz  IL  Zwei  parallele  Bäume  A^^  Am  werden  von  zwei  andern  Bäumeti 
Br,  Br',  die  zwar  einander  aber  den  beiden  ersten  nicht  parallel  sind,  in  paral- 
lelen Bäumen  geschnitten. 

Deim  wenn  Br  und  Am  sich  in  einem  Raum  S«  schneiden  imd  ebenso 
Am,  Br'  in  einem  Raum  Sa'  ifl'  sei  >  a),  so  muss  oflFenbar,  da  Br  und  Aui 
dieselben  imendlich  fernen  Elemente  haben,  wie  Br  und  Am,  der  unendlich 
ferne  Raum  von  Sa'  den  unendlich  fernen  Raum  yon  Sa  enthalten.  Ist  a'  =  a, 
so  haben  die  beiden  Räume  Sa,  Sa'  denselben  unendlich  fernen  Raum. 

Bern.  I.  Da  die  beiden  Räume  A^  und  A'^  parallel  sind,  so  haben  sie  denselben 
unendlich  fernen  Raum  A^  ,  und  da  dieser  Raum  durch  m  Punkte  bestimmt  wird,  so 
sind  die  beiden  Räume  A,„,  A'  in  einem  Raum  S^x.  enthalten,  welcher  einen  unendlich 
fernen  Raum  Ä,,^^  hat,  der  A^^___^^  enthält.  Analoges  gilt  för  die  beiden  Räume  J9^,  J9/. 
Sie  liegen  in  einem  Raum  ^^  i  1,  welcher  einen  unendlich  fernen  Raum  S^^  hat,  der  den 
Raum  J5^_i^  enthält. 

Zus,  Ist  r  =^n  —  m,  50  schneiden  die  beiden  Bäume  Bn—mj  B\^m  die 
Bäume  Am,  A^  in  ztvei  Paar  Punkten,  welcJie  ein  Parallelogramm  bilden. 

Denn  A^,  B^  seien  die  Durchschnittspimkte  von  Bn—m  mit  Am  und  Atn 

und  Aq,  Bq   die  beiden  analogen  Punkte  von  B'n^m-    Die  Grade  A^Bq  gehört 

sowohl  dem  oben  besprochenen  Raum  Sm-^-i  wie  auch  dem  Raum  Bn—m  an 

und  ihr  unendlich  ferner  Punkt  fällt  daher  mit  dem  Durchschnittspunkt  des 

Raums  Bn—m—i:,:^  mit  dem  Raum  Sm»  zusammen  (Satz  11,  §  158).    Die  Grade 
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ÄqBq   hat  denselben  unendlich  fernen  Punkt,  weil  der  Baum  B'«-_m— i»  den 
beiden  Räumen  Bn—my  B\—m  gemeinschaftlich  ist.    Analoges  ergibt  sich,  wenn 
man  die  Punktepaare  Ä^^Aq,  BqB^  betrachtet,  in  welchen  die  beiden  Bäume 
Amy  Am  die  Bäume  Bn—my  B'n^m  schneiden. 
§  166.    Andre  Fälh  von  Baralldismus, 

Bern,  I.  Ausser  dem  yorigen  Fall  gibt  es  noch  andre  Fälle  von  Parallelismus,  welche 
nicht  unter  die  gegebene  Definition  fallen,  aber  doch  verdienen  erwähnt  zu  werden.  Man 
hat  schon  bei  dem  Raum  von  vier  Dimensionen  gesehen,  dass  zwei  unabhängige  Ebenen 
S^,  Sf*  einen  Punkt  gemeinschaftlich  haben.  Fällt  dieser  Punkt  ins  Unendlichgrosse,  so 
erhalten  wir,  wie  schon  erwähnt,  einen  zweiten  Fall  von  Parallelismus,  welcher  von  dem- 
jenigen yerschieden  ist,  in  welchem  die  beiden  Ebenen  dieselbe  unendlich  ferne  Grade 
haben.  In  dem  letzten  Fall  sind  die  Ebenen  in  einem  Raum  von  drei  Dimensionen  ent- 
halten. 

Weitere  Fälle  von  Parallelismus  ausser  dem  eben  besprochenen,  welchen  wir  Paral- 
lelismus erster  Art  genannt  haben,  erhält  man,  wenn  S^,  S^  keinen  Raum  S^__^  (^  ^  *'*)i 

sondern  einen  Raum  von  geringeren  Dimensionen,  der  vollständig  im  Unendlichgrossen 
liegt,  gemeinschaftlich  haben.  Die  Anzahl  der  Dimensionen  dieses  Durchschnittsraums 
kann  nicht  kleiner  als  tn  -{-  r  —  n  sein,  weil  zwei  Räume  S^  und  S^  sich  immer  wenig- 
stens in  einem  Raum  S^,^  .,  wenn  nicht  in  einem  Raum  von  höheren  Dimensionen 
treffen.    Wir  sagen  daher  allgemein: 

Def,  L  Zwei  Bäume  Smy  Sr  (m  !^.  r)  sind  parallel,  wenn  ihr  Durchschnitts- 
raum, ihre  Lage  im  Baum  S^  mag  sein,  welche  sie  will,  ganz  im  Unendlich- 
grossen liegt. 

Satz  L  Der  Falle  vati  Parallelismus  zweier  BöMtne  Sm,  Sr  sind  es  n  —  m, 
wenn  r  <.m  ist 

Denn  sie  schneiden  sich  im  Allgemeinen  in  einem  Baum  von  m  -^  r  —  n 
Dimensionen,  können  sich  aber  auch  in  einem  Baum  von  m -\- r  —  n  +  1^ 
m  '\-  r  —  w  +  2,  u.  s.  w.,  w  +  ^  —  n  +  (n  —  m  —  1)  =  r  —  1  Dimensionen 
schneiden.     Dieser  letzte  ist  der  gewöhnliche  Fall  des  Parallelismus. 

Zus.  Zwischen  zwei  Bäumen  S„^  (ni  ^  1)  und  S«— i  in  Sn  gibt  es  nur 
einen  Fall  von  PardllelisniuSy  nümlidi  den  1'*''  Art 

Bern.  IL  Der  Fall  von  Parallelismus  zweier  Räume  S^^,  S^y  die  nicht  in  Räumen 
geringerer  Dimension  als  6'^  enthalten  sind^  ist  gerade  derjenige,  in  welchem  sie  sich  in 
einem  Raum  von  w  +  r  —  n  Dimensionen  schneiden. 


7. 

Identität  des  Raums  Sn  nm  seine  Punkte  des  endlichen  Gebiets.  —  Die  Theile, 
in  welche  er  durch  einen  Raum  von  n  —  1  Dimensionen  zerlegt  wird. 

§  167.  Bern.  Auf  ähnliche  Art  wie  in  §  8  bei  der  J^ucZtcTschen  Ebene  und  §  4 
bei  den  Räumen  ä,  und  S^  beweist  man,  dass  die  Sterne  (n  —  2)'«'  Art,  deren  Scheitel  in 
dem  endlichen  Grebiet  des  Raums  S^  liegen,  identisch  sind,  dass  S^  durch  jeden  Raum 
<S'^_j  in  zwei  entgegengesetzte  gleiche  Theile  zerlegt  wird,  dass  entweder  in  dem  einen 
oder  in  dem  andern  derselben  die  zu  S^__^  parallelen  Räume  liegen  und  dass  die  beiden 
Theile,  in  welche  ein  zu  'S»^_j  nicht  paralleler  Raum  S^  durch  den  Durchschnittsraum 
<S*   _^  mit  S^__^  zerlegt  wird,  bezüglich  in  den  genannten  Theilen  liegen. 
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8. 
Anfeinander  senkrechte  Räume. 

§  168.  Bevi.  I.  Wenn  man  zwei  conjugirte  Punkte  des  Raums  im  Unendlichgrossen 
mit  einem  Punkt  Äq  des  endlichen  Gebiets  verbindet,  so  erhält  man  zwei  aufeinander 
senkrechte  Grade  (Def.  V,  §  40).    Ebenso  erhält  man  in  S^  durch  Verbindung  des  Punktes 

Ä^  mit  einem  Punkt  und  einer  Graden,  welche  im  Unendlichgrossen  conjugirt  sind,  eine 
Grade  und  eine  auf  ihr  senkrechte  Ebene. 
Wir  sagen  daher  allgemein: 

Def.  L  Zwei  Räume  S^,  Sr  heissen  seuJcrccht  zuebiatider,  wenn  ihre  un- 
endlich fernen  Räume  polar  oder  conjugirt  sind  (Bern.  §  163). 

Satz  L  Zwei  Bäume,  welche  zu  zwei  aufeinander  seiikr echten  Bäumoi 
paraüel  von  der  ersten  Art  sind  und  dieselbe  Anzahl  von  Dimensionen  wie  die 
gegebenen  Bäume  haben,  stehen  sefikrecM  aufei^miider. 

Denn  ihre  imendlich  fernen  Räume  sind  polar. 

Satz  IL  Die  Graden,  welche  auf  einem  Baum  An— i  senkrecht  stehen^  sind 
parallel. 

Denn  sie  haben  denselben  unendlich  fernen  Punkt. 

Satz  IIL  Wenn  die  u^iendlidi  fernen  Bäume  zweier  Bäume  S,n ,  Sr  polar 
sind,  so  stehen  die  Bäume  (mit  Ausnahme  der  Punkte),  welche  in  detn  einett  von 
ihnen  entJudten  sind  oder  durch  eifien  derselben  gehen,  soücreclU  auf  dem  andern. 

Denn  ihre  unendlich  fernen  Räume  sind  conjugirt  (Satz  V,  §  161). 

Satz  IV.  Wenn  die  unendlich  fenwn  Bäume  zweier  Bäume  S^,  Sr  polar 
sind,  so  stehen  die  Bäume  (mit  Ausnahme  der  Punkte),  wdelw  in  eitiem  derselben 
enthalten  sind  oder  durch  einen  von  ihnen  getwn,  auf  den  Bäumen  (mit  Ausnahme 
der  Punkte)  senkrecht,  die  in  dem  andern  etiÜudteti  sind  oder  durch  den  andern  gelwn. 

Denn  ihre  unendlich  fernen  Räume  sind  conjugirt  (Satz  VI,  §  161). 

Bern.  IL  Die  Auflösung  der  Probleme,  durch  g^g^bene  Elemente  Räume  senkrecht 
zu  gegebenen  Räumen  zu  legen,  reducirt  sich  mithin  darauf,  durch  die  gegebenen  Elemente 
Räume  zu  legen,  deren  unendlich  fernen  Räume  polar  oder  conjugirt  mit  den  unendlich 
fernen  Räumen  der  gegebenen  Räume  sind. 

Satz  V.  Eine  auf  eitlem  Baum  Sn-^2  saikrechte  Grade  steht  auf  allen  in 
Sn^i  entfialtenen  Bäumen  senkrecht. 

Beweis  analog  wie  bei  Zus.  V,  Satz  U,  §  128. 

Satz  VI.  Durch  einen  Punkt  in  oder  ausserhalb  einer  Graden  kann  man 
nur  einen  Baum  Sn-i  senkrecht  zu  ihr  legen. 

Es  genügt  den  Punkt  mit  dem  Polarraum  des  unendlich  fernen  Punktes 
der  Graden  zu  verbinden. 

Constr.  Um  diesen  Raum  mit  den  Elementen  des  endlichen  Gebiets  zu 
construiren,  braucht  man  nur  durch  die  Grade  n  —  1  Ebenen  zu  legen,  welche 
nicht  in  einem  Raum  /S„— i  liegen  und  in  diesen  die  Lothe  von  dem  gegebenen 
Punkt  auf  die  Grade  zu  ziehen;  diese  bestimmen  den  gesuchten  Raum. 

Liegt  der  Punkt  ausserhalb  der  Graden,  so  ziehe  man  in  der  durch  den 
Punkt  und  die  Grade  bestimmten  Ebene  das  Loth  auf  die  Grade,  welches  sie 
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in  einem  Punkt  Äq  triflft.     Der  in  Aq  auf  die  Grade  senkrechte  Raum  geht 
auch  durch  den  gegebenen  Punkt  und  ist  der  verlangte  Raum. 

Zuß.  L  AUe  durch  einen  PunJct  auf  eine  Grade  gezogenen  Lothe  liegen  in 
dent  auf  dieser  Graden  senkrechten  Baum  Sn^i- 

Satz  VIL  Van  einem  PunJct  eines  Baums  von  n  —  1  Diniensimwn  oder 
einem  Punkt  ausserhalb  desselben  kann  man  nur  ein  Loäi  auf  ihn  ziehen. 

Man  braucht  nur  den  gegebenen  Punkt  mit  den  Polen  des  unendlich  fernen 
Raums  des  gegebenen  Raums  Sn—i  zu  verbinden. 

Constr,  Um  dieses  Loth  mit  den  Elementen  des  endlichen  Gebiets  zu  con- 
struiren,  wähle  man  in  Sn—i  w  -^  1  beliebige  Grade,  welche  durch  den  ge- 
gebenen Punkt  gehen  und  nicht  in  einem  Raum  niedrigerer  Dimension  liegen 
und  ziehe  durch  den  Punkt  die  n  —  1  senkrechten  Räume  von  n  —  1  Dimen- 
sionen. Diese  schneiden  sich  in  dem  gesuchten  Loth,  weil  ihre  unendlich  fernen 
Räume  durch  den  Pol  des  Raums  im  Unendlichgrossen  des  gegebenen  Raums 
gehen. 

Satz  VIII.  Durck  einen  Punkt  des  Baums  5»  geJien  n  Grade,  welche  nidit 
in  einem  Baum  5»_i  liegen  mul  zu  je  zweien  senkrecht  aufeinander  stehen. 

Angenommen  der  Satz  gelte  für  den  Raum  von  n  —  1  Dimensionen,  so 
geht  aus  Satz  VII  hervor,  dass  er  auch  flir  den  Raum  S»  Geltung  hat;  da  er 
aber  für  w  =  2,  3,  4  gültig  ist,  so  ist  er  es  allgemein  (Einl.  1,  §  39). 

Satz  IX,  Sind  n  —  1  nicht  in  einefn  Baum  Sn—2  liegende  Grade  gegdben, 
so  gilt  es  nur  eine  Bichtung  von  Graden,  die  auf  den  gegebenen  Gradeti  senk- 
recht stehen. 

Denn  der  unendlich  ferne  Punkt  dieser  Richtung  ist  der  Pol  des  durch 
die  n  —  1  unendlich  fernen  Punkte  der  gegebenen  Graden  bestimmten  Raums 

Satz  X,  Durch  einen  Punkt  lässt  sich  nur  ein  Baum  /Sn-,«  setikredit  auf 
einen  Baum  Sm  ziehen,  welcher  den  Baum  Sn^m  i^  ^w^  eiiiem  Pmikt  scf meidet. 

Denn  der  unendlich  ferne  Raum  5^-1  x  von  5,«  hat  einen  Raum  iSf,„-n-i, 
ziun  Polarraum;  mithin  bestimmt  der  gegebene  Punkt  mit  dem  letzteren  Raum 
nur  einen  Raum  5„__„,,  welcher  senkrecht  auf  Sm  steht. 

Satz  XI,  Durch  einen  Baum  Sr  lässt  sich  ein  Baum  Sa  senkrecht  auf  einen 
aiuiern  Baum  Sm  legen,  wenn  der  Baum  Sr^icK.  '^on  Sr  und  der  Polarraum 
Sn^m—i:»  '^on  Sni—ix  w^  cifictn  Baum  Sa-ij,  liegen. 

Denn  der  Raum  Sa—ij,  ist  dem  Raum  S,n-.i^  von  Sm  conjugirt  (Def.  IQ, 
§  161  und  Def  I). 

Zus.  I,  Durch  eine  Grade,  eine  Ebene,  einen  Baum  vofi  drei  u,  s,  w.  van 
w  —  2  Dimensionen  kann  man  eine  Ebene,  einen  Baum  von  drei,  vier  u,  s.  w,  van 
n  —  1  Dimensionen  legen,  welcher  auf  einem  gegebenen  Baum  von  n  —  1  Dimetv- 
sionen  senkrecht  steht, 

Def,  II.  Der  Durchschnittsraum  /Sa+m-n  von  Sa  mit  Sm  heisst  die  Normal- 
projection  oder  Projection  des  Raums  Sr  auf  den  Raum  Smy  wenn  Sa  wie  eben 
gezeigt  zu  Sr  bestimmt  wird. 
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Satz  XIL  Zwei  lUiume  van  n  —  1  Dimensionen  Juiben  eine  Riclitung  von 
Ehown,  die  senJcredit  auf  üinen  stehen,  gemein. 

Die  Richtung  dieser  Ebenen  ist  durch  die  Pollinie  des  Baums  von  n  —  3 
Dimensionen  im  Unendlichgrossen  des  gemeinschaftlichen  Baums  S„_2  gegeben. 

Sat0  XIII.  Mehrere  gegehene  Bäume  S^^\  S^^\  S^)  .  .  .  haben  unendlich 
vide  auf  Urnen  senkredite  Bäiitne  von  n  —  a — 1  Dimensionen  gemein,  wenn  ihre 
unendlich  fernen  Bäume  in  einem  Baum  Sac»  enthalten  sind  und  a  <  w  —  1  ist. 

Denn  alsdann  hat  der  Baum  Say>  einen  Baum  Ä»__a— 2»  zum  Polarraum, 
welcher  der  Bichtungsraum  unendlich  vieler  auf  den  gegebenen  Bäumen  senk- 
rechter Baume  ist. 

Ist  a  =  w  —  2,  so  heisst  dies,  dass  die  gegebenen  Bäume  eine  Bichtung 
von  Lothen  gemein  haben. 

Satz  XIV.  Zwei  Bäume  Smj  SnS^^  hohen  nur  ein  LotJi,  welches  sie  trifft, 
gemein,  wenn  m  +  m^^^  -{'  1  =^  n  ist  und  ihre  unendlicli  femett  Bäume  eitlen 
Baum  Sn-2  bestimmen. 

Wenn  die  beiden  Bäume  S,n—ix7  ^m^*^— ix  ^^^  zwei  Bäume  S„,,  5^^»)  in 
einem  Baum  Sn—2x  liegen,  so  lassen  sie  eine  Bichtung  senkrechter  Graden  zu. 
Wir  nehmen  an,  m^m^^^  und  verbinden  Sm  mit  dem  Pol  des  Baums  Sn—^^] 
wir  erhalten  dann  einen  Baum  Sm+i-  Da  w  +  m^^^  +  1 — n  ««  0  ist,  so 
schneidet  dieser  Baum  5m(^>  in  einem  Punkt  Äq.  Zieht  man  mithin  durch  Aq 
die  Normale  auf  die  beiden  gegebenen  Bäume,  so  schneidet  diese  auch  den 
Baum  Smy  da  sie  mit  6';,,  in  dem  Baum  /S^-f  1  liegt  (Satz  ü,  §  158). 

BefH.  III.  Wenn  die  unendlich  fernen  Bäume  der  beiden  liäume  S^,  S'^  conjugirt 
sind,  so  verliert  Satz  in  seine  Gültigkeit.  Dagegen  gibt  es  Räume  des  einen,  welche  auf 
dem  andern  Kaum  senkrecht  stehen. 

Betrachten  wir  den   unendlich   fernen  Baum  S^     ,      von  S^i   er  hat  einen  Baum 

S^    «     1^  in  ^«     1      zum  polaren.    Geht  der  Baum  S,  durch  S„    ^    .  ^  und  ist  r>-n — m, 

80  stehen  alle  in  S^  enthaltenen  Bäume  S„    ^ ,  welche  durch  Ä      ^     ,      gehen,  und  mithin 

alle  in  ihnen  enthaltenen  Bäiune  senkrecht  auf  dem  Baum  S^^  (Def.  I).    Dagegen   stehen 

die  übrigen  ausserhalb  derselben  und  in  S^  liegenden  Bäume  nicht  senkrecht  auf  S^^^. 

Wie  zwei  Ebenen  in  S^  auf  zwei  verschiedene  Arten  senkrecht  aufeinander  stehen 
können  (Def.  I,  §  129),  so  gibt  es  auch  verschiedene  Fälle  der  Orthogonal i tat  zweier  Bäume 
S^y  S^  (r,  m  >  1),  wenn  ihre  unendlich  fernen  Bäume  in  einem  Baum  S^  conjugirt  sind 

{a  <^n  —  1)  und  wenn  sie  im  Allgemeinen  nicht  in  einem  solchen  Baum  liegen. 

Man  überzeugt  sich  leicht,  dass  es  n  —  m  solcher  Fälle  gibt,  wenn  m  ^  r  ist. 

Wir  erhalten  so  im  Allgemeinen  eine  Methode  zur  Autlösung  der  Probleme  über  auf- 
einander senkrechte  Bäume  und  über  die  Construction  senkrechter  Dinge  nur  mit  Ele- 
menten des  endlichen  Gebiets.  Auch  ohne  dass  wir  näher  darauf  eingehen,  sieht  wohl  ein 
Jeder,  wie  man  in  speciellen  Fällen  zu  verfahren  hat. 

9. 
Abstände.  —  Winkel.  —  Identität  des  Raums  nm  seine  Räume  5^. 

§  169.  Bern.  I.  Wie  bei  der  Ebene,  so  beweist  man  auch  bei  dem  Baum  von  drei 
und  vier  Dimensionen  die  Sätze,  welche  sich  auf  den  Abstand  zwischen  einem  Punkt  und 
einem  Baum  Ä„_p   zwischen  zwei  Bäumen,  welche  gemeinschaftliche  Lothe  zulassen  und 

zwischen  parallelen  Bäumen  beziehen,  ohne  dass  wir  nöthig  hätten  länger  dabei  zu  verweilen. 
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Bern.  IL   Indem  wir  eine  ähnliche  Methode  befolgen  wie  bei  der  Definition  der  Winkel 
von  Strahlen,  Halbebenen  und  Halbräumen  von  drei  Dimensionen  (Theil  I,  Buch  HI,  Kap.  I,  7 
und  Theil  11,  Buch  I,  Kap.  1,7),  verstehen  wir  unter  den  Winkeln  zweier  Räume  5^,  S 
diejenigen,  welche  durch  die  kleinsten  normalen  Abstände  ihrer  unendlich  fernen  Räimie 
gemessen  werden.^) 

Analog  wie  bei  dem  Raum  von  drei  und  vier  Dimensionen  wird  der  Keil  zweier  Halb- 
räume von  n  —  1  Dimensionen  definirt  und  seine  Eigenschaften,  welche  dei^enigen  der 
Keile  des  Raimis  von  drei  und  vier  Dimensionen  entsprechen,  werden  auf  dieselbe  Art 
bewiesen.  So  schneidet  z.  B.  eine  Ebene,  welche  auf  zwei  Halbräumen  von  n  —  1  Dimen- 
sionen senkrecht  steht,  diese  Halbräume  in  zwei  Strahlen,  deren  Winkel  dem  Winkel  der 
beiden  Halbräume  gleich  ist;  so  sind  die  Normalschnitte  zweier  gleicher  oder  ungleicher 
Keile  ebenfalls  gleich  oder  ungleich;  sind  zwei  Scheitelkeile  gleich  und  ist  ein  Keil 
(«n_i^«_i)  demselben  Keil  in  entgegengesetzter  Richtung  durchlaufen  gleich.  Beachtet 
man  femer,  dass  man  das  Räimiesystem  von  S^  um  einen  Raum  S^  erhält,  wenn  man  S^^ 
mit  dem  Polarraum  S^  „  .  seines  unendlich  fernen  Raums  verbindet,  so  lässt  sich  die 
Identität  des  Raums  S^  um  zwei  beliebige  Räume  S^^,  S/^^  mittelst  der  Polarräume  ihrer 
unendlich  fernen  Räume  feststellen. 

10. 

Das  Vielkant.  —  Die  Grnndpyramide  in  S^. 

§  170.  Def.  L  Die  durch  m  Strahlen  a^^^\  a^^^\  ...  «i^'»)  (w^n),  welche 
von  einem  Punkt  P^  des  Raums  Sn  ausgehen  und  unabhängig  sind,  gebildete 
Figur  heisst  Vielkant  oder  körperlicher  Winkel  von  m  Dimensionen.  Die  Strahlen 
sind  die  Kanten,  P^  der  Scheitel,  die  Winkelsectoren  («/^^«i^^O'  (^i^^^^i^'O»  ^-s.w. 
die  ebenen  Seiten,  die  Dreikante  {a^^^^aj^^^^a^^^),  (a/^^a/^Jo^^*)),  u.  s.  w.  die  Seiten 
von  drei  JOiniensimien,  die  Vielkante  (a/^^  a^^^^ . . .  «Z"""^^),  (aj(*^  a^^*^ . . .  a/'-'^^o^^»)), 
u.  s.  w.  die  Seiten  von  n  —  1  Dimensionen  und  schliesslich  die  Keile  von  n  Dimen- 
sionen, die  durch  die  Seiten  von  n — 1  Dimensionen  gebildet  werden,  seine 
Keile  von  n  Dimensioyien  oder  nur  seine  Keile. 

Def.  IIL  Zwei  Vielkante,  deren  Kanten  entgegengesetzte  Strahlen  sind  und 
deren  Anfangspunkt  im  gemeinschaftlichen  Scheitel  der  Vielkante  liegt,  heissen 
Sdieitelvielkante. 

Bern,  L    Die  unendlich  fernen  Punkte  o^l?,  «(«>,  . . .  aj[»>  der  Kanten  a/*5    a,  w 

rt/"^  des  körperlichen  Winkels  bestimmen  eine  Grwndpyramide  oder  ein  Ennaeder  des  un- 
endlich fernen  Raums  S„     ,    .    Die  Winkel  der  ebenen  Seiten  des  Vielkants  werden  durch 

die  Kanten,  ebenso  die  Winkel  seiner  Seiten  von  drei,  vier  u.  s.  w.  n  Dimensionen  durch 
die  ebenen  Winkel,  Keile  von  drei  u.  s.  w.  n  —  1  Dimensionen  seines  unendlich  fernen  Enna- 
eders  gemessen.  Mithin  liefern  die  Eigenschaften  der  Kanten,  ebenen  Winkel  und  Keile 
von  drei  u.  s.  w.  n  —  1  Dimensionen  des  unendlich  fernen  Ennaeders  ebensoviele  Eigenschaften 
der  ebenen  Winkel,  Keile  von  drei  u.  s.  w.  n  Dimensionen  des  Vielkants  selbst. 

Wir  haben  gesehen,  was  man  unter  innerem  und  äusserem  Theil  einer  Graden  bezüglich 
eines  gegebenen  Segments,  einer  Ebene  bezüglich  eines  ebenen  Winkels,  des  Raums  von 
drei  Dimensionen  bezüglich  eines  Dreikants  und  eines  Tetraeders  und  des  Raums  von  vier 
Dimensionen  bezüglich  eines  Vierkants  und  eines  Pentaeders  versteht  nicht  nur  im  Euclid*- 
sehen  sondern  auch  in  dem  vollständigen  Gebiet  des  Raums. 


1)  Siehe  die  Anm.  zu  §  163.  Die  Winkel  zweier  Räume  wurden  zuerst  auf  rechneri- 
schem Weg  durch  Jordan  (Bull,  de  la  Soci(^te  math.  de  France,  1876),  dann  auf  geometri- 
schem Weg  von  Cassani  (Rendiconti  dell'  Acc.  dei  Lincei,  1885)  und  Castelnuovo  (Atti  del 
R.  Istituto  Veneto,  1885)  untersucht.  Castelnuovo  beweist  mittelst  eines  eleganten  Ver- 
fahrens, dass  die  n  Winkel  der  beiden  Räume  S^.  Si  in  & „  reell  sind. 


§  170]  Das  Vielkant.  -—  Die  Grundpyramide  in  S^.  585 

Wir  verfahren  auf  dieselbe  Art  und  nehmen  an,  der  folgende  Satz,  der  bereits  für 
n  BS  2,  3,  4  bewiesen  wurde,  gelte  für  den  Kaum  S^_^^  und  Hilume  niedrigerer  Dimension: 

Die  Segmente,  welche  einen  heliebigen  Scheitel  einer  Grundpyramide  in  *S^„_i  mit  den 
Punkten  des  inneren  Theils  der  gegenüberliegenden  Seite  verbitiden,  bilden  denselben  Theil 
des  Baums.  ^) 

Dieser  Theil  des  Kaums  heisst  der  innere  Theil  des  Kaums  S^_^  beztlglich  der  Pyra- 
mide oder  einfacher  der  innere  Theil  der  Pyramide. 

Daraus  folgt,  dass  ein  Segment,  dessen  Enden  sich  im  Innern  der  Pyramide  befinden 
und  ebenso  der  innere  Theil  einer  Grundpyramide  von  m  im  Innern  der  gegebenen  Pyra- 
mide gelegenen  Scheiteln  (w  <  n  —  1),  im  Innern  eben  dieser  Pyramide  liegen  (siehe 
Zus.  n,  m,  Satz  I,  §  146). 

•  Man  findet  auch,  wenn  man  die  Voraussetzung  beachtet  und  dem  Beweis  der  Sätze  III 
u.  IV,  §  96  oder  §  145  folgt,  dass  eine  Grade,  welche  eine  Seite  von  n  —  2  Dimensionen 
der  Pyramide  in  einem  inneren  Punkt  trifft  oder  von  welcher  ein  Punkt  im  Innern  der 
Pyramide  liegt,  eine  andre  Seite  oder  zwei  analoge  Seiten  in  einem  inneren  Punkt  treffen  muss. 

Def.  IV.  Der  innere  und  äussere  Theil  des  unendlich  fernen  Baums  iS«— i» 
von  Sn  bezüglich  der  Pyramide  a^^^  ...  «{;•>  geben  den  imierm  uiid  äusserm 
Theil  des  Viclkants  (ctj^^^ . . .  a/^^)  in  dem  Raum  S„. 

Wendet  man  das  vorige  Theorem  auf  die  unendlich  ferne  Pyramide  des 
Vielkants  Äq^'*'^^^  » Ä^^^"^  ...^o<*J  an,  so  erhält  man  die  Eigenschaften: 

Zt4S.  L  Die  ebenefi  WinTcd,  von  welchen  ein  ScJienkd  mit  einer  Kante  des 
Vielkants  zusammenfällt  und  deren  andrer  Schenkel  eine  durch  den  Sdieitel  des 
Vielkants  gehende  in  dem  inneren  Theil  der  gegenüberliegenden  Seite  gelegene  Halb- 
grade  ist,  liegen  in  dem  inneren  Theü  des  Vielkants. 

Zus.  IL  Jeder  Winkel,  desseti  Sdieitel  mit  dem  Sdieitel  des  Vielkants  zu- 
sammenfällt und  dessen  Sehenkel  im  Innern  oder  auf  zwei  Seiten  von  n  —  1  Dimen- 
sionen des  Vielkants  gelegen  sind,  liegt  im  Innern  des  Vidkants. 

Zus.  III.  Der  innere  Theü  eines  körperlichen  Winkds  vmi  n  —  1  (oder  einer 
geringeren  Anzahl)  im  Innern  oder  wenigstem  auf  zwei  Seiten  von  n  —  1  Dimen- 
sionen des  Vielkants  gelegefien  Kanten,  liegt  innerhalb  des  Vielkants. 

Satz  I  Der  innere  Theil  jeder  Grundpyramide  von  n  innerhalb  oder  auf 
zwei  Seiten  von  wenigstens  n  —  1  Dimensionen  des  Vidkants  gdegenen  Sdieiteln 
liegt  im  Innern  des  Vielkants. 

Lässt  man  den  Satz  für  einen  körperlichen  Winkel  von  n  —  1  Kanten 
gelten,  da  er  für  n  =  3,  4,  u.  s.  w.  gilt,  so  befinden  sich  die  Seiten  der  obigen 
Pyramide  auf  der  Oberfläche  des  Vielkants.  Wählt  man  zv^ei  Punkte  A^j  B^ 
dieser  Seiten,  so  liegt  der  Winkel  P^  •  A^Ii^y  wenn  Pq  der  Scheitel  des  Viel- 
kants ist,  im  Innern  des  Vielkants.  AUe  Segmente,  Vielehe  zv^ei  Punkte  zweier 
Seiten  der  obigen  Pyramide  verbinden,  befinden  sich  daher  innerhalb  des  Viel- 
kants. Jedes  Segment  aber,  von  welchem  ein  Punkt  im  Innern  dieser  Pyramide 
liegt,  trifft  zwei  ihrer  Seiten  in  zwei  inneren  Punkten  (Bem.  I);  mithin  ist  jeder 
innerhalb  der  Pyramide  gelegene  Punkt  im  lonem  des  Vielkants. 

Der  Satz  ist  damit  bewiesen,  da  er  für  «  =  2,  3,  4  gilt. 

Satz  II.  Die  Theile  des  Baums  Sn  innerludb  der  n  -}-  l  Vielkante  eimr 
Grwndpyramide  fallen  zusammen. 


1)  Siehe  Satz  11  und  Bem.  U. 
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Der  Beweis  ist  analog  wie  zu  Satz  I,  §  145.  Die  Eigenschaft  gilt  daher, 
wenn  sie,  wie  in  Bern.  I  vorausgesetzt,  für  den  Raum  Sn^i  gilt. 

Sie  ist  aber  für  n  =  2,  3,  4  gültig,  mithin  ist  sie  allgemein  gültig. 

Bern.  IL  Daraus  folgt,  dass  die  Eigenschaft  Bern.  I  und  also  auch  diejenigen,  welche 
wir  aus  ihr  abgeleitet  haben,  zu  Recht  bestehen. 

Def.  V.  Die  inneren  Theile  der  Yielkante  einer  Grundpyramide  in  S, 
bilden  einen  Theil  des  Raums,  welcher  der  innere  Theü  der  Pyramide  heisst. 
Der  übrige  Theil  von  Sn  heisst  der  äussere  Theü. 

Zus.  L  Das  Segment  zweier  innerer  Punkte  einer  Grundpyramide  liegt  in 
ihrcfn  Innern. 

Beweis  analog  wie  bei  Zus.  ü,  Satz  I,  §  145. 

Satz  in.  Den  inneren  Strahlen  eines  Vielkants  sind  die  Strahlen  des  Scfieitel- 
vielhants  entgegengesetzt. 

Denn  dies  gilt  für  ihre  unendlich  fernen  Punkte  bezüglich  der  entgegen- 
gesetzten Pyramiden  der  beiden  Vielkante  (siehe  Satz  I,  §  115). 

Def.  VI.  Ist  die  unendlichfeme  Pyramide  des  w-Kants  polar,  so  heisst  das 
n-Kant  n-rechttvinJdig. 

Satz  IV.  In  einem  n-reelitwinkligeti  n-Kant  sifid  die  ebe)ien  Winkel,  die 
Keile  der  ebenen  Seiten,  der  Seiten  von  drei,  vier  u.  s.  w.  n  —  1  Dimensionen 
rechte  (Bem.  ü,  §  169  und  Zus.  11,  Satz  I,  11,  §  164). 

Satz  V.  Die  n  Bäume  von  n  —  1  Dimensionen  eines  n-rechtwinkligen  n- 
Kants  theilen  den  Baum  Sn  in  2*  n-rechtwinklige  n-Kante,  von  denen  je  zwei 
Sdieitel  n-Kante  sind  (Satz  in,  §  164). 

Satz  VI.    Die  n-rechtteinkligen  n-Kante  siml  identisch. 

Denn  dies  sind  auch  ihre  unendlich  fernen  Pyramiden  (Zus.  II,  Satz  I, 
§  164). 

Satz  VII.  Wenn  die  unendlich  fernen  Pyramiden  oder  Ennaeder  zweier 
n-Kante  in  Sn  gleich  sitid,  so  siiid  es  auch  die  beiden  n-Kante. 

Man  kann  einen  Identitätszusammenhang  zwischen  den  beiden  Yielkanten 
feststellen,  indem  man  ihre  Scheitel  und  ihre  Vielkante  im  XJnendlichgrossen 
sich  entsprechen  lässt  (Satz  III,  §  15). 

Zus.  I.    Zwei  Sclieitelvielkante  sind  gleicfi. 

Denn  ihre  imendlich  fernen  Ennaeder  sind  entgegengesetzt  und  mithin 
gleich  (Satz  m,  §  30). 

Zus.  IL  Sifid  die  Kanfefi  ztveier  Vielkante  parallel  und  gleich  oder  entgegen- 
gesetzt gerieJUet,  so  siiid  die  Vielkafäe  gleieh. 

Denn  ihre  unendlich  fernen  Vielkante  sind  gleich. 

Satz  VIII  Es  gibt  keitie  zwei  gleicJien  n-Kante,  die  eifie  Seite  von  n  —  1 
Dimensionen  gemein  haben  und  deren  beiden  andere  Kanten  auf  derselben  Seite 
des  durch,  diese  Seite  bestimmten  Baums  liegen. 

Der  Satz  ist  richtig,  wenn  es  richtig  ist,  dass  in  dem  Raum  /S«— i  (gleich- 
gültig ob  vollständig  oder  nicht)  keine  zwei  gleichen  Grundpyramiden  mit  einer 
gemeinschaftlichen  Seite  von  n  —  2  Dimensionen  und  den  übrigen  Kanten  in 
demselben  durch  diese  Seite  bestimmten  Theil  des  Raums  existiren.     Der  letzte 
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Satz  gilt  aber,  wenn  es  richtig  ist,  dass  in  5«— i  keine  zwei  gleiche  körper- 
liche Vielecke  von  n  —  1  Kanten  existiren  können,  welche  eine  Seite  von  n  —  2 
Dimensionen  gemein  haben  und  deren  übrige  Kanten  auf  der  nämlichen  Seite 
derselben  liegen.  Mithin  ist  der  aufgestellte  Satz  gültig,  wenn  er  für  den 
Raum  von  n  —  1  Dimensionen  gilt.  Er  gilt  aber  für  w  =  3,  4;  mithin  auch 
allgemein  (Einl.  1,  §  39). 

Satz  IX.  Es  gibt  kehte  zwei  gleichen  Grundpyramiden  in  Sn,  welcJie  eine 
Seite  von  n  —  1  Dimensionen  gemein  Jiaben  und  deren  gegeniiberliegende  Sclieitel 
in  demselben  durcli  diese  Seite  bestimmten  Theü  von  Sn  liegen. 

Denn  wäre  dies  der  Fall,  so  gäbe  es  auch  zwei  gleiche  Vielkante  mit  einer 
gemeinschaftlichen  Seite  von  n  —  1  Dimensionen  und  den  übrigen  Kanten  in 
demselben  Theil  des  Raums  bezüglich  dieser  Seite,  deren  Scheitel  in  einem 
beliebigen  Scheitel  der  den  beiden  Pyramiden  gemeinschaftlichen  Seite  liegen 
würden,  was  dem  Satz  VIII  widerspricht. 

Satz  X.  Ein  Baum  von  n  —  1  Dimensionen ,  weldier  eine  Kante  einer 
Grundpyramide  in  Sn  im  Innern  trifft,  schneidet  auch  die  Kanten  im  Innern, 
welche  einen  oder  mehrere  Scheitd  mit  den  übrigen  verbifidefh,  ohne  die  übrigen 
Kanten  zu  treffen. 

Oder  auch: 

Theilt  man  die  Scheitel  der  Pyramide  in  zwei  Gruppen,  so  Jcann  der  Baum  die 
Kanten,  welche  die  Scheitel  der  einen  mit  denen  der  andern  verbinden,  im  Innern 
schneiden,  ohne  die  Kanten  derselben  Gruppe  innerhalb  zu  treffen.  Es  gibt  immer 
zwei  solchef  Gruppen,  ivcnn  der  Baum  eine  Kante  der  Pyramide  im  Innern  trifft 

Wir  wollen  annehmen,  der  Satz  gelte  für  eine  Grundpyramide  von  n 
Scheiteln  imd  es  sei  AJ^^^  AJ^^^  ••  -  Äq^'^^Äq^"'^^^  die  Grundpyramide  in  Sn-  Es 
sei  (^q^^^^4q^'"+*^)  die  Kante,  welche  von  dem  Raum  S»— i  in  einem  innern 
Punkt  geschnitten  wird. 

Ist  die  Pyramide  A^^^^Aq^^^  •  •  •  ^^"^  gegeben  und  hat  man  die  beiden  Gruppen 

ihrer  Scheitel 

ylo(^>  ^(2)  •  •  •  ^^'«);  ^('«+1)  . . .  4,<«)  (1) 

ausgewählt,  so  schneidet  der  Raum  Sn^i  den  Raum  dieser  Pyramide  in  einem 
Raum  Sn—2,  welcher  nach  der  Voraussetzung  so  gewählt  werden  kann,  dass 
er  die  Kanten  schneidet,  welche  die  Scheitel  einer  beliebigen  der  beiden  Gruppen 
mit  denjenigen  der  andern  verbindet.  Es  existiren  immer  zwei  Gruppen  (1), 
weil  /S„-i  (und  mithin  auch  Än-sj)  die  Kante  (^^^>^<"»+*>)  schneidet  und 
diesen  Gruppen  bezüglich  die  beiden  Scheitel  Alq^^\  -4<,("*+^>  angehören  müssen. 
Durch  die  Punkte,  in  welchen  der  Raum  Sn—2  die  Kanten  der  Pyramide  von 
n  Scheiteln  Aq^^^  •  •  •  -4q(")  schneidet,  imd  nur  durch  diese  inneren  Punkte  der 
Kanten  der  Pyramide  A^^^^  •  •  •  A^^''\  immer  der  obigen  Annahme  entsprechend, 
geht  auch  der  Raum  5«— i.  Wählt  man  eine  andre  Grundpyramide  von 
n  Scheitehi  mit  der  Kante  (^(i)^<"»+»)),  z.  B. 

^(^)  ^(«) . . .  A^("^) . . .  4,<«-i)  ^C +1) ,  (2) 

so  schneidet  der  Raum  Sn—i  ihre  Kanten,  welche  die  Scheitel  der  beiden  Gruppen 
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(3)  ^(1)  ^,(2)  . . .  ÄM^  4,(-+i)  . . .  ^(»-D 

verbinden. 

Nach  der  Voraussetzung  muss  der  übrig  bleibende  Seheitel  -4^^*+'^  in 
einer  der  beiden  Gruppen  liegen;  es  gibt  daher  zwei  mögliche  Gruppenpaare: 

(4)  A^^^o^'^  •  •  •  ^^'"^  A^'"-^'^  •  •  •  Ji^C»- i)4,<»+i) 

(4')  A^'^A^^^  •  •  •  A^-)  A^«+^),  ^^'^^^J .  • .  Jo^»- 1) , 

welche  sich  auf  ein  einziges  reducircn  können^  wenn  nämlich  die  Gruppen  (4) 
und  (4')  aus  derselben  Anzahl  von  Scheiteln  bestehen.  Man  hat  also  für  die 
Pyramide  in  Sn  die  beiden  Formen: 

Denn  wenn  der  Kaum  Sn—i  eine  andre  Kante  schneiden  könnte,  so  müsste 
diese  eine  der  Kanten  sein,  welche  zwei  Scheitel  derselben  Gruppe  z.  B. 
Aq^^'^Aq^^^  verbindet  und  wählt  man  dann  die  Pyramide 

so  gäbe  es  einen  Raum  Sn—g,  welcher  die  Kanten  treffen  wiirde,  welche  die 
Scheitel  der  zwei  Gruppen  (1)  verbinden  und  ausserdem  noch  die  Kante 
Aq^^^Äq^^\  was  gegen  die  Voraussetzung  ist. 

Gilt  also  der  Satz  für  den  Raum  Sn—iy  so  gilt  er  auch  in  dem  Raum 
Snj  er  ist  aber  für  n  =  2,  3,  4  gültig;  mithin  ist  er  es  allgemein  (Zus.  I, 
Satz  n,  §  95  und  Zus.  I,  Satz  ü,  §  145;  Einl.  1,  §  39). 

Ztts,  I.  Wenn  ein  Raum,  tvelcher  durch  Iceinen  der  Scheitel  einer  Grund- 
Pyramide  geht,  die  n  durch  einen  Scheitel  gehenden  Kanten  in  äusseren  PunJctefi 
trifft,  so  schneidet  er  auch  die  übrigen  Kanten  in  äusseren  Punkten, 

Bern.  III.    Auch  für  die  Grundpyramide  in  S^  gelten  die  Eigenschaften  bezüglich 

der  Durchschnittspunkte  einer  Graden,  welche  einen  Punkt  im  Innern  einer  Seite  von 
n  —  1  Dimensionen  der  Pyramide  oder  einen  Punkt  innerhalb  der  Pyramide  hat  (Bem.  I 
und  n). 

11. 

Dreikante ,  Vierkante  n.  s.  w.  Vielkante  verschiedener  Art. 

§  171.  Bern.  Bei  der  Lehre  von  dem  Raum  von  vier  Dimensionen  haben  wir  die 
Dreikante  zweiter  Art  gefunden,  welche  eine  Grade  zum  Scheitel  haben  (§  142)  und  von 
den  Dreikanten  erster  Art  verschieden  sind,  die  dem  Raum  von  drei  Dimensionen  ange- 
hören. Ebenso  findet  man  in  dem  Raum  6*5  die  Dreikanto  dritter  Art,  welche  eine  Ebene 
zum  Scheitel  und  drei  Räume  von  drei  Dimensionen  zu  Seiten  haben  und  in  demselben 
Raum  die  Vierkante  zweiter  Art,  welche  eine  Grade  zum  Scheitel  und  vier  durch  sie 
gehende  Ebenen  zu  Seiten  haben. 

So  gibt  es  in  dem  Raum  von  m  Dimensionen  das  Vielkant  erster  Art  mit  m  Kanten, 
in  dem  Raum  von  m  -\-  1  Dimensionen  das  Vielkant  zweiter  Art  mit  m  Kanten,  welches 
eine  Grade  zum  Scheitel  hat  und  in  dem  Raum  von  n  Dimensionen  das  Vielkant 
(n  —  w  +  1)*®'  Art,  von  m  Kanten,  welches  einen  Raum  von  n  —  m  Dimensionen  zum 
Scheitel  hat  und  dessen  Seiten  w  durch  diesen  Scheitel  gehende  Räume  von  n  —  w  +  1 
Dimensionen  sind.  Die  Eigenschaften  dieser  Vielkante  verschiedener  Art  werden  aus  den 
Eigenschaften  der  Vielkante  erster  Art  abgeleitet.  Wir  haben  nicht  nöthig,  länger  bei 
diesen  geometrischen  Dingen  zu  verweilen. 
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12. 
Sinn  der  Vielkante  and  der  Orandpyramiden  in  dem  Ranm  5^. 

§  172.  Bern.  I.  Nehmen  wir  an,  die  Richtungen  des  Sterns  n  —  3*"  Art  in  <S»„_j 
und  des  Baums  S^_^  würden  durch  die  Richtungen  eines  Zweikants  von  n  —  1  Dimen- 
sionen eines  körperlichen  Vielecks  von  n  —  1  unabhängigen  Kanten .  festgelegt,  so  bestim- 
men wie  bei  der  Ebene,  dem  Raum  von  drei  und  vier  Dimensionen  die  Richtungen  des 
Raums  S^^^^^  von  S^  oder  eines  beliebigen  leitenden  Raums  die  Richtungen  des  Sterns 

n  —  2*«'  Art. 

Bezüglich  der  Sterne  n  —  2*«'  Art  lassen  sich  die  Eigenschafben,  welche  den  Sätzen 
über  die  Richtungen  der  Sterne  erster  Art  des  Raums  von  drei  Dimensionen  (§  96)  oder 
der  Sterne  zweiter  Art  des  Raums  S^  (§  146)  entsprechen,  ähnlich  beweisen. 

Wenn  man  die  Richtungen  des  Raums  S^  definirt  und  die  Schlussweise  von  n  —  1 

auf  n  anwendet,  erhält  man  analog,  dass  die  Richtungen  des  Raums  S^  durch  diejenigen 

eines  Zweikants  eines  seiner  Vielkante  bestimmt  werden.  Damit  ist  die  oben  nur  voraus- 
gesetzte Eigenschaft  bewiesen.  Wir  bringen  und  beweisen  hier  die  Eigenschafben,  welche 
sich  auf  den  Sinn  der  Vielkante  und  der  Grundpyramiden  beziehen;  um  die  Anwendung 
des  genannten  Beweisverfahrens  besser  kennen  zu  lehren. 

Bern,  IL  Wir  nehmen  an,  die  Eigenschaft  gelte:  „dass  zwei  Grundpyramiden  in 
dem  Raum  ä„_|,  welche  eine  Seite  von  n  —  2  Dimensionen  gemein  haben,   gleich  oder 

entgegengesetzt  gerichtet  sind,  je  nachdem  ihre  übrigen  Scheitel  in  demselben  oder  ent- 
gegengesetzten Theile  von  <S„_i  bezüglich   der  gemeinschaftlichen  Seite  liegen."    Diese 

Eigenschaft  gilt  bereits  für  die  Ebene,  den  Raum  von  drei  und  vier  Dimensionen  (siehe 
Satz  V  und  Bem.  VIII). 

Sats  L    Zwei  Vielkante  ai<^> a|^*^  •  •  •  a/*^  a/^>aj<*>  •••  o^'^»),  wdche  denselben 

Scheitel  P^  und  eine  Seite  von  n  —  1  Dimensionen  gemein  hdben^  sind  gleich 

oder  entgegengesetzt  gericJUet,  je  nachdem  die  übrigen  Kanten  a/'^  und  a/^")  in 

demselben   Theü  oder   entgegengesetzten   Theilen  des 

Baums  bezüglich  der  gemeinschaftlichen  Seite  liegen. 

Denn  sie   sind   im  ersten  Fall  gleichgerichtet^ 

weil  es  ihre  Pyramiden  im  Unendlichgrossen   der 

Voraussetzung  nach  sind^  während  sie  im  zweiten 

Fall  entgegengesetzten  Sinn  haben  (Fig.  132). 

Bern,  III.  Zus.  I  und  n,  Satz  VII,  §  146  werden  ebenso 
bewiesen. 

Es   gilt   auch   und   wird   ähnlich  wie  Satz   XI,  §  96 
^*«-  132.  oder  X,  §  146  bewiesen  der  Satz,   welcher  sich  auf  den 

Sinn   zweier   Vielkante    mit    demselben    Scheitel   bezieht, 
deren  Kanten  einen  Raum  S^_^  in  zwei  gleich  oder  nicht  gleich  gerichteten  Pyramiden 

schneiden. 

Satz  IL  Zwei  Vielkante  a^^^^a^^  •••  a/»>,  a^^'^  a.'^^^^  a,'^^^  ...  a/^»),  weldie 
eine  Kante  ufid  den  Scheitel  gemein  haben  und  deren  beide  Seiten  (a^^^^  •  •  •  «i^"^), 
(oj'C«) ...  fj^'('»))  ifi  dßf^i  nänUidien  Baum  von  derselben  oder  der  etvtgegengesetzten 
Biehtung  liegen,  haben  gleicfien  oder  entgegengesetzten  Sinn. 

Denn  wenn  die  Vielkante  (o^^^^  •  •  •  a/"^),  (a/<*^  •••  a/^*^)  um  den  gemein- 
schaftlichen Scheitel  denselben  Sinn  haben,  so  sind  ihre  Pyramiden  im  ün- 
endlichgrossen  Af^A^^) . . .  A<<^1 ,  Ä^^Ji  Ä^'^J^ . . .  ^J^»H«)  gleichgerichtet  (Bem.  I) 
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und    mithin    auch    die    beiden     körperlichen    Vielecke    -4{,^^  •  Ä^^^^  ...  -4{J*J|^, 

^ol  '  ^'ox  •  •  •  ^'ox  (ß^™-  ™)  ^^  folglich  auch  die  beiden  Vielkante. 

*  Satz  IIL    Zwei  Vidkmite  A}^^  -  ^,<«  ...  A<«+^>,  A^^'^  -  A^'^^^  ...  ^'<«+^> 

Jmbeu  denselben  oder  den  entgegengesetzten  Sinn,  wenn  ihre  Schnitte  A^^^^ . . .  -4^^*+^^, 

^/(^>  ...  J^'('*+^>  mit  einem  Baum  S^-i 
gleichen  Sinn  haben,  je  nachdem  ihre  Scheitel 
auf  derselben  Seite  von  Sn—i  liegen  oder 
ni<M.  Sind  dagegen  die  beiden  Schnitte  ent- 
gegengesetzt gericJiiei,  so  h<iben  die  beiden 
VidJcante  im  ersten  Fall  entgegengesetzten 
im  zweiten  gleichen  Sinn, 

Der  Beweis  ist  ähnlich  wie  zu  Satz  XII, 
§  96  oder  XI,  §  146  (Fig.  133). 

pj    jj^  Be^n.  IV.    Daraus  wird  mit  analogem  Beweis 

der  dem  Zus.  I,  Satz  XII,  §  146  entsprechende 
Zusatz  abgeleitet. 

Zus.  L  Zwei  Vielkante  a^^») a/2> . . .  a/"),  a/<^> a/ <«>...  a/<»^  vm  welchen 
zwei  Kanten  a/^>,  a/^^^  auf  derselben  Graden  liegen  und  entgegengesetzt  geridUet 
sind  und  deren  Kanten  a^^^\  a/^^^  sich  in  einem  Punkt  -4^^'\  a^^^^  a/^^^  in  A^^^^ 
u.  s.  w.,  a^^*),  a/^'*)  in  Aq^"^  schneiden,  und  deren  übrige  Kanten  a/^^,  a/^^^  auf 
derselben  Seite  des  Baums  ai<-)a/<'^Jai^^>a/<^L..  a/'^a/^^^  liegen,  haben  entgegen- 
gesetzten Sinn. 

Liegen  dagegen  a/^>,  a/^^^  auf  entgegengesetzten  Seiten  des  genannten  Baums, 
so  Jwben  die  beiden  Vielkante  denselben  Sinn. 

Sind  a/^>,  a/^^^  gleichgerichtet,  so  haben  die  beiden  Vielkante  im  ersten  Fall 
gleichen,  im  zweiten  entgegengesetzten  Sinn. 

Bern.  F.  Diese  Eigenschaft  geht  auf  analoge  Art  aus  Zus.  II,  Satz  XI,  §  146  hervor; 
nur  muss  man  annehmen,  es  sei  bewiesen,  dass  eine  grade  Anzahl  yon  Permutationen  der 
Scheitel  der  Pyramide  in  S^__y^    eine   Richtung    und   eine   ungrade   die   entgegengesetzte 

Richtung  geben,   wie  es  bei  der  Ebene,    dem  Raum  von  drei  und  vier  Dimensionen  der 
Fall  ist  (siehe  Satz  IV). 

Satz  IV.  Eine  grade  Anzahl  von  Permutationen  der  Sclieitd  einer  Grund- 
Pyramide  des  Baums  S„,  gibt  eine  Bichtung  des  Baums  S«,  eine  ungrade  Anzahl 
die  entgegengesetzte  Bichtung. 

Wir  haben  angenommen,  der  Satz  gelte  für  den  Raum  Sn—i  (Bem.  IV). 
Wählt  man  das  Vielkant  A^^^  •  -4^^^)  ...  -4o^'»+^)  der  Grundpyramide  in  S^, 
so  gibt  eine  grade  Anzahl  von  Permutationen  der  Scheitel  der  Pyramide 
A^^K . .  A^'*'^^'^  in  ihrem  Raum  Sn—i  dieselbe  Richtimg  von  Sn—i  und  mithin 
auch  dieselbe  Richtung  des  Vielkants  vom  Scheitel  A^^^  (Satz  IH).  Eine  un- 
grade Anzahl  von  Permutationen  der  Scheitel  A^^K . .  A^'^'^'^^  gibt  die  ent- 
gegengesetzte Richtung.  Hält  man  aber  die  w -4-  1  Scheitel  Ai^^^y  A^^^\  ..., 
^^(«-fi)  der  w  -j-  1  Vielkante  der  Grundpyramide  in  Sn  der  Reihe  nach  fest 
und  vertauscht  die  übrigen  Scheitel,  so  erhält  man  alle  Permutationen  der 
w  +  1  Scheitel.  Nimmt  man  nun  in  Zus.  I,  Satz  EI  an,  a/*^,  «i'<^>  träfen  sich 
in  einem  Punkt  ^q^»+^^  und  die  Scheitel  der  beiden  Vielkante  seien  A^^^^  und 
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J.o^*>,  so  liegen  die  beiden  Kanten  a/^>,  a/(^>  auf  derselben  Seite  des  Raums 
^j(i)^o^«> . . .  ^c)  und  die  beiden  Vielkante  ^(i)  •  ^^  J^^») ...  ^(»+1),  A^^^y  . 
. -4^<'^J[^(^> ...  ^('•+^>  haben  entgegengesetzten  Sinn  (Zus.  I,  Satz  DI).  Das 
Vielkänt  ^^*>  •  ^<3>^<*>^(*> . . .  Ä^^'^+^y  hat  aber  die  entgegengesetzte  Richtung, 
wie  das  Vielkant  ^^<*>  •  ÄJ^^^A^^^^ ...  ^<'»+^>;  mithin  haben  die  beiden  Vielkante 
^(1)  .  ^(«) ^^(5) ...  ^(«+1),  ^(2)  .  ^(8)^(1) ...  ^(«+1)  gleichen  Sinn. 

^(^>4,(*>^<8)...^(-  +  ^>,  ^w^w^,(^>...^(»+i)  erhält  man  aber  durch 
eine  grade  Anzahl  von  Permutationen  der  w  +  1  Scheitel  der  gegebenen  Grund- 
pyramide. Der  Satz  ist  somit  bewiesen,  wenn  er  für  den  Raum  S„_i  gültig 
ist.     Er  gilt  a^er  für  w  =  2,  3,  4,  mitlyn  allgemein.  ' 

•    Nachdem  Satz  IV  für  jeden  Fall  bewiesen  ist,  gilt  auch  Zus.  I,  Satz  DI 
allgemein. 

Def.  L  Wir  sagen  auch,  eine  grade  Anzahl  von  Permutationen  gäbe  einen 
Sinn,  eine  ungrade  den  entgegengesetzten  Sinn  der  Pyramide. 

Bern.  VI.  Es  erübrigt  noch  zu  zeigen,  dass  die  in  Bern.  11  gemachte  Hypothese,  auf 
welcher  die  vorigen  Beweise  beruhen,  richtig  ist. 

Satz  V.  Ztvei  Grundpyramiden  in  S«,  welche  eine  Seite  von  n  —  1  Dimen- 
sionen gemein  liaben,  sind  von  gleicliem  Sinn  oder  nicht,  je  nachdem  die  übrigen 
Scheitel  in  demselben  Theil  des  Baums  bezüglich  der  gemeinschaftlichen  Seite  liegen 
oder  nicht 

Dieser  Satz  ist,  ^enn  man  Def.  I  benutzt,  eine  andre  Form  des  Zus.  I, 
.Satz  I  (Bem.  HI).  Er  gilt  mithin,  wenn  er  für  den  Raum  Sn—i  gültig  ist; 
er  ist  es  aber  für  n  =  2,  3,  4;  also  ist  er  allgemein  gültig  (Einl.  1,  §  39). 

Bem.  VII.  Die  aus  der  Hypothese  in  Bem.  I  abgeleiteten  Sätze  sind  somit  für  alle 
Fälle  bewiesen. 

Satz  VI.  Wenn  ein  Vielkant  a^^^^Oj^^  ...  a/"^  gegeben  ist  und  man  vertauscht 
eine  ungrade  Anzahl  von  Kanten  mit  üiren  Verlängerungen ,  so  erhidt  man  ein 
Vieücant  von  entgegengesetztem  Sinn,  wie  das  gegebene;  vertauscht  man  dagegen 
eine  grade  Anzahl  von  Kanten  mit  ihren  Verlängerungen,  so  erhält  man  ein  Viel- 
känt von  gleidietn  Sinn. 

Der  Beweis  wird  analog  wie  bei  Satz  XIII,  §  96  oder  XIII,  §  140  geführt 
(Satz  V). 

Zus.  I.  Zwei  Scheitel-n- Kante  in  S^  haben  gleidten  oder  cntgegengesetztm 
Sinn,  je  nachdem  n  grade  oder  ungrade  ist. 

Denn  wenn  7i  eine  grade  Zahl  ist,   so  ist  die  Anzahl  der  Vertauschungen 

der  n  Kanten  mit   ihren  Verlängerungen  eine   grade,   eine    ungrade  dagegen, 

wenn  n  ungrade  ist. 

Bern.  VIII.  Bezüglich  des  Sinns  der  Vielkante  mit  parallelen  Kanten  gilt  ein  dem 
Zus.  III,  Satz  Xm,  §  96  oder  dem  Zus.  II,  Satz  XIII,  §  146  analoger  Zusatz  mit  ähn- 
lichem Beweis. 

Zus.  IL  Zwei  entgegengesetzte  Ennaeder  in  dem  vollständigen  Baum  S„— i 
l^ben  gleichen  oder  entgegengesetzten  Sinn,  je  nachdem  n  grade  oder  ungrade  ist. 

Dies  folgt  aus  Zus.  I,  wenn  man  den  liaum  Sn—i»  als  Polarraum  des 
Scheitels  der  Vielkante  betrachtet. 
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13. 

Sinn  oder  Richtung  identischer  Figuren.  —   Congmente  nnd  symmetrische 

Figuren. 

§  173.  Bern.  I.  Ist  die  Definition  von  Punkten  und  Figuren  gegeben,  welche  be- 
züglich eines  Raumes  S^_^  symmetrisch  sind,  so  beweist  man  wie  bei  der  Ebene  und  dem 

Raum  von  drei  und  vier  Dimensionen  (§§  47,  97  und  147)  die  analogen  Eigenschafben  so 
z.  B.,  dass  zwei  bezüglich  eines  Raums  5^_j   symmetrische  Vielkante  entgegengesetzten 

Sinn  haben  und  dass  die .  symmetrischen  Räume  sich  in  dem  Symmetrieraum  schneiden. 
Ebenso  zeigt  man  auch,  dass  der  Identitätszusammenhang  zwischen  zwei  identischen  Fi- 
guren durch  zwei  Vielkante  und  daher  auch  durch  zwei  Grundpyramiden  der  beiden  Figufen 
bestimmt  wird  und  dass  mithin  zwei  identische  Figuren  nicht  mehr  als  n-\-l  Paar  sich 
entsprechender  Pimkte  gemein  haben  können.  Ebenso  auch,  dass  die  gradlinigen  Figuren, 
welche  durch  zwei  Gruppen  von  m  Punkten  bestimmt  werden,  identisch  sind,  wenn  die 
Segmente  gleich  sind,  die  m  —  (n  -|- 1)  von  diesen  Punkten  mit  den  übrigen  und  die 
übrigen  untereinander  verbinden,  und  dass,  wenn  zwei  Vielkante  zweier  identischer  Figuren 
gleichen  oder  entgegengesetzten  Sinn  haben,  alle  sich  entsprechenden  Vielkante  von  dem- 
selben oder  entgegengesetzten  Sinn  sind. 

Nachdem  man  die  Definition  congruenter  und  symmetrischer  Figuren  gegeben,  findet 
man  wie  in  der  Ebene,  dem  Raum  von  drei  und  vier  Dimensionen  (§§  58,  98  und  148), 
dass  zwei  Figuren,  welche  einer  dritten  congruent  oder  symmetrisch  sind,  selbst  congruent 
sind;  dass  zwei  Figuren,  von  welchen  die  eine  einer  dritten  congruent,  die  andre  symme- 
trisch ist,  symmetrisch  sind  und  schliesslich,  dass  zwei  congruente  Figuren,  welche  n  Paar 
unabhängige  sich  entsprechende  Punkte  gemein  haben,  zusammenfq^llen,  während  die  Figuren, 
wenn  sie  symmetrisch  sind,  alle  Punkte  des  durch  die  n  Paare  zusammenfallender  Punkte 
bestimmten  Raums  S^^^  gemein  haben. 


14. 

Kugeloberfläche  von  n  —  1  Dimensionen. 

§  174.  Def.  L  Alle  Punkte,  welche  in  dem  Raum  S«  von  einem  Punkt 
Pq  um  ein  gegebenes  Segment  abstehen,  bilden  eine  Figur,  welche  Kugddber- 
fläche  heisst;  das  gegebene  Segment  ist  der  Badius,  der  Pimkt  P^  das  Centrum 
oder  der  Mittelpunkt,  Zwei  in  zwei  entgegengesetzten  Radien  gelegene  Punkte 
der  Oberfläche  heissen  entgegengesetzt  oder  Gegenpunkte  und  ihr  Segment  der 
Durchmesser. 

Bern.  I.  Die  Kugel  Oberfläche  ist  eine  Figur  von  n  —  1  Dimensionen,  weil  der  Stern 
n  —  2'"  Art  bezüglich  seiner  Strahlen  eine  solche  Figur  ist.  Ebenso  gilt  ein  dem  Zus. 
zur  Def.  I,  §  101  entsprechender  Zusatz. 

Def,  IL    Alle  Durchmesser  oder  alle  Radien  der  Kugeloberfläche  bilden 

einen  Theil  des  Raumes  /S„,  welcher  Kugel  heisst. 

Bern.  II.  Eine  der  Def.  III,  §  101  bezüglich  des  inneren  und  äusseren  Theils  der 
Kugel  analoge  Definition  hat  Gültigkeit;  ebenso  auch  Bem.  U,  §  101. 

Def.  HL  Die  Ebenen  und  Räume  von  drei  u.  s.  w.  n  —  1  Dimensionen, 
welche  durch  das  Centrum  der  Kugel  gehen,  heissen  Diametr(ild)enen  und  -Bäume. 

Zus.  Jede  Diametralebene  und  jeder  Diametralraum  Sm  schneiden  die  Kugel 
von  n  —  1  Dimensionen  bezüglich  in  einer  Kreislinie  und  einer  Kugd  von 
m  —  1  Dimensionen.     . 
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Es  geht  dies  unmittelbar  aus  der  Definition  hervor. 

Satz  L  Eine  Grade  Jcann  die  Kugeloberflädie  von  drei  Dimensionen  in  nidit 
m^Jir  als  zwei  Punkten  treffen. 

Beweis  wie  bei  Satz  I,  §  101. 

Bez,  L  Wir  bezeichnen  desshalb  die  Kugeloberfläche  von  m  —  1  Dimen- 
sionen mit  dem  Symbol  S\—ij  indem  wir  mit  m  —  1  die  Anzahl  der  Dimen- 
sionen und  mit  2  die  grösste  Anzahl  der  Durchschnittspunkte  mit  einer  Graden 
angeben. 

Satz  IL  Eine  beliebige  Ebene  schneidet  die  Kugel  S%_i  in  einer  Kreislinie, 
in  einem  oder  keinem  Punkt,  je  nachdem  ihr  Abstand  vom  Centrum  kleiner,  eben- 
sogross  oder  grösser  als  der  Badins  ist 

Denn  der  Diametralraum,  welcher  die  Ebene  mit  dem  Centrum  verbindet, 
schneidet  die  Kugel  S^n—i  in  einer  Kugel  von  zwei  Dimensionen  S^*,  welche 
von  der  Ebene  in  einer  Kreislinie,  einem  oder  keinem  Punkt  getroffen  wird 
(Satz  n,  §  101). 

Satz  HL  Ein  Baum  von  m  Dimensionen  (m  >  2,  m  <  n  —  1)  schneidet 
die  Kugel  S*m—i  i^  einer  Kugel  S^m—i,  ^w  einem  oder  keinem  Punkt,  je  nadi- 
dem  sein  Abstand  voin  CerUrum  Meiner,  ebensogross  oder  grösser  als  der  Badius 
der  Kugel  S\—i  ist. 

Beweis  analog  wie  zu  Satz  11,  §  101. 

Satz  IV,  Ein  Diametralraum  Sm  schneidet  die  Kugel  S^— i  in  einer  Kugel 
Sfl,— i  von  grösstem  Badius. 

Beweis  analog  wie  zu  Satz  IQ,  §  101. 

Zus.    Eine  Diametralebene  schneidet  die  Kugel  S\—i  in  einem  Maximalkreis. 

Def.  IV,  Eine  Kugel  S^mj  welche  in  einem  Diametralraum  Sm  liegt,  heisst 
daher  grösste  Kugel. 

Def.  V.  Eine  berührende  Grade  in  einem  Punkt  einer  grössten  Kreislinie 
heisst  die  Tangente  an  die  Oberfläche  S\^i  in  diesem  Punkt  und  der  Punkt 
BerüJirungspunkt. 

Satz  V.  Die  Tangenten  in  einem  Punkt  der  KugeloberfläcJie  8\^i  liegen  in 
einem  Baum  von  n  —  1  Dimensionen,  welcher  auf  dem  durch  den  gegebenen  Punkt 
gehenden  Badius  serikrecht  steht. 

Beweis  analog  wie  bei  Satz  IV,  §  101. 

Def.  VI,  Der  Raum  ä«_i,  welcher  die  Tangenten  an  die  Kugel  S^n-i 
in  einem  Punkt  enthält,  heisst  Berührungsraum  der  Kugel  in  dem  gegebenen 
Punkt  und  der  Punkt  Berührufigspunkt. 

Satz  VI    Die  Kugel  S^n—i  H^t  rollstätidig  auf  der  einen  Seite  eines  ihrer 
Beriihrungsräume  von  n  —  1  Dimoisionen. 
Beweis  analog  wie  zu  Satz  V,  §  101. 

Def.  VII.  Jeder  Raum  Sn»,  welcher  mit  der  Kugel  S'„_i  nur  einen  Punkt 
gemein  hat;  enthält  imendlich  viele  Tangenten  an  die  Kugel  und  heisst  daher 
Berührungsraum  der  Kugel  in  dem  gegebenen  Punkt,  welcher  der  Berührungs- 
punkt ist. 
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Satz  VII.  Der  in  dein  Mittelpunkt  einer  Sehne  auf  dieser  Sehne  senkreckt 
stehende  Baum  geht  durch  das  Centrum  der  Kugel. 

Beweis  analog  wie  zu  Satz  VI,  §  101. 

Zus,  Jeder  Diatnetralraum  Sn-i  zerlegt  die  Kugel  S\-i  in  ztrei  besüglicJi 
dieses  Baums  symmetrische  Theile. 

Beweis  analog  wie  bei  Zus.  Satz  VI,  §  101. 

Satz  VIII  n  +  1  unabhängige  Funkte  bestimmen  eine  Kugel  S\-i  und 
diese  wird  durcJi  w  +  1  beliebige  ihrer  Punkte  bestimmt. 

Beweis  analog  wie  zu  Satz  VQ,  §  101. 

Zus.    Eine  Kugel  S\^i  ist  immer  in  einem  Baum  Sn  eiiÜuüten. 

Denn  sie  liegt  in  dem  Raum  S«,  welcher  durch  die  w  +  1  unabhängige 
Punkte,  welche  S^n—\  bestimmen,  festgelegt  wird. 

15. 

Linien  and  Flächen  oder  stetige  Systeme  in  dem  allgemeinen  Ranm  and  von 

gegebener  Ordnung  im  dem  Ranm  Sn- 

§  175.  Def,  I  Ist  in  dem  allgemeinen  Raum  ein  System  einer  Dimension 
von  Linien  (Def.  I,  §  36)  derart  gegeben,  dass  jedem  Punkt  einer  Linie  ein 
Punkt  der  folgenden  Linie  u.  s.  f.  entspricht  und  sind  die  Systeme  sich  ent- 
sprechender Punkte  stetig  oder  Linien,  so  heisst  das  gegebene  Liniensystem 
stetig  von  zwei  Dimensionen  bezüglich  des  Punktes  als  Element  oder  auch 
Flädie  von  zwei  Dimensimien.  Bezüglich  der  Linien,  aus  welchen  es  zusammen- 
gesetzt ist,  wird  dieses  System  auch  stetuj  von  einer  Dimension  genannt. 

Ist  ein  System  einer  Dimension  von  Flächen  von  zwei  Dimensionen  ge- 
geben und  findet  zwischen  ihren  Punkten  dieselbe  Beziehung  statt,  wie  zwischen 
d^n  Punkten  des  obigen  Liniensystems,  so  erhält  man  ein  stetiges  System  von 
drei  Dimensionen  bezüglich  des  Punktes  als  Element  oder  auch  ein  stetiges 
System  einer  Dimens^ion  bezüglich  der  Flächen,  aus  welchen  es  gebildet  ist. 
Dasselbe  heisst  Fläche  von  drei  Dimensionen.  So  kommt  man  zu  den  Flächen 
von  vier,  fünf  u.  s.  w.,  m  —  1  Dimensionen  und  schliesslich  zu  der  Fläche  von 
m  Dimensionen. 

Die  Linien  der  sich  entsprechenden  Punkte  heissen  Leitlinien,  die  Linien 
oder  Flächen  des  Systems  ErzeugungsUnien  oder  -Flächen. 

Def.  IL  Ein  System  einer  Dimension  von  Linien,  welches  der  Def.  I  ent- 
spricht, heisst  auch  stetiges  System  einer  Dimension  bezüglich  der  Linien  oder 
zweier  Dimensionen  bezüglich  des  Punktes. 

Ist  ein  System  von  Systemen  von  m  —  r  Dimensionen  derart  gegeben, 
dass  jedem  Punkt  eines  Systems  ein  Punkt  des  consecutiven  entspricht  u.  s.  w. 
und  gehören  die  sich  entsprechenden  Punkte  einem  stetigen  System  von  r  Di- 
mensionen an,  so  heisst  das  System  stetig  von  r  Dimensionen  bezüglich  der  ge- 
gebenen Systeme  von  m  Dimensionen  bezüglich  des  Punktes  als  Element. 

Auch  die  Linie  ist  ein  stetiges  System  einer  Dimension  von  Punkten 
(Def.  I,  §  30;. 
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Bern.  I.  Die  sich  entsprechenden  Punkte  zweier  consecutiven  Linien,  Flachen  oder 
Systeme  in  den  Constructionen  nach  Def.  1  und  n  können  einen  beliebig  kleinen  Abstand 
haben  (Def.  I ,  §  36). 

Unter  der  Annahme  die  Eigenschaft  gelte  bei  Systemen  für  w  —  1  beweist  man  ihre 
Gültigkeit  für  w;  sie  gilt  aber  für  m==s2;  folglich  allgemein. 

Bern.  IL  Sprechen  wir  von  einer  Fläche  oder  einem  stetigen  System  von  m  Dimen- 
sionen, so  meinen  wir,  dass  es  bezüglich  des  Punktes  als  Element  m  Dimensionen  habe. 

'         Bern.  III.    Wir  werden  bald  sehen,  dass  die  Kegel-  und  Eugeloberfläche,  welchen 
wir  in  S^  und  S^  begegneten,  ebenfalls  der  Def.  I  genügen. 

Satz  L  Durch  zwei  consccuUve  Punkte  X^,  Yq  eines  Erjseugungssystems 
G^m—r  f^^i  der  Def.  II  gehen  zwei  cmisecutire  leitende  Systeme. 

Lr^*\  Lr^y^  seien  die  beiden  leitenden  Systeme.  Als  ihre  sich  entsprechenden 
Punkte  kann  man  diejenigen  betrachten,  welche  §ie  nach  Def.  11  mit  jedem 
Erzeugimgssystem  G^^r  gemein  haben.  G\n—r  sei  das  auf  Gm^r  unmittel- 
bar folgende  Erzeugungssystem,  Xq'  und  Y^  die  den  Punkten  X^  und  Y^  in 
ihm  entsprechenden  Punkte,  welche  daher  einander  in  ir^'^  L^^^  entsprechen. 
Wird  (X(j Xq)  kleiner  als  jedes  gegebene  Segment,  so  wird  es  nach  Def.  11 
auch  {Y^Y^)  und  wenn  mithin  (X^Fq)  unbegrenzt  abnimmt,  so  gilt  dies  auch 
für  {YqX^)  und  {X^Y^  (Zus.  Ax.  IV);  die  sich  entsprechenden  Punkte  von 
Lr^'\  Lr^^  sind  also  consecutiv  d.  h.  die  beiden  leitenden  Systeme  sind  con- 
secutiv. 

Satz  IL  Ein  stetiges  System  von  r  Dimensionen,  welches  aus  Systemen  von 
m  —  r  Dimensionen  besteht,  ist  ein  stetiges  System  von  m  —  r  Dimensionen,  wel- 
ches aus  Systefnen  von  r  Dimensionen  zusammengesetzt  ist 

Denn  ist  (Gm—r)  die  Gruppe  der  Erzeugungssysteme  und  (Lr)  die  Gruppe 
der  Leitungssysteme,  so  ist  jeder  Punkt  eines  Systems  Lr  auch  ein  Punkt 
eines  Systems  Gm^r  und  umgekehrt  (Def  EI).  Durch  consecutive  Punkte  von 
Gm^r  gehen  consecutive  leitende  Systeme  (Satz  I)  und  betrachtet  man  die 
Punkte  von  G^n—r  als  entsprechende  Punkte,  so  ist  Gm—r  ein  leitendes  System 
in  dem  neuen  System  und  Lr  ein  Erzeugungssystem. 

Satz  HL  Jedes  stetige  System  von  m  (m  >  1)  Dimensionen  in  dem  allge- 
meinen Raum  ist  eine  Flüche  von  m  Dimensionen. 

Das  System  von  zwei  Dimensionen,  also  durch  ein  System  einer  Dimen- 
sion von  Linien  erzeugt,  ist  eine  Fläche  von  zwei  Dimensionen,  weil  sich  in 
diesem  Fall  Def.  11  mit  Def  I  deckt.  Es  sei  nun  r  =  2  und  m  —  r  =  1,  d.  h. 
es  sei  ein  stetiges  System  27  von  zwei  Dimensionen  von  Linien  gegeben.  Eine 
beliebige  der  leitenden  Flächen  L^  des  Systems  wird  durch  ein  stetiges  System 
von  Linien  einer  Dimension  erzeugt.  Betrachten  wir  eine  leitende  Linie  L^ 
einer  Fläche  L^.  Durch  einen  Punkt  Aq  von  L^  geht  eine  Linie  G^  der 
Fläche  ijj  und  durch  A^  geht  auch  eine  Erzeugungslinie  g^  des  gegebenen 
Systems. 

Durch  jeden  Punkt  X^  von  g^  geht  eine  leitende  Fläche  und  in  derjenigen 
des  Punktes  X^,  welcher  unmittelbar  auf  A^^  folgt,  betrachte  man  eine  Erzeu- 
gungslinie, welche  unmittelbar  auf  die  Linie  G^  folgt.     Alle  Lmien  G^  bilden 

eine  Fläche  von  zwei  Dimensionen  (r^,  von  welcher  g^  eine  leitende  Linie  ist. 
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Alle  diese  Flächen  von  zwei  Dimensionen,  welche  man  aus  den  durch  die 
Punkte  von  L^  gehenden  Linien  g^  erhält,  bilden  ein  stetiges  System  2^  einer 
Dimension  mit  der  leitenden  Linie  L^  (Def.  I). 

Die  Leitlinien  von  G^  sind  die  Erzeugenden  des  Systems  2J,  weil  zwei 
consecutive  Erzeugende  zweier  Flächen  ig;  ^2  ^®  Punkte  in  Erzeugenden 
des  Systems  2J  haben  (Def.  11  und  Satz  I);  mithin  ist  jeder  Punkt  der  Flache 
{G^L^  oder  von  27',  da  er  in  wenigstens  einer  G^  liegt,  auch  in  wenigstens- 
einer  Erzeugenden  ^^  des  Systems  H  gelegen.  Wenn  umgekehrt  Y^  ein  Punkt 
von  2J  ist,  so  geht  durch  ihn  eine  Erzeugende  g^  von  welcher  ein  Punkt  Y^ 
auf  der  Fläche  i,  liegen  muss  (Def.  II),  welche  ihrerseits  in  einer  Erzeugenden 
Gl  von  ig  gelegen  ist.  Die  Linie  6r/  hat  einen  Punkt  Y^  in  ij,  durch 
welchen  eine  Erzeugende  g^  von  Z  geht.  Die  durch  g^'  und  (?/  bestimmte 
Fläche  Crg"  enthält  gr/,  weil  die  consecutive  Fläche  L^  von  L^  durch  die  con- 
secutiven  sich  entsprechenden  Punkte  und  die  Erzeugende  (r/*^  von  i/,  welche 
unmittelbar  auf  G^  folgt,  durch  die  cöüsecutiven  Punkte  der  Punkte  von  6r/ 
auf  den  G^  in  ig  schneidenden  Erzeugenden  g^  gegeben  ist  (Satz  I).  Gg"  ent- 
hält daher  auch  den  Punkt  Y^  und  mithin  fallen  die  beiden  Systeme  E  und 
E'  zusammen. 

Der  Satz  ist  mithin  in  diesem  Fall  bewiesen  (Def  I). 

Der  Satz  gelte  für  m  —  1;  man  setze  m  —  1  =  r  +  *>*  —  **  —  1-  Man 
erhält  alle  Gruppen  von  zwei  Zahlen,  deren  Summe  m  ist,  wenn  man  zu  r 
oder  m  —  r  —  1  eine  Einheit  in  den  dem  m  —  1  entsprechenden  Gruppen 
hinzufügt. 

Es  sei  nun  ein  System  von  r  Dimensionen  von  Systemen  von  m  —  r  Di- 
mensionen gegeben,  welche  nach  der  Voraussetzung  Flächen  von  m  —  r  Dimen- 
sionen sind.  Ist  mithin  eine  leitende  Fläche  Lr  des  Systems,  ein  Punkt  A^ 
auf  ihr  und  die  erzeugende  Fläche  G^^rj  welche  durch  A^  geht,  gegeben,  so 
wähle  man  in  Gjn—r  eine  leitende  Linie  i^  und  eine  Erzeugungsfläche  (?„— r— i, 
welche  beide  durch  den  Punkt  A^  gehen.  Legt  man  in  den  Gm-^r  die  conse- 
cutiven  Flächen  G^^r—i  durch  die  consecutiven  Punkte  von  Lrj  so  bilden  sie 
mit  Lr  ein  System  von  m  —  1  Dimensionen,  welches  nach  der  Voraussetzung 
eine  Fläche  von  der  gleichen  Anzahl  von  Dimensionen  ist.  Betrachtet  man 
daher  die  durch  die  Punkte  von  i^  gehenden  Flächen  i^,  so  erhält  man 
gerade  eine  Fläche  Fm,  welche  aus  analogen  Gründen,  wie  bei  dem  früheren 
Fall,  dem  gegebenen  System  angehört  und  es  enthält.  Der  Satz  gilt  aber  für 
m  =  2,  3,  mithin  ist  er  allgemein  gültig  (Einl.  1,  §  39). 

Satz  IV.  Eine  Fläche  F  von  m  (m  >  r)  Dimensionen  kann  in  dem  allgemeinen 
Baum  durch  ein  stetiges  System  von  r  Dimensionen  von  Flächen  von  m  —  r  Di- 
mensionen erzeugt  werden. 

Wir  beweisen  es  vor  Allem  für  r  =  2.  Betrachten  wir  eine  Linie  L^ 
von  sich  entsprechenden  Punkten  der  Fläche  F^,  und  in  einer  Erzeugimgs- 
fläche  6r„,— 1  von  m  —  1  Dimensionen  eine  leitende  Linie  G^  und  eine  Er- 
zeugende 6r„t_2,  welche  durch  den  Punkt  Pq  gehen,  den  die  Fläche  (r,„__i 
in  der  Linie    i,    hat.     Mau    betrachte    ferner    in    der    zu   6r,„_i   consecutiven 
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Fläche  F  die  Leitlinie,  welche  unmittelbar  auf  die  Linie  G^  folgt  derart,  dass 
ihre  consecutiven  Punkte  in  Leitlinien  von  F^  liegen  (Satz  I).  Man  erhält  so 
ein  stetiges  System  einer  Dimension  von  Linien,  welches  die  Linie  L^  zur 
leitenden  hat,  d.  h.  also  eine  Fläche  von  zwei  Dimensionen,  deren  Leitende 
Leitende  von  F,n  sind.  Durch  jede  G»»—«  schneidende  Linie  L^  geht  ein  solches 
System;  man  kann  daher  ein  System  von  zwei  Dimensionen  von  Flächen  G^w-2 
construiren,  welches  in  der  gegebenen  Fläche  liegt,  sie  vollständig  bedeckt  und 
derart  ist,  dass  die  sich  entsprechenden  Punkte  in  einer  Fläche  von  zwei  Dimen- 
sionen liegen.  Die  erzeugenden  Flächen  6?^— 2  des  Systems  sind  die  Erzeugen- 
den der  Flächen  (tw— 1. 

Nehmen  wir  nun  an,  der  Satz  gelte  für  die  Fläche  JFm— i  und  für  r  —  1 
und  eine  auf  die  in  Def.  I  festgesetzte  Art  bestimmte  Fläche  Fm  von  m  Dimen- 
sionen sei  gegeben.  Man  wähle  eine  Linie  Z,  sich  entsprechender  Punkte  der 
Erzeugungsflächen  Fm—i,  welche  nach  der  Voraussetzimg  durch  ein  stetiges 
System  von  r  —  1  Dimensionen  von  Flächen  von  m  —  r  Dimensionen  erzeugt 
werden  können  imd  betrachte  dann  eine  leitende  Fläche  Gr— i  von  l^m— 1,  welche 
durch  den  Durchschnittspunkt  von  Fm—i  mit  L^  geht  und  ebenso  die  consecu- 
tiven Flächen  Fm—i*  Alle  leitenden  Flächen  6?^— 1,  welche  sich  in  den  Flächen 
Fm^i  von  r — 1  Dimensionen  längs  der  Linie  Z,  unmittelbar  folgen,  bestimmen 
eine  Fläche  von  r  Dimensionen.  Wir  erhalten  so  ein  stetiges  System  von  r  Dimen- 
sionen von  Systemen  Fm—r,  welches  die  ganze  Fläche  Fm  bedeckt  und  dessen 
sich  entsprechende  Punkte  in  einer  Fläche  von  r  Dimensionen  liegen.  Der  Satz 
ist  für  r  =  2  gültig,  mithin  ist  er  es  allgemein. 

§  176.  Def\  L  Wenn  w  +  1  unabhängige  Punkte  (X^)  eines  Raums  Xm—i 
andre  m  unabhängige  Punkte  {A^  zu  Grenzpunkten  haben  (Def.  IT,  §  10),  so 
heisst  der  durch  die  Punkte  {A^  bestimmte  Raum  -4^—1  der  Gremfraum  des 
Raums  X^— 1. 

Satz  L  Wenn  der  Äbsta/nd  eines  Punkfes  von  den  Punkten  einer  Beihe  (X„) 
in  einem  Baum  Sm  uiibegrenzt  abnimmtj  so  gehört  der  Punkt  dem  Bauni  an, 

Ist  ein  beliebiger  Raum  Sm  gegeben  und  liegt  ein  Punkt  nicht  in  dem 
Raum  Smy  so  hat  er  einen  von  Null  verschiedenen  normalen  Abstand  von  5«, 
welcher  kleiner  als  jeder  andre  schiefe  Abstand  ist  (Bem.  I,  §  169);  sein  Ab- 
stand von  den  Pimkten  einer  Reihe  (X„)  von  Sm  kann  daher  nicht  unbegrenzt 
klein  werden,  kann  mit  andern  Worten  nicht  die  Grenze  von  (X,„)  sein,  ohne 
dass  der  Pimkt  in  den  Raum  Sm  fällt. 

Bem.  I.  Der  Beweis  dieses  Satzes  wurde  für  die  Grade  auf  andre  Art  geführt  (Satz  IV, 
§  10);  unter  Bezugnahme  auf  die  Sätze  I  u.  IV,  §  79  hätte  er  auch  so  bewiesen  werden 
können. 

Satz  IL  Wenn  ein  Baum  Äm^i  die  Grenze  eines  Baums  Xm—\  ist,  so 
kann  jeder  Punkt  von  X^-i  ^sum  Grenzpunkt  einen  und  nwr  einen  Punkt  von 

Äm—i  haben. 

Der  Satz  wurde  für  m  «=  2  bewiesen  (Satz  IV,  §  12).  Nehmen  wir  an, 
er  gelte  für  einen  Raum  X«-?  und  Aq^^K  , ,  A^^"'^  seien  die  m  unabhängigen 
Punkte  (Aq),  welche  den  Raimi  -4^-1  bestimmen  und  die  Grenzen  der  m  un- 
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abklingigen  Punkte  iX^)  sind.  Jeder  Punkt  der  Seiten  von  m  —  2  Dimensionen 
'i^T  PfTamide  i'X^)  kann  nach  der  Voraussetzung  einen  Grenzpunkt  auf  der 
entsprechenden  Seite  der  Pyramide  (Äq)  haben.  Der  Raum  X,„_i  wird  nun 
durch  die  Graden  "bestinmit,  welche  z.  B.  X^^"*^  mit  den  Punkten  der  gegen- 
überliegenden Seite  der  Pyramide  (Xq)  verbinden.  Jeder  der  Punkte  dieser 
Graden  kann  einen  einzigen  Grenzpunkt  auf  den  entsprechenden  Graden  der 
Pyramide  (.1^)  haben;  da  nun  der  Satz  für  m  ^=  2  gilt^  so  gilt  er  allgemein 
»EinL  1,  §  39). 

Safi  III.  Wnni  m  unabhängige  Punkte  (Aq)  die  Grenzen  ebensovicler  Punkte 
{X^)  simt  so  bestimmen  die  Punkte  (X^)  in  hinreichend  kleinen  Umgd^ungen  der 
Punkte  ^^J.^)  einen  Baum  X^n—i- 

Der  Satz  gilt  för  m  =  2  (Satz  I,  §  12).  Nehmen  wir  an,  er  gelte  fiir 
IM  —  1  lind  es  seien  ^-l^^*^  . . .  Äfl^"'^  die  unabhängigen  Grenzpunkte  der  Punkte 
Xj^^  ...  X^^"\  In  hinreichend  kleinen  Umgebungen  der  Punkte  (Aq)  bestimmen 
die  Punkte  ^^X^)  zu  je  w  —  1  Punkten  m  Räume  von  w  —  2  Dimensionen  Xm-g. 
Waren  die  m  Punkte  (XJ  nicht  unabhängig,  so  würden  sie  in  einem  Raum 
Xw-j  liegen  imd  aUe  genannten  Räume  X^-s  würden  zusammenfallen.  Der 
Kaum  X<4^*^ . . .  Xq<*>  hätte  nach  der  Voraussetzung  zu  Grenzräumen  die  durch 
die  m  Punkte  {Äq)  bestimmten  Räiune  von  m  —  2  Dimensionen  (Def.  1),  welche 
nach  der  Annahme  verschieden  sind  und  Xq<'">  könnte  mithin  einen  Grenzpunkt 
.l^'v*^  haben,  welcher  z.  B.  in  dem  Raum  Ä^^^^ . . .  Äq^"^-^^  liegt  imd  von  J.q('"> 
versohieiien  ist.     Dies  ist  widersinnig  (Satz  VI,  §  11  und  Satz  IE,  §  10). 

Der  Satz  ist  gültig  für  m  =  2,  mithin  auch  allgemein  (Einl.  1,  §  39). 

Seite  IV,  Kin  System  von  Bäumen  Smy  weldie  durch  m  gegebene  Punkte 
A^^^^ . . .  A^'^^  uml  durch  jeden  in  einetn  stetigen  System  von  n  Dimensionen 
h\  des  allgemeinen  Baums  liegenden  Punkt  Xq  bestimmt  werden,  ist  ein  stetiges 
System  ivn  m  -|-  >^  Dimetisioneti. 

NohuuMi  wir  an,  das  System  Fn  sei  eine  Linie  F^.  Jeder  Punkt  Xq  in 
t\,  wolohor  Grenapunkt  eines  Punktes  Yq  ist,  bestimmt  einen  Raum  SJ'\ 
wolohor  die  Grenze  des  durch  1^  bestimmten  Raums  Sm^y)  ist  (Def.  I)  und 
itnlor  Punkt  von  SJ^*^  kami  zur  Grenze  einen  und  nur  einen  Punkt  von  Sm^'^ 
habon  i^Sati  II).  Wenn  wir  nun  die  Reihe  der  Räume  Sm  betrachten,  welche 
man  huh  dou  Ihinkten  X^  von  i*\  erhält,  so  können  wir  einen  Zusanmienhang 
»wiHohtm  dou  Ihmkton  der  Räume  Sm  derart  feststellen,  dass  jedem  Punkt  eines 
Kaunii«  Olli  Ihinkt  seines  oonsecutiven  Raums  entspricht,  sofern  der  letztere  als 
dor  Gi*t»n»mum  di*s  ersten  betnichtet  wird.  Wir  erhalten  auf  diese  Art  ein 
Syntoin  oiiior  Dimension  F/  von  Punkten  so,  dass  jeder  seiner  Punkte  aU- 
ut»nioiiior  (}rtni*puukt  in  dem  System  imd  dem  Raum  einer  Punktgruppe  ist 
KiiuMU  S<*guioul  {^X^  )\^)  von  /^  entspricht  ferner  ein  Segment  (X^'  Yq)  von  i^/. 
l>ai*  S«*gmeut  ^^X^^  Y^)  ist  aus  beli«4>ig  kleinen  consecutiven  Segmenten  zusanmien- 
m'Mt^iwt  i^Oof,  1,  8  %U0  und  ihnen  entsprechen  in  (XqYq)  beliebig  kleine  con- 
mHniJi\«^  'riiiMlo,  IVnn  winl  der  Abstand  der  sich  entsprechenden  Pxmkte  Z^, 
\\\  111  i*\  uiib(»^n^ii»t  kloin,  so  wird  es  nach  der  Construction  auch  der  Ab- 
ulaiul  \^/^  UV^i  *l'  '^'  -^0    ^^^^   ^^0   *^  Grenze.    Das  System  Fj^  genügt  der 
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Def.  I,  §  36  und  ist  daher  eine  Linie.  Für  diesen  Fall  ist  damit  der  Satz 
bewiesen. 

Unter  der  Voraussetzung,  der  Satz  gelte  für  n —  1,  nehmen  wir  an,  Fn 
werde,  da  es  eine  Fläche  ist  (Satz  UI,  §  175),  durch  ein  System  von  Erzeugungs- 
flächen  Gn-\  und  eine  leitende  Linie  L^   erzeugt.     Das  System  SrnG-n—i   ist 

» 

nach  der  Voraussetzung  stetig;  wendet  man  den  vorigen  Beweis  an,  so  gilt 
der  Satz  auch  für  w;  er  ist  aber  für  w  =  1  gültig,  mithin  ist  er  es  allgemein. 

Zus.  Die  Ehetie,  der  Raum  von  drei  u.  s,  tv.  n  Dimensionen  sind  stetige 
Systenie. 

Satz  V.  Wenn  man  in  jeder  Fläche  G,n  eines  stetigen  Systems  (G^Lii) 
einen  ihr  eindeutig  zugeordneten  PunJd  derart  hetracktet,  dass  die  Punkte  in  con- 
secutvven  Flächen  consecutiv  sind,  so  bestimmen  alle  diese  Punkte  eine  Fläche  von 
n  Dimensionen. 

Offenbar  bestimmen  sie  ein  System  von  n  Dimensionen,  denn  das  System 
von  Flächen  G„,  in  dem  gegebenen  System  ist  ein  solches  System.  Ist  w  =  1 , 
so  ist  das  Beweisverfahren,  um  zu  zeigen,  dass  die  sich  entsprechenden  Pimkte 
eine  Linie  F^  bilden,  dasselbe  wie  vorher.  Lässt  man  den  Satz  für  n  —  1 
gelten  und  erzeugt  die  Fläche  Ln  mittelst  Flächen  Gn—i  und  einer  Linie  i,, 
so  bestimmen  die  Punkte  ein  stetiges  System  einer  Dimension  von  Flächen 
von  n  —  1  Dimensionen,  d.  h.  eine  Fläche  von  der  Ordnung  n. 

Zus.  Die  Kreiskegel  und  Kugelflächen,  welche  mr  bisher  betraditet  haben, 
siml  stetige  Systeme. 

Bern.  I.  Da  die  Ebene,  der  Raum  von  drei  u.  s.  w.  n  Dimensionen  in  dem  allgemeinen 
liaum  specielle  Flächen  sind,  so  heissen  sie  auch  lineare  Fläclien  oder  stetige  lineare 
Systeme. 

Jede  Fläche  oder  jedes  stetige  System  kann  nicht  Raum  genannt  werden,  wenn  die 
Grundeigenschafben  der  Räume  durch  die  geometrischen  Axiome  bestimmt  sein  müssen,  die 
nicht  lediglich  formeller  Natur,  sondern  durch  die  Erfahrung  in  dem  in  der  Vorrede  erklärten 
Sinne  gegeben  sind.  Will  man  nur  ein  Wort  für  alle  geometrischen  Dinge  gebrauchen,  so 
kann  man  dazu  das  Wort  Figur  oder  System  verwenden.  Will  man  aber  das  Wort  liaum 
dazu  benutzen,  wie  es  jetzt  üblich  ist  und  bei  speciellen  Untersuchungen  von  Vortheil  sein 
kann,  wie  wir  den  Punkt,  die  Grade,  die  Ebene  liaum  genannt  haben,  so  muss  man  darauf 
aufmerksam  machen,  dass  alsdann  der  ursprüngliche  Begriff  des  Raums  verloren  geht,  wie 
er  durch  die  Axiome  und  die  Def.  U,  §  2  sowie  durch  die  abstracten  Hypothesen  gegeben 
ist,  die  weder  diesen  Axiomen  noch  sich  selbst  widersprechen.  Doch  kann  man  auch  alle 
tliese  Benennungen  gebrauchen,  da  je  nach  der  speciellen  Frage,  um  die  es  sich  handelt, 
der  eine  Name  sich  passender  als  der  andre  erweisen  kann.  Unter  allgemeinem  Haum  ver- 
stehen wir  jedoch  immer  das  Ptmktesystem,  welches  der  Def.  II,  §  2  genügt. 

§  177.  Bern.  I.  Um  den  Satz  I  dieses  Paragraphen  zu  beweiKcn,  stützen  wir  uns 
auf  ein  Theorem  von  Weierstrass,  dass  nämlich  eine  unendlich  grosse  gegebene  Punktmenge 
in  dem  endlichen  Gebiet  von  S^  stets  einen  Grenzpunkt  L  hat  und  es  mithin  nach  Satz  VI, 
§  11  in  der  Gruppe  wenigstens  eine  unbegrenzte  Reihe  erster  Art  (X^)  gibt,  welche  den 
Grenzpunkt  L  hat.  Dieser  Satz  kann  in  dem  liaum  aS*^  ebenso  bewiesen  werden,  wie  ihn 
De  Paulis  für  den  Raum  ö',  nachgewiesen  hat. ') 

Für  die  Linie  nach  Def.  I,  §  36  gelten  die  Sätze  IV  und  V,  §  13;  mittelst  des  an- 
geführten Theorems  werden  Satz  in  und  ebenso  die  Sätze  VI  u.  VII,  §  13  in  dem  Raum  S 
bewiesen. 


1)  Teorici   doi  gruppi  geometrici,  a.  a.  0.  S.  23.     Dieser  Beweis  stützt  sich  auf  das 
Postulat  über  die  Parallelen  im  EucUd'schen  Sinn. 
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Wir  lassen  hier  die  Frage  unerörtert  —  wir  haben  es  nicht  nöthig,  eine  solche  Unter- 
suchung zu  fuhren  — ,  ob  das  Theorem  von  Weierstrass  mit  unsem  Axiomen  I,  V  in  Ver- 
bindung mit  dem  Axiom  der  Anm.  XVI  oder  auch  mittelst  der  Hypothesen  V,  VI  und  VH 
für  eine  unendlich  grosse  Punktmenge  in  dem  endlichen  Gebiet  des  allgemeinen  Raums  um 
einen  Punkt  bewiesen  werden  kann.  Denn  die  Punktreihe  (XJ  kann  in  diesem  Fall  in 
irgend  einem  Raum  S^  nicht  enthalten  sein,  weil  m  eine  gegebene  beliebige  ganze  Zahl 
der  natürlichen  Reihe  ist.  • 

Satz  L  Jede  Linie  in  Sn,  von  welcher  die  beiden  Endpunkte  eines  Segnients 
heziiglich  eines  Baums  Sn—i  entgegefiigesetzt  sind,  schneidet  den  Baum  S«— i  in 
wenigstens  einem  Punkt 

Li  sei  die  Linie,  /S«— i  der  gegebene  Raum  und  Aq^  Bq  die  auf  entgegen- 
gesetzten Seiten  von  Sn—i  liegenden  Punkte. 

Verbindet  man  einen  Raum  Sn—i  von  An— i  mit  den  Punkten  des  Segments 
(ÄqB^^),  so  erhält  man  ein  stetiges  Räumesystem  in  5»— i  (Satz  UI,  §  176). 
Wir  müssen  annehmen,  Sn^2  habe  keinen  Punkt  mit  dem  Segment  (AqBq) 
gemein,  weil  der  Satz  sonst  einen  Beweis  nicht  nöthig  hätte.  Jeder  Punkt  Xq 
von  (ÄqBq),  welcher  bezüglich  8n—i  z.  B.  auf  derselben  Seite  wie  Äq  liegt, 
bestimmt  mit  Sn^%  einen  Halbraum  {Sn—iX^).  Zwischen  dem  Halbraum 
(Sn—iX^)  und  dem  Raum  Sn^i  existiren,  X^  mag  ein  Punkt  sein,  welcher  er 
will,  andre  Halbräume  (5^— «X^');  denn  wählt  man  beliebig  nahe  an  Xq  einen 
Punkt  Xqj  so  kann  der  Halbraum  (Sn^iXJ)  nicht  auf  der  entgegengesetzten 
Seite  von  Sn—i  liegen.  Denn  es  müsste  dann  auch  Xq'  auf  dieser  Seite  liegen 
und  da  das  Segment  (XqXq)  den  Raum  S,»— i  in  einem  inneren  und  gegebenen 
Punkt  Sq  schneidet  (Bem.  §  167),  so  könnte  sich  X^'  nicht  unbegrenzt  dem  X^ 
nähern  (Def.  I,  §  36). 

Die  Reihe  der  Punkte  X^  der  Linie  L^,  welche  durch  die  Halbräume  (Sn—iX^^) 
gegeben  ist,  die  das  Segment  (AqBq)  in  wenigstens  einem  Punkt  schneiden  und 
bezüglich  8n—i  auf  derselben  Seite  wie  Aq  liegen,  hat  daher  einen  Grenzpunkt 
Yq  in  (A^Bq)  (Satz  HI,  §  13  und  Bem.  I).  Die  Reihe  (S„_2Xq)  hat  also  einen 
Grenzraum,  welcher  eben  S„_i  ist,  und  Y^  liegt  mithin  in  S^—i  (Satz  I,  §  176). 

Satz  IL  Wenn  eine  Linie  L^  einen  Punkt  A^  auf  der  einen  Seite  eines 
Baums  Sn—i  hat,  so  gibt  es  Segmente  von  L^  auf  der  einen  und  der  andern  Seite 
von  Aq  (und  nur  auf  einer  Seite,  wenn  A^  das  Ende  von  L^  ist)  derart,  dass 
ihre  Punkte  bezüglieh  Sn—i  auf  derselben  Seite  wie  der  Punkt  Aq  liegen. 

Denn  nehmen  wir  an,  Aq  sei  ein  Punkt  eines  Segments  {AqAq)  von  L^ 
und  liege  bezüglich  S^—i  auf  der  entgegengesetzten  Seite  wie  Aq  (Def.  I, 
§  36).  Dieses  Segment  schneidet  Sn— i  in  einem  inneren  Piinkt  Yq  (Satz  I). 
Gäbe  es  in  (AqY^  einen  andern  Punkt  Aq^^^  auf  der  entgegengesetzten  Seite 
von  S^  —  i,  so  hätten  wir  in  {A(^Aq^^^)  und  mithin  auch  in  {AqY^  einen  dem 
Raum  8n—\  angehörenden  Pimkt  TJj';  wäre  dies  daher  bei  jedem  beliebig 
kleinen  Segment  von  {Af^A^)  in  L^  der  Fall,  so  würde  der  Punkt  Aq  die 
Grenze  der  Reihe  {Y^  sein,  A^  also  dem  Raum  Sn—i  angehören,  was  gegen 
die  Voraussetzung  ist  (Satz  I,  §  176). 

Satz  HL  Jede  Fläche  von  p  D^imcnsioncn  in  Sn,  von  welcher  zwei  Punkte, 
welche  die  Enden  eines  Segments  einer  Linie  der  Fläche  sind,   bezüglich  eines 
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Baums  S«— i  entgcgoigesetzt  sind,  schneidet  dm  Baum  Sn—i  im  Allgemeinen  in 
einer  Linie  oder  einer  Fläche  von  p  —  1  Dimensionen. 

Vorerst  sei  ^;  =  2.  Durch  die  Punkte  Aq  und  JB^  gehen  zwei  Leitlinien 
4(«>  und  L/*)  der  Fläche  F^  (Def.  I,  §  175).  Einem  Punkt  X^,  welcher  A^ 
in  X/*J  zur  Grenze  hat,  entspricht  ein  Punkt  X^',  welcher  Bq  in  i/*>  zur 
Grenze  hat  und  ebenso  in  den  andern  durch  die  Punkte  des  Segments  (A^Bf^) 
gehenden  Leitlinien  (Def.  I,  Satz  I,  §  175).  Es  gibt  mithin  sich  entsprechende 
Segmente  (AqAq),  {Bf^B^),  welche  keine  Punkte  enthalten,  die  auf  entgegen- 
gesetzten Seiten  von  5,— i  wie  die  Punkte  Aq  und  Bq  liegen  (Satz  II).  Die 
Erzeugenden,  welche  die  Punkte  der  Segmente  (A^A^^')^  (BqBq)  verbinden, 
schneiden  daher  Sn-i  in  einer  Reihe  von  Punkten.  Zwei  solchen  consecutiveu 
Erzeugenden  g^  und ///  entsprechen  consecutive  Durchschnittspunkte  mit  S»— i. 
Gq  und  Gq  seien  zwei  Durchschnittspunkte  von  g^  und  //,'  mit  S»— i.  Hat  Gq 
zum  entsprechenden  Punkt  Gq"  in  (/,,  der  auf  Gq  unmittelbar  folgt,  so  wird 
(GqGq)  unbegrenzt  klein  (Zus.  Ax.  IV  und  Bem.  I,  §  175).  Folgt  ff^'"  ^^i^ht 
unmittelbar  auf  Gq  in  (/j,  so  gehört  Gq"',  weil  es  die  Grenze  von  Gq  ist  und 
Gq  immer  in  S„^i  liegt,  dem  Kaum  Sn—i  an  (Satz  I).  Es  gibt  mithin  in 
der  Punktreihe  (Gq)  in  Ä«_i  einen  solchen  Punkt  Gq",  dass  (GqGq")  kleiner 
als  jedes  gegebene  Segment  wird.  Wir  können  daher  als  den  Punkten  von 
(AqAq')  entsprechende  Pimkte  Cr^  diejenigen  betrachten,  welche  consecutiven 
Punkten  von  (AqAq')  entsprechen,  und  mithin  entsprechen  auch  consecutiven 
Erzeugenden  g^  consecutive  Punkte  Gq,  Wenn  eine  Reihe  Gq^")  einen  Grenz- 
punkt L  hat,  -so  gehört  dieser  Pimkt  dem  Raum  Sn—i  an  (Satz  I).  Nimmt 
aber  {Gq^"*^  Gq^"*"^^^)  unbegrenzt  ab,  so  nimmt  auch  {Gq^^^Gq^'*'^''^)  unbegrenzt 
ab,  wenn  6ro'^'»+''>  der  dem  Gq^"^  entsprechende  Punkt  auf  der  Erzeugenden  g^ 
ist,  welche  durch  G^o(*+'*>  geht.  Die  entsprechenden  Punkte  in  (AqAq)  bilden 
daher  auch  eine  Reihe,  die  einen  Grenzpunkt  L'  hat  (Bem.  I),  welcher  in  (AqAq') 
liegt  (Def.  I,  §  36).  Durch  L'  geht  also  eine  Erzeugende  der  Fläche,  welche 
8n—i  in  dem  Punkt  L  trifft.  Die  Punktgruppe  (Gq)  genügt  mithin  dem  ersten 
Theil  der  Def.  I,  §  36.  Dem  zweiten  Theil  dieser  Definition  wird  ebenfalls 
genügt,  wenn  man  z.  B.  die  durch  die  Segmente  (AqAq),  und  (BqBq)  in  L^^°^ 
2y/*>  gegebenen  Erzeugenden  betrachtet;  mithin  ist  die  Punktreihe  Gq  in  S«— a 
eine  Linie. 

Man  lässt  den  Satz  für  p  —  1  gelten  und  beweist  ihn  für  |),  er  ist  aber 
für  |>  =  2  gültig,  mithin  allgemein.^) 

Bem.  Wir  haben  stillschweigend  von  diesem  Beweis  diejenigen  etwaigen  Punkte 
einer  Linie  ausgeschlossen,  welche  nicht  Grenzpunktc  von  Punktgruppen  der  Linie  sind. 

Sdtz  IV.  Jeder  Gi'enzpunkt  einer  Bunktgruppe  einer  Fläche  Fm  von  Sn 
liegt  in  der  Fläche. 


Vj  Diese  Beweise  zeigen,  dass  die  Sätze,  welche  eine  Linie,  von  welcher  zwei  Punkte 
bezüghch  einer  Graden  in  der  Ebene  entgegengesetzt  sind,  und  eine  Linie  oder  Fläche  be- 
treffen, von  welcher  zwei  Punkte  auf  entgegeujgesetzten  Seiten  einer  Ebene  in  S^  liegen, 
nicht  so  leicht  nachzuweisen  sind,  wie  man  in  gewissen  Elementarbüchem  zu  glauben 
scheint  (siehe  Anm.  2,  §  51  und  Anm.  LXXTI). 
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Zuerst  sei  m  =  2  und  Lq  der  Grenzpunkt  einer  Punktgruppe  von  Fm- 
In  der  Gruppe  gibt  es  eine  Reihe  (Xq^**^),  welche  Lq  zum  Grenzpunkt  hat 
(Satz  VI,  §  11).  Wenn  die  Reihe  (X^^"^)  von  einem  gegebenen  n  an  in  einer 
Erzeugenden  oder  Leitlinie  der  Fläche  liegt,  alsdann  ist  der  Satz  eine  Folge 
der  Def.  I,  §  36.  Wenn  dies  nicht  der  Fall  ist,  so  gibt  es  Erzeugende  (Xj^")), 
welche  durch  die  Punkte  (X^^**^)  gehen.  Da  nun  die  Punkte  X^^")  in  diesen 
Erzeugenden  einander  nicht  entsprechen,  weil  sie  in  keiner  Leitlinie  liegen 
(Def.  I,  §  175),  so  seien  Yj^'^'>  die  durch  sie  gehenden  Leitlinien  und  {Yq^*^)^ 
die  Durchschnittspunkte  der  Leitlinien  F/*)  mit  den  genannten  Erzeugenden. 
Wenn  (Xq^'*^Xjj ('*+'">)  unbegrenzt  abnimmt,  so  geschieht  dies  auch  mit 
(Fo(*)Fj^(»+''^),,  weil  die  durch  Xq^'^\  X^^''^''^  gehenden  Erzeugenden  sich  eben- 
falls unbegrenzt  nähern  (Def.  I  imd  Bem.  I,  §  175).  Die  Gruppen  (F^^^O* 
lassen  also  in  jeder  Leitlinie  einen  Grenzpunkt  Z^W  zu.  Die  Pimkte  Zq  liegen 
in  einer  Erzeugenden  Z,,  weil  die  durch  den  Punkt  Zq^^^  gehende  Erzeugende 
die  Leitlinien  F/*^  in  den  Grenzpunkten  der  Gruppen  (Yq^'*^),  trifft  (Def.  I  u. 
Bem.  I,  §  175).  Lässt  man  nun  (Xo('*^Xo('*+'">)  unbegrenzt  abnehmen,  so  wird 
(Zo(->Zo<»+'->)  unbegrenzt  klein,  weil  {X^^-^Z^i'^^),  (Xo<''+'')^o^'+''>)  (Zus.  Ax.  IV) 
unbegrenzt  abnehmen  und  mithin  auch  {Z^'^^L)  mit  (X^^'^^X).  Das  heisst 
Z^"^^  hat  zum  Grenzpunkt  i,  welcher  mithin  der  Erzeugenden  Z^  und  also 
auch  der  Fläche  angehört.  Gilt  der  Satz  für  m  =  s,  so  beweist  man  ihn  auf 
dieselbe  Art  für  m  =  6  +  1 ,  mithin  ist  er  allgemein  gültig.  ^) 

§  178.  Def,  L  Eine  Linie  in  S„,  welche  von  jedem  Raum  Sn—i  von  5„ 
höchstens  in  m  Pimkten  geschnitten  wird,  heisst  eine  Linie  von  der  Ordnung  m. 

Eine  Fläche  von  p  Dimensionen,  welche  von  einem  Raum  Sn—p^  welcher 
nicht  durch  stetige  eventuell  in  der  Fläche  enthaltene  Systeme  geht,  höchstens 
in  m  Punkten  getroffen  wird,  heisst  von  der  Ordnung  m. 

Wir  bezeichnen  eine  solche  Fläche  mit  Fj/^. 

Von  dem  Raum  S^—p  sagen  wir  in  dem  vorigen  Fall,  er  habe  bezüglich 
der  Fläche  eine  allgenieifie  Lage. 

Satz  L  Ein  stetiges  System  Fp""  in  Sn  wird  von  jedem  Baum  Sr  (r>n—  p) 
liöclistens  in]  einem  stetigen  System  von  i>  +  r  —  n  Dimensionen  und  der  Ord- 
nung m  geschnitten. 

Nehmen  wir  an,  r  =  w  —  i^  +  1  ^^^  ^^^  Raum  Sr  schneide  das  gegebene 
System  in  einem  System  von  zwei  Dimensionen  F^,  Nimmt  man  zwei  Pimkte 
Aq  und  B^  eines  Liniensegments  auf  F^  (Def  I,  §  36  imd  Def.  I,  §  175)  und 
lässt  durch  einen  inneren  Pimkt  dieses  Segments  einen  Raum  Är-i  gehen,  so 
sclmeidet  er  F^  höchstens  in  einer  Linie  (Satz  III),  was  der  Def.  I  wider- 
spricht. 

Für  r  =  n — i>  +  1  ist  der  Satz  damit  bewiesen. 

Unter  der  Annahme,   der  Satz  gelte  für    r  =^n  — ^i  +  m  —  1  <n  —  1, 

1)  Satz  IV  gilt  auch  für  eine  F^  in  dem  allgemeinen  Raum,  wenn  man  den  Satz  in 
Bem.  I  in  diesem  Kaum  gelten  lässt. 


§§  178. 179]    Linien  und  Flächen  oder  stetige  Systeme  u.  s.  w.  —  Kegelflachcn  u.  s.  w.     603 

wird  er  auf  dieselbe  Art  für  r  ^^n  —  p  -{'  m  bewiesen  und  gilt  mithin  all- 
gemein (Einl.  1,  §  39). 

Ist  r  >  n — j>,  so  trifft  ein  Raum  Sn-p  von  Sr  den  Ort,  welchen  die  Fläche 
F/"  in  Sr  hat,  in  höchstens  m  Punkten  (Def.  I)  und  ist  daher  von  der  Ord- 
nung m, 

Satz  IL  Eitle  Linie  von  der  Ordnmig  m  Jiann  nicht  in  einein  Raum  Sm+i 
enthalten  sein,  ohie  in  einem  Baum  von  niedrigerer  Dimension  zu  liegen. 

Und  eifie  Fläche  Fp^  Icann  nicht  in  einem  Raum  von  j)  +  m  Dimensionen 
entluüten  sein,  ohne  in  eiiiem  Raum  von  niedrigerer  Dimension  zu  liegen. 

Nehmen  wir  an,  eine  Linie  L^"'  sei  in  einem  Raum  von  m  +  1  Dimen- 
sionen enthalten.  Sie  wird  von  jedem  Raum  S^  in  m  Punkten  geschnitten. 
Wenn  aber  ein  Punkt  von  Xj"*  ausserhalb  S,n  oxistirt,  so  geht  durch  die  ersten 
m  Punkte  imd  den  neuen  Punkt  von  L^"*  ein  Raum  S'm;  welcher  die  ganze 
Linie  Xi"»  enthält  (Def.  11). 

Ist  eine  Fläche  i^"*  in  dem  Raum  Sp^m  enthalten,  so  muss  ein  Raum  S^ 
diese  Fläche  in  m  Punkten  und  nur  in  diesen  Punkten  treffen  (Def.  I).  Wählt 
man  einen  andern  Punkt  von  i^"',  so  geht  durch  ihn  und  die  ersten  m  Punkte 
ein  andrer  Raum  iS'„,,  welcher  die  Fläche  in  m  +  1  Punkten  trifft,  was  wider- 
sinnig ist  (Def.  I);  es  sei  denn  S^  enthalte  ein  stetiges  in  Fp""  enthaltendes 
Punktesystem.  Und  weil  nach  Satz  11,  §  160  das  System  von  Räumen  8m , 
welche  durch  einen  Raiun  5,^-1  in  S,n^p  gehen,  p  Dimensionen  hat  und  man 
dieses  System  wenigstens  zum  Theil  durch  Verbindimg  der  Punkte  von  Fp"' 
mit  den  m  gegebenen  Punkten  erhält,  so  würde,  wenn  jeder  der  so  erhaltenen 
Räume  ein  stetiges  Punktesystem  enthielte,  Fp^"  eine  die  Zahl  p  übersteigende 
Anzahl  von  Dimensionen  haben,  was  ebenfalls  widersinnig  ist.  Mithin  ist  die 
Fläche  in  einem  Raum  Sp^„^-.i  enthalten  (Def.  I). 

Zus.  Es  gibt  nur  einen  Raum,  der  eine  Flädie  zweiter  Ordnung  F^  enthält, 
wenn  sie  nickt  in  Räumen  niedrigerer  Dimensioti  enthalten  ist^) 

16. 

Kegelflächen  in  einem  Raum  von  n  Dimensionen,  welche  einen  Pnnkt  zur 

Spitze  haben. 

§  170.  Def.  L  Es  sei  ein  Raum  Sn-\,  ein  Punkt  V^  ausserhalb  S„>-i 
und  in  dem  Raum  /S„— i  ein  stetiges  System  (Linie  oder  Fläche)  Fj!^  von 
p  Dimensionen  und  der  Ordnung  m  gegeben. 

1)  Hat  man  die  Definition  der  Linie  von  der  Ordnung  m  gegeben  (Def.  I),  so  kann 
man,  um  die  Fläche  von  p  Dimensionen  und  der  Ordnung  m  zu  definiren,  so  verfahren, 
wie  auf  S.  6  unsrer  Abhandlung  „Behandlung  u.  s.  w.  Math.  Ann.  Bd.  XIX"  angegeben  ist 
und  festsetzen,  dass  die  Fläche  in  S^  von  zwei  Dimensionen  und  der  Ordnung  m  ist,  wenn 

sie  von  jedem  Raum  S  _^  höchstens  in  einer  Linie  von  der  Ordnung  m  geschnitten  wird: 

und  allgemein,  dass  die  Fläche  von  p  Dimensionen  und  der  Ordnung  m  ist,  wenn  sie  von 
einem  beliebigen  Raum  8^_^  höchstens  in  einer  Fläche  von  p  —  1  Dimensionen  und  der 

Ordnung  m  geschnitten  wird.    Man  beweist  alsdann  den  Satz  I  und  die  Eigenschaft  in  Def.  I 
bezüglich  eines  Raums  iS*^_j^. 
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Die  Figur,  welche  von  allen  Graden  gebildet  wird,  die  den  Punkt  Vq  mit 
den  Punkten  des  Systems  Fp""  verbinden,  heisst  Kegel fläcJ^  oder  Kegel  erster 
Art  und  wird  mit  dem  Symbol  Vq  —  Fp"^  bezeichnet.  Vq  ist  die  Spitze  und 
Fp"^  dctö  leitende  System  des  Kegels.  Die  Graden,  welche  die  Spitze  mit  den 
Punkten  des  leitenden  Systems  verbinden,  heissen  die  Erjseugetiden  des  Kegels. 

Satz  L  Die  Kegel  fläche  Vq  —  Fp"^  von  p  +  1  Dimensionen  und  der  Ord- 
nung m  wird  durch  einen  Baum  S„  der  durch  die  Spitze  Vq  geht,  im  Allgemeinen 
Jiöchstens  in  einetn  Kegd  Vq  —  F^.   __^  von  s  +  ß  —  n  +  1  Dimensionen  und 

der  Ordnung  m,  wdcJier  sich  auch  auf  ein  System  von  m  Graden  reduciren  kann, 
geschnitten. 

Jeder  durch  die  Spitze  gehende  Raum  S„-.p  schneidet  den  Raum  /S»_i  in 
einem  Raum  Sn-p-i  (Def.  I  und  Satz  11,  §  158),  welcher  mit  Fp"^  höchstens 
m  Pimkte  gemein  hat  (Def.  I,  §  178).  Diese  Punkte  mit  der  Spitze  verbun- 
den geben  m  Erzeugende  des  Kegels,  die  in  dem  Raum  Sn—p  liegen.  Jeder 
Raum  5,-1  von  S„— i  schneidet  JFp"»  im  Allgemeinen  höchstens  in  einer  Flache 
Ft^p-^n  von  s -{- p  —  n  Dimensionen  (Satz  I,  §  178).  Verbindet  man  die 
Spitze  Vq  des  Kegels  Vq  —  Fp"*^  mit  dem  Raum  5,-1,  so  erhält  man  einen 
Raiun  Ssy  welcher  diesen  Kegel  in  einem  Kegel  Vq  —  F^,  ^^  von  5+i? — n  +  1 
Dimensionen  und  der  Ordnung  m  schneidet. 

Ist  s  ^=^  n —  1,  so  hat  der  Durchschnittskegel  p  Dimensionen;  ist  p  = 
=  n  —  2,  so  trifift  eine  durch  die  Spitze  gehende  Ebene  den  Kegel  Vq  —  F'^_^ 
höchstens  in  m  Graden. 

Satz  IL  Ein  beliebiger  nicht  durcJi  die  Spitze  gehender  Raum  S„-_i  schneidet 
den  Kegd  Vq  —  Fp^  in  einem  Systefu  Fp^  von  der  Ordnung  m. 

Denn  der  Raiun  Sn-i  triflFt  alle  Erzeugende  des  Kegels  in  einem  Punkt 
und  schneidet  den  Kegel  daher  in  einem  System  von  p  Dimensionen  und  jeder 
Raum  Sn—py  welcher  durch  die  Spitze  geht  und  den  Kegel  in  m  Erzeugenden 
trifft,  schneidet  den  Raum  S«— i  in  einem  Raum  Sn^p—i,  welcher  mit  der 
Fläche  höchstens  m  Punkte  gemein  hat. 

Satz  HL  Ein  Raum  S,  schneidet  im  Allgemeinen  den  Kegel  Vq  —  i^*" 
hvcJistens  in  einer  Fläche  von  5  +  i>  —  n  +  1  Dimensionen  und  der  Ordnung  m. 

Verbindet  man  den  Raum  S,  mit  der  Spitze  Vq,  so  erhält  man  einen  Raum 
Sg^i,  welcher  den  Kegel  Vq  —  Fp"^  im  Allgemeinen  höchstens  in  einem  Kegel 
Vq  —  F^^^_f^^l  schneidet  (Satz  I).  Dieser  letzte  Kegel  wird  von  dem  Raum 
St  in  einer  Fläche  F^^p^n+i  von  der  Ordnung  m  getroffen  (Satz  II). 

Satz  LV.  Der  Kegd  Vq  —  Fp""  Jcann  in  einem  Raum  von  p  +  1,  p  +  2, 
u.  s,  w,  p  -{-  m  Dimensionen  enthalten  sein  ohne  in  einem  Raum  von  weniger 
Dimensionen  enthalten  zu  sein  (Satz  11,  §  178). 

§  180.  Bern.  I.  Ist  die  Fläche  Fp^  des  Raums  S^_^  eine  Fläche  zweiter  Ordnung 
oder  eine  Kugel  S'^_^,  so  ist  der  Kegel  zweiter  Ordnung. 

Man  findet  in  diesem  Fall,  dass  jede  durch  die  Spitze  gehende  Ebene  ihn  in  nicht 
mehr  als  zwei  Erzeugenden  treffen  kann  und  dass  jeder  durch  die  Spitze  gehende  Kaum 
von  drei,  vier  u.  s.  w.  n  —  1  Dimensionen  ihn  im  Allgemeinen  höchstens  in  Kegeln  zweiter 
Ordnung  bezüglich  von  zwei,  drei,  u.  s.  w.  n  —  2  Dimensionen  schneidet.    Jede  Grade  trifft 
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ihn  höchstens  in  zwei  Punkten,  eine  Ebene  höchstens  in  Kurven  zweiter  Ordnung,  u.  s.  w. 
ein  Raum  von  n  —  2  Dimensionen  höchstens  in  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  bezüglich 
von  zwei,  drei,  u.  s.  w.  n  —  2  Dimensionen. 

Def.  L  Verbindet  man  eine  Tangente,  eine  Ebene,  u.  s.  w.,  einen  Raum 
von  n  —  2  Dimensionen,  welcher  die  Fläche  S^  «  in  einem  Punkt  berührt, 
mit  dem  Punkt  F.,  so  erhält  man  eine  Ebene,  :i;en  Raum  von  drei,  u.  s.  w., 
n —  1  Dimensionen,  welcher  den  Kegel  V^  —  S\^t  längs  einer  seiner  Erzeu- 
genden berührt 

Wie  es  in  einem  Punkt  von  S^_^  unendlich  viele  Tangenten  gibt,  welche 
sämmtUch  in  dem  Berührungsraum"  von  w  —  2  Dimensionen  in  diesem  Punkt 
liegen,  so  liegen  alle  längs  einer  Erzeugenden  des  Kegels  Vq  —  ^1^2  ^^^t" 
renden  Ebenen  in  dem  Baum  von  n  —  1  Dimensionen,  welcher  den  Kegel 
längs  dieser  Erzeugenden  berührt. 

Def.  IL  Wenn  die  Kugel  äJ__2  ™  ünendlichgrossen  liegt,  so  heisst  der 
Kegel  Kreiskegd.  Die  Grade,  welche  die  Spitze  mit  dem  Centrum  der  Kugel 
verbindet,  ist  die  Axe  des  Kegels. 

Satz  L    Die  Erzeugenden  des  Kreiskegels  baden  denselben  Winkel  mit  der  Axe, 

Denn  zwei  gleiche  Abstände  im  Unendlichgrossen  geben  gleiche  Winkel 
in  dem  endlichen  Gebiet. 

Satz  IL  n  von  einem  Punkt  Vq  ausgehende  Strahlen  bestimmen  einen  Kreis- 
kegel  von  n  —  1  Dimensionen. 

Denn  die  Kugel  SJ_g^  wird  durch  n  Punkte  bestimmt. 

Satz  HL  Jeder  durcJi  die  Spitze  gehende  Baum  von  n  —  1  Dimensionen 
schneidet  den  Kegel  Vq  —  ^J_  jg^  ^^  fiöcJistens  einem  Kreiskegel  von  n  —  2  Dimen- 
sionen mit  derselben  Axe, 

Satz  IV.  Jeder  auf  die  Axe  senkrechte  Raum  von  n  —  1  Dimensionen 
schneidet  den  Kreiskegel  in  einer  Kugel  von  n  —  2  Dimensionen,  deren  Centrum 
auf  der  Axe  liegt. 

Beweis  analog  wie  zu  Satz  Vlll,  §  99. 

Zus,  Eine  Ebene  oder  ein  Baum,  wekJie  senkrecht  auf  der  Axe  stellen, 
schneiden  den  Kreiskegd  in  einer  Kreislinie  oder  einer  KugeL 

Satz  F.  Wenn  die  leitende  Fläche  einer  Kegdfläche  Vq  —  ^j[_2  ^^^  Kugel- 
flüche ist,  so  schneidet  jeder  Batm,  welcher  dem  Baum  der  Leitfläche  paraUel  ist, 
den  Kegel  in  einer  Kugelfläche. 

Denn  S'n^i  sei  der  Raum,  welcher  dem  Raum  der  Leitfläche  parallel  ist.  Wir 
wollen  die  Grade,  welche  Vq  mit  dem  Centrum  Gq  der  Leitkugel  SJ_j  verbindet, 
bis  zu  ihrem  Durchschnitt  C^  mit  S'«_i  ziehen.  Dasselbe  thun  wir  mit  zwei 
Punkten  J.^,  ^o  ^^^  Sn—^  und  erhalten  so  zwei  sich  entsprechende  Punkte 
^'o,  -B'o  in  S\-i.     Man  findet  leicht,  dass  (C^^'o)  —  (C'o^'o)- 

Def.  IIL  Wenn  die  Spitze  Vq  des  Kegels  F,,  —  F"»  ins  Unendlichgrosse 
füllt,  so  heisst  die  Kegelfläche  Cylinder fläche.  Falls  dann  F"^  eine  Kugel  in 
einem  auf  die  Richtung  der  Spitze  senkrechten  Raum  a9*_i  ist,  heisst  der 
Cylinder  Kreiscylinder. 
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17. 
Kegel  und  Cylinder,  die  einen  Ranm  S^  znr  Spitze  haben. 

§  181.  Def,  L  Wir  wollen  einen  zu  einem  Raum  8m  dualen  Raum  /S^_m  — i 
betrachten,  welcher  Sm  nicht  schneidet. 

In  Sn— »1  — 1  sei  eine  Fläche  F*"  gegeben  und  es  sei  |}  <  w  —  m  —  1. 

Die  Räume  von  m  +  1  Dimensionen,  welche  den  Raum  Sm  niit  den  Punkten 
der  Fläche  F''  verbinden,  bilden  eine  Kegclfläche  oder  einen  Kegel  von  der 
r*®"  Ordnung,  welcher  p  -^  m  -{-  \  Dimensionen  hat;  Sm  ist  der  Spitzenraum, 
F''^  die  LeitfläeJw  des  Kegels.  Die  Räume,  welche  den  Raum  Sm  des  Kegels 
mit  den  Punkten  der  Leitfläche  verbinden,  heissen  die  erzeugenden.  Bäume  des 
Kegels. 

Satz  L  Ein  durch  den  Spitzenraum  Sm  gehender  Raum  Sm-\-8  schneidet  den 
Kegel  Sm  —  -f  p  *w  Allgemeinen  höchstens  in  einem  Kegel  von  s-^-p  —  w  +  2w  + 
-f-  1  Dimensionen  mit  der  Spitze  Sm  und  von  der  Ordnung  m. 

Denn  ein  Raum  Sn-m—2  von  Sn^m—i  schneidet  -F"  höchstens  in  einer 
Fläche  -F'*_i;  verbindet  man  daher  den  Raum  Sn—m^2  niit  Smy  so  erhält  man 
einen  Raum  ä«_i,  welcher  den  Kegel  Sm  —  F"*  höchstens  in  einem  Kegel 
Sm  —  -^'^— 1  triflFt.  Betrachtet  man  einen  Raum  5,_i  von  Sn^m—iy  so  schneidet 
dieser  F"^  im  Allgemeinen  höchstens  in  einer  Fläche  von  der  Ordnung  r  und 
von  s  -{-  p  —  n  -{-  m  Dimensionen.  Mithin  triflft  ein  durch  den  Raum  Sm 
gehender  Raum  S^^m  den  Kegel  Sm  —  i*  **  höchstens  in  einem  Kegel  Sm  — 
* —  JP'" ,         ,      von  s  +  «  —  n  -|-  2m  +  1  Dimensionen. 

Zus,  Die  durch  den  Spitzenraum  gehenden  Räume  Sn—iy  S«— 2,  •  •  •>  S^^m 
schneiden  im  ÄUgeftwinen  den  Kegel  Sm  —  F"'  in  einer  Fläche  von  bezüglieh 
j)  +  w,  p  +  w  —  1,  . . .,  ^)  +  1  Dimensionen  von  der  Ordnung  m. 

§  182.  Dcf,  L  Ist  die  Fläche  F"^  in  dem  Raum  Äm-*-i  eine  Kugel 
5»J_^_2,  so  ist  der  Kegel  Sm  —  ^'J— m— 2  ^^^  ^®^  zweiten  Ordnung  und  hat 
n  —  1  Dimensionen. 

Jede  Tangente,  jede  Ebene  und  jeder  Raum,  welche  S\__^^_^  in  einem 
Punkt  berühren,  geben  mit  dem  Raum  Sm  verbunden  Räume  von  w  +  2, 
m  -}-  3  u.  s.  w.  Dimensionen,  welche  wir  Tangenten  an  den  Kegel  längs  eines 
Erzeugungsraums  nennen. 

Satz  L  Ein  Kegel  Sm  —  S\_^_^  tvird  von  jede^n  Raum  Ä'n-m— 1>  wacher 
dem  Raum  der  Leitfläcke  parallel  von  der  V^  Art  ist,  in  einer  Kugel  geschnitten. 

Der  Raum  S'n^m—i  und  der  Raum  Sn—m—i  der  Leitfläche  sind  parallel 
von  der  ersten  Art  und  liegen  desshalb  in  einem  Raum  S„^my  welcher  Sm  in 
einem  P^mkt  Vq  und  die  Fläche  Sm  —  ^l^m—2  *^  einem  Kegel  Vq — SJ__^_j 
schneidet;  damit  u.  s.  w. 

Def.  IL  Wenn  der  Raum  Sn—m  —  i  im  Unendlichgrossen  liegt  und  zu  dem 
Raum  Sm—iv>  von  Sm  polar  ist,   so  heisst  der  Kegel  Kreiskegd.    Der  Raum 


§  182]  Kegel  und  Cylinder,  die  einen  Raum  S^  zur  Spitze  haben.  607 

fi^m+i,  welcher  den  Raum  S„^  mit  dem  Centrum  der  Kugel  verbindet,  ist  der 
Axenraum  des  Kegels. 

Satz  IL  Die  Erzeugungsrmme  des  Kegels  Sm  —  S^^^^_i^  machen  d€nself)en 
Winkel  mit  dem  Axenraum. 

Denn  der  Abstand  zweier  Punkte  von  Sn—m-i»  misst  den  Winkel  der 
durch  Snt  gehenden  beiden  Räume  Sn^^i^  weil  man  durch  Verbindung  der 
beiden  Punkte  mit  einem  Punkt  von  S^  eine  auf  Sm  senkrechte  Ebene  erhält 
(Bern.  II,  §  169). 

Satz  IIL  Ein  auf  dem  Spitze^iraum  Sm  senlreeliter  Baum  Sn—m  schneidet 
den  Kegel  Vq  —  ^«_m— Sod  ^^  einem  Kreislcegel  von-  n  —  ifi  —  1  Dimmisioiimj 
dessen  Spitze  in  dem  Durchschnittspunkt  der  leiden  Bäume  Sn^my  S,n  liegt. 

Denn  der  Raum  Sn-m  schneidet  Sm  in  einem  Punkt  Vq  und  die  Erzeu- 
gungsräume in  Graden,  welche  durch  Vq  gehen.  Die  Graden  von  Sn^m  stehen 
auf  dem  Raum  Sm  senkrecht,  weil  ihre  unendlich  fernen  Räume  polar  sind  und 
mithin  messen  zwei  solche  Grade  den  durch  die  l)eiden  Erzeugungsräume,  deren 
Durchschnitte  sie  sind,  gebildeten  Winkel  (Bem.  11,  §  169). 

Die  genannten  Graden  haben  ihre  unendlich  fernen  Punkte  auf  der  Durch- 
schnittskugel des  unendlich  fernen  Raums  von  Sn-m  mit  der  Kugel  Sl_^_^^  . 

Sat^  IV.  Ein  auf  dem  Axenraum  senkrechter  Baum  &\_,h— i,  welcher  den 
Axenraum  in  nur  einem  Punkt  Aq  trifft,  sclineidet  den  Kegel  Sm  —  Sl^^^^^ 
in  einer  Kt^el. 

Denn  wir  wollen  durch  den  Raum  6'„-.„,_i  einen  auf  dem  Raum  Sm  senk- 
rechten Raum  &V— m  legen.  Der  Polarraum  Sn^m-^i»  des  Raums  S,n-i<»  von 
S,H  geht  durch  den  unendlich  fernen  Raiun  S»_m— 2»  von  S,_m— 1,  während 
S»_OT— 2x  polar  zu  S^j,  des  Axenraums  ist.  Der  durch  Sn-m-i  gelegte  Raum 
Sn^m  hat  den  Polarraum  Ä*-m-ioD  von  Sm—i^  zum  imendlich  fernen  Raum. 
Der  Raum  Sn—m  schneidet  den  Kegel  in  einem  Bjreiskegel  von  n  —  m  —  1  Dimen- 
sionen mit  der  Spitze  Vq  und  der  Axe  VqAq  (Satz  DI),  welcher  von  dem  auf 
der  Axe  VqAq  senkrechten  Raum  Sn—m—i  in  dem  Raum  Sn—m  in  einer  Kugel 
von  n  —  m  —  2  Dimensionen  geschnitten  wird  (Satz  IV,  §  180). 

Def,  III    Dieser  Schnitt  heisst  N<yrmalschnitt  des  Kegels  Sm  —  ^\^m—t<»  ' 

Satz  V.    Die  Bäume,  welche  einen  Baum  Sm  mit  den  Punkten  einer  Kugel 

von  n  —  m  —  2  Dimensionen  eines  Baums  Sn-m—i  verbinden,  iceldier  Sm  nicht 

trifft  und  wdclier  auf  dem-  Sm  mit  dem  Centrum  der  Kugd  verbindenden  Baume 

senkrecht  stefit,  bilden  einen  Kreiskegel  mit  der  Spitze  Sm- 

Der  Raum  Sm^  des  Axenraums  ist  polar  zu  dem  Raum  Sn^m—i»  von 
Sn-^m-i'  Der  Raum  Sm—i:^^  von  Sm  ist  in  Smj>  enthalten  und  hat  daher  seinen 
Polarraum  Sn..m—ir.y  welcher  durch  Sn-m—ir  geht;  wir  können  daher  durch 
S„— ro_i  einen  Raum  *SV— w  senkrecht  auf  Sm  legen,  welcher  Sm  in  einem 
Punkt  Aq  schneidet,  durch  welchen  das  von  dem  Centrum  Cq  der  Kugel 
^l-m-^i  *^^  ^^^  Raum  Sm  gefällte  Loth  geht.  Wenn  X^  ein  beliebiger  Punkt 
dieser  Kugel  ist,  so  messen  die  Strahlen  {XqAq)^  (Co-4n)  den  Winkel  der  beiden 
Räume  (^mX^),  (S^C;,),  welcher  für  jedes  beliebige  Xq  constant  ist,  weil  die 
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Dreiecke  ÄqCqXq  bei  Cq  rechtwinklig  sind,  die  Katheten  gleich  haben  und 
mithin  gleich  sind.  Die  so  erzeugte  Fläche  hat  daher  in  dem  Polarraum 
S„-m-i»  von  Sto-i»  eine  Kugel  S^n-m-^i^^y  deren  Centrum  in  dem  Durch- 
schnittspunkt mit  der  Axenebene  liegt.    Damit  ist  der  Satz  bewiesen. 

Def,  IV,  Fällt  in  dem  letzten  Fall  der  Raum  S^  ins  ünendliphgrosse,  so 
heisst  die  Kegelfläche  oder  der  Kegel  Cylinderfläche  oder  Cylinder. 

18. 
Andre  Eigenschaften  der  Kngel  5^.l. 

§  183.  Satz  L  Durch  einen  Ptmkt  des  äusseren  Theüs  der  Kugd  S^n-i 
lassen  sich  unendlicih  viele  Tangenten  ziehen,  welche  einen  Kreiskegel  von  n  —  1 
Dimensionen  bilden,  dessen  Spitze  in  deni  gegebenen  Punkt  liegt  und  dessen  Axe 
der  durch  den  gegebenen  Punkt  gehende  Durdimesser  ist. 

Beweis  analog  wie  zu  Satz  VUI,  §  101. 

Zus,  I,  Die  Berührungspunkte  der  von  einem  Punkt  an  die  Kugelflädie 
S^n-^i  gezogenen  Tangenten  liegen  in  einer  Kugdfläclie  S\^2y  deren  Baum  auf 
dem  durdi  den  gegebenen  Punkt  gehenden  Durchmesser  senkreckt  stellt 

Beweis  analog  wie  bei  Zus.  I,  Satz  VUI,  §  101. 

Def,  L  Diese  Fläche  S*«— «  heisst  die  Beruhrungskugd  des  die  Fläche 
S^n—i  berührenden  Kegels,  dessen  Spitze  in  dem  gegebenen  Punkt  liegt.  Eine 
Tangente,  Ebefie  oder  Raum,  welche  die  Fläche  S*n—i  berühren,  geben  eine 
Ebene  oder  einen  Raum,  welche  den  Kegel  berühren. 

Zus.  IL  Die  Tangentialebenen  und  -Bäume  an  den  eine  Kugel  fläche  S*«-! 
in  einem  Punkt  berührenden  Kegd  berühren  S\^i  in  den  Berührungspunkten  der 
Kugd  fläche  ä%_2. 

Bern.  L  Wir  nehmen  an,  man  könne  von  einem  äusseren  Raum  S^_^  von  <S^_j  an 
eine  Kugel 5*^ _  2  ^^^^  Berühningsräume  von  w  —  2  Dimensionen  ziehen,  welche  gleiche 
Winkel  mit  dem  durch  'Si^_g  gehenden  Diametralraum  bilden,  da  diese  Eigenschaft  för 
M  —  8  gilt  (Zus.  m,  Satz  Vni,  §  101). 

Zus,  III,  Die  Berührungsräume  Sn—%,  welche  sich  von  einem  äusseren  Bmwi 
Ä«— s  (fn  eine  Kugelfläche  S\^i  ziehen  lassen,  bilden  eincfi  Kreiskegel  von  n  —  1 
Dimensionen,  dessen  Axe  der  durch  den  Baum  Sn—i  gdiende  Diametralraum  von 
n  —  2  Dimensionen  ist. 

Denn  wir  können  durch  den  Diametralraum,  welcher  den  Raum  Sn—^  mit 
dem  Centrum  der  Flache  S*n— i  verbindet,  einen  Raum  von  n  —  1  Dimensionen 
ziehen,  welcher  S^n^i  in  einer  Kugel  von  »  —  2  Dimensionen  schneidet.  An 
diese  Kugel  lassen  sich  von  Sn—^  zwei  Berührungsräume  ziehen,  welche  den- 
selben Winkel  mit  dem  genannten  Diametralraum  bilden  (Bern.  I). 

Zus,  IV.  Die  Berührungspunkte  der  von  einetn  Baum  S^i^s  an  die  Flädic 
S^n-i  gezogenen  Tangentialrämne  Sn-i  liegen  in  einer  Kreislinie,  deren  Ebern 
auf  de^n  durch  5,_s  gehenden  Diametralraum  senkrecht  steht. 

Beweis  analog  wi^  bei  Zus.  I,  Satz  VIII,  §  101. 

Def  HL    Diese  Kreislinie  heisst  die  Bvrühnmgslinie  des  Kegels. 
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Zus.  V.  Die  Tangeifiticdräume  mies  Berührungsicegels,  die  einen  Baum  5^—3 
zur  Spitze  haben,  heriihren  auch  die  Kugelfläche  S^„— i  in  den  Funkten  der  Be- 
rührungskreislinie von  S^n  —  X' 

Denn  eine  Tangente  der  Berührungskreislinie  eines  Tangentialkegels  erster 
Art  gibt  einen  Raum,  welcher  den  Kegel  berührt. 

Satz  IL  Von  einein  Baum  Sn—i  von  Sn  lassen  sich  zwei  Berührungsräunie 
von  n  —  1  IHmensionen  an  eine  Kugel  S\^i  ziehen. 

An  den  Berührungskreiskegel,  welcher  einen  Raum  S^—$  zur  Spitze  hat, 

lassen  sich  von  einem  durch  S„—z  gehenden  Raum  Sn—2  zwei  Berühnmgsräume 

legen,  weil  man  von  einem  Punkt   zwei  Tangenten  an  die  Berührungkreislinie 

des   genannten  Kegels  ziehen  kann  (Satz  lY,  §  60)  imd  die  Berührungsräume 

von  n  —  1  Dimensionen  sind  auch  Tangenten  an  die  KugeL     Der  Satz  gilt 

aber  für  w  =  3,  mithin  auch  allgemein. 

Bern.  IL  Da  die  Annahme  in  Bern.  I  sich  als  richtig  erwiesen  hat,  so  gilt  auch 
Zus.  m,  Satz  I,  welchen  wir  aus  ihr  abgeleitet  haben. 

Satz  III.  Die  Berührungsräume  S„.+i,  welche  sieh  von  einem  äusseren 
Baum  Sm  an  die  Kugd  S^n—i  ziehen  lassen,  bilden  einen  Kreiskegd,  welcher 
den  Baum  S^  zur  Spitze  und  den  durch  S,n  gehenden  Diametralraum  zur  Axe  hat. 

Wir  legen  durch  den  Diametralraum  Sm-\-ij  welcher  durch  Sm.  geht,  einen 
Raum  Sm-\-ty  der  die  Kugel  S^^^\  in  einer  Kugel  S^m+i  schneidet.  An  S'^in-\-i 
lassen  sich  aber  von  S,n  zwei  Berührungsräume  Stn-\-\  ziehen,  welche  denselben 
Winkel  mit  dem  Axenraum  bilden. 

Zus.  Die  Berührungspunkte  der  von  einem  Baum  Sm  öw  die  Kugel  /S'«— i 
gezogenen  TangenHalräume  von  m  +  1  Dimensionen  liegen  in  einer  Kugel 
iS^n— w— 2>  deren  Baum  Sn^m—i  cmf  detn  durch  Sm  gehenden  Diametralraum 
Sm+i  senkrecht  steht. 

19. 
Schnitte  von  zwei,  drei,  n.  s.  w.,  n  Kugeln  von  n  —  \  Dimensionen  in  Sn- 

§  184.  Def.  I.  Wenn  zwei  Kugelflächen  von  n  —  1  Dimensionen  denselben 
Berührungsraum  Sn—i  in  einem  gemeinschaftlichen  Punkt  Äq  haben,  so  sagt 
man,  sie  berührten  sich  im  Punkt  Ä^,  Liegen  sie  auf  derselben  Seite  des  Tan- 
gentialraums,  so  berühren  sie  sich  von  innen,  andernfalls  von  aussen. 

In  dem  ersten  Fall  ist  die  Kugel,  welche  den  kleineren  Radius  hat,  in  der 
andern  enthalten. 

Satz  I.  Haben  zwei  Kugeln  S^^^iy  ^„-1  ^^  '^«  einen  nicht  au f  der  Graden, 
welche  durch  ihre  Mittelpunkte  gefit,  (der  Centralaxe)  gelegenen  Punkt  gemein, 
so  Ihdben  die  beiden  Kugeln  eine  Kugel  von  n  —  2  Dimensionen  gemein,  deren 
Centrum  auf  der  Centralaa^e  liegt  und  deren  Baum  auf  dieser  Axe  senkrecht  steht 

Beweis  analog  wie  zu  Satz  I,  §  102. 

Bern.  I.    Es  gilt  Satz  11,  §  102  mit  ähnlichem  Beweis. 

Satz  II.  m  Kugdflächen  von  n  —  1  Dimensionen  von  Sn,  welcJie  nicfit  die 
nämlidie  Kugclfläche  vofi  n  —  2,  n  —  3,  . . .,  n  —  m  +  1  Dimensionen  enthalten 

Veronete,  Geometrie.  3\) 


610      Schnitte  von  zwei,  drei,  u.  s.  w.,  n  Kugeln  von  n  —  1  Dimensionen  in  S^.       [§  1B4 

oder  nicfit  in  deni  fiämliclien  Punkt  einen  gemeinscJiafÜichen  Tangentialramn  von 
n  —  1,  n  —  2,  . .  . ,  n  —  m  +  2  Dimetisionen  haben ,  schneiden  sich  in  einer 
Kugel  von  n  —  m  Dimensionen,  in  einein  Punkt  oder  in  keinem  PurM. 

In  dem  ersten  Fall  steht  der  Baum  Sn—m+i  der  Durchschnittskugd  senk- 
recht auf  dem  Raum  Sm—i,  welcher  die  Centren  der  m  Kugdn  verbindet;  in  dctn 
zweiten  Fall  haben  sie  einen  Tangentialraum  von  n  —  w  +  1  Diniensiotien 
gemein, 

K^^l_i,  ^n—v  '"f  ^n~i  s®i^^  ^®  ^  gegebenen  Kugeln.  Wenn  sich  die 
Flächen  JK:<^>  ,,  Jf^«)  ,  in  einer  Fläche  K^^\  und  ebenso  K^^^  ,,  JT^»)  ,  u.  s.  w. 
jf(m—i)    ^(m)     jjj  ejjiej.  Fläche  K^^\  u.  s.  w.  ir^»*--i"»)  schneiden,  so  stehen  die 

Bäume  von  n  —  1  Dimensionen  S^^2\7  ^n—i  ^'  ^*  ^*  ^®ser  Kugeln  auf  den 
Graden  senkrecht,  welche  die  Centren  1,  2;  2,  3;  u.  s.  w.;  m  —  1,  m  verbinden. 
Sie  treflfen  sich  daher  in  einem  Raum  Sn—m+if  welcher  auf  dem  durch  die  m 
Mittelpunkte  bestimmten  Raum  5m— i  senkrecht  steht.  Schneidet  Sn—m-^i  die 
Kugel  K'^^2}i  ^  einer  Kugel  K^^^,  so  liegt  diese  in  den  beiden  Kugeln  JT^^^^,, 

K^fLi'  I^iö  Kugel  K^^^^  gehört  aber  K^^Li  ^^  ^^^  ^^  ^^^  Raum  S«— w+i 
imd  die  Kugel  K^^^^  in  dem  Raum  S^^^^i  liegen,  so  wird  mithin  K^^J}^  durch 
den  Raum  Sn—m'\-i  in  einer  Kugel  K'^^^  geschnitten,  welche  auf  K^^}_^  liegt. 
Daher  fällt  die  Kuirel  K'^      mit  K^        zusammen.     Wie  X^**>   zu  K^^^  ,  sie- 

o  n  —  m  n  —  m  n — 2  n — 1    o^ 

hört,  so  gehört  auch  K^        zu  K^^^  ..     Ebenso  wird  bewiesen,  dass  K^        zu 

allen  übrigen  Kugeln  gehört. 

Hätten  die  m  gegebenen  Kugelflächen  einen  andern  Punkt  ausserhalb  der 
genannten  Kugel  gemein,  so  würde  der  durch  den  Punkt  und  den  Raum  der 
Kugel  bestimmte  Raum  die  m  Flächen  in  einer  gemeinschaftlichen  Kugelfläche 
von  n  —  m  +  1  Dimensionen  schneiden.  Triflt  Sn—m-{-i  keine  der  Flächen,  so 
haben  die  m  Flächen  oflFenbar  keinen  Pimkt  gemein. 

Falls  der  den  Räumen  der  Kugeln  K^^^^y  ^n—29  ^*  ®'  ^-  gemeinschaftliche 
Raum  eine  dieser  Kugeln  berührt,  haben  die  m  Flächen  -Sl^^^,  Ä^^^l^,  ...,  ^^ü^i 
diesen  Raum  als  Tangentialraum  gemein. 

Ztis.  n  Kugelflächeu  von  n —  1  Dimensionen  des  Raums  S„,  tvdche  tceder 
eine  Kugelfläche  noch  eine  Kreislinie  oder  welche  nicht  in  dem  nämlichen  Punkt 
einen  Tangentialraum  gemein  Jiaben,  schneiden  sich  entweder  in  swei  hezüglich 
des  Raums  der  Centren  (des  Centralraums)  symmetrischen  Punkten  oder  in  zwei 
zusammenfallenden  Punkten  oder  in  kei^iem  Punkt. 

In  dem  zweiten  Fall  haben  sie  eine  auf  den  Raum  der  Centren  senkrcehte 
Tangente  gemein. 

Beweis  analog  wie  zu  Satz  III,  §  102. 
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20. 
Stetige  Systeme  nnveränderlicher  Figuren  in  8n. 

§  185.    Kreissystem  um  eine  Ebene, 

Def.  L  Ans  den  stetigen  Systemen  unveränderlicher  Figuren  in  dem  Raum 
im  ünendlichgrossen  erhält  man  stetige  Systeme  unveränderlicher  Figuren  um 
einen  Punkt  P^  des  Raiuns  S»,  welche  wir  Kugdsysteme  und  P^  ihr  Centrum 
neimen. 

Def,  IL  Ist  eine  Grade  gegeben,  so  liefern  die  Kugelsysteme  um  ihren 
unendlich  fernen  Punkt  stetige  Systeme  von  Figuren  um  die  Grade,  welche 
Kegelsysteme  um  die  Grade  als  Axe  heissen. 

Fährt  man  so  fort,  so  kann  man  sagen:  Ist  ein  Raum  Sm  gegeben,  so 
liefern  die  Kreiskegelsysteme,  die  den  unendlich  fernen  Raum  von  Sm  zur  Axe 
haben,  stetige  Systeme  unveränderlicher  Figuren  um  den  Raum  Smj  welche 
KreisJcegelsysteme  um  den  Raum  Sm  ^Is  Axe  heissen. 

Def.  IIL  Aus  einem  System  unveränderlicher  Segmente  auf  einer  Ghradeu 
r^^  erhält  man  um  einen  Raum  Sn^i,  dessen  unendlich  femer  Raum  zu  rj^, 
polar  ist,  ein  System  unveränderlicher  Keile  von  n  —  1  Dimensionen,  welches 
wir  Kreissystem  von  Keilen  von  n  —  1  Dimensionen  nennen.  Der  Raum  S«— i 
ist  seine  Axe  und  die  Keile  sind  die  Keüe  an  der  Axe. 

Satz  L    Der  Axenraum  eines  Kreissystems  von  Keilen  entspricht  sich  selbst 

Da  der  Satz  füt  w  =  2,  3  gilt,  so  nimmt  man  an  er  gelte  f ür  w  —  1  und 
beweist  ihn  für  n. 

Bern,  I.  Es  gelten  mit  analogen  Beweisen  die  Sätze  III,  FV,  V,  VI,  VII,  die  Def. 
TU  und  Satz  VÜI,  §  108. 

Satz  IL    Die  Figuren  eines  Kreissystems  sind  congruent 
Betrachtet  man  die  Axe  des  Systems  als  einer  Figur  zugehörig,  so  ent- 
spricht sie  in  allen  Figuren  sich  selbst. 

Wenn  (AqBq),  (Aq'Bq)  zwei  sich  entspre- 
chende Segmente  sind  und  n  —  2  Punkte  Pq^, 
'"}  Qo»  des  Axenraums  gegeben  sind,  so 
haben  die  Vielkante  Pq-  P^^  ., ,  Q^^^  A)^o? 
Pq'  Pq^^,  ...  Qqj^  A^Bq    denselben    Sinn,    weil 


die  beiden  Keile  P^^  ..,  Q^^  A^P^B^,  P^ 


0» 


Fig.  134. 


...  Qq^  Äq' PqBq  gleichgerichtet  sind  (Satz  IV, 
§  103  und  Bem.  I).  Da  mithin  zwei  sich  ent- 
sprechende Vielkante  congruent  sind,  so  sind 

es  auch  die  beiden  Figuren  (Bem.  I,  §  173)  und  also  auch  ohne  die  Axe  des 

Systems  (Fig.  134). 

Saiz  IIL    Die  Graden,  Ebenen  und  Bäume  eines  Kreissystems,  welche  sich 

entsprechen,  bilden  denselben  Winkel  mit  der  Axe 

Beweis  analog  wie  zu  Satz  X,  §  103. 

89» 
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Bern.  U.  Es  gelten  Zus.  I,  Satz  X  und  die  Sätze  XI,  Xu,  §  103  mit  denselben  Be- 
weisen. 

Satz  IV.  Zwei  bezüglich  eines  Baums  5,-2  *w  einein  Baum  von  n  —  1  Di- 
mensionen symmetrische  Figuren  gehören  in  Sn  einem  Kreissystem  um  den  Baum 
Sn— 2  als  Axe  an. 

Beweis  analog  wie  zu  Satz  XTTTy  §  103. 

§  186.    ParaUdsystem. 

Def,  L  Liegt  die  Axe  An-.^  eines  Kreissystems  von  Keilen  im  ünendlich- 
grossen^  so  sind  alle  durch  sie  gehenden  Räume  S^^i  parallel  imd  wählt  mau 
eine  auf  die  Richtung  dieser  Räume  senkrechte  Grade^  so  dienen  ihre  Segmente 
den  durch  die  Räume  bestinmiten  Theilen  des  Büschels  zum  Mass  (Bem.  I, 
§  169). 

Betrachtet  man  auf  der  Senkrechten  ein  stetiges  System  unveränderlicher 
Segmente^  so  erhält  man  ein  stetiges  System  von  Theilen  des  Büschels,  welches 
BaräUdsystem  heisst.  Die  Richtung  der  Räume  des  Systems  ist  die  Bichtung 
des  Systems. 

Einen  Theil  eines  Büschels  paralleler  Räume  nennen  wir  Zone  des  Büschels. 

Bern.  L  Es  gelten  die  Sätze  I,  II,  m,  §  104  der  dem  Satz  lY  entsprechende  Satz 
und  Def.  11  desselben  Paragraphen. 

Satz  L    Die  Figuren  eines  BaraUdsystems  siml  congruent 
Beweis  analog  wie  zu  Satz  V,  §  104. 

§  187.    Allgemeines  System  einer  Dimension. 

Satz  L  Ist  eine  Figur  und  eine  Linie  l  in  dem  Baum  S«  gegeben,  so  geJiört 
die  Figur  einem  stetigen  System  einer  Dimension  von  unveränderlichen  Figuren 
an,  von  wdchem  die  gegebene  Linie  eine  Linie  sich  entsprechender  Punkte  ist. 

Beweis  analog  wie  zu  Satz  II,  §  65. 

Satz  IL  Zwei  Figuren  eines  stetigen  Systems  einer  Dimension  von  unver- 
änderlichen Figuren  sind  congruent. 

Beweis  analog  wie  zu  Satz  II,  §  105. 

Zus.  Zwei  symmetrische  Figuren  von  Sn  können  keinem  stetigen  System 
tinveränderlicher  Figuren  in  Sn  angehören. 

Bern.  Hier  gilt  die  Bem. ,  §  65  über  stetige  Systeme  unveränderlicher  Figpren  von 
mehreren  Dimensionen. 


21. 

Anwendung  der  Sprache  der  Bewegung  auf  die  Systeme  unveränderlicher 

Figuren. 

§  188.  Bern.  I.  Körper,  welche  sich  thatsächlich  bewegen,  sehen  wir  nur  in  unsrer 
wahrnehmbaren  äusseren  Umgebung  (Emp.  Bem.  §  1  und  §  .37);  mithin  ist  die  Bewegung 
in  dem  llaum  S^  rein  abstract,  wie  dies  auch  der  Raum  ist;  d.  h.  es  gibt  für  unsre  Sinne 
keinen  äusseren  entsprechenden  Gegenstand,  der  die  seine  Existenz  uns  vor  Augen  fahrte. 

Nach  dem  Princip  in  §  18  der  Einl.  können  >vir  uns  aber  denken,  immer  abstract, 
der  allgemeine  Raum  und  mithin  auch  S^  sei  gegeben  und  können  daher  die  Sprache  der 
Bewegung,  wie  sie  in  §  07  der  Einl.  festgesetzt  wurde,  auf  ihn  anwenden. 
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Mittelst  dieser  Sprache  können  wir  den  Sätzen  über  die  stetigen  Systeme  eine  andre 
Fassung  geben,  auch  wenn  die  Linien  sich  entsprechender  Punkte  nicht  alle  Eigenschaften 
der  Anschauungslinien  besitzen  (Emp.  Bm.,  Def.  I  und  II,  §  36),  vorausgesetzt  jedoch, 
dass  der  Sprache  der  Bewegung  nicht  die  ganze  Ausdehnung,  wie  in  §  67  der  Einl.  gegeben 
wird,  sondern  dass  sie  nur  auf  die  stetigen  Systeme  angewendet  wird. 

Wenn  man  sagt:  eine  Pigur  könne  sich  frei  in  S^  bewegen  und  dabei  unverändert 
bleiben,  so  heisst  dies :  Wir  denken  uns  alle  Systeme  unveränderlicher  Figuren  in  S^ ,  von 
welchen  die  gegebene  Figur  ein  Theil  ist  und  betrachten  die  übrigen  Figuren  dieser 
Systeme  als  verschiedene  Lagen  der  gegebenen  Figur  (Einl.  §  67).  Die  Eigenschaften  des 
Satzes  II,  §  187  und  seines  Zusatzes  werden  so  ausgedrückt:  Zwei  Lagen  derselben  Figur 
sind  congruent;  zwei  symmetrische  Figuren  von  Ä^  können  in  S^  nicht  zur  Deckimg  ge- 
bracht werden,  man  kann  sie  aber  in  ä^^^  ,  ^  sich  so  bewegen  lassen,  dass  sie  sich  decken. 
Der  Satz :  Zwei  congruente  Figuren  von  S^  können  keine  n  Paare  sich  entsprechender 
und  unabhängiger  Punkte  gemein  haben,  ohne  zusanmienzufallen  (Bem.  I,  §  173)  heisst  in 
der  Sprache  der  Bewegung:  eine  Figur  kann  sich  nicht  ohne  Deformation  bewegen  (Def.  II, 
§  37),  wenn  man  n  ihrer  unabhängigen  Punkte  festhält.  Analog  wie  Satz  X,  §  106  wird 
bewiesen ,  dass  man  zwei  congruente  Figuren  mittelst  einer  Translation  und  n  —  2  Kota- 
tionen  oder  mittelst  n  —  1  Rotationen  zur  Deckung  bringen  kann. 


IL  Kapitel. 

Die  Operationen  des  Projicirens  nnd  des  Schneidens  in  Sn.  —  Ihre 
Anwendung  auf  das  Stndinm  der  Gonfignrationen  einer  endlichen 

Anzahl  Ränme  in  jedem  Eanm  Sr  (r  ^  ^)/) 

1. 

Die  Operationen  des  Projicirens  nnd  Schneidens.  —  Vollständige  homologe 

Figuren. 

§  189.  Def.  L  Die  Punkte,  Graden,  Ebenen  und  Räume  von  S^  von 
einem  Raum  Sm  aus  (m  <  n  —  1)  proßdren  heisst  die  Punkte,  Graden,  Ebenen 
und  Räume  Sr  von  5»  {r  <^n  —  m  —  2)  mit  Sm  verbinden. 

Def.  IL  Einen  Raum  Sr  durch  einen  Raum  Sm  schneiden  heisst  den  Durch- 
schnittsraum Sa  von  Sr  mit  Sm  bestimmen,  zu  welchem  Zweck  r  '\-  m  —  n  >  0 
sein  muss  (Satz  U,  IV,  §  158).     Der  Raum  Sm  heisst  der  schneidende  Baum. 

Def.  HL  Die  Operationen  des  Projicirens  und  Schneidens  heissen  dwH', 
weil  man  dem  Raum,  welcher  Sr  von  Sm  aus  projicirt,  den  zu  Sr  dualen 
Durchschnittsraum  von  5«— r-i  mit  dem  zu  S^  dualen  Raum  Sn^m^i  ent- 
sprechen lassen  kann  (Def.  §  159). 

Def.  LV.  Von  einem  Raum  Sm  dus  einen  Raum  Sr  auf  oder  in  einen  Raum 
S'm  projiciren  heisst  den  Durchschnittsraum  Sa  des  Raums  Äm+r+i  mit  dem 
Raum  S'm  bestimmen. 

Der  Raum  5«  heisst  die  Prqjection  von  Sr  auf  S\n]  S'm  der  Frojections- 
räum,  Sm-\-r-\-\  der  projicirende  Raum  und  S,n  das  Centrum. 

1)  In  diesem  Kapitel  benutzen  wir  nur  die  Sätze  über  die  Schnitte  der  Räume  in  S 
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Bern.  L  Die  Operation  des  Projicirens  von  S^  aus  auf  8^  setzt  sich  aus  einer  Pro- 
jection  und  einem  Schnitt  zusammen  und  mithin  ist  ihr  in  8^  nicht  ein  blosser  Schnitt, 
sondern  ein  Schnitt  und  eine  Projection  dual. 

Def.  V.  Wenn  der  Projectionsraum  ein  dem  Gentrumsraum  S„,  dualer 
Raum  5„— m— 1  ist  und  ihn  in  keinem  Punkt  triflEt,  so  hat  jeder  Punkt  A^  von 
Sn  einen  Punkt  imd  nur  einen  Punkt  A^  in  Sn—m—i  zur  Projection  und  die 
Projection  heisst  eindeutig, 

Bern,  IL  In  diesem  Fall  liefert  ein  von  S^__^_^  aus  auf  8^  projicirter  Baum  S^ 
in  8^  einen  Baum  8^.  Mit  der  dualen  Operation  in  8^  schneidet  man  den  Raum  jS,_^_j 
mit  8^  imd  projicirt  dann  von  *5^_^_j  aus.  Der  Durchschnittsraum  von  5^  mit  S^_^_i 
ist  aber  8^^^^^  (Satz  11,  §  168)  imd  ist  dual  zu  8^  in  Ä^.  Besüglich  des  Baums  8^ 
sind  daher  die  beiden  Operationen  des  Projicirens  auf  8^  und  des  8chneidens  mit  8^  dual. 

Bein.  III.  Wie  leicht  zu  sehen,  lässt  sich  jede  Projection  nach  Def.  IV  aus  einer 
eindeutigen  Projection  ableiten;  es  genügt  also,  wenn  wir  uns  auf  die  Projection  in  Def.  V 
beschränken.  Die  eindeutige  Projection  ist  jedoch  nicht  reciprok  (Einl.  Def.  11,  §  42),  weil 
der  Punkt  A^'  die  Projection  aller  Punkte  des  Raums  {S^A^)  ist. 

Bern.  IV.  Um  auf  eine  Gltide  zu  projiciren,  muss  das  Projectionscentrum  ein  zur 
Graden  dualer  Raum  8^^^  sein.    Ebenso  muss,  um  auf  eine  Ebene  oder  einen  Raum  von 

drei  Dimensionen  zu  projiciren,  das  Projectionscentrum  ein  Raum  8^^^  oder  8^__^  sein 

(Zus.  Def.  I,  §  169).    Durch  diese   Operation  erhalten  wir  Figuren  auf  der  Graden,   der 
Ebene  und  in  dem  Raum  ß»,,  wenn  wir  die  durch  die  Räume  Ä^^g,  8^_,^,  ^h—a  gekenden 

Räume  schneiden;  diese  Operation  ist  also  in  der  allgemeineren  enthalten,  beliebige  Figuren 
des  Raums  8^  mit  der  Graden,  der  Ebene  und  dem  Raum  8^  zu  schneiden. 

Den  Grund  des  Unterschieds  zwischen  der  ersten  und  der  zweiten  Operation  sieht 
man  ein,  wenn  eine  Figur  von  8^  gegeben  ist  und  man  projicirt  z.  B.  ihre  Punkte,  Graden 
und  Linien  auf,  sagen  wir,  8^  und  schneidet  dann  ihre  Räume  und  Flächen  mit  der  Ebene 
8^  oder  einer  andern  Ebene.    Man  erhält  so  im  Allgemeinen  verschiedene  Figuren  in  iS^,. 

§  190.  Bern.  I.  Wir  setzen  hier  die  Formel  als  bekannt  voraus,  welche  die  Anzahl 
der  Combinationen  ohne  Wiederholungen  von  n  Gegenständen  zu  je  r  gibt  und  die  mit 

dem  Symbol  (")  bezeichnet  wird. 

Def.  L  Unter  vollständiger  Pyramide  in  Sn  verstehen  wir  die  Figur,  welche 
von  JN' Punkten  (Jr>  w  +  1)  imd  von  den  Räumen  gebildet  wird,  die  durch  die 
N  Punkte  bestimmt  werden  und  die  Kanten  heissen,  wenn  sie  Grade  sind  oder 
ehene  Seiten,  Seiten  von  drei,  u,s,w.j  n  Dimensionen,  wenn  sie  Ebenen,  Räume 
von  drei,  u.  s.  w.,  n  Dimensionen  sind. 

Satjs  L  Wenn  in  einetn  Baum  Sr  die  Sclheitel  von  q  —  1  Pypramiden  he- 
züglich  je  q  —  1  mi^ammengenommen  in  p  durcJi  einen  Punkt  P^  gehenden  Graden 
liegen  und  man  setzt 

q  =  n  —  r  -{-  2,  p  =  N —  (n  —  r+1), 

so  bestimmen   diese  Pyramiden  mittelst  der  DurcJischnitte   ihrer  Kanten,   ebenen 
Seiten,  Seiten  von  drei,  ...,  r  —  1  Dimensionen  eine  Figur  von 

\u-r-\-l)       \     2—1     )  ^<»\n  —  r+2)       \        q        j^i'-"» 


i^,)  -  ilt'Pl)  s,-.. 
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Durch  jedes  S^  gelwu  N—  (,«  —  r  + 1)  =1»  S^ ,  (^~  ("  "'  **  +  ^^ )  =  ß)  S, ,... 

„    ..  s,    ..  jf-(«-r+2)-i,-is„..., (''-(;i-|:+2))_ 

-  i'rZl)  5-, 

..      Sr-,„    N—(n—\)=p  —  r  +  2Sr-i. 
Jedes   6',    cttiMU  n  —  r  -\-  2  =  q  Sg 


7f 


}f 


Dit'^c  i''<V/wr  Äa^  dieselben  FAgcfiscIiaften  bezüglich  cifics  jeden  ihrer  Bäufne 
von  denselben  Dimensioneii,  Geht  man  z,  li.  von  einetn  beliebigen  Punkt  der 
Figur  ans,  so  erluilt  man  q  —  1  fieue  Pyramiden  mit  p  Scfieiteln,  welche  bezüg- 
lich zu  je  q  —  1  in  p  durch  diesen  Pufilct  gellenden  Graden  liegen  und  dieselbe 
Figur  bestimmen. 

Diese  Figur  kann  als  der  Sdinitt  des  Euutnes  Sry  in  welchem  sie  liegt,  mit 
der  vollständigen  Figur  von  N  Punkten  in  dem  Baum  Jf «  angeschen  werden  tind 
umgekelirt  erhält  man  aus  einer  solcheti  Configuration  voti  N  Punkten  von  Sn  durch 
cnwfi  Schnitt  mit  einem  Baum  Sr  von  Sn  eine  der  ersten  analoge  Figur. 

Diese  Figur  ist  audi  die  Prqjedion  der  vollständigen  Figur  von  N=>p  +  j  —  1 
Bäumen  Sp-i  in  dein  Baum  Sp  von  einem  Baum  Sp^r--i  aus  auf  den  Baum  S^ 

Es  seien  N  unabhängige  Punkte  in  Sn  gegeben,  welche  wir  mit  den 
Ziffern  1,  2,  3,  ...,  iV  bezeichnen  und  es  sei  ^>n+  1.  Sie  bestimmen  zu 
je  zweien,  je  dreien,  u.  s.  w.,  je  n  zusammengenommen 

(n  — r+2)  ^—'•+1;  --^  (w)  ^"-^- 

_i  )  S„,,  ... 


7> 


?> 
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Durch  jedes  Sn-r    dieser  Figur  gehen  [N—(n  —  r+l)]  Sn-r+i?  •••^ 

„     5,_r+,  „  „  „       [N-in-r  +  2)]S.-r+t,..., 

„      5„_r-.  „  „  „       [N-  (n  -  r  +  3)]  Ä,_,+, ,  . . . , 

m 

„     Sn-,       „  „  „  (?^-n+l)5,_,. 

Jedes  Si        enthält  2  Sq 


J7 


Si  n        3  ^0,  3  S, 
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Sr  „       (r+1)  S„  ('•+1)  S„  (»•+1)  S„  ...,(r+  1)  5._, 

•  •  • 

•  •  • 

Sn-r       „       (n  — r+1)  So,  ...,  (n  — r+1)  S,_,_i 
Sn-r+i  „       (n-r  +  2)  S„  ...,  in  —  r  +  2)  Sn-r 

5,_,+,  „       (n-r  +  3)  S„,  ...,  ("-^+^)5,_.,  (»-r  +  3)S._.+i 

(^  —  3)  ^n-r+l,  .    .,  (»—1)  5f,-S 

Wir  wollen  diese  Figur  nun  mit  einem  Raum  Sr  schneiden.  Ein  Raum 
Sr  trifiFt  die  Räume  Sn—r  der  Figur  in  Punkten,  die  Räume  Sn—r-^i  in 
Graden  u,  s.  w.,  die  Räume  5«— 1  in  Räumen  S^—i.  Auf  diese  Art  besteht  die 
Durchschnittsfigur  aus  sovielen  Punkten,  Graden,  u.  s.  w.,  Räumen  Sr—iy  als  es 
Räume  S„_r,  /Sn— r+i?  u.  s.  w.,  Sn^i  der  vollständigen  Figur  der  iV  Punkte 
in  Sn  gibt.  Da  man  jeden  Raum  Sn-r  dieser  Figur  durch  eine  Combination 
der  N  Punkte  je  (w  —  r  +  1)  zusammengenommen  erhält  und  jeden  Kaum 
Sn—r-i-i  durch  eine  Combination  der  N  Punkte  zu  je  (n  —  r  +  2)  u.  s.  w.,  so 
können  wir  diese  Combinationen  zur  Bezeichnung  der  Punkte,  Graden,  Ebenen 
u.  s.  w.  der  Durchschnittsfigur  benutzen.  Bezeichnen  wir  z.  B.  die  N  Punkte 
mit  den  Zahlen  1,  2,  P>,  ...,  iV,  so  gibt  uns  der  durch  die  n  —  r  +  1  Pimkte 
1,  2,  3,  ...,  (n  —  r),  (n  —  r  +  1)  bestimmte  Raum  Sn^r  einen  Punkt  der 
Figur   in   Sry   welchen    wir    mit   dem   Symbol    123  ...  (w  —  r)  (n  —  ^  +  ^) 
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bezeichnen.  Durch  diesen  Raum  Sn—r  gehen  aber  alle  die  Räume  S„^r-{-i, 
welche  man  dadurch  erhält,  dass  man  successive  zu  den  n  —  r  +  1  Punkten 
von  S„— r  einen  nach  dem  andern  die  N — (n  —  r+  1)  übrigen  Punkte  hin- 
zufügt. Ein  Raum  5«— r+i  wird  durch  den  Raum  S^  in  einer  Graden  ge- 
schnitten; mithin  gehen  durch  den  Punkt  123  . .  .  (n  —  r)  (w  —  r  -{-  1)  alle 
Graden  der  Figur  von  Sr^  deren  Symbole  das  Symbol  des  Punktes  enthalten, 
nämlich: 

123...(«  — r+1)  (n  — r  +  2),  123  ...  (n  —  r+ 1)  (w  —  r  + 3),  ..., 

123...(n  — r  +  1)  [iV— (n  — r  +  1)]. 

Auf  jeder   dieser   Graden  liegen   ausser   dem   Punkt  123  ...  (n  —  r  +  1)  ' 
andre  n  —  r  -f-  1  Punkte  der  Figur,  weil  in  jedem  »S^—r+i  n  —  r4-2  Sn-r 
enthalten  sind;  sie  entsprechen   den  Combinationen    der  n  —  r  +  2  Zahlen  je 
n  —  r  +  1  zusammengenommen  des  Symbols  der  Graden. 

So  liegen  z.  B.  in  der  ersten  Graden  die  Punkte 

123...(n  — r)(M  — r  +  2),  23  ...  (w  — r— 1)  (n  — r  +  1)  (w  — r  +  2),  ...; 
in  der  zweiten  die  Punkte: 

123...(«  — r)(n  — r  +  3),  23  ...  (n  — r— 1)  (ä  — r  +  1)  (w  — r  +  3),  ... 
u.  s.  w. 

Verbinden  wir  zwei  Punkte  der  nämlichen  Reihe,  so  erhalten  wir  eine 
andre  Grade  derselben  Figur.  Wenn  wir  z.  B.  die  beiden  ersten  Punkte  der 
ersten  Columne  verbinden,  so  ergibt  sich  die  Grade 

123  ...  (n  —  r)  (n  —  r  +  2)  (n  —  r  +  3) 

und  für  diejenigen  der  zweiten  Columne  die  Grade: 

23  . . .  (n  —  r  —  1)  (n  —  r  +  1)  (n  —  r  +  2)  (n  —  r  +  3)  u.  s.  w. 

Diese  beiden  Graden  schneiden  sich  in  einem  Punkt  der  Figur  nämlich 
in :  23  ...  (n  —  r  —  1)  (m  —  r  +  2)  (n  —  r  +  3).  Durch  jeden  Punkt  der 
Figur  gehen  daher  N —  (n  —  f  +  1)  von  ihren  Graden  und  in  jeder  dieser 
Graden  liegen  ausser  dem  gegebenen  Punkt  n  —  r  -{-  1  Punkte  derselben  Figur. 
Wir  können  daher  w  —  r+1  Pyramiden  mit  N  —  (n  —  r  -{-  1)  Sdieiteln^ 
welche  bezüglich  in  diesen  N — (n  —  r+  1)  Graden  liegen,  aus  ihnen  bilden. 

Eine  solche  Pyramide  wird  aus  denjenigen  Punkten  gebildet,  deren  Sym- 
bole n  —  r  Zahlen  gemein  haben,  wie  z.  B. 

123  .. .  (n  —  r)(n  —  r  +  2),  123  . . .  (w  —  r)  (n  —  r  +  3)  . . .; 

123  ...  (n  —  r)  [N—  (n  —  r  +  1)J. 

Einen  Raum  S,  erhält  man  in  Sr  aus  einem  Raum  Sn-^-s-r  der  Figur  der 
N  Punkte.  Er  wird  mit  einem  Symbol  bezeichnet,  welches  n  -j-  s  —  r  -j-  1 
der  N  Ziffern  enthält  und  in  ihm  liegen  alle  diejenigen  Punkte,  Graden,  u.  s.  w., 
Räume  der  Figur  in  Sr,  deren  Symbole  in  dem  Symbol  von  5,  enthalten  sind. 
Und  durch  S,  gehen  alle  Räume,  deren  Symbole  diejenigen  von  8^  enthalten. 

Ist  ein  Raum  Sn—r  z.  B.  123 . . .  n  —  r+1  in  S«  ausser  den  durch  ihn 
gehenden  N —  (n  —  y*  +  1)  Räumen  S««r-fi  der  Figur  der  N  Punkte  gegeben 
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und  sind  ferner  die  anderen  in  ihnen  enthaltenen  Sn—r  gegeben,  so  erhält  man 
die  übrigen  N  —  (n  —  r  +  1)  Punkte  nämlich:  n  —  ^  +  2,  n  —  r  +  3,  u.s.  w., 
wenn  man  diejenigen  Räume  5„— r  der  Räume  5«— r+i,  welche  unter  den  durch 
den  Raum  123  ...  n  —  r  +  1  gehenden  Räumen  verschieden  sind,  miteinander 
verbindet  und  die  Durchschnittsrüume  der  neuen  Räume  Sn^r-\.i  bestimmt.  Es 
ist  leicht  zu  beweisen,  dass  man  so  alle  Räume  S«— r  der  Figur  in  5„  erhält. 
Man  erhält  daher  durch  die  Schnitte  der  Kanten  der  n  —  r  +  1  Pyramiden  in 
Sr  und  durch  Verbindung  ihrer  Durchschnittspunkte  mittelst  grader  Linien 
u.  s.  w.  alle  Durchschnittspunkte  des  Raums  Sr  mit  den  Räumen  Sn—r  der 
Figur  in  Ä«. 

Man  kann  die  Frage  aufwerfen,  ob  die  Figur  dieser  n  —  r  +  1  Pyramiden 
eine  allgemeine  Figur  ist,  oder  ob  eine  allgemeine  Figur  von  n  —  r  +  1  Py- 
ramiden in  Sry  deren  Scheitel  bezüglich  in  N  —  (w  —  r  +  1)  durch  einen  Punkt 
gehenden  Graden  liegen,  sich  auch  als  Schnitt  einer  Pyramide  von  N  Punkten 
von  Sn  betrachten  lässt. 

Die  Antwort  fällt  bejahend  aus.  Denn  denken  wir  uns,  die  N —  {n  —  r  +  1) 
durch  einen  Punkt  gehenden  Graden  seien  gegeben,  welche  wir  mit  123  . . . 
,..  (ri  —  r  +  1)  bezeichnen  und  auf  ihnen  die  mit  denselben  Symbolen  wie 
oben  bezeichneten  Scheitel  der  Pyramiden  in  S^  Von  dem  Punkt  123... 
...  (ii  —  **)  0*  —  *^  4"  ^)  ^^^  ziehen  wir  einen  Raum  ä»— r,  welcher  Sr  nur  in 
dem  gegebenen  Punkt  allein  schneidet  imd  nehmen  in  diesem  Raum  n  —  y*  +  1 
durchaus  unabhängige  Punkte  an,  die  wir  mit  1,2,  3,  ...,«  —  r+l  be- 
zeichnen. 

Verbinden  wir  nun  die  Scheitel,  welche  in  der  Graden  123  ...  (n  —  r  +  2) 
liegen,  z.  B.  den  Scheitel  123  ...  (n  —  t)  (n  —  r  +  2)  mit  den  Punkten 
1,  2,  3,  ..«,  (w  —  r)  von  Sn—r,  so  erhalten  wir  einen  neuen  Raum  Sn—r  und 
für  alle  Scheitel  dieser  Graden  erhalten  wir  n  —  r  +  1  Räume  S„  _  r ,  welche 
innerhalb  des  Raums  Sn-r-i-i  liegen,  welcher  durch  die  Grade  und  den  ersten 
durch  den  Pimkt  123...  (n  —  r-^-l)  gehenden  Raum  Sn—r  bestimmt  wird. 

Diese  n  —  r  +  1  Räume  Sn—r  schneiden  sich  mithin  in  einem  Punkt 
(Satz  in,  §  158),  welchen  wir  mit  der  Zahl  n  —  r  +  2  bezeichnen.  Wieder- 
holen wir  diese  Operation  für  die  anderen  durch  den  Punkt  123  ...  (n  —  r  +  1) 
gehenden  Graden,  so  bekommen  wir  im  Ganzen  N —  (w  —  r+  1)  ueue  Punkte, 
welche  mit  den  obigen  1,  2,  3,  ...w  —  r+  1  Punkten  zusammen  N  Punkte 
geben.  Aus  der  vollständigen  Figur  dieser  Punkte  erhält  man  mittelst  eines 
Schnittes  die  Figur  der  n  —  r  -|-  1  in  Sr  gegebenen  Pyramiden. 

Setzt  man  q  =  n  —  r  -}-  2y  p  =  N  —  (n  —  r  +  1),  so  ist  damit  der  erste 
Theil  des  Satzes  bewiesen. 

Um  die  letztere  Eigenschaft  nachzuweisen,  bemerken  wir  vor  Allem,  dass 
^^(X     2)^^(      )  ^**^°^®   Sr—i  der  Figur  gibt,   d.  h.   in  der  gleichen 

oder  einer  grossem  Anzahl,  als  die  Zahl  ihrer  Punkte  beträgt,  JV^n  +  l 
vorausgesetzt.  Wählen  wir  einen  dieser  Räume  Sr—i  z.  B.  Är—i]  in  ihm 
sind  w  =  2  +  r  —  2  Räume  Sr-2  enthalten  und  durch  jeden  Von  ihnen  gehen 
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N —  w+  1=1>  —  r  +  2  Räume  5|— i.  Die  durch  die  Räume  8,-^2  von 
Är~~i  gehenden  Räume  Sr— i  bilden  N — n  Pyramiden  von  n  Räumen  von 
r  —  1  Dimensionen  und  ein  Raum  Ar— i  einer  solchen  Pyramide  schneidet  die 
übrigen  n  —  1  Räume  in  ebensovielen  Ar— 2,  welche  mit  dem  ersten,  durch 
weicheil  er  geht,  eben  alle  Räume  Sr— 2  in  Sr—i  ausmachen.  Ebenso  erhält 
man  Pyramiden  in  Sry  welche  durch  den  vorigen  analoge  Räume  gebildet 
werden.     Setzt  man  N —  n  ^=  q' —  1,  w=jp',  so  findet  man  aus  dem  ersten 

Theil  des  Satzes,   dass  die  vollständige  Figur  dieser  Pyramiden  (      j  Räume 

Sr— 1  enthält,  welche  grade  die  Räume  5r— i  sind,  die  man  durch  den  Schnitt 
der  Figur  der  N  Punkte  in  Sn  mit  Sr  bekommt.  Man  sieht  daher,  dass  man 
die  obige  Figur  durch  die  Projection  einer  andern  Configuration  erhalten  kann. 
Nehmen  wir  an,  in  dem  Raum  Sn  hätte  man  statt  N  Punkten  N  Räume 
5^-1,  so  bestimmen  sie  die  der  ersteren  entsprechende  Figur.  Sie  ist  offen- 
bar aus 

(2)ä«-«,(3)s.-8,  ...,  (,^_^^l)Sr-i,(^^_^^2)^^-»'-  -^ 

(,,_l)Äi.(n)^o 
zusammengesetzt  und  in  jedem  5r— 1  liegen 

Projicirt  man  diese  Figur  von  einem  beliebigen  Raum  S«— r— 1  aus  auf 
einen  Raum  Sr,  welcher  dem  ersten  entspricht  und,  wie  wir  voraussetzen 
wollen,  keinen  Punkt  mit  ihm  gemein  hat,  so  erhält  man  in  Sr  die  der  frü- 
heren entsprechende  Figur,  wenn  man  sich  erinnert,  dass  die  Räume  5r-.i, 
Sr—if  ...,  Sq  auf  Räume  von  derselben  Anzahl  von  Dimensionen  projicirt 
werden.  In  einem  beliebigen  Raum  Sr—i  dieser  Figur  liegen  p  Räume  Sr— 2 
und  durch  jeden  der  letzteren  gehen  q  Räume  5r— 1,  wie  in  jedem  Raum 
iS«— r+i  der  obigen  Figur  q  Räume  Sn^r  gelegen  sind,  worin 

q  =  n  —  r  -)-  1,  j>  =  ^  —  (n  —  r  +  1)  • 

Um  nun  solche  Werthe  von  n'  und  N'  zu  erhalten,  dass  diese  Figur  mit 
der  im  Satz  angeführten  zusammenfällt,  genügt  es  offenbar 

g  +  r  —  2  =  JV"  —  (n' —  r  +  1),  jp  — r  +  2  =  <  —  r  +  2 

zu  setzen,  woraus  man 

n  '='Py  ^' =  !>  +  (/  —  1  =  J?' 
erhält. 

Wir  bemerken  noch,  dass  l     j  =  (     ^J,  dag  —  l  =  jr  —  p  ist. 

Bern,  L  Die  Bäume  einer  solchen  Figur  können  mit  zwei  verschiedenen  Symbolen  be- 
zeichnet werden,  je  nachdem  man  sie  aUs  Schnitt  oder  als  Projection  einer  gegebenen  Figur 
auf  einen  Baum  von  höheren  Dimensionefi  betrachtet. 
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Bern,  IL  Diese  Eigenschaft  erlaubt  uns  die  Sätze  über  die  analogen  vollständigen 
Figuren  auf  sehr  einfache  Art,  nämlich  mit  Hülfe  des  Princips  des  Projicirens  und  Schnei- 
dens abzuleiten. 

Def.  IL  Wenn  wir  von  dem  Punkt  123  ...  n  —  r  +  1  der  Figur  in 
Satz  I  mit  den  successiven  Sclinitten  der  Kanten  und  Seiten  der  q  —  1  Pyra- 
miden ausgehen,  so  kommen  wir  zu  dem  Raum  (n  —  r  +  2)  . . .  [JV —  (n  —  r  -|-  1)], 
vorausgesetzt,  dass  dieses  Symbol  einem  Raum  der  Figur  entspricht  (siehe  die 
Beispiele,  §  3).  Da  die  Symbole  des  Punktes  imd  des  Raumes  S  zusammen- 
genommen alle  Indexe  der  N  Punkte  geben,  so  heissen  diese  Symbole  comple- 
mentär  und  im  Allgemeinen  sind  zwei  Räume*  der  Figur,  deren  Symbole  die 
Zahl  JV  zur  Summe  haben,  complenientär, 

Bern.  HL  Die  einfachste  Pyramide  in  *9^,  d.  h.  die  Grundpyramide,  hat  r  -f  1 
Scheitel. 

Dcf.  IIL  Wir  wollen  zwei  solche  Pyramiden  in  Sr  betrachten,  deren 
Scheitel  zu  je  zweien  mit  einem  Punkt  0  in  gleicher  Linie  liegen.  Zwei  solche 
Pyramiden  heissen  homolog  und  0  das  Centrum  der  Homologie. 

Von  zweien  ihrer  Scheitel,  die  mit  0  in  derselben  Linie  liegen,  sagt  man, 
sie  entsprächen  sicJi  imd  ebenso  von  zwei  Seiten,  welche  durch  dieselbe  Anzahl 
von  Scheiteln  gehen. 

In  diesem  Fall  ist  g  =  3  =  w  —  r  +  2,  i)  =  r  +  l  =  ^—  (n  —  r+1), 
woraus  w  =  r+l,  ^=r4-3  folgt. 

Zus,  L  Die  Kanten,  Ebenen  u.  s.  u\  und  die  Seiten  Ar— i  zweier  limndoger 
sich  entsprediender  Grundpyramiden  schneiden  sich  in  Funkten,  Graden,  Ebenen 
U.S.W,  eines  Baumes  Sr-i,  welcher  dem  Centrum  der  Homologie  entspricht.  Die 
vollständige  Figur  bestellt  aus 

(r  +  2)  (r  +  3)  ^     (^jfJ)_(r.+JHL±J)  C  fr +  2)  (r  +  3)  ^ 

2  '^o;  2-3  '^i;**-;  2  *^r— !• 

Durcli  jedes  S^  gehen  r  -{-  1  S^y  ^  ^^     5^2?  •  •  • ;  -~^-  Sr^i . 

Jedes  Si  cntluüt  3  Sq. 
„     S^      yj       6  Sq,  3  Si  u.  s.  w. 

Diese  Figur  erhält  man  durch  den  Schnitt  des  Raums  Sr  mit  einer  Con- 
figuration  von  r  +  3  Punkten  des  Raums  Är+i- 

Setzen  wir  in  dem  vorigen  Satz  für  N  und  n  die  eben  gefundenen  Werthe, 
so  sehen  wir,  dass  die  Anzahl  der  Räume  Sr-i  der  vollständigen  Figur  dieser 

beiden   Pyramiden  >-t-y'^'t''^    ist^    also  der  Anzahl    der   Punkte   derselben 

Figur  gleichkommt.  Mithin  ist  die  Figur  zu  sich  selbst  dual  und  überdies 
sind  ihre  Complementarräume  dual.  Wir  können  die  Pimkte  der  Figur  mit 
den  Symbolen  12,  13,  u.  s.  w.;  die  Graden  mit  123,  124,  u.  s.  w.  und  die 
Räume  Sr—i  mit  1234...r+l  bezeichnen,  so  dass  also  der  Raum  34... 
. . .  (r  +  3)   dem   Punkt   12   complementär   ist.      Wird   der  Punkt    0   mit  12 
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bezeichnet^  so  sind  die  Scheitel  der  beiden  Pyramiden,  deren  Scheitel  in  der- 
selben Linie  mit  0  liegen 

13,14,...,  l(r  +  3), 

23,  24,  ...,  2(r  +  3)  u.  s.  w. 

Die  Kanten  der  Pyramiden  sind  mithin 

134,  135, . . . ,  145,  146,  u.  s.  w. 

234,  235,  ..•.;;245,  246,  u.  s.  w. 

Die  Durchschnittspunkte  der  sich  entsprechenden  Kanten 

134,  234  oder  auch  34 

135,«235     „       „      35 

gehören  dem  Raum  345  . . .  (r^-{-  2)  (r  +*3)  an,  welcher  dem  Punkt  12  ent- 
spricht. 

Die  vollständige  Figur  zweier  homologer  Grundpyramiden  von  Sr  kann 
auch  als  Projection  einer  Figur  von  r  -|-  3  beliebigen  Räumen  Sr  von  Sr+i 
angesehen  werden.  Ein  Raum  dieser  Figur  kann  daher  entweder  mit  dem 
schon  angegebenen  Symbol  oder  mit  dem  Symbol  des  Complementärraums  be- 
zeichnet werden. 

Def.  IV,  Im  Allgemeinen  sagen  wir  von  zwei  Pyramiden  mit  mehr  als 
r  -j-  1  Scheiteln  in  S^,  sie  seien  Jiotnolog,  wenn  nicht  nur  ihre  Scheitel  zu  je  zweien 
mit  einem  Punkt  {deni  Centrum  der  Hamologie)  in  derselben  Linie  liegen,  son- 
dern wenn  auch  ihre  Kanten,  Ebenen  u.  s.  w.  sich  in  einem  Raum  Sr-i  {dein 
Baum  der  Homologie)  schneiden. 

Des  obigen  Zusatzes  wegen  ist  die  zweite  Bedingung  für  zwei  Grundpyra- 
miden nicht  erforderlich. 

Zus,  IL  Haben  in  Sr  zwei  Pyramiden  r  —  s  Scheitd  und  liegen  diese 
Scheitel  zu  je  zweien  mit  einetn  Funkt  in  derselben  Linie,  so  schneiden  sich  die 
Kanten  und  Seiten  der  Pyramiden  in  einem  Baum  iSr-*— i. 

Satz  IL  Die  vollständige  Figur  zweier  Jiomologer  Grundpyramiden  in  einem 
Baum  Sr  zerfällt  in  r  -f-  3  Gruppeti  von  zwei  dualen  Pyramiden  von  r  +  2 
Scheiteln  bezüglich  von  r  +  2  Seiten  von  r  —  1  I>imensiünen  Sr— i,  welche  keinen 
Baum  gemein  haben  und  die  zusammengenommen  die  ursprüngliche  Figur  bilden 

Wir  wollen  wieder  zwei  homologe  Grundpyramiden  in  Sr  betrachten,  deren 
Centrum  der  Homologie  12  sei.  Mit  diesem  Pimkt  imd  den  Scheiteln  einer 
der  beiden  Pyramiden  z.  B.  13,  14,  ...,  1  (r  +  3)  bilden  wir  eine  Pyramide 
von  r  +  2  Scheiteln  nämlich  12,  13,  ...,  1  (r  +  3)  imd  betrachten  auch  die 
duale  Pyramide  34  ...  (r  +  3),  245  . . .  (r  +  3),  . . .,  23  . . .  (r  +  1)  (r  +  2). 
Diese  beiden  Pyramiden  haben  keinen  Raum  gemein,  weil  alle  Symbole  der 
Räume  der  ersten  die  Ziffer  1  enthalten,  während  1  in  den  Symbolen  der 
zweiten  Pyramide  nicht  vorkommt.     Wir  sehen  aber' auch,  dass  (r  +  2)  Scheitel 

(der  ersten  imd  die  >'' "^.y^*"  "t  J    Punkte  der  zweiten  zusammen   genau  die 
— "^-^/'^'t-'    Punkte  S„  der  vollständigen  Figur  der  beiden  ersten  Pyramiden 
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geben.  Von  diesen  Gruppen  gibt  es  ebensoviele  als  Zahlen  in  den  Symbolen 
dieser  Figur  enthalten  sind  nämlich  r  +  3. 

Def.  V.    Es  mögen  die  beiden  dualen  Pyramiden  einer  der  r  +  3  Gruppen, 

z.  B.  12,  13;  . . .,  l(r  +  2),  l(r  +  3) 

und 
34f)...r  +  3,  245...r  +  3,  ...,  234  ...  (r  +  l)(r  +  3),  234  ...  (r  +  l)(r  +  2) 

gegeben  sein  und  wir  wollen  die  letztere  betrachten,  r  von  ihren  Seiten  von 
r  —  1  Dimensionen  schneiden  sich  in  einem  Pimkt,  z.  B.  die  ersten  r  —  1  und  die 
letzte  haben  den  Punkt  (r  +  !)(*'+  2)  gemein,  welcher  dem  Durchschnitts- 
raum Ar— 2  der  übrigen* Seiten  nämlich  234  ...  r(r  +  1)  entspricht.  Der  Punkt 
(r  +!)(»'  +  2)  und  dieser  Raum  5^—2  bestimmen  einen  Raum  5r— i,  den  wir 

*    •  •  (f  -f-  l)(r  -4-  2) 

Diagonalraum  der  Pyramide  nennen.   Wir  haben  also  im  Gfanzen  o  ^^*" 

gonalräume,  welche  die  Diagonalfigur  der  Pyramide  bilden.  Ist  r  «=  2,  so  gibt 
es  nur  drei  Diagonalgrade. 

Die  zweite  Pyramide  kann  durch  das  Symbol  234  . . .  r  +  3  d.  h.  durch 
r  -f-  2  Ziffern  der  Reihe  1,  2,  3,  , . .,  r  +  3  dargestellt  werden. 

Satz  IIL  Alle  Diagonalpyramiden  von  r  +  2  Seiten  Ar— i  der  r  -f-  3  Gruppen 
der  vollständigen  Figur  zweier  homologer  Grundpyramiden  in  Sr  sind  zu  je  zweien 
homolog  bezüglich  eines  Punktes  und  eines  Raumes  derselben  Figur  als  Centrum 
und  Baum  der  Homologie. 

Dasselbe  gilt  für  die  r  -{-  S  übrigen  Pyramiden  von  r  +  2  Scheiteln^  welche 
den  ersteren  dual  sind. 

Es  seien  zwei  dieser  Pyramiden  z.  B. 

2345  . . .  (r  +  3),     1345  . . .  (r  +  3) 
gegeben. 

Ihre  Diagonaliiguren  sind  durch  die  folgenden  Räume  Sr—i  bestimmt: 

für  die  zweite  Pyramide 

13  46  ...  (r  +  8) 

14  85  ...  (r  +  8) 

l(r  +  3)       34...(r  +  2) 

•  ■ 

8{8  +  l)       1 4 . . .  (s  —  1 )  (s  +  2) . . .  (r  +  3) 

■  ■ 

s{r  +  3)       18  . . .  (s  —  l)(s  +  1) . . .  (r  +  2) 


für  die  erste 

23 

46  ...  r  +  8 

24 

86  ...  r  +  2 

2(r  +  3)         34...r  +  2 

s{8  +  1)         28 ...(«  —  !)(«  +  2) ...  (r  +  8) 

8(r  +  3)         23  . . .  (s  —  l)(s  +  1) . . .  (r  +  2) 


(r  +  2)(r  +  3)      234. ..r+1  ,  (r  +  2)(r  +  3)  18...r+l. 

Aus  dieser  Uebersicht  geht  hervor,  dass  die  beiden  Di^onalpyramiden 
bezüglich  des  Punktes  12  als  Centrum  und  des  Raums  345  .  .  .  r  +  3  als  Raum 
der  Homologie  honjolog  sind.  Denn  alle  Punkte  dieser  Pyramiden,  deren  Sym- 
bole weder  die  Ziffer  1  noch  2  enthalten,  entsprechen  sich  selbst,  weil  sie  in 
dem  Raum  345  .  .  .  r  +  3  liegen.  Ein  Punktepaar  wie  13  und  23  liegt  in 
einer  durch  den  Punkt  12  gehenden  Graden.    Betrachtet  man  ein  andres  Punkte- 
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paar  Is,  2s,  wobei  s  «=  4,  5,  . . .,  (r  +  3),  so  sieht  man,  dass  diese  Punkte 
mit  dem  Punkt  12  in  derselben  Linie  liegen  und  die  Graden  13,  Is;  23,  2s 
sich  in  dem  Punkt  3s  des  Homologieraums  schneiden. 

Satz  IV.  Soll  die  Figur  in  Sr  des  Satzes  I  zu  sich  seUfSt  dual  sein,  so 
muss  j)  =  g  +  r  —  2  sein. 

Die  Anzahl  der  Pimkte  Sq  der  Figur  muss  der  Anzahl  der  Räume  Ss—i 
gleich  d,  h.  es  muss 

(„  -f  + .)  -  o  « 

sein. 

Man  kann  dieser  Gleicliung  genügen,  wenn  man 

N  —  «-[-r==n+  1 
setzt,  woraus  sich 

JV^=2w  — r+1  (2) 

ergibt. 

Es  ist  aber 

n  =  q  +  r  —  2,    iV  =  i)  +  2  — 1, 
daher 

p  =  q  +  r-2.  (3) 

Und  umgekehrt,  wenn  diese  Beziehung  besteht,  so  gilt  die  Gleichung  (2) 
und  auch  (1). 

Aus  dem  Vorstehenden  ist  leicht  abzuleiten: 

Ztis.  Eine  soMw  zu  si^h  selbst  duale  Figur  erhält  man  durch  den  Schnitt 
des  liaums  Sr  mit  eifier  Pyramide  von  N  =^2n  —  r  +  1  Pnnkttt^i  des  Biiunis  S^ 
und  durch  die  Frojection  der  dulden  Pyramide  auf  denselben  Baum  Sr  in  S,t . 

2. 
Anwendungen  anf  die  Ebene  nnd  den  Raum  Sn. 

§  191.    Anwendungen  auf  die  Ebene. 
Aus  Satz  I,  §  190  folgt  für  r  =  2  oder  die  Ebene 

q  =  n,    p^=^N — w+1. 

a)  Der  einfachste  Fall  ist  q  =  3  und  j)  =  2,  es  ist  dann  ^=4,  d.  h. 
man  erhält  in  der  Ebene  ein  Vierseit. 

b)  3  =  3,  i)  =  3,  iV«=5. 

Man  erhält  in  der  Ebene  die  vollständige  Figur  zweier  homologer  Drei- 
ecke, d.  h.  eine  Figur  von  10  Punkten,  welche  zu  je  dreien  in  10  Graden 
liegen.  Diese  Figur  zerfällt  in  fünf  Gruppen  von  einem  vollständigen  Viereck 
und  Vierseit,  welche  keinen  Scheitel  und  keine  Seite  gemein  haben  und  zu- 
sammen genommen  die  ganze  Figur  bilden.  Man  findet  auch,  dass  zwei  der 
fiinf  Vierecke  oder  Vierseite  homolog  sind.  Das  Centrum  und  die  Axe  der 
Homologie  fallen  mit  einem  entsprechenden  Punkt  imd  der  entsprechenden 
Graden  der  Figur  zusammen.') 

1)  In  der  Abhandlung  über  das  Hexagramm  PascctTn  (Atti  dolla  R.  Acc.  dei  Lincei, 
1877)  haben  wir  nachgewiesen,   dass  die  60  Graden  FuscaVs  10  solche  Figuren   bilden, 
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Diese  Figur  entsteht,  wenn  man  ein  vollständiges  Fünfeck  des  Raums  S^ 
schneidet. 

c)  gr  =  4,  i)  =  3,  iV=6. 

In  diesem  Fall  erhält  man  20  Punkte,  die  zu  je  vieren  in  15  Graden 
liegen,  welche  zu  je  dreien  durch  20  Punkte  gehen.  Die  sich  ergebende  Figur 
zerfällt  in  10  Paare  complementärer  Punkte  z.  B.  123,  456;  u.  s.  w.*) 

d)  g  =  4,  i)==4,  i\r=7. 
Wir  erhalten  drei  Vierecke: 

124,  125,  126,  127;  134,  135,  13G,  137;  234,  235,  236,  237, 

deren  Eckpunkte  auf  den  Graden 

1234,  1235,  1236,  1237 

liegen,  welche  durch  den  Punkt  123  gehen. 
Die  Seiten  der  drei  Vierecke  sind 

1245,  1246,  1247,  1256,  1257,  1267 
1345,  1346,  1347,  1356,  1357,  1367 
2345,  2346,  2347,  2356,  2357,  2367. 

Die  sich  entsprechenden  Seiten  schneiden  sich  in  den  Punkten: 

145,  146,  147,  156,  157,  167 
245,  246,  247,  256,  257,  267 
345,  346,  347,  356,  357,  367, 

welche  zu  je  dreien  in  den  Graden 

1456,  1457,  1467,  1567 
2456,  2457,  2467,  2567 
3456,  3457,  3467,  3567 

liegen  und  diese  Graden  schneiden  sich  zu  je  dreien  in  den  vier  Punkten  456, 
457,  467,  567  der  Graden  4567. 

Diese  Grade  entspricht  daher  dem  Punkt  123. 

Die  Figur  besteht  also  aus  35  Punkten,  die  zu  je  vieren  in  35  Graden 
liegen,  welche  zu  je  vieren  durch  die  35  Punkte  gehen. 

e)  Für  die  dualen  Figuren  in  der  Ebene  muss 

N=2n—l 
sein;  d.  h. 

p  =  fiy     q  =  n. 

§  192.    Amcendmigen  auf  defi  Baum  S^. 

Wir  setzen  nun  r  =  3;  d.  li.  wir  schneiden  die  Figur  der  JV  Punkte  in  S» 
durch  einen  Raum  S^. 
Mau  hat 
g  =  n— 1,   'p===N — w  4:  2. 

(h'ron  Punkte  Kirhtyinn'ache  Punkte  sind,  und  dass  eine  dieser  Figuren  zu  sich  selbst 
nn^iprok  polar  bezüglich  eines  Kegelschnittes  n  ist.  Das  Viereck  und  Vierseit  einer  der 
fünf  angegebeneu  Gruppen  sind  polar  rociprok  bezüglich  des  Kegelschnittes  «. 

1;  Sie  ist  der  Figur  der  10  l'unktepaare  St^ner's  in  dem  Hexagramm  Pascafa  analog. 
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a)  Es  sei  g  =  3,  p  =  4,  woraus  ^=6,  w  =  4  folgt. 

Man  erhält  in  Ä,  die  Figur  zweier  homologer  Tetraeder,  nämlich  13,  14, 
15,  16  und  23,  24,  25,  26,  deren  Scheitel  zu  je  zweien  in  den  vier  Graden 
123,  124,  125,  126  liegen,  welche  durch  den  Punkt  12  gehen. 

Die  sich  entsprechenden  Kanten  und  ebenen  Seiten  schneiden  sich  in 
Punkten  und  Graden  einer  Ebene.  Die  Figur  besteht  aus  15  Punkten,  welche 
zu  je  dreien  in  20  Graden  und  zu  je  sechsen  in  15  zu  je  dreien  durch  die 
20  Graden  gehenden  Ebenen  liegen  (Zus.  Satz  I,  §  190).  Durch  jeden  Punkt 
gehen  vier  Grade  und  in  jeder  Ebene  liegt  eine  gleiche  Anzahl.  Dem  Punkt  12 
entspricht  die  Ebene  3456.     Daraus  folgt: 

Die  vollständige  Figur  zweier  homologer  Tetraeder  in  S^  ist  m  sich  selbst 
dual  Sie  zerfällt  in  sechs  Gruppen  vofi  etnetn  Pentagon  und  Pentaeder.  Zwei 
beliebige  der  Pentagone  und  Pentaeder  situl  homolog.  Das  Homologiecentrum  und 
die  Honwlogieebene  fallen  in  einen  entsprechenden  Punkt  und  die  ent^rechetule 
Ebene  der  Figur.  ^) 

b)  g  s=  4,  j;  =  5,  woraus  n  =  5,  .W«  8. 

Man  erhält  eine  Figur  von  56  Punkten,  welche  zu  je  vieren  auf  70  Graden 
liegen,  die  zu  je  fünfen  durch  die  56  Punkte  gehen,  d.  h.  also  eine  zu  sich 
selbst  duale  Figur.     Dem  Punkt  123  entspricht  die  Ebene  45678.     U.  s.  w. 

3. 
Allgemeine  €onflgnrationeii  einer  endlichen  Anzahl  von  PnAkten  oder  Bänmen. 

§  193.  Def.  L  Eine  beliebige  Gruppe  von  n  Punkten  oder  Graden, 
Ebenen  imd  Räumen  in  einem  Baum  Sm,  welche  nicht  in  einem  Raum  von 
niedrigeren  Dimensionen  enthalten  ist,  heisst  Conßguration  von  5«.*) 

Def.  IL  Zwei  Configurationen  in  zwei  Räumen  <S„,  und  S'm  sind  von  der- 
selben Art,  wenn  man  die  eine  aus  der  andern  mittelst  einer  endlichen  Anzahl 
von  successiven  Projectionen  imd  Schnitten  erhalten  kann. 

Bern.  I.  Zieht  man  bei  zwei  Configurationen  nur  in  Betracht,  dass  man  sie  auf  diese 
Weise  erhalten  kann  oder  nicht,  so  können  wir  sagen,  zwei  Configurationen  derselben  Art 
seien  gleich  (Einl.  Def.  IV,  §  9). 

1)  Die  vollständige  Figur  zweier  homologer  Pyramiden  ist  polar  reeiprok  zu  sich 
selbst  bezüglich  einer  Fläche  zweiten  Grades  (siehe  des  Autors:  Behandlung  der  projectiven 
Verhältnisse  u.  s.  w.,  Math.  Ann.  Vol.  XEX),  bezüglich  welcher  zwei  beliebige  der  den  ge- 
gebeneu Pyramiden  dualen  Pyramiden  polar  sind  (Satz  m,  §  190).  So  sind,  falls  r  =  8, 
die  dualen  Pentagone  und  Pentaeder  der  sechs  Gruppen  der  vollständigen  Figur  zweier 
homologer  Tetraeder  in  S.^  polar  reeiprok  bezüglich  einer  Fläche  zweiten  Grades.  Man 
findet  diese  Figur  wieder  m  der  vollständigen  Figur  von  sechs  linearen  Complexen  in  In- 
volution von  Klein  und  der  Fläche  der  Krümmungsmittelpunkte  einer  Fläche  zweiten 
Grades  (siehe  des  Autors  „Sopra  alcune  notevoli  configurazioni  u.  s.  w.**,  Memoria  II,  Atti 
della  R.  Aeademia  dei  Lincei,  1881,  S.  75  u.  f.). 

2)  Die  Lehre  von  den  Configurationen  einer  endlichen  Anzahl  von  Räumen  im  All- 

gemeinen  beschäftigt  sich  nicht  nur  mit  dei^enigen,  bei  welchen  z.  B.  die  n  Punkte  einer 
onfiguration  zu  je  j!)  in  Graden  oder  Räumen  liegen,  welche  zu  je  r  durch  die  ge- 
gebenen n  Punkte  gehen,  sondern  behandelt  auch  diejenigen  Configurationen,  bei  welchen 
die  n  Punkte  in  Curveu  und  Flächen  liegen.  Wir  fassen  das  Problem  hier  in  diesem  all- 
gemeineren Sinn  auf.  Uebrigens  ist  die  Geometrie  (Def.  III,  §  2)  nur  die  Wissenschaft 
von  den  Gruppen  oder  Configurationen  von  Punkten. 

Veroneie,  Geometrie.  40 
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Um  das  folgende  Theorem  zu  beweisen,  stützen  wir  uns  auf  den  Satz,  dass  man  von 
zwei  gegebenen  Grundpyramiden  P,  P'  Von  S^  die  eine  aus  der  andern  durch  Projection 
oder  Schneiden  derart  ableiten  kann,  dass  einem  Baum  S^,  welcher  Pin  <S>^_^_j  schneidet 
oder  P  auf  S^_^_^  projicirt,  ein  Baum  S'^  entspricht,  welcher  P*  in  5^'„__^_,i  schneidet 
oder  auf  ä'^_^__j  projicirt  und  dass  die  beiden  Configurutionen  in  S^,  5^  oder  S^__^_^, 
iS'jj_^_j  von  derselben  Art  sind.*) 

Satz  L  Jede  Configttration  von  w  +  1  oder  weniger  ofe  n  +  1  Punkten  in 
einem  Baum  Sr  kann  man  ah  Projection  unendlich  vieler  Grundpyramiden  von 
Sn  oder  als  Schnitt  utiendlich  vieler  Grrundpyramiden  eines  Baums  von  mehr  Dimen- 
sionen, als  Sr,  erhalten.  Eine  solcJie  Configuration  kann  man  durch  Projection 
und  Schnitt  aus  wiendlidi  vielen  Grrundpyramiden  beliebig  vieler  Bäume  erhalten. 

Umgekdirt  lassest  sich  aus  einer  Grundpyramide  von  S^  durch  Projection  (oder 
Schnitt)  alle  Arten  Configurationen  von  (n  -f-  1)  oder  weniger  als  n  -^  1  Punkten 
(oder  auch  Bäumen  Sr^i)  eines  Bamns  von  niedrigeren  Dimensionen  Sr  ableiten. 

Es  seien  n  +  1  beliebige  Punkte  z.  B.  in  einer  Ebene  S^  gegeben,  welche 
natürlich  nicht  in  derselben  Graden  liegen  und  wir  wollen  sie  von  einem  will- 
kürlichen Kaum  S»— 8  aus,  welcher  die  Ebene  nicht  trifift,  projiciren.  Durch 
den  Raum  Sn—s  gehen  daher  n  +  1  Räume  Sn—2f  welche  aber  nicht  in  einem 
Raum  Sn—i  liegen,  weil  nach  unsrer  Annahme  ä„— s  weder  einen  noch  mehrere 
Punkte  mit  S^  gemein  hat.  Wir  können  daher  in  den  n  +  1  Räumen  Sn—2 
ebensoviele  Punkte  so  wählen,  dass  sie  nicht  in  einem  Raum  von  weniger 
Dimensionen  als  S«  liegen;  sie  bilden  eine  Grundpyramide.  Mithin  ist  die 
Figur  der  m  +  1  in  der  Ebene  gegebenen  Punkte  die  Projection  unendlich 
vieler  Grundpyramiden  von  S«. 

Noch  leichter  ist  der  duale  Satz  einzusehen.  Sind  w  -f  1  Grade  in  der 
Ebene  gegeben,  welche  nicht  durch  nur  einen  Punkt  gehen,  so  legen  wir 
durch  jede  von  ihnen  einen  Raum  iS„-i  in  S«;  die  n+  1  so  erhaltenen  Räume 
Sn—i  bestimmen  eine  Grundpyramide  von  S«,  von  welcher  die  Figur  der 
w  +  1  Graden  nur  ein  Schnitt  mit  der  Ebene  S^  ist.  Es  leuchtet  ein,  dass 
dieser  Beweis  auch  für  jede  Configuration  von  w  +  1  Punkten  oder  von 
n  -j-  1  Räumen  Sr— i  in  einem  Raum  Sr  gilt,  wenn  nur  r  <in  und  r  >  0  ist. 
Man  sieht,  dass  sich  aus  einer  Grundpyramide  von  Sn  durch  Projection  oder 
Schnitt  nicht  nur  alle  Arten  von  Configurationen  von  n  -j-  1  Punkten  oder 
w  -j-  1  Räumen  Sr—i  von  Sr,  sondern  auch  alle  Configurationen  von  s  Punkten 
ableiten  lassen,  wobei  r  <  5  <  m+  1  ist.  Denn  wenn  z.  B.  der  Raum  Sn^r—iy 
welcher  die  Grundpyramide  auf  Sr  projicirt,  durch  n  —  s  —  1  ihrer  Scheitel 
geht,  so  besteht  die  Projection  ofl-enbar  nur  aus  s  Punkten. 

Bevi.  IL  Das  Studium  der  Configurationen  einer  endlichen  Anzahl  von  Punkten  und 
Graden  in  der  Ebene,  von  Punkten,  Graden  und  Ebenen  in  »S^  u.  s.  w.  wird  durch  dieHen 
Satz  einfacher  und  anschaulicher. 

Um  alle  Configurationen  von  n  +  1  Punkten  der  Ebene  oder  unsres  Baums  zu  bestimmen, 
genügt  es  alle  Lagen  eines  Raums  ö'^__3  oder  /S'^__^  bezüglich  einer  Grundpyramide  von  S^ 

1)  Siehe  des  Autors:  Behandlung  der  project.  Verhältnisse  der  Räume  von  mehreren 
Dimensionen.     A.  a.  0. 
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aafzufinden.     Projicirt   man  von  diesen  verschiedenen  Lagen  z.  B.  den   Raums  S^_^^  aus 

auf  eine  Ebene  S^,  welche  S^_^  nicht  triiH,  so  erhält  man  alle  verlangten  Configurationen. 

Wir  können  sofort  sagen,  dass,  wenn  man  aus  den  n  +  1  Punkten  der  Grundpyra- 
mide in  S    n  4-  1  Punkte  der  Graden,  Ebene  oder  des  Raums  S.^  erhalten  will,  die  pro- 

jicirenden  Räume  keinen  Punkt  mit  den  Kanten  dieser  Pyramide  gemein  haben  dürfen. 
Hätt«  z.  B.  der  auf  die  Ebene  S^  projicirende  Raum  S^_^  einen  Punkt  mit  der  Kante  12 
gemein,  so  würde  er  mit  dieser  Kante  einen  Raum  ^Si^^^  hestimmen,  welcher  die  Ebene  S^ 

in  nur  einem  Punkte  schneiden  würde  und  man  erhielte  alsdann  eine  Configuration  von 
n  Punkten  in  ihm. 

Wir  bemerken,  dass  man  sich  das  Auffinden  der  Lagen  der  projicirenden  Räume  be- 
züglich der  Grundpyramide  von  S^  dadurch  erleichtem  kann,  dass  man  statt  direct  z.  B. 

von  einem  S^_^  aus  auf  eine  Ebene  zu  projiciren,  successive  von  einem  Punkt  auf  die 

immer  um  eine  Dimension  niedriger  werdenden  Räume  projicirt,  bis  man  schliesslich  zur 
Ebene  kommt.  Man  erhält  so  dasselbe  Resultat.  Alle  Projectionspunktc  bestimmen  den 
Raum  ^„_3.   Auf  diese  Art  ändert  sich  das  Problem  und  man  hat  nicht  mehr  die  speciellen 

Lagen  des  Raums  <S>„_3  bezüglich  der  Pyramide  von  8^  sondern  die  speciellen  Lagen  der 

Projectionscentren  bezüglich  der  Pyramide  und  ihrer  succesiven  Projectionen  zu  bestimmen. 
Man  hat  dabei  auch  den  Vortheil  zugleich  die  besonderen  Lagen  aller  der  Räume  kennen 
zu  lernen,  welche  die  Pyramide  auf  die  Räume  von  niedrigeren  Dimensionen  als  S^  und 
mithin  auch  auf  S^  projiciren.  *) 


Beigabe. 


Die  ersten  Principien  der  analytischen  Geometrie  von  n  Dimensionen. 

§  194.  Wie  man  von  der  gewohnlichen  Elementargeometrie  ausgehend 
die  analytische  Geometrie  der  Ebene  und  des  Raums  von  drei  Dimensionen 
entwickelt,  auf  gleiche  Weise  kann  man  auch  bei  der  analytischen  Geometrie 
des  Raums  von  n  Dimensionen  verfahren.  Wir  geben  hier  nur  die  ersten 
Principien  an. 

Sind  n  unabhiingige  Grade  in  S«  gegeben^  welche  durch  einen  Punkt 
(Anfang)  gehen,  so  bestimmen  sie  ein  Cartesianisches  Coordinatenaxensystem, 
welches  rechtwinklig  ist,  wenn  die  Graden  zu  je  zweien  senkrecht  aufeinander 
stehen.  Dies  letztere  ist  möglich  (Satz  VJJi,  §  168).  Ein  Punkt  P^  wird  durch 
die  n  durch  P„  gehenden  Segmente  bestimmt,  welche  den  Coordinatenaien 
parallel  sind  und  von  dem  Punkt  Pq  an  bis  zu  dem  Durchschnittspimkt  mit 
den  Räumen  von  n  —  1  Dimensionen  (Coorditiaten)  gerechnet  werden,  die  durch 
die  übrigen  Axen  bestimmt  werden  (Satz  11,  §  158). 

Die  Längen  dieser  Segmente  heissen  die  Coordinaten  des  Pimktes  P^  und 
werden  mit  x,,  x^j  . . .,  Xn  bezeichnet. 

Mit  Hülfe  früherer  Sätze  findet  man  den  Abstand  zweier  Punkte  von  den 
Coordinaten  x.  und  x.'  (t  =  1,  2,  . .  .,  w)  in  dem  rechtwinkligen  System  leicht: 

6  =  V2:'(x7^1^J  (1) 


1)  Wir  haben  diese  Methode  bei  der  Untersuchung  einer  ausgedehnten  Classe  von 
Confi^rationen  in  Ä^  und  S^  in  unsrer  Abhandlung:  Interpr^tations  g^om.  de  la  th^orie  des 
substitutions  de  n  lettres,  Annali  di  Matematica,  18S8,  angewendet. 
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Wenn  einer  der  Punkte  in  den  Anfang  fallt  und  man  bezeichnet  mit  a^^ 
«2,  .  . .,  a„  die  Winkel,  welche  ein  Strahl  und  daher  auch  der  von  dem  AnÜEUig 
aus  zu  dem  gegebenen  parallel  gezogene  Strahl  mit  den  Axen  macht  (^Bem.  ü, 
§  169),  so  erhält  man: 

(2)  ^cosa,.  =  1. 

Die  Transformationsformeln  zum  Uebergang  von  einem  schiefwinkligen  zu 
einem  rechtwinkligen  System  mit  demselben  Anfang  und  umgekehrt  sind 

(3)  Xi  =^  ^i  cos  «1  • 

Damit  lassen  sich  leicht  die  Beziehungen  zwischen  zwei  beliebigen  Carte- 
sianischen  Systemen  feststellen. 

Wählt  man  einen  Raum,  welcher  einem  der  Coordinatenräume  parallel  ist 
z.  B.  {x^  . , .  a;„)  (Def.  I,  §  166),  so  genügen  seine  Punkte  der  Relation 

(4)  Xi=P 

und  umgekehrt  stellt  eine  solche  Relation  (Gleichung)  einen  Raum  dar,  welcher 
dem  genannten  Coordinatenraum  parallel  ist. 

Mittelst  einer  Transformation  von  einem  schiefwinkligen  zu  einem  recht- 
winkligen System,  dessen  eine  Axe  auf  einem  gegebenen  Raum  S„_2  senkrecht 
steht,  findet  man  bei  Benutzung  der  Formeln  (3)  seine  Gleichung  bezüglich 
des  schiefwinkligen  Systems: 

(5)  ^  Xi  cos  a,  —  |)  =  0. 

Es  lässt  sich  mit  den  Transformationsformeln  leicht  beweisen,  dass  eine 
Gleichung  ersten  Grades  zwischen  den  (variablen)  Coordinaten  einen  Raum  Sn—\ 
darstellt. 

Sind  n  unabhängige  Räume  gegeben,  so  bietet  sich  das  Problem,  die  Co- 
ordinaten des  Durchschnittspunkts  der  n  Räume  zu  bestimmen.  Sie  sind  die 
Auflösungen  der  n  Lineargleichimgen,  welche  die  n  gegebenen  Räume  darstellen. 

Führt  man  das  Pteier'sche  System  ein,  so  wird  ein  Raum  durch  n  Coordi- 
naten u,  bestimmt,  d.  h.  durch  die  umgekehrten  negativ^  Werthe  der  Seg- 
mente, welche  der  Raum  S^—i  auf  den  Coordinatenaxen  vom  Anfang  aus  be- 
stimmt. Ein  Raum  Sm  in  S«  kann  durch  m  +  1  Pimkte  oder  w  +  1  Räume 
S„—iy  welche  unabhängig  sind,  bestimmt  sein  (Zus.  Satz  HI,  §  157  u.  Satz  U, 
§  159)  und  wird  analytisch  in  dem  einen  wie  dem  andern  Fall  durch  w  +  1  Linear- 
gleichungen dargestellt,  je  nachdem  die  Variabelen  Coordinaten  von  Punkten 
oder  von  Räumen  von  n  —  1  Dimensionen  sind.  Eine  Gleichung  mit  n  Ver- 
änderlichen hat  somit  eine  doppelte  geometrische  Bedeutung.  Auf  dieser  Ver- 
schiedenheit beruht  das  Princip  der  Dualität. 

Wählt  man  eine  Grundpyramide,  so  verstehen  wir  unter  den  Coordinaten 
eines  Punktes  P^,  mit  Bezug  auf  sie,  n  +  1  Grössen  (Längen)  Xt  derart,  dass 

(6)  QXi  =  fli'Pi, 

worin   ft,   willkürliche  von  Null  verschiedene  Constante  und  pi   die  normalen 
Abstände  des  Punktes  von  den  Seiten  der  Pyramide  sind. 
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Ebenso  genügen  die  Coordinaten  eines  Raums  5«— i  (Bern.  I,  §  169)  den 

Relationen 

6Ui  =  Xi'qi,  (7) 

worin  li  beliebige  von  Null  verschiedene  Constante  und  qi  die  normalen  Ab- 
stände der  Scheitel  der  Gnmdpyramide  von  dem  gegebenen  Raum  sind. 

Hat  man  die  Transformationsformeln  zwischen  dem  Cartesianischen  System 
und  dem  letzteren  aufgestellt  und  eine  passende  Auswahl  der  Constanten  in 
(6)  und  (7)  getroflfen,  so  findet  man  die  Bedingung^  unter  welcher  ein  Punkt  Xi 
in  einem  Raum  Ui  liegt,  nämlich 

^UiXi  --  0       (i  =  1,  2,  . .  .,  w  +  1).  (8) 

Sind  M+  1  unabhängige  Punkte  von  den  Coordinaten  a;<w  (^•  =  1,  2,  ..., 
m  +  1)  gegeben,  so  lassen  sich  die  Coordinaten  eines  jeden  Punktes  des  von 
ihnen  bestimmten  Raumes  Sm  in  die  Form  bringen 

worin  Xk   w  +  1  Parameter  sind. 

Hat  man  die  Systeme  festgestellt,  auf  welche  man  sich  zu  beziehen  hat, 
so  bestimmt  man  wie  in  der  descriptiven  Geometrie  die  Darstellungsmethoden*) 
und  wendet  im  weiteren  Verlauf  bald  das  eine  bald  das  andre  Coordinaten- 
system  an  je  nach  den  Fragen,  welche  man  behandeln  will.  Wir  bemerken  noch, 
dass  man  das  Cartesianische  System  aus  dem  letzten  System  erhält,  wenn  eine 
der  Seiten  von  n  —  1  Dimensionen  der  Grundpyramide  ins  ünendlichgrosse  fällt. 

Diese  kurze  Uebersicht  genügt,  den  vollständig  geometrischen  Charakter 
unsrer  Räume  erkennen  zu  lassen.*) 

§  195.    Die  absolute  ProjecHvität 

Wenn  auf  der  absoluten  Graden  (Hyp.  I,  §  18)  vier  Pimkte  gegeben  sind, 
deren  Abstände  von  dem  Anfang  durch  die  Zahlen  g,,  S^,  g^,  ^^  dargestellt 
werden,  so  versteht  man  unter  dem  anharmonischen  Verhältniss  der  vier  Punkte 
die  Doppelfunction 

Ist  ^  und  ^,,  gj,,  §3  gegeben,  so  kann  man  S4  mittelst  der  eine  endliche 
Anzahl  mal  angewendeten  Grundoperationen  berechnen  und  erhält: 

t  _  63(^11 -s»)+jii,a-^ 

Für  unsern  Zweck  genügt  es  diejenigen  unendlich  grossen  und  unendlich 
kleinen  Zahlen  zu  betrachten,  welche  mit  den  endlichen  Zahlen  eine  Gruppe 
bilden,  die  sich  in  dem  Sinn  des  Satzes  m,  §  93  der  Einleitung  in  sich  selbst 
transformirt,  wie  wir  bei  den  Segmenten  in  der  Bem.  I,  §  16  vorausgesetzt 
haben.  Uebrigens  gelten  dieselben  Betrachtungen  für  die  ganze  von  uns  ge- 
fundene Zahlenclasse. 

1)  Siehe  des  Verfassers:  Geom.  descrittiva  a  quattro  dimensioni  Atti  R.  Istit.  Yeneto  1882. 

2)  Siehe  die  Vorrede  und  Note  I  des  Anhangs. 
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Da  nun  die  Grundoperationen  eindeutig  sind  und  bei  der  Aenderung  ihrer 
Gegenstände  sich  auch  ihre  Resultate  ändern^  so  yariirt^  wenn  man  I3  vaniren 
lässt,  auch  S4  und  g^  kann  eine  endliche  oder  unendlich  grosse  oder  unendlich 
kleine  Zahl  der  obigen  Gruppe  sein. 

Es  ist  mithin  klar^  dass  wenn  drei  Paar  Elemente  zweier  Reihen  §,,  1/; 
^2}  627  5s>  Ss'  gegeben  sind,  einem  Element  ^4  ein  bestimmtes  Element  5/ 
derart  entspricht,  dass 

5s  &8        5l  b4  §«  §8  »2  »4 

Die  Gleichung  für  die  projective  Beziehung  ist  wie  gewöhnlich 

(3)  ccir+ßi  +  yr+ä  =  o, 

worin  a,  /J,  y,  d  von  g^,  gg»  Sa?  5i';  Ss'7  5s'  abhängen.  Auch  in  diesem  Fall 
ist,  wie  man  leicht  sieht,  der  projective  Zusammenhang  zwischen  stetigen 
Reihen  von  Elementen  auf  der  Graden  stetig  und  reciprok.  Denn  man  erhält 
aus  (3): 

r  =  —  ^^-+  *         ^  '        —  ^(f  ±J) +_? 

Der  Unterschied  ist 

__  _^J_+*__  j t* ^S  +  * 

«4  +  y  +  a«      «6  +  y  +  «*      <^£  +  y  ' 

welcher,  wenn  «  kleiner  als  jede  Zahl  der  Gruppe  wird.  Null  zur  absoluten 
Grenze  hat.  Mithin  entsprechen  zwei  unbegrenzt  nahen  Elementen  |,  Si  zwei 
ebenfalls  imbegrenzt  nahe  Elemente  g',  J^'. 

Daraus  folgt: 

Man  kann  den  prajectiven  ZtAsammenhamj  zweier  Punktreüien  liersteUen,  ohne 
daas  sie  deni  F'^'*  Axiom  des  Ärchimedes  genügen. 


Anhang. 

Historisch-kritische  Untersuchungen  über  die  Principien 

der  Geometrie. 

Da  in  uusrer  Wissenschaft  mehr  als  in  andern  ein  eingehendes  Studium 
fremder  Werke  geboten  ist^  so  haben  wir  es  für  zweckmässig  gehalten  unsre 
Bemerkungen  über  die  Hauptarbeiten^  welche  sich  mit  den  Fundamenten  der 
Geometrie  beschäftigen^  besonders  über  diejenigen,  welche  in  diesem  Jahr- 
himdert  erschienen  sind,  hier  zusammenzustellen.  Wir  vervollständigen  damit 
die  Vorrede  und  die  zu  dem  Text  gemachten  Anmerkungen  und  machen  den 
Leser  mit  den  Ideen  bekannt,  die  bisher  über  diese  Argumente  die  herrschenden 
waren,  zeigen,  wie  sich  diese  Ideen  entwickelten,  von  welcher  Wichtigkeit  sie 
sind  und  welche  Schwierigkeiten  sich  ihnen  entgegenstellten.  Eine  solche  Unter- 
suchung ist  wahrlich  nicht  leicht  zu  führen;  denn  es  handelt  sich  nicht  um 
eine  einfache  Kecension  eines  einzelnen  Werks,  sondern  um  einen  Vergleich 
vieler  Arbeiten,  welche  manchmal  auf  sehr  verschiedene  Art  angelegt  sind. 
Dazu  kommt,  dass  wir  nicht  selten  Kritik  üben  müssen.  Wir  haben  desshalb 
nicht  die  Absicht,  eine  vollständige  historisch-kritische  Untersuchung  dieser 
Arbeiten  anzustellen,  sondern  nur  auf  die  Punkte  hinzuweisen,  welche  die  wich- 
tigsten sind  und  zu  weiteren  wissenschaftlichen  Erörterungen  Veranlassung 
geben  können.  Es  wäre  namentlich  für  die  angehenden  Mathematiker  wie  im 
Allgemeinen  für  alle  wichtigen  Argumente  der  modernen  Mathematik  sehr  zu 
wünschen,  dass  ein  solches  Buch  geschrieben  würde.  Aus  der  gut  gegebenen 
Geschichte  eines  Gegenstandes  kann  man  seine  spätere  Entwicklung  und  seine 
Verbindung  mit  andern  Theorien  leichter  erkennen.*) 

Es  versteht  sich  von  selbst,  dass  wir  hier  die  allgemeinen  Bemerkungen 
der  Vorrede  nicht  wiederholen;  nur  möge  sich  der  Leser  dieselben  gegenwärtig 
halten.  Wir  bitten  schon  jetzt  zu  entschuldigen,  wenn  wir  vielleicht  öfter  von 
den  Mängeln  als  den  Vorzügen  fremder  Werke  sprechen,  auch  wenn  sie  durch 
andre  Verdienste  Achtmig  und  manchmal  Bewimderung  verdienen. 

1)  Daraus  geht  hervor,  dass  wir  nicht  in  jeder  Frage  zweiten  Hanges  unser  ürtheil 
haben  abgeben  wollen.  Heber  die  in  den  Jahren  1890,  1891  bis  zum  Erscheinen  unsers 
Buches  publicirten  Arbeiten  haben  wir  nicht  immer  so  berichten  können,  wie  wir  es  ge- 
wünscht hatten  (siehe  Anm.  2  auf  S.  V).  Um  unser  ürtheil  über  die  Schriften  eines  Autors 
kennen  zu  lernen,  muss  man  auch  nachlesen,  was  wir  über  andre  Arbeiten  gesagt  haben, 
welche  mit  ihnen  in  irgend  einer  Beziehung  derselben  Gruppe  angehören. 
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Eine  unparteiische  und  aufmerksame  Kritik  ist  in  der  Mathematik  wie 
bei  jeder  andern  wissenschaftlichen  Speculation  ein  wirksames  Instrument  zur 
Erforschung  der  Wahrheit,  denn  das  Erkennen  der  Fehler  erschwert  ihre 
Wiederholung  u^d  erleichtert  ihre  Vermeidung.  Wir  sind  andrerseits  voll- 
ständig von  dem  Werth  überzeugt,  welchen  alle  gewissenhaften  Arbeiten  über 
dieses  schwierige  Thema  haben,  auch  wenn  sie  nicht  immer  die  nöthige  Strenge 
in  den  Schlüssen  zeigen  und  in  jeder  Einzelheit  den  gewünschten  Zweck  erreichen, 
da  ja  die  Mathematik  und  speciell  die  Geometrie  auch  in  den  Principien  voran- 
schreitet und  sich  allmählig  vervollkommnet.  Crelle  sagt,  dass  das  Feststellen 
der  Principien  der  Geometrie  nicht  weniger  Schwierigkeiten  bereitet,  als  die 
Entwicklung  der  complicirtesten  Theorien:  „Diese  sind  in  die  Höhe  gewendet, 
jene  in  die  Tiefe,  und  Höhe  und  Tiefe  sind  gleichermassen  unbegrenzt  und 
dunkel.'*)  Gewiss  ist,  dass  die  Schwierigkeiten,  auf  welche  man  dabei  stösst, 
viel  mehr  Zeit  und  Beharrlichkeit  in  Anspruch  nehmen  als  Untersuchungen 
höherer  Art,  bei  welchen  eine  neue  imd  fruchtbare  Idee  schnell  zu  sehr  wich- 
tigen Resultaten  führen  kann.  Dagegen  hat  es  wenig  oder  keinen  Werth  Ideen 
über  die  Fundamente  vorzubringen,  wenn  man  nicht  zeigt,  dass  sie  thatsachlich 
verwirklicht  werden  können.  Auch  ein  altes  Princip  in  eine  neue  Form  zu 
bringen,  so  dass  gewisse  Beziehungen  desselben  zu  andern  wichtigen  Theorien 
hervortreten,  ist  schon  ein  Fortschritt.  Solche  Arbeiten  werden  daher  nicht  nach 
den  Mängeln  beurtheilt,  an  denen  sie  vielleicht  leiden,  als  hauptsächlich  nach 
den  Erfolgen  imd  Verbesserungen,  welche  sie  wirklich  erreicht  haben,  und  den 
Ideen,  auf  welche  sie  sich  stützen.  Und  da  ein  Autor  Nichts  veröflFentlichen 
sollte  ohne  die  Ueberzeugung  irgend  einen  Vortheil  erlangt  zu  haben  und  es 
sich  bei  diesen  Argumenten  um  grossentheils  bekannte  Eigenschaften  handelt, 
so  muss,  wie  uns  scheint,  der  Autor  seine  Ueberzeugung  vertreten,  damit  der 
Leser  seine  Resultate  besser  beurtheilen  kann,  ohne  jedoch  die  Verdienste 
Andrer  zu  verkleinem. 

Bei  der  Beurtheilung  der  Fehler  muss  man  berücksichtigen,  dass  sie  ver- 
schiedener Art  imd  nicht  immer  gleich  wichtig  sind,  dass  es  auch  Fehler  gibt, 
an  welchen  nicht  die  Flüchtigkeit  des  Denkers,  sondern  der  geschichtliche 
Standpunkt  der  Wissenschaft  die  Schuld  trägt  imd  dass  solche  Irrthümer  in 
dem  Sinn  nützlich  waren  imd  noch  sind,  dass  sie  die  Andern  auf  die  Spur  der 
Wahrheit  bringen.  Gauss  hat  z.  B.  in  Folge  seiner  Kritik  einiger  Beweise  des 
Postulats  V  EmlüFs  die  Ansicht  vertreten,  ein  Beweis  dieses  Postulats  sei 
unmöglich.-)  Selbstverständlich  müssen  besonders  bei  solchen  Arbeiten  Fehler 
vermieden  werden;  man  muss  aber  zwischen  Fehler  und  Fehler  unterscheiden. 
Es  lässt  sich  femer  nicht  verkennen,  dass  man  bei  diesen  Forschimgen  von 
Anfang  an  mehr  auf  die  Fruchtbarkeit  der  neuen  Ideen  achtet  und  achten  muss, 
als  darauf  das  Gebiet  ihrer  Gültigkeit  genau  festzustellen;  dies  zeigt  im  Uebrigen 
die  historische  Entwicklung  der  Wissenschaft  auf  das  Deutlichste.    Es  wäre  mithin 

1)  Journal  von  Grelle  Bd.  46.     Zur  Theorie  der  Ebene.     Diese  Abhandlung  wurde  an 
der  Berliner  Academie  im  Jahre  1834  gelesen. 
•J)  Gott.  Gelehrte  Anzeigen.     1816. 
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ungerecht,  wollte  man  denjenigen,  welche  das  Gebiet  mit  fruchtbaren  Ideen  be- 
säen, das  später  Andre  von  Unkraut  reinigen,  jedes  Verdienst  absprechen;  wir 
möchten  ihnen  eher  ein  Hauptverdienst  zugestehen,  da  noch  keine  Wissenschaft 
ohne  neue  Ideen  Fortschritte  gemacht  hat.  So  sind,  um  ein  Beispiel  anzu- 
führen, in  den  „Geometrischen  Untersuchungen"  Lobatschewski/'s  zwei  nicht 
kleine  Fehler:  Er  stützt  sich  erstens  stillschweigend  auf  die  unendlich  grosse 
Grade,  so  dass  man  glauben  könnte,  ausser  der  jE?wdi(f  sehen  Geometrie  existire 
nur  sein  System,  und  dann  hat  er  die  Frage  der  Unmöglichkeit,  das  Postulat  V 
EuclicCs  zu  beweisen,  nicht  klar  gestellt.  So  hat  Eudid  die  Möglichkeit  seines 
Postulats  nicht  nachgewiesen,  wie  sehr  auch  die  Entwicklung  seiner  Geometrie 
sie  bestätigt,  und  so  zieht  er,  wie  wir  schon  in  der  Vorrede  erwähnten,  aus 
seinen  Sätzen  Schlüsse,  welche  aus  ihnen  in  der  Form,  in  welcher  die  Sätze 
gegeben  sind,  nicht  hervorgehen.  Gewiss  muss  man  Fehler  auch  der  Form  zu 
vermeiden  suchen;  es  wäre  aber  lächerlich  desshalb  zu  behaupten,  Eudid  und 
LobatscJietcsky  hätten  in  die  Luft  gebaut,  und  widersinnig  den  grossen  Antrieb 
zu  bestreiten,  welche  diese  grundlegenden  Arbeiten  der  Geometrie  als  Wissen- 
schaft gegeben  haben. 

Wir  haben  dies  besonders  betonen  wollen,  weil  es  auch  eine  Kritik  gibt, 
welche  die  Arbeiten  Andrer  nur  desshalb .  vernichten  zu  können  glaubt,  weil 
sich  irgend  ein  Fehler  gleichgültig  welcher  Art  in  ihnen  findet  und  welcher 
es  genügt,  dass  ein  Satz  einen  Ausnahmsfall  zulässt,  dass  eine  Theorie  irgend 
eine  fehlerhafte  Consequenz  enthält,  um  sie  für  falsch  zu  erklären  ohne  zu  be- 
achten, dass  der  Satz  in  den  andern  Fällen  und  die  Theorie  ohne  diese  Con- 
sequenz von  der  grössten  Wichtigkeit  für  die  Wissenschaft  sein  können.  Eine 
solche  Kritik  kann,  auch  wenn  sie  in  gutem  Glauben  geübt  wird,  auf  die 
Studirenden,  welche  sich  mit  Eifer  in  dem  friedlichen  Streit  der  Gedanken 
versuchen,  nur  einen  verderblichen  Einfluss  haben,  weil  sie, dadurch  an  einen 
verhängnissvollen  Skepticismus  gegen  sich  und  ihre  Lehrer  gewöhnt  werden. 

Ebensowenig  ist  eine  Kritik  von  Nutzen,  welche  nur  zu  loben  weiss  oder 
sich  durch  übertriebenes  Zartgefühl  davon  abhalten  lässt  auch  die  Fehler, 
welche  Erwähnung  verdienen,  hervorzuheben.  Auch  könien  wir  nicht  biUigen, 
wenn  man  um  jeden  Preis  grossen  Männern  Verdienste  zuschreiben  will,  welche 
Andern  zukommen,  und  zu  diesem  Zweck  jedem  Satz  imd  jedem  ihrer  Gedanken 
eine  besondere  Auslegung  gibt.  Auch  wir  wollen,  dass  man  in  der  Geschichte 
der  Wissenschaft  den  erwähnten  Ideen  Rechnimg  trägt;  es  wäre  aber  ungerecht 
eine  Theorie  einem  Autor  zuzuschreiben,  nur  weil  sich  zufällig  irgend  ein 
Gedanke  daran  oder  ein  specieller  Fall  bei  ihm  vorfindet.  Man  darf  nicht 
vergessen,  dass  man  von  keiner  Theorie  sagen  kann:  Prolem  sine  matre  crea- 
tam.  Dies  gilt  von  einer  Kritik,  welche  z.  B.  bei  der  Besprechung  Eucltd'B 
die  Irrthümer  oder  die  vermeintlichen  Irrthümer  seiner  Bücher  ohne  sicheren 
Beweis  schlechten  Uebersetzern  oder  unzuverlässigen  Commentatoren  zuschreiben 
will,  nur  um  damit  seinen  Ruhm  zu  erhöhen.  Der  Ruhm  EudicCs  wird  nicht 
kleiner,  auch  wenn  sich  in  seinen  berühmten  Elementen  nicht  wenige  Fehler 
vorfinden.    Man  muss  sich  auch  hüten,  sein  Urtheil  durch  ein  missverstandenes 
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Nationalitätsgefühl  beeinflussen  zu  lassen.  Wenn  man  auch  begreift^  dass  es 
für  eine  angenehme  Pflichterfüllung  gilt  die  Verdienste  der  eigenen  Landsleute 
hervorzuheben,  besonders  wenn  sie  von  den  Fremden  nicht  anerkannt  sind,  so 
darf  dieses  Gefühl  doch  der  Wahrheit  keinen  Eintrag  thun.  Die  Unparteilich- 
keit muss  jedem  andern  Gefühl  und  jeder  persönlichen  Rücksicht  voranstehen. 
Die  Kritik  soll  vornehm,  heiter,  gewissenhaft  und  wohlwollend  sein,  sie  soll 
den  Irrthum  nur  im  Interesse  der  Wissenschaft  bekämpfen,  den  Verdiensten, 
dem  Werth  und  der  Fruchtbarkeit  der  Ideen  oder  Erfolge  Andrer  Anerkennung 
zollen.  Eine  solche  Kritik  verdient,  auch  wenn  sie  sich  in  der  Auslegung  oder 
dem  Urtheil  irrt,  Achtimg  und  Ermuthigung;  wer  sie  nicht  vertragen  kann, 
zeigt,  dass  ihm  der  höhere  Sinn  abgeht  imd  er  mehr  sich  selbst  als  der 
Wissenschaft  zugethan  ist. 

Nach  der  ganzen  Anlage  dieser  Abhandlung  verbietet  es  isich  voa  selbst 
die  vielen  kleinen  und  grossen  Bücher  zu  besprechen,  welche  sich  mit  den 
geometrischen  Axiomen  vom  philosophischen  Standpunkt  beschäftigen;  auf  ge- 
wisse mit  leichtem  Sinn  imd  geringer  od^  keiner  Kenntniss  des  Gegenstandes 
abgegebene  Urtheile,  die  sich  manchmal  von  dem  philosophischen  Gebiet  aus 
in  den  Kreis  der  Mathematik  vorwagen,  antwortet  imser  Buch  schon  allein. 
Wir  verweilen  auch  nicht  bei  den  mathematischen  Werken,  welche  die  geo- 
metrischen Axiome  zu  allgemein  und  uubestinmit  behandeln,  als  dass  man  ihnen 
grossen  Werth  in  der  Geschichte  der  wichtigen  Frage  beimessen  könnte,  wenn 
auch  die  einen  oder  die  andern  oft  richtige  und  scharfsinnige  Bemerkungen 
enthalten  mögen  und  ihre  Leetüre  von  Nutzen  sein  mag.  Ebensowenig  be- 
schäftigen wir  uns  hier  besonders  mit  den  Elementarbüchern  der  Geometrie  — 
von  einigen  besseren  haben  wir  schon  in  der  Vorrede  und  den  Anmerkungen 
zum  Text  gesprochen  —  oder  mit  den  Arbeiten,  welche  die  Prineipien  der 
geometrischen  Methoden  betreffen;  dagegen  haben  wir  mit  solchen  zu  thun, 
welche  die  Prineipien  der  Geometrie  an  sich  allein  und  nicht  Elementarfragen 
imd  diese  Prineipien  nur  nebenbei  behandeln. 

Wir  halten  im  Folgenden  uns  nicht  streng  an  eine  vorbestimmte  Ordnimg, 
sondern  richten  uns  nach  dem  einzelnen  Fall;  nur  achten  wir  mehr  auf  eine 
Eiiitheilung  der  Arbeiten  in  Gruppen  nach  den  in  ihnen  vorwiegenden  Ideen 
als  auf  eine  chronologische  Aufeinanderfolge. 

Bis  zu  dem  Ende  des  vorigen  Jahrhunderts  ist  niemals,  wie  es  scheint,  die 
Gültigkeit  der  Axiome  Euclid*s  in  Zweifel  gezogen  worden  imd  man  kann  sagen, 
dass  niemals  Jemand  von  den  Ideen  und  der  Methode  des  grossen  Griechen  bei 
der  Behandlung  der  Elemente  abgewichen  ist.  Die  Vei«uche  das  Postulat  über 
die  Parallelen  zu  beweisen  gehen  auf  entfernte  Zeiten  zurück.  Geminus,  Proclus, 
PtoloniaeuSj  der  Araber  Nassaradin  und  Clavim  gehören  sicher  zu  den  ersten, 
die  solche  Versuche  anstellten.^)     Es  ist  kaum  zu  glauben,  dass  man  bis  zum 

1)  M.  Canior:  Vorlesungen  über  die  Gesch.  d.  Math.  S.  368;  H.  Uatikel:  Zur  Gesch. 
der  Math.  S.  272;  Clavius:  fiuclidis  Elementorum,  Frankfurt,  1664,  I,  S.  29—30.    Man  macht 
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Anfang  dieses  Jahrhunderts  das  Bedürfiiiss  einer  Reform  der  Principien  der 
Mathematik  und  Geometrie  nicht  gefühlt  hat.  Archimedes  betrachtete  die  Grade 
als  die  kürzeste  zwischen  zwei  Punkten  liegende  Linie.  Diese  Eigenschaft  als 
Definition  der  Graden  wird  heutigen  Tages  mit  Recht  von  vielen  Mathematikern 
verworfen,  weil  sie  einen  analytischen  sehr  complicirten  BegriflF  enthält.^)  Der 
grosse  Sjrakuser  hat  aber  diese  Eigenschaft  der  Graden  in  einem  Postulat 
gegeben,  ohne  damit  die  Grade  selbst  definiren  zu  wollen;  gegen  das  Postulat 
lassen  sich  dann  freilich  ähnliche  Einwände  erheben.  Diese  Definition  wurde 
später  von  dem  berühmten  Legendr e  verschlechtert,  welcher  die  Grade  als  den 
kürzesten  Weg  zwischen  zwei  Punkten  bezeichnete,  da  man  unter  Weg  nicht 
die  Linie  sondern  nur  die  Länge  der  Linie  verstehen  kann.^) 

Leibniz  beschäftigte  sich  eingehend  als  Philosoph  und  Mathematiker  auch 
mit  unsrem  Problem,  suchte  einige  Axiome  EtidüPs  zu  beweisen  und  schlug 
verschiedene  Definitionen  für  die  Grade  imd  die  Ebene  vor.^ 

Er  definirt  z.  B.  die  Ebene,  nachdem  er  die  Kugel  definirt  hat,  als  Ort 
der  von  zwei  gegebenen  Pimkten  Ä  imd  B  gleichweit  abstehenden  Punkte  und 
die  Grade  als  Ort  der  von  drei  Punkten  A,  B,  C  gleich  weit  abstehenden  Punkte. 
Man  sieht  also,  dass  auch  Leibniz  die  Idee  hatte,  die  Ebene  und  die  Grade 
mittelst  der  Kugel  zu  erzeugen.'*)  Er  betrachtete  die  Grade  aueh  ah  eine 
Linie,  deren  Punkte  sich  nicht  bewegen,  wenn  man  zwei  ihrer  Punkte  festhält, 
eine  Definition,  die  schon  vor  Leibniz  bekannt  war.  Am  häufigsten  aber  be- 
nutzt er  die  Definitionen,  dass  die  Ebene  die  Fläche  ist,  welche  den  Raum  in 
zwei  congruente  Theile  zerlegt,  die  Grade  dagegen  die  Linie,  welche  die  Ebene 
in  congruente  Theile  zerlegt.*) 

Unter  congruenten  Figuren  versteht  er  diejenigen,  welche  gleich  und 
ähnlich  sind.  Diese  Figuren  sind  in  imsrem  Sinn  identisch,  haben  aber  nicht 
immer   denselben  Sinn,   qbwohl   dann  Leibniz   bei   ihrer  Definition  hinzufügt, 

oft  EucUd  den  Vorwurf,  die  Axiome  über  die  Grössen  mit  den  geometrischen  Axiomen 
vermengt  zu  haben,  und  in  der  That  gibt  man  in  vielen  üebersetzungen  dem  Postulat  über 
die  Parallelen  die  Nummer  XI,  in  andern  die  Nummer  XII.  In  der  griechischen  Ausgabe, 
welche  mit  einer  lateinischen  Uebersetzung  von  Heihera  (a.  a.  0.)  veröffentlicht  wurde, 
heissen  die  ersten  Axiome  gewöJinliche  Begriffe,  während  cue  Postulate,  deren  es  im  Ganzen 
fünf  sind,  von  ihnen  getrennt  aufgeführt  werden. 

Unter  den  gewöhnlichen  Begriifen  befindet  sich  das  Axiom  VIII  „Zwei  Dinge,  welche 
zusammenfallen,  sind  gleich.^*  Man  weiss  wirklich  nicht,  welche  Bedeutung  Eudid  diesem 
Axiom  hat  beilegen  wollen,  da  er  doch  später  von  Prop.  IV  Buch  I  an  von  dem  Princip 
der  Bewegung  sterrer  Körper  Gebrauch  macht.  Der  obige  Vorwurf  trifft  dagegen  zweifellos 
Legendre,  welcher  in  seinen  Elements  de  geomdtrie  die  Axiome  über  die  Grössen  mit  den 
geometrischen  Axiomen  durcheinander  mengt. 

1)  De  sphaera  et  cylindro.  Siehe  darüber:  Du  Bois  Eeymond:  Erläuterungen  zu  den 
Anfangsgründen  der  Variationsrechnung.     Math.  Ann.  XV.    1879. 

2)  Hoüel  (Essai  critique  sur  les  principes  fondamentaux  de  la  g^ometrie.  Paris,  1882) 
bemerkt  mit  Recht,  dass  die  Autoren,  welche  eine  solche  Definition  der  graden  Linie 
geben,  consequentermassen  das  Postulat  III  des  Archimedes  als  Definition  der  Ebene  geben 
müssten  nämlich:  Die  ebene  Fläche  ist  die  kleinste  von  allen  Flächen,  welche  durch  den- 
selben umfang  begrenzt  werden. 

3)  Leibniz'  math.  Schriften,  herausg.  von  G.  J.  Gerliardt,  Berlin  1849,  Bd.  6.  —  Caracte- 
ristica  geometrica.    Analjsis  geometrica  propria.    III.  De  analjsi  situ  IV.  in  Euclidis  nq&xa. 

4)  Siehe  auch  den  Brief  an  Huyghens  a.  a.  0.     Bd.  11,  S.  20. 

6)  A.  a.  0.  Bd  II,  S.  174  und  der  Brief  an  V.  Giardano  Bd.  I,  S.  196. 
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dass  man  sie  an  jedem  Ort  (selbstverständlicli  in  dem  Baum  von  drei  Dimen- 
sionen) einander  substituiren  kann.  *)  Die  Gleichheit  bezieht  er  auf  den  Flächen- 
inhalt oder  das  Volumen  oder  wie  wir  uns  ausdrücken  auf  die  intensive  Grösse 
und  die  Aehnlichkeit  auf  die  Gestalt. 

F.  Giordano  bemerkt  dazu  mit  Recht^  dass  die  Linie^  welche  die  Ebene 
in  der  erwähnten  Art  theilt,  auch  eine  Curve  sein  kann.*) 

Leibniz  gibt  eine  Kritik  der  Definitionen  und  Axiome  EudicPs^  versucht 
aber  vergeblich  einige  Axiome  zu  beweisen.  Er  glaubt  z.  B.  das  Postulat  über 
die  Parallelen  zu  beweisen  und  bringt  einige  nicht  durchweg  genügende  Be- 
weise von  Produs. 

P.  Saccheri,  Professor  an  der  Universität  zu  Pavia,  hinterliess  uns  1733  ein 
sehr  wichtiges  Buch  über  Versuche,  welche  er  über  diesen  Gegenstand  angestellt 
hatte. '^)  Durch  Professor  Bdtrami  wurde  das  Buch  in  weiteren  Kreisen  bekannt.*) 
Saccheri  betrachtet  in  der  Ebene  ein  Viereck  AB  CD  mit  zwei  rechten  Winkeln 
bei  A  und  jB,  dessen  Winkel  bei  G  und  D  gleich  sind  und  rechte,  stumpfe  oder 
spitze  Winkel  sein  können.  Die  aus  diesen  drei  Fällen  sich  ergebenden  Hypo- 
thesen nennt  er  die  Hypothesen  des  rechten,  stumpfen  und  spitzen  Winkels 
und  beweist,  dass,  wenn  eine  der  drei  Hypothesen  in  einem  einzigen  Fall  richtig 
ist,  sie  für  jeden  andern  Fall  gilt  (Prop.  V,  VI  u.  Vll).  Er  beweist  dann,  dass 
in  dem  rechtwinkligen  Dreieck  die  Summe  der  beiden  nicht  rechten  Winkel 
ebensogross,  kleiner  oder  grösser  als  ein  Rechter  ist,  je  nachdem  die  Hypo- 
these des  rechten,  spitzen  oder  stumpfen  Winkels  zu  Grunde  gelegt  wird 
(Prop.  IX).  Und  femer:  Wenn  in  einem  beliebigen  Dreieck  ABC  die  Summe 
der  Winkel  ebensogross,  kleiner  oder  grösser  als  zwei  Rechte  ist,  so  gelten 
bezüglich  die  Hypothesen  des  rechten,  spitzen  und  stumpfen  Winkels  (Prop.  XV) 
imd  dies  gilt  mithin  nach  Prop.  IX  für  jedes  Dreieqk.  Euer  beweist  ofiFenbar 
P,  'Saccfieri  das  viel  später  von  Legendre  gegebene  Theorem:  Wenn  in  einem 
Dreieck  die  Summe  der  Winkel  zwei  Rechte  beträgt,  so  ist  sie  auch  in  jedem 
andern  Dreieck  so  gross. 

Aus  diesem  kurzen  Hinweis  geht  oflfenbar  hervor,  dass  Saccheri  die  Theorie 
der  Parallelen  in  ihrer  ganzen  Allgemeinheit  erkannt  hat,  während  Legendre^ 
Lobatschcivsky  und  G.  Bolyai  a  priori  ohne  es  zu  wissen  die  Hypothese  des 
stumpfen  Winkels  oder  die  üiewwinw'sche  Hypothese,  ausgeschlossen  haben. 
P.  Saccheri  war  jedoch  ein  Opfer  des  Vorurtheils  seiner  Zeit,  welche  nur  die 


1)  A.  a.  0.  Bd.  V,  S.  172. 

2)  A.  a.  0.  Bd.  I,  S.  198.  Vitale  da  Bitmitc  las  Mathematik  an  der  Universität  zu  Rom. 
In  seinem  Archimeiks  definirt  er  die  Grrade  als:  „eine  Linie,  deren  Theile  immer  dieselbe 
Lage  wie  zuerst  behalten,  wenn  die  Linie  um  ihre  unbeweglichen  Endpunkte  gedreht  wird". 
Er  hält  trotzdem  die  Definition  Eucli^'s  für  vorzüglich,  benutzt  aber  in  seinem  EucUde 
restituto  (Rom,  1686)  eine  Definition,  nach  welcher  die  Gi-ade  die  kürzeste  Linie  zwischen 
zwei  Punkten  ist,  als  leichter  für  die  Fassungsgabe  der  Unerfahrenen. 

3)  Euclides  ab  omni  naevo  vindicatus  etc.    Mediolani  1783. 

4)  Un  precursore  italiano  di  Legendre  e  di  Ldbatschewsky :  Rend.  delP  Acc.  dei  Lincei,  marzo, 
1889.  Neuerdings  hat  sich  auch  P.  Matmmi  mit  diesem  wichtigen  Buch  beschäftigt  (Annales 
de  la  Society  scientifique  de  Bruxelles,  1891). 
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EudidHche  Geometrie  als  möglich  anerkannte,  und  zerstörte  trotz  einer  scharf- 
sinnigen Untersuchimg,  die  um  so  wirksamer  war,  als  sie  mit  der  Eudid'schen 
Methode  geführt  wurde,  mit  eigenen  Händen  das  von  ihm  aufgerichtete  Gebäude, 
indem  er  sich  bemühte  den  Nachweis  der  Falschheit  seiner  beiden  neuen  Hypo- 
thesen zu  bringen. 

Bei  der  ersten  gelingt  ihm  dies  eines  Grirndfehlers  wegen  leicht,  der  in 
seinen  Betrachtungen  über  diese  Hypothese  enthalten  ist  imd  sich  in  Prop.  lU 
vorfindet,  in  welcher  er  beweist,  dass  wenn  (ÄC)  und  (BD)  auf  der  Graden 
AB  in  A  und  B  senkrecht  stehen  imd  die  Winkel  bei  C  und  D  rechte,  stumpfe 
oder  spitze  sind,  (CD)  ebensogross,  kleiner  oder  grösser  als  {AB)  ist.  Bei 
dem  Beweis  des  zweiten  Falls,  welcher  der  Hypothese  des  stumpfen  Winkels 
entspricht,  benutzt  er  Prop.  XVI  des  ersten  Buchs  Etcclid's,  dass  ein  Aussen- 
winkel  des  Dreiecks  grösser  als  jeder  der  gegenüberliegenden  Innenwinkel  ist, 
welche  grade  die  Hypothese  des  stumpfen  Winkels  ausschliesst.  Bei  dem  Be- 
weis der  Falschheit  dieser  Hypothese  (Prop.  XIV)  stützt  er  sich  auf  Prop.  XVH 
des  ersten  Buchs  J?Mc/id  s,  dass  die  Summe  zweier  Winkel  eines  Dreiecks  kleiner 
als  zwei  Rechte  ist,  welche  von  der  oben  erwähnten  Prop.  XVI  abhängt.  Er 
benutzt  diese  Prop.  auch  in  den  beiden  andern  Fällen,  imd  nimmt  damit  seinen 
Ausführungen  viel  von  ihrer  Allgemeinheit,  da  diese  Eigenschaft  von  der  un- 
endlich grossen  Graden  abhängt. 

Die  Folgerungen  aber,  dass,  wenn  in  nur  einem  Fall  die  Hypothese  des 
stumpfen  Winkels  richtig  ist,  sie  in  jedem  Fall  gilt,  dass,  wenn  in  einem  Drei- 
eck die  Summe  der  Winkel  grösser  als  zwei  Rechte  ist,  sie  es  in  allen  andern 
ist,  sind  mit  einigen  leicht  zu  entfernenden  Mängeln  bewiesen.  Um  so  mehr 
bleiben  die  Eigenschaften  bewiesen,  welche  sich  auf  die  beiden  andern  Hypo- 
thesen beziehen. 

Der  Verfasser  hat  von  Anfang  an  das  Axiom,  dass  eine  Grade  durch  zwei 
ihrer  Punkte  bestimmt  wird,  keiner  Prüfung  unterzogen;  indessen  wenn  damit 
die  erste  Biemann'sche  Form  ausgeschlossen  wird,  so  bleibt  doch  die  zweite 
möglich. 

Der  Beweis  der  Falschheit  der  Hypothese  des  spitzen  Winkels  gelingt 
Saccheri  nicht  so  leicht  wie  bei  dem  stumpfen;  bevor  er  aber  zu  diesem 
Beweis  übergeht,  stellt  er  Betrachtungen  an,  die  einigen  Ausführungen 
Lobatschetvsky^s  sehr  ähnlich  sind.  Der  Fehler  dieses  Beweises  liegt,  wie 
Beltrami  bemerkt,  hauptsächlich  in  Prop.  XXXVH,  in  welcher  Saccheri  den 
falschen  Satz  zu  beweisen  sucht,  dass  die  Curve  CD,  der  Ort  der  Endpunkte 
der  Lothe  von  gegebener  Länge,  welche  bei  der  Hypothese  des  spitzen  Win- 
kels auf  dem  gradlinigen  Segment  (AB)  errichtet  werden,  der  gegenüber- 
liegenden Basis  {AB)  gleich  sei,  ein  Satz,  welcher  die  Hypothese  des  rechten 
Winkels  in  sich  enthält. 

Aus  diesem  kurzen  Bericht  erhellt,  dass,  wenn  Saccheri  kein  grosser  Bahn- 
brecher in  der  Wissenschaft  der  Geometrie  gewesen  ist,  er  doch  ein  würdiger 
Vorläufer  Legendre%  Lobatschewsky's  und  Riemann's  war. 

Die  Versuche,   das  Postulat  V   Eudid's  zu   beweisen,    dauerten  fort;   wir 
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bemerken  unter  andern  die  Arbeiten  Berirand's  von  Genf  und  Legendre*s,  ^) 
Der  letztere  glaubte  in  seinen  Elements  de  geometrie,  welche  zuerst  1794  in 
Paris  gedruckt  wurden,  von  der  dritten  bis  zur  achten  Ausgabe  seines  Buches 
die  Theorie  der  Parallelen  ohne  irgend  ein  specielles  Postulat  auseinandergesetzt 
zu  haben.  Als  er  jedoch  bemerkte,  dass  sein  Beweis  nicht  ohne  Fehler  war, 
kehrte  er  in  der  neunten  Ausgabe  zu  dem  erwähnten  Postulat  zurück,  in  der 
zwölften  aber  und  sonst  behauptete  er  wieder  von  Neuem,  er  habe  mittelst 
weiterer  Betrachtungen  den  gewünschten  Beweis  geben  können.*) 


Die  freilich  ergebnisslosen  Bemühungen  der  Mathematiker  besonders  Le- 
gendre's  das  Eudid'sche  Postulat  zu  beweisen  müssen  ohne  Zweifel  die  Aufmerk- 
samkeit der  Forscher  auf  dieses  dornenvolle  Argument  gelenkt  haben.  Und  in 
der  That  war  Gauss  der  erste,  welcher  bei  der  Untersuchung  einiger  Beweise 
dieses  Postulats  die  Ansicht  aussprach,  es  sei  überhaupt  nicht  zu  beweisen. 
Er  wiederholt  diesen  Gedanken  auch  in  dem  an  Bessd  gerichteten  Brief  vom 
27.  Januar  1829.  Die  Gestalt  gewinnende  Idee  aber  einer  daraus  folgenden  Geo- 
metrie ohne  das  Postidat  findet  sich  erst  in  den  Briefen  an  Sdiumacher  von  1831 
bis  1846.^)  Aus  dem  an  Bolyai  1799  geschriebenen  Brief,  von  dem  Schering  be- 
richtet, geht  nicht  mit  Sicherheit  hervor,  dass  Gauss  sich  damals  mit  der  nicht 
Euclid'schen  Geometrie  beschäftigt  hat.  Bis  zum  Beweis  des  Gegentheils  können 
wir  daher  nicht  behaupten,  dass  sich  Gauss  vor  Lobatschewshy  mit  einer  solchen 
Geometrie  beschäftigt  hat  um  so  mehr  als  soviel  wir  wissen,  keine  andre  Schrift 
des  grossen  Mathematikers  nach  seinem  Tod  über  diesen  Gegenstand  veröffentlicht 
worden  ist.'*)  Wir  halten  es  daher  für  imsre  Pflicht  die  Priorität  in  dieser  Theorie 
mit  dem  Postulat  über  die  beiden  Parallelen  dem  russischen  Mathematiker  zu- 
zuweisen, der  diese  Geometrie  mit  einer  rein  geometrischen  Methode  entwickelte, 
dabei  jedoch,  wie  schon  gesagt,  die  Hypothese  der  unendlichgrosseu  Graden 
wählte,  aus  welcher  unter  Ausschluss  des  Postulats  Etuiid's  über  die  Parallelen 
hervorgeht,   dass  man  durch  einen  Punkt  zwei  Parallelen  zu  einer  gegebenen 

1)  Bertrand:  Döveloppement  nouveau  de  la  partie  6\6m.  des  math.  Genf,  1778. 
Bd.  II.     17—19. 

2)  Vorrede  zur  12.  Ausgabe.  Rdflexions  sur  diif^rentes  manieres  de  dämontrer  la 
th^orie  des  paralleles.  Mdm.  de  l'Ac.  Paris,  1833.  Von  den  Elementen  Legendre's  sagt, 
trotzdem  sie  nicht  ohne  Verdienst  sind  und  neue  wichtige  Begriffe  enthalten,  Hoüel 
(a.  a.  0.  S.  6):  „Legetidre  durch  das  Beispiel  seiner  Landsleute  fortgerissen  hat  die  wahr- 
haft geometrischen  Methoden  der  Alten  nicht  in  ihrer  vollen  Reinheit  zu  bewahren  gewusst 
und  hat  sie  dadurch  von  Grund  aus  geändert,  dass  er  das  arithmetische  Verfahren  der 
modernen  Analysis  mit  ihnen  vermengte."  Man  kann  noch  hinzufügen,  dass  die  Beweise 
nicht  immer  mit  derselben  Strenge  wie  bei  Euclid  geführt  werden. 

3)  Siehe  Schering:  Gauss'  Gfeburtstag  nach  hundertjähriger  Wiederkehr,  1877.  Ga%iS8 
zum  Gedächtniss  von  Sartorüis  von  Waltershausen,  Leipzig  1856. 

4)  Wir  bemerken  noch,  dass  Wolfgang  Bolyai  sehr  befreundet  mit  Gauss  war  und 
sein  Sohn  Johunyi  in  dem  berühmten  Appendix  scientiam  spatii  absolute  veram  exhibens 
trotzdem  nichts  über  die  Priorität  von  Gauss  in  dieser  Frage  sagte.  Wie  die  Beweise  des 
Postulats  über  die  Parallelen  Gauss  auf  den  Gedanken  von  der  Unbeweisbarkeit  des  Postulats 
gebracht  haben  (Gott.  Gel.  Anz.  1816),  so  hat  dieser  Gedanke  sehr  wahrscheinlich  Loba-- 
tschewsky  und  Bolyai  dazu  geführt,  die  Fundamente  der  '^icht- Euclid  sehen  Geometrie  auf- 
zustellen. Ein  Postulat  kann  unabhängig  von  andern,  geometrisch  aber  durch  andre  nicht 
zu  ersetzen  sein. 
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Graden  ziehen  kann.  ^)  In  seiner  in  Crelle's  Journal  abgedruckten  Abhandlung 
kommt  er  zu  dem  Schluss,  dass  die  imaginäre  Geometrie  auf  einer  allgemeineren 
Ebene  als  der  Ebene  der  gewöhnlichen  Geometrie  gedacht  ist,  dass  die  ge- 
wöhnliche Geometrie  ein  specieller  Fall  der  ersteren  und  ihre  Differenzial- 
geometrie  ist  und  dass  die  Werthe  der  DiflFerenzialelemente  der  Curven,  Flächen 
und  Körpervolumina  dieselben  in  der  imaginären  wie  in  der  gewöhnlichen 
Geometrie  sind.  In  den  „geometrischen  Untersuchungen"  erhält  er  auch  das 
Resultat,  dass  die  Geometrie  der  sogenannten  Grenzfläche  identisch  mit  der- 
jenigen der  gewöhnlichen  Ebene  ist.  Er  fügt  hinzu,  dass  es  ausser  den  astro- 
nomischen Beobachtungen  kein  andres  Mittel  gibt,  um  über  die  Genauigkeit 
der  gewöhnlichen  Geometrie  zu  entscheiden,  dass  man  den  Unterschied  zwischen 
der  Summe  der  Winkel  eines  Dreiecks  und  zwei  Rechten  in  grösseren  Drei- 
ecken suchen  müsse  und  dass  diese  Summe  in  den  grössten  gemessenen  astro 
nomischen  Dreiecken  nicht  einmal  um  den  hundertsten  Theil  einer  Secunde 
von  zwei  rechten  Winkeln  abweicht.  Die  Geometrie  Lobatschewsky's  würde 
daher,  auch  wenn  sie  in  der  äusseren  Welt  wahr  wäre,  nur  bei  astronomischen 
Beobachtungen  Verwendung  finden,  wahrend  die  Etidid'sche  Geometrie  für  die 
gewöhnliche  Praxis  genügt  und  vorzuziehen  ist. 

J,  Bolyai  entwickelte  1832  denselben  Gedanken.^)  Es  ist  zu  bemerken, 
dass  er  mit  dem  Namen:  „scientia  absolute  vera"  nicht  ausdrücken  will,  dass 
die  nicht  Enclid'sche  Geometrie  absolut  wahr  sei,  sondern  unter  diesem  Namen 
diejenige  versteht,  welche  beide  Geometrien  umfasst.     Denn  er  sagt: 

„Man  hat  also  eine  ebene  Trigonometrie  a  priori,  in  welcher  nur  das  System 
selbst  unbelcannt  bleibt,  und  man  kennt  daher  nur  die  absoluten  Grössen  der 
Ausdrücke  nicht,  ein  einziger  bekannter  Fall  würde  jedoch  offenbar  das  ganze 
System  festlegen.     Die  sphärische  Trigonometrie  steht  mithin  absolut  fest.'^ 

Sie  kann  nur  wenigstens  aus  dem  Grund  nicht  für  unbedingt  wahr  ge- 
halten werden,  weil  Bolyai  die  unendlich  grosse  Grade  gelten  lässt. 

Zu  den  Arbeiten  der  beiden  genannten  Mathematiker  gesellt  sich  Batta- 
glini's   „Sulla   geometria   immaginaria^^  ^)     Der  berühmte  Verfasser  stellt  auf 


1)  Die  Untersuchungen  Lohatschewsky's  wurden  in  dem  Kasan^schen  Boten  1829  ge- 
druckt, dann  in  den  Memoiren  der  Universität  Kasan  von  den  Jahren  1836 — 37  unter  dem 
Titel :  Neue  Principien  der  Geometrie  auf  einer  Theorie  der  Parallelen,  später  in  dem  Journal 
von  Grelle  1837  unter  dem  Titel:  Die  imaginäre  Geometrie  und  in  seinen  in  Berlin  1840  ver- 
öffentlichten: Geometrischen  Untersuchungen  zur  Theorie  der  Parallelen,  und  schliesslich  in 
seiner  1856  zu  Kasan  gedruckten  Pangecnnetrie ,  welche  von  Battaglini  in  seinem  Journal 
und  auch  in  Einzelausgabe  (Neapel,  1814)  in  das  Italienische  und  von  Hoüel  a.  a.  0.  ins 
Französische  übersetzt  wurde. 

2)  Appendix  scientiam  spatii  absolute  veram  exhibens  als  Anhang  zu  des  Vaters  Ab- 
handlung ,,Tentamen  juventutem  studiosam  matheseos  purae  etc."  Maros-Vä.särhely,  1832; 
italien.  Uebersetzung  von  Battaglini,  Neapel,  2.  Ausg.,  1876;  französische  von  F,  Schmidt: 
Mäm.  de  la  Soc.  de  Bordeaux,  Bd.  Y  und  auch  in  Einzelausgabe,  Paris,  1868.  Siehe  auch 
Frischauf:  Elemente  der  abs.  Geometrie  nach  J.  Bolyai  bearbeitet,  Leipzig,  1872.  Ueber 
die  Arbeiten  W.  Bolyai's  siehe  die  von  Schmidt  in  der  obigen  Uebersetzung  gegebenen 
Notizen. 

Es  ist  uns  unmöglich  die  Priorität  *J.  Bolyai*^  bezüglich  Lobatschewsky'a  in  einigen 
speciellen  Fragen  festzustellen,  da  wir  des  letzteren  in  russischer  Sprache  in  dem  Kasau- 
schen  Boten  veröffentlichte  Untersuchungen  nicht  kennen. 

3)  Rendiconti  della  R.  Acc.  di  Napoli,  Juni  1867. 
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analytischem  Weg  das  Princip  der  neuen  Theorie  der  Parallelen  für  die  Ebene 
wie  für  den  Raum  fest  und  kommt  auf  verschiedene  Art  zu  den  Beziehungen 
zwischen  den  Theilen  eines  Dreiecks  in  dieser  Geometrie.  Er  findet  zuerst  die 
Function,  welche  die  Rotation  um  einen  Punkt  p  in  einer  Ebene  P  ausdrückt, 
mittelst  welcher  man  von  einer  gegebenen  Graden  Ä^  zu  einer  Graden  Ä. 
übergeht.  Aehnlich  ist  es  mit  der  Rotation  einer  Ebene  des  Raums  und  dem 
Gleiten  eines  Punktes  auf  der  Graden.  Er  führt  dann  den  Begriff  der  idealen 
Punkte  einer  Graden  ein,  welche  auf  ihr  durch  diejenigen  Graden  gegeben 
sind,  die  durch  einen  Punkt  gehen  und  nicht  in  dem  Winkel  des  Parallelismus 
bezüglich  des  gegebenen  Punktes  enthalten  sind  ^)  imd  gibt  einige  wichtige 
Eigenschaften  derselben  an. 

Die  Idee  von  Leibniz,  die  Ebene  und  die  Grade  mittelst  der  Kugel  zu  er- 
zeugen wird  von  W.  Bolyai  in  einer  neuen  Richtimg  in  der  Exposition  der 
Principien  der  Geometrie  entwickelt.*)  Da  wir  seine  Publicationen  nicht  im 
Original  haben  lesen  können,  so  entnehmen  wir  einige  Notizen  dem  citirten 
Werk  Hoüd's. 

„Wenn  Ä  imd  By  Ä  und  J5'  zwei  Systeme  von  Punkten  sind,  so  kann 
man  sich  denken,  dass  jedes  dieser  Systeme  einem  beliebigen  körperlichen 
System  zugehöre.  Wenn  man  eine  dieser  Figuren  so  auf  die  andre  bringen 
kann,  dass,  wenn  A  auf  Ä  gelegt  wird,  B  mit  jB'  zusammenfallen  kann,  so  sagt 
man,  ihre  Abstände  seien  gleich,^' 

Darauf  gibt  er  die  Definition  der  Kugelfläche  als  der  Fläche,  deren  Punkte 
gleichen  Abstand  vom  Centrum  haben.  „Eine  Kugelfläche  trennt  den  Raum  in 
zwei  Theile,  einen  inneren  imd  einen  äusseren.  Ein  Punkt  kann  nicht  von 
dem  einen  zu  dem  andern  dieser  Theile  übergehen  ohne  die  Kugelflache  zu 
treffen." 

„Eine  Kugelfläche  bewegt  sich  in  sich  selbst,  wenn  man  sie  um  ihr  Centrum 
rotiren  lässt.'* 

„Zwei  Kugelflächen  mit  verschiedenen  Centren  können  nicht  zusammen- 
fallen. Mit  einem  gegebenen  Centrum  lässt  sich  immer  eine  Kugelfläche  be- 
schreiben, welche  durch  einen  gegebenen  Punkt  geht." 

„Man  kann  von  einem  gegebenen  Centrum  aus  eine  Kugelfläche  beschreiben, 
welche  in  ihrem  Innern  eine  beliebige  gegebene  Figur  von  endlichen  Dimen- 
sionen einschliesst." 

„Es  seien  zwei  Kugelflächen  S  und  S'  mit  den  Centren  0  und  0'  derart 
gegeben,  dass  jede  durch  das  Centrum  der  andern  geht.  Da  ein  Theil  jeder 
dieser  Kugelflächen  im  Innern  der  andern  liegt,  so  haben  sie  nothwendiger  Weise 
gemeinschaftliche  Punkte.     Wenn  A  einer  dieser  Punkte  ist  und  man  lässt  die 


1)  Dieser  Winkel  ist  die  Hälfte  des  Winkels,  den  zwei  von  einem  beliebigen  Punkt 
des  endlichen  Gebiets  der  Ebene  zu  der  gegebenen  Graden  parallel  gezogenen  Graden  mit- 
einander machen.    Er  hängt  von  dem  Abstand  des  Punktes  von  der  Graden  ab. 

2)  A.  a.  0.  und:  Kurzer  Grundriss  eines  Versuchs  I.  die  Arithm.  u.  s.  w.  IL  in  der 
Geometrie  die  Begriffe  der  gradeu  Linie,  der  Ebene,  des  Winkels  allgemein,  der  winkel- 
losen Formen  u.  s.  w.     Maros  Väsarhely,  1861. 
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öesammtheit  der  beiden  Kugeln  um  ihre  beiden  Centren  rotiren,  von  denen 
vorausgesetzt  wird,  dass  sie  festliegen,  so  beschreibt  Ä  den  Ort  der  den  beiden 
Kugelflächen  gemeinschaftlichen  Punkte.  Dieser  Ort  ist  eine  geschlossene  Curve 
Cy  welche  in  sich  selbst  gleitet  und  Kreis  genannt  wird." 

„Wenn  die  Figur  derart  rotirt,  dass  0  nach  0'  kommt  und  0'  nach  0,  so 
fällt  S  mit  S'  zusammen  und  S'  mit  S.  Der  Kreis  C  kommt  daher  wieder  in 
seine  erste  Lage.  Mithin  kann  der  Kreis  durch  Rotation  zur  Deckimg  mit  sich 
selbst  gebracht  werden." 

„Wir  beschreiben  mit  den  Centren  0  und  0'  zwei  andre  Kugelflächen 
S,,  Siy  welche  einander  gleich  sind  und  bezüglich  die  Kugelflächen  S  und  8' 
einhüllen.  Jedes  der  Centren  0  und  0'  liegt  im  Innern  der  beiden  Kugel- 
flächen,  woraus  man  leicht  schliesst,  dass  die  beiden  Kugeln,  weil  sie  einen 
inneren  Theil  gemein  haben,  sich  nothwendiger  Weise  schneiden  müssen.  Man 
sieht  ebenso,  dass  ihr  Schnitt  ein  neuer  Kreis  C^  ist,  welcher  in  sich  selbst 
gleiten  und  durch  Botation  zur  Deckung  mit  sich  selbst  gebracht  werden 
kann." 

„Construirt  man  so  zwei  Reihen  gleicher  Kugelflächen,  welche  sich  stetig 
bis  in  die  Unendlichkeit  ausdehnen,  so  wird  der  Ort  der  Kreise,  in  welchen 
sie  sich  zu  je  zweien  schneiden,  sich  unbegrenzt  ausdehnen  und  eine  Fläche 
bilden,  wrelche  in  sich  selbst  gleiten  kann,  wenn  man  sie  um  die  Punkte  0 
und  0'  rotiren  lässt  imd  welche  durch  Rotation  zur  Deckung  mit  sich  selbst 
gebracht  werden  kann;  diese  Fläche  nennen  wir  eine  Ebene.'^ 

„Wenn  man  die  Figur  umdreht  und  0  nach  0'  und  0'  nach  0  bringt,  so 
lilsst  sich  dies  so  ausführen,  dass  ein  Punkt  A  des  Kreises  C  in  die  Anfangs 
eingenommene  Lage  zurückkehrt.  Auf  der  einen  imd  der  andern  Seite  von  A 
legen  sich  die  Punkte  des  Kreises  zu  je  zweien  die  einen  auf  die  andern  und 
vertheilen  sich  so  symmetrisch  bezüglich  A,  Wenn  man  mit  M  und  Jf '  zwei 
beliebige  dieser  symmetrischen  Punkte  bezeichnet,  so  kann  man  sie  als  die 
gleichzeitigen  Lagen  zweier  beweglicher  Pimkte  betrachten,  welche  von  A  aus- 
gehen imd  den  Kreis  in  entgegengesetztem  Sinn  durchlaufen.  Diese  müssen 
sich  nothwendiger  Weise  in  einem  Punkt  B  treffen,  welcher  mit  A  den  Kreis 
in  zwei  Hälften  AMliy  AM'B  theilt,  welche  sich  zur  Deckimg  bringen  lassen. 
Die  Umdrehung  der  Figur  kann  als  das  Product  einer  halben  Rotation  um 
die  beiden  Punkte  A  und  B  angesehen  werden,  welche  bei  der  Drehung  unbe- 
weglich bleiben." 

„Bei  der  halben  Rotation  der  Figur  um  A  und  B  beschreibt  jeder  Punkt 
m  der  zu  dem  Kreis  c  gehörigen  Ebene  einen  Halbkreis  imd  begibt  sich  in 
einen  Punkt  m'  des  letzteren  Kreises  und  so  lange  dieser  Kreis  sich  nicht  auf 
nur  einen  Punkt  reducirt,  kann  er  nicht  in  seine  ursprüngliche  Lage  zurück- 
kehren, ehe  er  die  ganze  Umdrehung  vollendet  hat." 

„Nun  gibt  es  in  jedem  Kreis  c  zwei  Punkte,  welche  sich  nach  der  ersten 
Rotation  in  ihrer  ursprünglichen  Lage  beflnden.  Diese  Punkte  haben  daher 
zwei  Kreise  Null  beschreiben  müssen,  d.  h.  sie  haben  während  der  Rotation 
ihre  Lage  nicht  verändert." 

Veroueso,  üeoinetrie.  41' 
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„Die  Gesammtlieit  aller  dieser  Puukte  bildet  eine  Linie,  welche  bei  der  Ro- 
tation um  zwei  ihrer  Punkte  unbeweglich  bleibt.    Diese  Linie  heisst  grade  Linie" 

Auf  diese  Art  und  stets  mittelst  der  Bewegung  gibt  Bolyai  die  Eigen- 
schaften, dass  die  Grade  in  sich  selbst  gleiten  kann  und  dass  zwei  Grade  zu- 
sammenfallen, wenn  sie  zwei  Punkte  gemein  haben.  Analog  verfährt  er  bei 
den  Eigenschaften  der  Ebene. 

Obwohl  diese  Theorie  Bolyats,  wie  Hoüel  bemerkt,  dunkle  Punkte  auf- 
weist (und  sie  hat  in  der  That  so  wie  sie  dargelegt  ist  viele  Lücken),  so  haben 
wir  doch  diesen  Auszug  gebracht,  weil  dasselbe  Thema  spater  von  einigen 
andern  Autoren  behandelt  wird,  welche  die  Arbeit  Bolyai's  nicht  gekannt  haben. 
Man  sieht  nicht  selten  bei  diesen  Forschungen,  dass  Autoren  dieselben  Ideen 
wie  andre  entwickeln,  ohne  die  früheren  Arbeiten  zu  kennen,  ihre  Fehler  zu 
verbessern  und  ihre  Lücken  auszufüllen;  manchmal  fügen  sie  noch  neue  Fehler 
imd  neue  Lücken  hinzu. 

Löbatschewsky  erklärt  in  seiner  Pangeometrie,  er  habe  vorgezogen  die  Geo- 
metrie mit  der  Kugel  und  dem  Kreis  zu  beginnen  und  definirt  die  Ebene  genau 
so  wie  Bolyai  und  die  Grade  als  geometrischen  Ort  der  Durchschnitte  zweier 
Reihen  gleicher  concentrischer  Kreise,  welche  alle  in  einer  Ebene  liegen.  Er 
fügt  jedoch  nichts  Weiteres  hinzu  imd  wir  wissen  nicht,  ob  er  in  einer  früheren 
Arbeit  seine  Methode  bekannt  gegeben  hat. 

Wir  werden  in  der  Folge  von  dieser  Richtung  sprechen  und  bemerken 
nur  noch,  dass  die  beiden  genannten  Autoren  nicht  von  dem  BegriflF  des  Ab- 
standes,  sondern  des  Puiiktepaares  ausgehen. 


Der  erste,  welcher  uns  eine  gründliche  Erörterung  der  Principien  der 
Geometrie  gegeben  hat,  war  Bieniann  in  seiner  Abhandlung:  „Ueber  die  Hypo- 
thesen, die  der  Geometrie  zu  Gnmde  liegen",  welche  er  bei  seiner  Habilitation 
an  der  philosophischen  Facultät  der  Universität  zu  Göttingen  1854  überreichte 
und  welche  nach  seinem  Tod  1867  veröffentlicht  wurde.*)  Diese  Abhandlung 
hat  nicht  nur  die  Aufmerksamkeit  der  Mathematiker  auf  die  Mannigfaltigkeiten 
von  w  Dimensionen  und  besonders  auf  diejenigen  einer  constanteu  Krümmung 
gelenkt,  in  welchen  die  dem  gewöhnlichen  Raum  entsprechende  Maimigfaltig- 
keit  als  specieller  Fall  enthalten  ist,  sondern  hat  auch  auf  die  Möglichkeit 
eines  andern  Geometriesystems  hingewiesen.  Li  diesem  ist  die  Grade  endlich, 
d.  h.  man  kann  von  einem  Punkt  keine  Parallele  zu  einer  gegebenen  Graden 
ziehen;  dabei  bleiben  aber  die  übrigen  Axiome  Euclid'^  unverändert  und  setzt 
man  sich  mit  der  thatsächlichen  Erfahrung  nicht  in  Widerspruch. 

Biemann  ist  in  seiner  Definition  des  BegriflFs  „Grösse'^  dimkel.  Er  spricht  von 
^^Aufeinanderlegen  der  m  vergleiclienden  Grössen"  und  dass  das  Messen  ,,«*n  Mittel 
erfordert  die  eine  Grösse  als  Massstab  auf  die  andre  fortzutragen".  Hier  benutzt 
er,  da  er  keine  andre  Erklärung  gibt,  den  Begrifl'  der  Bewegung  starrer  Körper 
in  rein  abstracten  Mannigfaltigkeiten.     Er  geht  auch  von  der  Idee  des  Stetigen 

1)  Abb.  der  Kon.  Gesellsch.  d.  Wissensch.  zu  Göttingen.  Bd.  XIIT,  1867.  —  B.  Bie- 
manWs  gesammelte  Math.  Werke;  herausg.  y.  H.  Weber,  Leipzig,  1879. 
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und  Unstetigen  aus,  ohne  sie  zu  definiren  (I,  1),  setzt  dann  aber  stillschweigend 
das  Zahlencontinuum  und  die  Stetigkeit  der  Functionen  im  Allgemeinen  als  bekannt 
voraus  (ü,  2).  .,Die  einfach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit^  ist  dadurch  unter- 
schieden, dass  von  einem  Element  (Punkt)  aus  ein  stetiger  Fortgang  nach  zwei 
Seiten  möglich  ist,  vorwärts  und  rückwärts.  Wie  man  sieht  ist  dies  abstract 
genommen  keine  gut  bestimmte  Definition,  weil  weder  Seiten,  noch  vorwärts 
noch  rückwärts  imd  ebensowenig  stetig  definirt  werden. 

Er  spricht  dann  von  einem  ^^veränderlichen  SUick^'  einer  Mannigfaltigkeit 
einer  Dimension,  ohne  zu  sagen,  was  er  unter  „StUck^^  einer  solchen  Mannig- 
faltigkeit versteht  (I,  3). 

Hätte  JRiemann  seine  Begriffe  besser  bestimmen  wollen,  ehe  er  das  Zahlen- 
continuum {x^x^y  ...  Xn)  und  die  Stetigkeit  der  Functionen  annimmt,  welche 
er  später  zur  Ermittlung  der  Massbeziehungen  einer  Mannigfaltigkeit  von  n  Di- 
mensionen benutzt,  so  hätte  er  unsrer  Ansicht  nach  die  sammtlichen  ersten 
Paragraphen  durchaus  umändern  müssen.  ^)  Er  ist  auch  an  vielen  andern  Stellen 
seiner  Arbeit  dunkel. 

Nachdem  er  die  Erzeugung  einer  Mannigfaltigkeit  von  n  Dimensionen  ge- 
geben hat,  sucht  er  zu  beweisen,  dass  das  Element  der  Mannigfaltigkeit  durch 
n  stetige  unabhängige  Grössen  x^y  x^,  .  . .,  x^  bestimmt  wird  und  dass  umge- 
kehrt n  Grössen  a;,, . . .,  rc«  ein  einziges  Element  der  Mannigfaltigkeit  bestimmen. 
Er  setzt  auch  stillschweigend  voraus,  dass  der  Zusammenhang  zwischen  den 
Elementen  der  Mannigfaltigkeit  und  dem  Zahlencontinuum  (iCj,  x^y  ...,  Xn) 
stetig  sei,  d.  h.  dass  einer  unendlich  kleinen  Aenderung  des  Elements  eine 
unendlich  kleine  Aenderung  des  Continuums  (iCj,  X2,  ...  x„)  entspricht  imd 
umgekehrt,  wobei  er  unter  unendlich  klein  das  potentiale  imd  nicht  das  actuelle 
unendlich  Kleine  versteht. 

Dies  ist  im  Grund  die  erste  Hypothese,  die  Eiemann  einführt.  Er  erklärt 
ausführlich  in  Kapitel  H,  dass  wesentliches  Kennzeichen  einer  Mannigfaltigkeit 
von  n  Dimensionen  die  Bestimmung  des  Elements  mittelst  n  Grössen  (Coordi- 
naten)  sei.  G.  Cantor  bemerkte  dagegen,  dass  dies  Kennzeichen  nicht  genügt, 
weil  auch  die  Stetigkeit  des  Zusammenhangs  zwischen  den  Elementen  der 
Mannigfaltigkeit  und  den  Werthesystemen  des  Continuums  (a^i,  a;^,  ...,  x^ 
nöthig  ist,  weil  man,  falls  diese  Stetigkeit  nicht  gelten  sollte,  die  Bestimmimg 
der  einzelnen  Elemente  der  Mannigfaltigkeit  auf  eine  einzige  reelle  und  stetige 
Variable  oder  Coordinate  reduciren  könnte,  derart,  dass  ohne  diese  Bedingung 
die  Anzahl  der  unabhängigen  rellen  und  stetigen  Coordinaten,  welche  zur 
alleinigen  und  vollständigen  Bestimmung  der  Elemente  einer  Mannigfaltigkeit 
von  n  Dimensionen  dienen,  auf  eine  willkürliche  Anzahl  von  Veränderlichen 
zurückgeführt  werden  kann.  ^)  Cantar  (Gott.  Nachr.  1879,  S.  127)  und  Lürotli 
haben  später  strenge  Beweise  geliefert,  dass  diese  Bedingung  zur  Bestimmung 
der  Mannigfaltigkeit  auch  ausreichend  ist.^) 


1)  Siehe  unsre  Einleitung. 

2)  CreUes  Journal.    M.  84,  1878.    Franz.  Uebers.  in  den  Acta  Math.    Bd.  11. 

3)  Mit  diesem  Gegenstand  haben  sich  auch  Jürgens,  Thomae  und  Netto  beschäfligt. 
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Die  zweite  Hypothese  Riemann^s  bezieht  sich  auf  die  Unabhängigkeit  der 
Länge  der  Linien  vom  Ort;  es  ist  mithin,  wie  er  sagt,  ,,jede  Linie  durch  jede 
messbar",  ^)  Bei  der  Bestimmung  der  Linie  nach  Riemann  müssen  die  Coordi- 
naten  ihrer  Punkte  Functionen  einer  Variablen  sein.  Wenn  wir  ihn  richtig 
verstehen,  setzt  er  hier  solche  Functionen  voraus,  dass  die  von  ihnen  darge- 
stellten Linien  durch  eine  beliebige  dieser  Linien  messbar  seien.  Die  obige 
Hypothese  bezieht  sich  daher  nicht  auf  die  Starrheit  der  Linie,  sondern  nur 
auf  die  Beibehaltung  ihrer  Länge. 

Um  diese  Hypothese  analytisch  aufeustellen,  nimmt  er  an,  das  Linien- 
element sei  eine  homogene  Function  ersten  Grades  in  den  dXi,  welche  unver- 
ändert bleibt,  wenn  man  das  Vorzeichen  aller  dxi  ändert  imd  deren  Constanten 
stetige  Fimctionen  der  Xi  sind. 

Die  dritte  Hypothese  drückt  aus,  dass  das  Linienelement  der  Mannigfaltig- 
keit der  Quadratwurzel  aus  einer  ganzen  homogenen  und  positiven  Function 
zweiten  Grades  der  Grössen  dx  gleich  ist  imd  dass  in  dieser  Function  die 
Coefficienten  stetige  Functionen  der  Grössen  x  sind. 

Die  vierte  Hypothese  lässt  die  constante  Krümmung  der  Mannigfaltigkeit 
zu,  welche  der  Eigenschaft  der  Möglichkeit  des  Aufeinanderlegens  der  Theile 
der  Mannigfaltigkeit  entspricht. 

Diese  Hypothesen  sind  wie  man  sieht  geometrisch  nichts  weniger  als  ein- 
fach oder  gar  anschaulich.  Die  Methode  ist  indirect;  denn  wüsste  man  nicht, 
dass  das  Linienelement  für  den  J5??<^Z(fVFschen  Raum  ds  =  ySdx'^  ist,  so  würde 
es  Niemand  in  den  Sinn  kommen,  diese  Hypothese  oder  die  Hypothese  zu 
wählen,  dass  das  Linienelement  durch  die  vierte  Wurzel  aus  einem  Differenzial- 
ausdruck  vierten  Grades  ausgedrückt  wird.-) 

Die  Hypothese  der  constanten  Krümmung  reicht  allein  für  die  Geometrie 
nicht  aus,  da  diese  den  Daten  der  Erfahrung  entsprechen  muss.  Gauss  hat 
nachgewiesen,  dass  die  Krümmung  einer  Fläche  sich  nicht  ändert,  wenn  sie 
ohne  Bruch  oder  Auseinanderziehen  gebogen  wird  oder  wenn  sie,  wie  man  sagt, 
biegsam  aber  nicht  ausdehnbar  ist  und  daher  die  Massverhältnisse  dieselben 
bleiben.  Man  muss  jedoch  beachten,  dass  bei  dem  Biegen  einer  Fläche  auf  eine 
andre  von  derselben  Krümmung  die  erste  die  zweite  raehreremal,  z.  B.  eine 
endliche  oder  unendlich  grosse  Anzahl  mal  bedecken  kann,  wie  es  bei  der  Ebene 
und  dem  Cylinder  der  Fall  ist.'  Die  Geometrie  der  zweiten  Fläche  ist  daher 
nur  dann  mit  derjenigen  der  ersten  identisch,  wenn  man  die  zweite  als  eine 
endliche  oder  unendlich  grosse  Anzahl  verschiedener  Flächen  betrachtet,  die 
eine  einzige  Fläche  bilden;  denn  betrachtet  man  sie  nur  als  eine  einzige  und 
einfache  Fläche,    so  könnten  die   Eigenschaften    der  Lage    auf   derselben   ver- 

1)  Er  drückt  sich  so  aus:  Massbestimmungen  erfordern  eine  Unabhängigkeit  der 
Grössen  vom  Ort,  die  in  mehr  als  einer  Weise  stattfinden  kann;  die  zunächst  sich  dar- 
bietende Aimahiiie,  welche  ich  hier  verfolgen  will,  ist  wohl  die,  dass  die  Länge  der  Linien 
unabhängig  von  der  Lage  sei;  also  jerfc  Linie  durch  jede  messbar  sei  (11,  1). 

2)  Biemann  selbst  sagt:  „Für  den  Kaum  wird,  wenn  man  die  Lage  der  Punkte  durch 

rechtwinklige  Coordinaten  ausdrückt,  ds  =  ySdx*',  der  Raum  ist  also  unter  diesem  ein- 
fachsten Fall  enthalten." 
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schieden  soin.  Soll  z.  B.  der  Cylinder  die  ganze  JEuclid'sche  Ebene  darstellen, 
so  muss  man  ihn  so  betrachten  als  ob  es  unendlich  viele  nicht  zusammen- 
fallende cylindrische  Flächen  wären,  welche  eine  einzige  Fläche  bilden.  Man 
überzeugt  sich  davon,  wenn  man  die  Ebene  in  ebensoviele  gleiche  ebene  Streifen 
theilt  und  zuerst  einen  solchen  Streifen  und  dann  die  übrigen  um  den  Cylinder 
biegt.  Die  Geometrie  des  einfachen  Cylinders  entspricht  aber  durchaus  nicht 
der  Ebene  und  stimmt  nicht  mit  den  Ergebnissen  der  Erfahrung,  insofern 
man  in  einer  beliebig  kleinen  Umgebung  eines  Punktes  zwei  geodätische  Linien 
construiren  kann  z.  B.  eine  Erzeugende  und  eine  Schraubenlinie  derart,  dass 
sie  in  dieser  Umgebung  zwei  Punkte  gemein  haben,  während  in  dem  Gebiet 
imsrer  Beobachtungen  zwei  Grade  der  Ebene  zwei  Punkte  nicht  gemein  haben 
können,  ohne  zusammenzufallen. 

Die  Unzulänglichkeit  der  constanten  Krümmung  für  den  gewöhnlichen 
Raum  oder  den  Raum  von  n  Dimensionen  tritt  noch  deutlicher  bei  unserem 
allgemeinen  Raum  hervor.  Denn  in  diesem  Raum  kann  man  den  gegebenen 
Raum  nicht  mit  einer  Mannigfaltigkeit  derselben  ELrümmung  von  Punkten  von 
drei  (oder  $i)  Dimensionen  vertauschen,  weil  durch  zwei  Punkte  des  allgemeinen 
Raums  höchstens  eine  geodätische  Linie  nämlich  die  Grade  geht. 

Wir  haben  dies  hier  angeführt^  damit  man  nicht  glaubt,  dass  die  Formen, 
welche  die  Ebene  annimmt,  wenn  man  sie  auf  verschiedene  Art  biegt,  immer 
als  Euclid'sche  Ebenen  betrachtet  werden  können,  denen  alle  geometrische  Eigen- 
schaften der  durch  die  Erfahrung  gegebenen  Ebene  zukommen.  Man  kann 
nur  sagen,  dass  die  metrische  Geometrie  immer  dieselbe  bleibt.  Die  Ebene 
im  allgemeinen  Raum  ist  daher  nur  eine,  obgleich  es  in  ihm  andre  Flächen 
von  zwei  Dimensionen  von  constanter  Krümmung  gleich  Null  gibt.  Wir  be- 
merken noch,  dass  diese  Frage  für  den  allgemeinen  Raum  nicht  existirt,  weil 
er  sich  nicht  biegen  lässt  insofern  eine  solche  Operation  eine  weitere  Dimen- 
sion erfordert. 

Die  Hypothesen  Riemann's  bestätigen  nicht  nur  diejenige  Lobatsch^wsky's, 
sondern  Rieniann  liat  auch  gezeigt,  dass  der  Raum,  auch  wenn  er  unbegrenzt 
ist,  endlich  sein  kann.  Dieses  ist  unsers  Erachtens  das  wichtigste  geometrische 
Resultat  der  Abhandlung  Riemann'Sy  obgleich  man  jetzt  auf  eine  viel  einfachere 
Art  zu  demselben  gelangen  kann. 

Der  erste  aber,  welcher  den  mathematischen  Begriff  der  Mannigfaltigkeiten 
von  71  Dimensionen  entwickelt  hat,  war  H,  Grassmann  in  seiner  schon  citirten 
Amdehnungshhre,  welche  zum  ersten  Mal  1844  veröffentlicht  wurde.  Die  ver- 
wickelte und  im  Anfang  oft  unbestimmte  Ausdrucksweise  auch  die  neue  sym- 
bolische Rechnimgsweise,  mit  welcher  er  sich  hauptsächlich  beschäftigt,  sind 
daran  schuld,  dass  einige  tiefe  Ideen,  welche  sich  bei  ihm  finden,  nicht  hin- 
reichend anerkannt  und  später  von  Andern  unter  einer  passenderen  Form,  die 
sich  wenigstens  für  die  Entwicklung  dieser  Ideen  besser  eignete,  eingefülirt 
worden  sind.  ^)     Auch  Grassmann  beschäftigte  sich  in  Etwas  mit   den  Priu- 

1)  Siehe  die  Note  I  über  die  Definitionen  von  Raum  und  Geometrie  von  n  Dirnen- 
eionen. 
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cipien  der  Geometrie;  wir  werden  später  auf  seine  darauf  bezüglichen  Ideen 
eingehen. 

Zu  der  genannten  Arbeit  Biananfi's  gesellt  sich  Bdtrami's  Abhandlung 
„Sulla  teoria  degli  spazi  a  curvatura  costante"*),  welche  die  erstere  vervoll- 
ständigt und  klarer  macht  und  ihrerseits  wieder  mit  einer  andern  früheren*) 
und  der  berühmten  Schrift  desselben  Autors  zusammenhängt,  welche  wir  auf 
dem  Titelblatt  unsres  Buches  citirt  haben.  In  der  zweiten  kommt  er  zu  dem 
sehr  bemerkenswerthen  Resultat,  dass  nur  die  Flächen,  welche  auf  einer  Ebene 
derart  darstellbar  sind,  dass  jedem  Punkt  ein  Punkt  und  jeder  geodätischen  Linie 
eine  grade  Linie  entspricht,  Flächen  sind,  deren  Krümmimg  überall  constant  ist. 
Wenn  diese  Krümmung  Null  ist,  so  imterscheidet  sich  das  Gesetz  des  Zusammen- 
hangs nicht  von  der  gewöhnlichen  Homographie;  ist  sie  nicht  NuD,  so  lässt  sich 
das  Gesetz  auf  die  Centralprojection  auf  die  Kugel  und  ihre  homographischen 
Transformationen  zurückführen.  Dieser  Satz  steht  in  engem  Zusammenhang  mit 
den  Prinipien  der  ebenen  Geometrie,  wie  Klein  gezeigt  hat.^) 

In  dem  Saggio  sulla  Geometria  Non-Euclidea  geht  Belirami  von  einer 
Formel  aus,  welche  das  Quadrat  des  Linienelements  einer  Fläche  darstellt, 
deren  Krümmung  überall  constant  und  negativ  ist  und  welche  er  pseudospM' 
risclie  Fläche  nennt.  Er  kommt  dabei  zu  dem  Hauptergebniss,  dass  die  Geo- 
metrie der  pseudosphärischen  einfach  zusammenhängenden  Flächen  in  dem 
Emlid^BcAien  Raum  mit  der  ebenen  Geometrie  Löbatschewsky's  identisch  ist, 
indem  er  beweist,  dass  in  einer  solchen  Geometrie  zwei  Punkte  inmier  eine 
Grade  bestimmen.*) 

Beltrami  hat  eine  Methode  angegeben,  einen  Theil  der  Pseudokugel  oder 
besser  einen  Theil  der  Rotationsfläche,  welche  den  Pseudokugeln  zum  Typus 
dient,  annähernd  zu  construiren.  ^) 

In  der  ersten  oben  citirten  Abhandlung  dehnt  er  diese  Resultate  auf  die 
analytischen  Mannigfaltigkeiten  von  n  Dimensionen  aus  und  legt  dabei  das 
Linienelement  unter  der  Form 

(1)  B  Vdx'  +  d'xj-i [-dx* 

ds  = 

X 

zu  Grund,  in  welcher  die  w4- 1  Variabelen  rr,  a;,,  a:^,  ...,  a;„  an  die  Beziehimg 

(2)  x'  +  x,'  +  '"  +  x,'  =  a' 

gebunden  sind.     Er  beweist,  dass  die  Mannigfaltigkeit  in  dem  durch  die  Glei- 
chung  (2)    mit  Ausschluss   von   x  bestimmten   Grenzraum   unter  der  Voraus- 


1)  Annali  di  Mat.,  Serie  11,  Bd.  II,  1868;  franz.  Uebers.  von  Hoüel  in  den  Annales 
de  l'Ecole  normale  sup.,  1869. 

2)  Bisoluzione  dcl  problema:  Riportare  i  punti  di  una  »uperficie  sopra  im  piano  in 
modo  che  le  linee  geodetiche  vengono  rappresentate  d^  linee  rette.  Ann.  di  Mat.,  Serie  L 
Bd.  VII.     1866. 

3)  Ueber  die  sogenannte  nicht- -Eudtd'sche  Geometrie.    Math.  Ann.  Bd.  VI,  S.  136. 

4)  Er  stützt  sich  dabei  auf  die  analoge  Eigenschaft  des  JB^^ü^'schen  Systems.  Wir 
haben  diese  Eigenschaft  direct  und  auf  rein  geometrischem  Weg  bewiesen  (siehe  S.  262). 

5)  Sulla  superiicie  di  rotazione  che  serve  di  tipo  alle  superüci  pseudosferiche.  Giom. 
di  BattagUni,  Bd.  X,  Apr.  1872.  Eine  solche  Fläche  behandelte  1873  auch  de  Tilly,  Bulle- 
tin de  FAc.  royale  de  Belgique.    Bd.  XXXV. 
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Setzung  dass  die  x,  R  und  a  reell  sind,  von  constanter  Krümmung  und  einfach 
zusammenhängend  ist  und  zeigt,  dass  in  einer  solchen  Mannigfaltigkeit  sich 
die  Variabelen  derart  wählen  lassen,  dass  die  geodätischen  Linien  und  die 
Transformationen,  welche  die  Massverhältnisse  unverändert  lassen,  durch  lineare 
Gleichungen  dargestellt  werden.  Er  bringt  dann  diese  Theorie  mit  der  JSwcZtVf- 
schen  und  der  nicht -JSMcZid'sclien  Geometrie  in  Beziehung.^) 

Ldbatschewshy  und  J.  Bolyai  wurde  vorgeworfen,  sie  hätten  die  Möglich- 
keit ihres  Systems  nicht  bewiesen,  obwohl  sie  die  trigonometrisclien  Formeln 
dieses  Systems  aufstellten,  welche  eine  Constante  ^•  enthalten  und  das  EuclüV- 
sehe  System  geben,  wenn  h  unendlich  gross  wird.  Denselben  Vorwurf  kann 
man  auch  Rietnann  machen;  denn  in  seiner  Arbeit  findet  sich,  kein  wirklicher 
wenigstens  kein  ausgeführter  Beweis  der  logischen  Möglichkeit  einer  Mannig- 
faltigkeit von  constanter  positiver  oder  negativer  firümmung  oder  einer  Krüm- 
mung gleich  Null,  wenn  auch  nach  dem,  was  wir  in  der  Vorrede  ausführten, 
kein  Gnmd  vorhanden  ist  daran  zu  zweifeln.  Für  die  Geometrie  von  zwei 
Dimensionen  gibt  es  einen  experimentellen  Beweis  der  Unmöglichkeit  das 
Postulat  Eticlid's  mittelst  seiner  andern  Postulate  zu  beweisen.  Diesen  Beweis 
liefert  die  Kugelfläche  in  dem  Gebiet  unsrer  äusseren  Beobachtungen  imd 
ebenso  ein  Theil  der  pseudosphärischen  Fläche,  auf  welcher  die  Summe  der 
Dreieckswinkel  kleiner  als  zwei  Rechte  ist.  In  diesem  Fall  unterliegt  es  keinem 
Zweifel,  dass  sich  die  Eigenschaften  der  Fläche  ändern,  wenn  man  das  Beobach- 
tungsgebiet und  damit  die  Fläche  selbst  ausdehnt;  denn  in  den  grossem  Drei- 
ecken wächst  die  DiflTerenz  von  zwei  Rechten  inmier  mehr.  Man  hat  dagegen 
keinen  analogen  Beweis  für  die  Geometrie,  welche  für  die  richtigste  gehalten 
wird.  Denn  die  Ebene,  die  eine  Fläche  ist,  welche  unabhängig  von  den  zu 
ihrer  Bestimmung  gegebenen  Postulaten  existirt,  kann  bei  Vergrösserung  des 
Beobachtungsgebiets  sowohl  der  Riemann'schen  wie  der  Lobatsdiewsky'schen 
Geometrie  genügen,  auch  wenn  gegenwärtig  die  Summe  der  Winkel  in  grossem 
Dreiecken  mit  sehr  grosser  Annäherung  zwei  Rechte  beträgt. 

In  dem  Raum  von  drei  Dimensionen  erhält  man  einen  weitem  Beweis  zu 
Gunsten  der  Systeme  LobatschewsJcy's  und  Rieniann'Sy  wenn  man  eine  (reelle 
oder  imaginäre)  Fläche  zweiten  Grades  in  dem  Beobachtimgsgebiet  in  Betracht 
zieht  und  auf  sie  die  Definition  des  Abstandes  und  des  Winkels  von  Cayley 
anwendet.  Weil  nun  in  dem  Lobatsch^wsJcy'schen  System  die  Geometrie  auf 
der  Grenzfläche  der  Geometrie  der  Eudid'schen  Ebene  identisch  ist,  so  erhält 
man  mithin  auch  einen  Beweis  der  Möglichkeit  des  Eiwlid'schen  Postulats  in 
der  ebenen  Geometrie. 

Da  wir  in  der  äusseren  Umgebung  mittelst  der  descriptiven  Geometrie 
die  Parallelprojection  einer  als  absolut  betrachteten  Fläche  zweiten  Grades  von 


1)  Nach  Miemann  und  Belirami  haben  noch  viele  andre  Autoren  speciell  über  die 
Theorie  der  Krümmung  der  Mannigfaltigkeiten  von  mehreren  Dimensionen  geschrieben; 
sie  haben  aber  nicht  die  Principien  der  Geometrie  als  Zweck  im  Auge.  Ich  hebe  daher 
nur  das  Theorem  von  BriU  hervor,  nach  welchem  der  pseudosphärische  liaum  von  drei 
Dimensionen  nicht  in  dem  .EucZiV/'schen  Kaum  von  vier  Dimensionen,  dagegen  in  dem  Kaum 
von  fünf  Dimensionen  existirt. 
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drei  Dimensionen  construiren  können,  deren  scheinbarer  Umfang  in  unserm 
Raum  eine  gewöhnliche  Fläche  zweiten  Grades  ist,  so  können  wir  auch  in 
dieser  Umgebung  ein  System  Löbatsdiewsky's  von  drei  Dimensionen  construiren, 
u.  s.  w.  Die  Möglichkeit  der  drei  Hypothesen  ist  mithin  experimentell  be- 
wiesen. . 

Wir  haben  im  Text  Erklärungen  gegeben,  um  den  Leser  von  der  logischen 
Möglichkeit  unsrer  Hypothesen  H,  III,  IV  und  V  zu  überzeugen;  diese  Möglich- 
keit beruht  auf  der  Unabhängigkeit  des  imendlich  grossen  von  dem  endlichen 
Gebiet  in  dem  von  uns  verstandenen  Sinn  und  geht  offenbar  aus  der  Einfach- 
heit dieser  Hypothesen  hervor.  Durch  die  Möglichkeit  dieser  Hypothesen  in 
Verbindung  mit  unsem  Axiomen  I — V,  zu  welchen  auch  das  Axiom'  über  die 
Parallelen  gehört,  wird  auch  die  Unmöglichkeit  das  Euclid'sche  Postulat  mit 
rein  logischen  Gründen  zu  beweisen  ausser  Frage  gestellt.^) 

Die  Arbeiten  der  nicht -JEJwcKd'schen  Geometrie  haben  eine  sehr  lebhafte 
Polemik  über  die  Möglichkeit  oder  Unmöglichkeit  das  Euclid'sche  Postulat  zu 
beweisen  veranlasst,  wie  nach  der  Ansicht  Kanfs  über  die  absolute  Wahrheit 
aller  geometrischer  Axiome  als  Formen  a  priori  der  Raumanschauung  zu  er- 
warten war.  Sicherlich  kann  die  Discussion  mit  Philosophen,  die  in  Dingen, 
über  welche  absolut  keine  Gewissheit  zu  erreichen  ist,  behaupten  so  ist  es  statt 
vielleidit  ist  es  so,  nur  in  leidenschaftlichen  Streit  ausarten,  welcher  zu  keinem 
Resultat  führt.  Von  Interesse  ist  es,  dass  diejenigen,  welche  ihren  Gegnern 
den  gesunden  Menschenverstand  absprechen,  in  der  Regel  Unrecht  haben; 
solche  Streitigkeiten  sollten  zwischen  wissenschaftlich  gebildeten  Männern  nicht 
möglich  sein  nicht  nur  ihrer  Bildung  wegen,  sondern  auch,  weil  sie  durchaus 
zwecklos  sind.-) 


1)  Nach  Bausenherger  (die  Elem.  Geom.  syst.  u.  kritisch  behandelt.  Leipzig,  1887 
S.  54)  ist  es  noch  nicht  ausgeschlossen,  dass  die  nicht  -  Euclid^Bche  Geometrie  nicht  doch 
logisch  unmöglich  sein  könne;  er  ist  der  Ansicht,  dass  der  Beweis  der  Unmöglichkeit  das 
ii'wcZiVrscho  Postulat  nachzuweisen  sich  vielleicht  nie  geben  lasse. 

Lindemann  (Vorlesungen  ü.  Geometrie  v.  Ckhsch,  2.  Bd.  Leipzig,  1891,  S,  552 — 563> 
will  beweisen,  dass  das  obige  Postulat  keine  logische  Folge  der  übrigen  Postulate  Euclid\ 
sei  und  sagt  zu  diesem  Zweck:  Wenn  die  ÄiewiawM'sche  und  Löbatschewsky'^ch^  Geometrie 
zu  einem  Widersinn  führte,  so  müsste  dies  auch  für  die  in  der  J^MchVf^ sehen  Geometrie 
existirenden  Flächen  von  const^nter  positiver  oder  negativer  Krümmung  gelten,  das  Po- 
stulat V  Euclid's  wäre  daher  mit  den  andern  Postulaten  unvereinbar  und  mithin  jede 
geometrische  Untersuchung  im  Allgemeinen  unmöglich. 

Wie  Bausenherger  nicht  llecht  hat,  so  können  uns  auch  die  Gründe  Lindemann\ 
nicht  überzeugen. 

2)  Unter  den  Mathematikern,  welche  diese  Geometrie  verwerfen,  heben  wir  einige 
berühmte  Namen  hervor.  Vor  Allen  ist  G.  Bertrand  zu  nennen,  der  in  den  Comptes 
licndus  von  1869  einen  Beweis  des  Postulats  über  die  Parallelen  vertheidigt,  welcher  von 
Carion  geführt  w^orden  war  und  schon  zwanzig  Jahre  vorher  von  dem  Italiener  Minarelli 
in  Bd.  VIII  der  Nouvelles  Annales  von  Terquem  veröffentlicht  wurde.  Bertratid  charak- 
terisirt  eine  solche  Geometrie  als  debauehe  de  logimie.  Der  Beweis  MinarelW»  gleicht, 
wie  Genocchi  (Bulletin  de  TAc.  de  Bclgique,  Bd.  XaaVI,  S.  193)  sagt,  demjenigen  Ivory's; 
öcine  Unhaltbarkeit  wurde  von  Legendre  nachgewiesen. 

BcUavitis,  der  auch  ein  Gegner  der  nicht- jKt/cZ/Vi'schen  Geometrie  ist,  bemerkt  in  der 
XI.  Rivista  deir  Istituto  Veneto  (1872)  sehr  richtig,  dass  man  in  den  Principien  der  Geo- 
metrie von  Definition  zu  Definition  fortschreiten  muss  ohne  irgend  Etwas  von  der  Geometrie 
selbst  zu  verlangen.  So  glaubte  Genocchi  an  einen  möglichen  Beweis  des  ^f«c2u2'8chen 
Postulats  trotz  der  Arbeiten  von  Biemann,  Beltrami,  Klein,  JlelmhoUz  und  de  Tilly 
a.  a.  0.:    Sur   un  Mem.  de    Daviet  de  Foncenex  et  sur  les  g^om^tries  non  Euclidienne«. 
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Eine  andre  Arbeit  von  hervorragender  Bedeutimg  bei  diesen  allgemeinen 
Studien  über  die  Principien  der  Geometrie  wurde  1859  von  A,  Cayley  ver- 
öffentlicht, einem  der  fruchtbarsten  und  originellsten  neueren  Mathematiker.') 
Sie  hat  die  Geometrie  von  einer  und  zwei  Dimensionen  zum  Gegenstand  und 
betrachtet  sie  als  eine  Interpretation  der  Theorie  der  binären  imd  ternären 
Formen,  welche  derselbe  Autor  in  früheren  Abhandlungen  entwickelte.  Ihr 
Hauptzweck  ist,  die  metrische  Geometrie  aus  der  prqjectiven  Geometrie  ab- 
zuleiten. Er  nimmt  daher  grimdsätzlich  an,  dass  jeder  Punkt  der  Graden  oder 
der  Ebene  durch  zwei  oder  drei  homogene  Coordinaten  bestimmt  werde  und 
umgekehrt  (unbeschadet  der  nöthigen  Ausnahmen),  ohne  jedoch  wie  Riemann 
irgend  einen  geometrischen  Grund  für  dieses  verwickelte  Axiom  anzuführen. 
Dann  setzt  er  auch  als  Axiom  fest,  eine  lineare  Gleichung  stelle  eine  Grade 
in  der  Art  vor,  dass  eine  Grade  durch  drei  homogene  Coordinaten,  welche 
grade  die  Coefficienten  ihrer  Gleichimg  sind,  bestimmt  wird.  Mit  diesen  Eigen- 
schaften allein  entwickelt  Cayley  die  Principien  der  projectiven  Geometrie  der 
Graden  und  der  Ebene  und  erreicht  ein  glänzendes  Resultat. 

Nachdem  er  diese  Sätze  und  besonders  auch  die  Bedingung  vorausgeschickt 
hat,  imter  welcher  zwei  Punktepaare  harmonisch  conjugirt  sind,  führt  er  den 
originellen  Begriff  des  auf  ein  andres  geometrisches  Ding,  das  Absolute,  be- 
zogenen Abstandes  ein.  Bei  der  Graden  ist  das  Absolute  durch  ein  Punkte- 
paar A^A^  gegeben.  Indem  er  ein  andres  Punktepaar  PP'  in  Betracht  zieht, 
welches  er  als  in  A^A^  eingeschrieben  ansieht,  bestimmt  er  die  Doppelpunkte 
der  Involution  A^A^,  PP\  Einen  dieser  Punkte  nennt  er  das  Ehischreibungs- 
cenirum,  den  andern  die  Einschreibungsaxe.  Das  Paar  PP'  heisst  point-pair 
circle  oder  circle  (Kreis),  das  Einschreibungscentrum  resp.  Axe  sind  das  Cen- 
trum  und  die  Axe  des  „circle".  Als  Definition,  gibt  er  an,  dass  die  beiden 
Punkte  eines  „circle"  gleichweit  vorn  Centnim  abstehen. 

Um  den  Massstab  zu  erhalten  construirt  er  P"  derart,  dass  PP"  bezüglich 
P'  als  Centrum  ein  „circle"  ist;  d.  h.  P"  ist  der  P  entsprechende  Punkt  in 
der  Umhüllung,  welche  durch  das  Paar  A^A,  und  den  Doppelpunkt  P'  be- 
stimmt wird.     Der  Punkt  P'  liegt   innerhalb    des  Segments   (PP'').     Ebenso 

Mcm.  della  R.  Acc.  di  Torino,  1877,  Lettre  ä  M.  Quetelet.  Bulletin  de  FAc.  R.  de  Bel- 
gique  Bd.  XXXVI,  1«73. 

G.  Bertrand  und  Bellavitis  leugnen  mit  Recht,  dass  man  die  Geometrie  nur  auf  Ver- 
nunftRchlüssen  aufbauen  könne,  weil  man  die  Raumanschauung  zu  Hülfe  nehmen  muss; 
sie  gehen  aber  zu  weit,  wenn  sie  wie  die  Kantianer  die  absolute  Evidenz  des  Euclid'schen 
Postulats  V  aufrecht  erhalten.  Sie,  wie  auch  andre  Mathematiker,  haben  sich  der  Be- 
trachtung verschlossen,  dass,  wenn  wir  auch  aus  der  Erfahrung  oder  Anschauung,  welche 
in  einem  beschränkten  Gebiet  des  Raums  ausgeübt  wird,  unsre  Axiome  entnehmen,  doch 
in  der  Geometrie  alle  diejenigen  abstracten  Hypothesen  möglich  sind,  welche  der  Raum- 
anschauun^  nicht  widersprechen.  Sie  haben  daher,  wie  wir  in  der  Vorrede  ausführten, 
ebensowenig  Recht,  wie  die  Mathematiker,  welche  die  geometrische  Möglichkeit  nur  von 
dem  abstracten  oder  analytischen  Gesichtspunkt  aus  betrachten. 

Unter  den  vielen  Kritiken  der  Beweise  des  Euclid''Hchen  J*ostulats  ist  diejenige  Lü- 
roth'8  bekannt:  lieber  Bertrand\  Beweis  des  Parallelenaxioms.  Zeitsch.  von  Schlömilch. 
XXI.     S.  294—297. 

1)  A  sixth  memoir  upon  quantics.  Phil.  Trans,  of  the  Roy.  Society  of  London.  1869 ; 
oder  auch  Collected  papers,  London,  Bd.  U,  1889. 
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wird  P"'  construirt,  welches  gleichen  Abstand  von  P'  und  P"  hat;  der  Punkt 
P^")  nähert  sich  dann,  wie  man  sieht,  unbegrenzt  dem  Punkt  ^2*  Aehnlich 
ist  es  von  der  entgegengesetzten  Seite. 

Zwischen  den  Abständen  beliebiger  drei  Pimkte  A,  B,  C  lässt  er  die  fol- 
gende Beziehung  gelten,  welche  ebenfalls  ein  Axiom  ist: 

Abst.  (AB)  +  Abst.  (BC)  =  Abs't.  (AC). 

Wenn  die  Gleichuiig  des  Absoluten  durch  eine  Form  zweiten  Grades  ge- 
geben ist: 

«x^  =  (»li^i  +  a^x^y  =  0,  (a.t  «  ttki  =  a.ajt  ==  a^Ui), 
so  erhält  man  au&  der  Relation  der  harmonischen  Paare    die  Bedingung   des 
gleichen  Abstandes   und  man  findet  mithin    mit  Hülfe  der  obigen  Beziehung 
den  Ausdruck  für  den  Abstand  zweier  Punkte  j8?,  und  y,  unter  der  Form 

a  a 

y    * 

arc  cos    ,-— -  -  • 

In  der  Ebene  hat  man  als  Absolutes  einen  Kegelschnitt,  welcher  das  Ab- 
solute auf  jeder  Graden  bestimmt.  Das  Absolute  in  der  Umgebung  eines  jeden 
Punktes  ist  dagegen  durch  die  beiden  Tangenten  gegeben,  welche  sich  von  dem 
Punkt  aus  an  die  conische  Linie  ziehen  lassen.     Er  nimmt  den  Quadrant  also 

—  als  Masseinheit  in  allen  diesen  Systemen  an.    Für  diese  Masseinheit  sind  die 

beiden  Punkte  auf  einer  Graden  bezüglich  des  Absoluten  harmonisch.  So  ist 
der  Abstand  zweier  Punkte  dem  Abstand  ihrer  Polaren  bezüglich  des  Absoluten 
gleich  und  umgekehrt  imd  der  Abstand  eines  Punktes  von  einer  Graden  wird 
mithin  als  das  Complement  des  Abstandes  der  Polaren  des  Pimktes  von  der 
gegebenen  Graden  definirt.  Daraus  folgt,  dass  der  Abstand  des  Pols  von  seiner 
Polaren  der  Quadrant  ist.  Ein  in  das  Absolute  eingeschriebener  Kegelschnitt, 
welcher  nämlich  das  Absolute  in  zwei  Punkten  berührt,  heisst  Kreis.  Sein 
Centrum  ist  der  Durchschnittspunkt  der  beiden  Tangenten  und  seine  Axe  die 
Grade,  welche  die  beiden  Berührungspimkte  verbindet.  Alle  Punkte  des  Kreises 
haben  gleichen  Abstand  vom  Centrum  imd  alle  Tangenten  von  der  Axe  und 
der  erstere  Abstand  ist  zu  dem  zweiten  complementär.  Der  Ausdruck  für  den 
Abstand  zweier  beliebiger  Punkte  der  Ebene  hat  eine  ähnliche  Form  wie  der- 
jenige auf  der  Graden.  Man  findet  leicht  die  Ausdrücke  für  den  Abstand  zweier 
Graden  und  eines  Punktes  von  einer  Graden. 

Cayley  betrachtet  dann  den  Fall,  dass  das  Absolute  auf  der  Graden  sich 
auf  einen  Punkt  und  in  der  Ebene  auf  zwei  Punkte  reducirt.  Man  erhält  in 
diesem  Fall  den  Ausdruck  für  den  Abstand  im  JSWcZiöTschen  System,  wenn  man 
voraussetzt,  das  Absolute  liege  im  Unendlichgrossen.  Von  einem  solchen  Ge- 
sichtspunkt aus  sind  die  Masseigenschaften  einer  Figur  nicht  Eigenschaften  der 
Figur  an  sich  betrachtet,  sondern  in  Verbindung  mit  einer  andern  Figur  nämlich 
dem  Absoluten.  Bezüglich  der  Frage  der  Principien  der  Geometrie  wird  einer- 
seits nicht  dargethan,  wie  der  Pimkt  in  der  Ebene  durch  drei  homogene  Co- 
ordinaten  bestimmt  wird  und  die  einfachen  Theile  eines  solchen  Principe  nicht 
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untersucht.  Auf  der  andern  Seite  ist  von  geometrischem  Gesichtspunkt  die  noch 
wichtigere  und  verwickeitere  Frage  über  die  Darstellung  der  Graden  in  der 
Ebene  durch  eine  Lineargleichung  und  umgekehrt  aufzuwerfen.  Wir  bemerken 
überdies,  dass  dagegen  für  uns  der  Abstand  ein  Ding  ist,  welches  von  der  Figur 
an  sich  abhängt^)  und  dessen  verschiedene  analytische  Ausdrücke  von  dem 
Axiom  über  die  Parallelen  abhiuigig  sind.  Diese  Methode  ist  geometrisch  ge- 
eigneter. Das  Verfahren  imd  die  Ideen  in  dieser  Arbeit  Cayley's  sind  rein 
analytisch.^) 

Es  ist  sehr  wahrscheinlich,  dass  Cayhy  zur  Zeit,  als  er.  diese  Abhandlung 
schrieb,  die  Arbeiten  Lobatschewskys  und  J,  Bolyai's  nicht  kannte,  weil  es  ihm 
leicht  gefallen  wäre,  seine  Untersuchungen  mit  der  nicht-iwciwTschen  Geometrie 
in  Beziehung  zu  bringen. 

Zu  den  vorstehenden  Untersuchungen  besonders  in  der  Richtung  Cayley's 
gesellen  sich  die  Arbeiten  Kleines  über  diese  Geometrie^),  welche  zwar  immer 
noch  auf  analytischem  Standpunkt  stehen,  jedoch  einen  ausgeprägteren  geometri- 
schen Charakter  haben  und  neue  wichtige  Ideen  enthalten.  Ihr  Hauptzweck 
ist  stets  die  Theorie  über  die  Parallelen  imd  die  Beziehungen  zwischen  der  pro- 
jectiven  und  der  metrischen  Geometrie  zu  entwickeln.  Klein  geht  in  seiner 
ersten  Abhandlung  von  der  Darstellung  der  Punkte  der  Graden  mittelst  zweier 
homogener  numerischer  Grössen  und  von  den  Grundeigenschaften  des  Abstandes 
und  der  Beobachtung  aus,  dass  das  Gleiten  in  einer  Graden  und  die  Kotation  eines 
Büschels  einer  linearen  Transformation  gleichkommen,  welche  die  Form  in  sich 
selbst  ändert.  Er  bestimmt  den  Ausdruck  für  den  Abstand  zweier  Pimkte  als 
Logarithmus  des  Doppelverhältnisses  der  beiden  Punkte  zu  denen  des  Abso- 
luten, mit  einer  Constanten  multiplicirt,  welche  bei  Cayley  „  }/ —  1  ist.*) 

Analog  verfährt  er  in  der  Ebene,  indem  er  den  absoluten  Kegelschnitt 
Cayley's  in  Betracht  zieht.  Von  hier  an  tritt  Klein  mit  neuen  und  wichtigen 
Ideen  auf  und  bestimmt  jene  ebenen  Transformationen,  welche  den  Bewe- 
gungen der  Ebene  entsprechen  und  gerade  diejenigen  sind,  welche  den  ab- 
soluten Kegelschnitt  in  sich  selbst  verwandeln  und  eine  Gruppe  in  dem  Sinn 
bilden,  dass  man  bei  Anwendung  von  zwei  Transformationen  nach  einander 
stets  eine  Transformation  derselben  Gruppe  erhält.  Diese  Transformationen 
sind  zweierlei  Art,  diejenigen  der  ersten  Art  bilden  eine  stetige  Gruppe,  die- 

1)  Siehe  Einl.  §  111  und  Theil  I,  §  5  und  die  Note  über  die  Bewegimg. 

2)  Andre  Arbeiten  Cayhi/s,  welche  mit  den  obigen  in  enger  Beziehung  stehen,  sind: 
The  abstract  Geometry  (Phil.  Trans,  of  theRoy.  Society  of  London,  1870)  und  ein  Aufsatz  über 
die  nicht- Eu€li<r sehe  Geometrie  (Matth.  Ann.  Bd.  V.  1871),  in  welchem  er  von  dem  Ausdruck 
für  den  Abstand  und  Winkel,  den  Klein  in  der  hyperbolischen  Geometrie  gegeben,  aus- 
gehend die  Formeln  der  Trigonometrie  ableitet  und  dabei  der  grösseren  Einfachheit  wegen 
voraussetzt,  das  Absolute  sei  ein  Kreis. 

3)  Math.  Annalen,  Bd.  IV  u.  V. 

4)  Der  Ausdruck  für  den  Abstand  zweier  Punkte  als  Logarithmus  des  anharmonischen 
Verhältnisses  zweier  Punkte  und  der  beiden  unendlich  fernen  Punkte  der  Graden  in  der 
von  Klein  gegebenen  Form  wurde  auch  von  Flie  8.  Marie  gefunden  (fitudes  analytiques 
sur  la  theorie  des  paralleles.  1871.  S.  28  u.  48).  Diese  Form  ist  jedoch  bei  Flie  S.  Marie 
nur  zufällig,  während  sie  bei  Klein  der  von  jedem  im  Voraus  festgesetzten  Massbegriff  un- 
abhängige Grundbegriff  ist. 
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jenigen  der  zweiten  nicht;  dann  zeigt  er^  dass  bei  diesen  Transformationen  die 
Massverhältnisse  sich  nicht  ändern. 

Die  Geometrie  Lobatscfiewsky's  oder  Bientantis  mid  Eudid's  entspricht  den 
Fällen,  in  welchen  das  Absolute  reell,  imaginär  oder  in  der  Graden  auf  einen 
einzigen  Punkt  reducirt  ist.  Dies  ist  der  Grund,  wesshalb  sie  Klein  hyper- 
bolische,  elliptische  (einfach  und  doppelt  elliptische)  und  paraboliscJie  Geometrie 
nennt.  Klein  hat  zuerst  den  Unterschied  dieser  beiden  Formen  der  Rienumn'- 
sehen  Geometrie  hervorgehoben.*) 

Die"  parabolische  Geometrie  wird  von  Klein  als  Grenzfall  der  hyperboli- 
schen betrachtet.  Es  reicht  in  diesem  Fall  nicht  hin,  die  Bewegungen  als 
solche  Transformationen,  oder  besser  eine  Classe  derselben,  zu  definiren,  welche 
den  absoluten  Kegelschnitt  unverändert  lassen;  denn  ein  Punktepaar  (imd  ein 
solches  ist  das  Absolute  in  der  parabolischen  Geometrie)  transformirt  sich  in 
sich  selbst  mittelst  eines  viermal  imendlich  grossen  Systems  von  Transforma- 
tionen, während  die  den  Bewegimgen  entsprechenden  Transformationen  in  einer 
dreimal  unendlich  grossen  Anzahl  vorhanden  sind.  Man  braucht  zu  diesem 
Zweck  nur  festzusetzen,  dass  der  Kreis  eine  geschlossene  Linie  ist. 

Eine  andre  sehr  wichtige  Idee  Kleines ,  welche  sich  aus  den  Entwick- 
lungen Caylet/s  ergibt,  ist  diejenige  der  Unabhängigkeit  der  projectiveu  Geo- 
metrie von  dem  Axiom  über  die  Parallelen.  Klein  macht  auch  darauf  auf- 
merksam, dass  die  projective  Geometrie  vor  der  Bestimmung  des  Masses  sich 
entwickeln  lässt  oder  mit  andern  Worten,  dass  das  anharmonische  Verhältniss 
diesen  Begriff  nicht  enthält.  Er  widmet  diesem  Gegenstand  in  seiner  ersten 
Schrift  nur  wenige  und  eher  dunkle  Worte,  was  ihm  gewiss  nicht  zum  Lob 
gereicht,  da  dieser  Punkt  das  Fundament  seiner  Untersuchungen  ist  und  daher 
vor  allen  Dingen  hätte  klar  gestellt  werden  müssen.  Das  Bedürfiiiss  grösserer 
Klarheit  hat  Klein  selbst  gefühlt,  denn  in  seiner  zweiten  Abhandlung  konmit 
er  ausführlicher  darauf  zurück. 

Er  setzt  als  gegeben  ein  gegen  das  Unendlichgrosse  begrenztes  Gebiet  in 
dem  gewöhnlichen  Raum  mit  folgenden  Eigenschaften  voraus: 

1)  Durch  drei  beliebige  Punkte  des  gegebenen  Raums  geht  eine  und  nur 
eine  Fläche  des  Systems. 

2)  Die  Durchschnittscurve,  welche  zwei  Flächen  des  Systems  gemein  sein 
kann,  gehört  allen  Flächen  an,  welche  zwei  Punkte  der  Curve  enthalten. 

Im  Grund  nimmt  er  hier  an,  dass  jedes  Paar  Punkte  eine  Grade  bestimme 
und  dass  jede  Grade,   welche  zwei  Punkte  mit  der  Ebene  gemein  hat,  ganz  in 

1)  Man  kann  wirklich  niclit  behaupten,  «laus  die  doppelte  Form  dieser  Geometrie 
Riemann  entgangen  sei,  weil  er  die  Form  der  Kugel  als  Beispiel  gibt.  Dagegen  hat  sie 
Beltrami  üliersehen.  Eigentlich  konnte  sio  vor  den  Untersuchungen  Klein'B  unbeachtet 
bleiben,  insofern  es  sich  nicht  um  ein  Türundmcrkmal  handelt,  welches  die  beiden  Formen 
unterscheidet,  während  man  sie  andrerseits  leicht  auseinander  ableiten  kann.  —  Siehe  Theil  I, 
Seite  281.  Auch  nach  dem  Erscheinen  der  Abhandlungen  JÜciti's  entging  die  erste  Form 
z.  B.  de  Tilhj,  Frischauf  und  Poincare.  Mit  dieser  Frage  haben  sich  auch  Newcomh:  Ele- 
mentary  theorems  relating  to  the  Geometry  of  a  space  of  three  dimensions  and  of  uniform 
positive  curvature  in  the  fourth  dimension.  Journal  von  Crelle.  Bd  83.  1877  und  Küling 
a.  a.  0.  beschäftigt. 


Historisch-kritische  ÜnteAsuchungen  über  die  Principien  der  Geometrie.  653 

ihr  liege.  Man  muss  beachten,  dass  der  Autor  hier  einen  besonderen  geo- 
metrischen Zweck  im  Auge  hat,  dass  nämlich  für  ein  solches  Flächen-  und 
Curvensystem  die  projective  Geometrie  in  demselben  Sinn  wie  bei  dem  System 
von  Graden  imd  Ebenen  eines  begrenzten  Raums  von  drei  Dimensionen  gilt 
oder  auch  dass  sich  ein  Zusammenhang  der  Art  aufstellen  lässt,  dass  den 
Punkten  des  gegebenen  Raums  solche  Zahlen  entsprechen,  dass  die  Flächen 
des  Systems  durch  lineare  Gleichungen  dargestellt  werden. 

Wie  man  sieht,  ist  dieses  wichtige  Resultat  gerade  die  Hypothese,  von 
welcher  Cayley  ausgeht. 

Man  beachte,  dass  die  beiden  obigen  Principien  auch  in  unserm  allgemeinen 
Raum  bezüglich  der  Graden  und  Ebenen  gelten  und  dass  mit  ihrer  Hülfe  sich 
beweisen  lässt,  dass,  wenn  drei  Punkte  ABC  gegeben  sind,  der  vierte  harmo^ 
nische  Punkt  1)  bestimmt  und  nur  einmal  vorhanden  ist.  Dagegen  lässt  sich  das 
obige  analytische  Resultat  nicht  ableiten  ohne  den  Raum  von  drei  Dimensionen 
vorauszusetzen.  Diese  Eigenschaft  ist  daher  stillschweigend  in  den  genannten 
Principien  enthalten.*) 

Um  die  projective  Geometrie  nach  den  Ideen  Staudfs,  aufeubauen,  führt 
Klein  das  Axiom  der  Stetigkeit  ein  und  da  die  Projection  zeigt,  dass  es  eine 
constante  Beziehung  zwischen  vier  Elementen  gibt,  so  lässt  sich,  wie  er  sagt, 
diese  Beziehung  als  eine  reelle  Zahl  betrachten.  Man  bezeichne  drei  Elemente 
Ay  B,  C  als  Grundelemente  imd  vertheile  an  die  übrigen  Elemente  D  nach 
einem  willkürlichen  Gesetz  die  reellen  Zahlen  zwischen  —  oo  und  -|"  ^^  5  ^s 
entspricht  dann  jeder  Gruppe  ABCD  eine  Zahl.  Von  den  anharmonischen 
Verhältnissen  geht  man  darauf  zu  den  homogenen  Coordinaten  über,  welche 
nichts  Anderes  als  die  bezüglichen  Werthe  der  anharmonischen  Verhältnisse 
sind.  Fiedler  hat  zuerst  diese  Coordinaten  behandelt  und  nachgewiesen,  dass 
die  Grade  und  die  Ebene  bezüglich  in  der  Ebene  und  dem  gewöhnlichen  Raum 
durch  eine  Gleichung  ersten  Grades  dargestellt  werden.*) 

Die  Art,  auf  welche  Klein  den  Grimdbegriff  in  seiner  ersten  Abhandlung 
erklärte,  hat  bei  Cayley^)  und  Sir  R.  Ball^)  Zweifel  erregt,  so  dass  Klein  in 
einer  neueren  Schrift  auf  diesen  Gegenstand  zurückkommt^),  dabei  aber  einen 
Weg  ähnlich  wie  De  Paolis^)  einschlägt,  über  welchen  sich  ausführliche  Ent- 
wicklungen in  den  Vorlesungen  von  Clehsch-Lindemann  finden. 

1)  Lindemann  (a.  a.  0.)  gibt  diese  Principien  unabhängig  von  der  Begrenzung  des 
Raums ;  er  gibt  sie  aber  für  den  Raum  Von  drei  Dimcmsionen,  ohne  ihn  in  den  Principien 
selbst  zu  definiren.  Man  kann  dem  abhelfen,  wenn  man  als  drittes  Princip  hinzulegt: 
Haben  zwei  Ebenen  einen  Punkt  gemein,  so  haben  sie  wenigstens  noch  einen  andern  Punkt 
geraein. 

2)  Die  darstellende  Geometrie.  Leipzig.  1871.  Fiedler  selbst  spricht,  ehe  er  sich  mit 
den  projectiven  Coordinaten  zu  beschäftigen  anfängt,  die  Ansicht  aus,  die  Elementargeometrie 
könne  als  ein  specieller  Fall  der  projectiven  Geometrie  betnicht^t  werden,  wenn  man  die 
Massbegriife  und  die  Involutionstheorie  einführt. 

3)  Collected  Paper  Notes  and  References. 

4)  On  the  theory  of  Content.     Irish  Ac.  of  Dublin.    1889. 

ö)  Zur  nicht-i^^Mc/iVi'schen  Geometrie.     Math.  Ann.  Bd.  XXXVU.    1891. 

6)  Sui  fondameuti  della  geom.  i>roiettiva.  Atti  della  R.  Acc.  dei  Lincei.  1880— 1881. 
Ausser  dieser  Abhandlung  haben  die  Bemerkungen  Klein^a  über  die  Construction  der  Pro- 
jectionsformen  die  Veranlassung  zu  Aufsätzen  von  Zeiithen  und  lAiroih  (Math.  Ann.  Bd.  VII), 
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Klein  zeigt  auch  in  seiner  ersten  Abhandlung,  wie  man  von  den  Begriffen 
Cayleifs  zu  denen  Riemann's  und  Beltrami's  übergeht  mid  beschäftigt  sich  in 
der  zweiten  auch  mit  den  Zahlenmannigfaltigkeiten  von  mehreren  Dimensionen.') 

In  der  letzteren  behandelt  er  das  interessante  Problem  die  verschiedenen 
Euclid'schen  und  nicht -jiB?(cZiVf sehen  Formen  von  zwei  und  drei  Dimensionen, 
besonders  die  Euclidschen  von  zwei  Dimensionen  zu  bestimmen. 

Zu  der  Richtung,  welche  Cayley,  Battaglini  und  Klein  einschlugen,  ist  auch 
die  schon  erwähnte  Abhandlung  von  Sir  ü.  Ball  zu  rechnen,  wenn  er  auch  von 
etwas  verschiedenen  Principien  ausgeht. 

Er  nennt  „ Content '*,  was  nach  Grassmann  ein  „System  dritter  Stufe ^'  ist. 
Die  einzelnen  Grössen  des  „Content"  nennt  er  Gegenstände,  Setzt  man  voraus, 
fl,,  a^j  Oj,  a^  seien  imabhängige  Gegenstände,  so  wird  jeder  andre  Gegenstand 
des  „Content**  durch  das  Symbol 

ausgedrückt,  worin  x^^  x^y  x^^  x^  beliebige  Zahlengrössen  sind.  Die  Ausdrücke 
von  der  Form 

stellen  bezüglich  ein  „rang&^  und  ein  „extenif^  vor.  Er  stellt  fiinf  Axiome  über 
die  Function  auf,  welche  er  „intervene'*  zwischen  zwei  Gegenständen  nenfit  und 
welche  dem  Abstand  zweier  Punkte  des  gewöhnlichen  Raums  entspricht;  ferner 
fünf  andre  analoge  Axiome  über  die  „departure"  zwischen  zwei  ^^ranges^',  welche 
dem  Winkel  zweier  Graden  entspricht,  und  fügt  dann  ein  elftes  Axiom  hinzu, 
welches  festsetzt,  dass,  wenn  zwei  „ranges*'  eine  „departure"  Null  haben,  ihr 
gemeinschaftlicher  Gegenstand  im  ünendlichgrossen  liegt  und  umgekehrt. 

Er  bringt  dann  den  „Content**  in  eindeutigen  Zusammenhang  mit  dem  ge- 
wöhnlichen Raum,  in  welchem  er  den  Punkt  betrachtet,  welcher  ohne  Weiteres 
durch  vier  homogene  Grössen  x^^  x^^  x^,  x^  bestimmt  wird.  Mit  Hülfe  der 
obigen  Axiome  findet  er  einen  Ausdruck  für  den  Abstand  und  den  Winkel  nach 
dem  Begriff  Klein' s,^)  In  dieser  Abhandlung,  wie  in  andern,  welche  von  den 
Anschauimgen  Cayley's  ausgehen  imd  sich  auf  die  analytische  Darstellung  stützen, 
scheint  uns  nicht  gut  nachgewiesen  zu  sein,  dass  z.  B.  der  Ort  der  unendlich 
fernen  Punkte  der  Ebene  nur  desshalb,  weil  es  in  jeder  Graden  zwei  imendlich 
ferne  Punkte  gibt,  grade  ein  Kegelschnitt  sein  soll  oder  wenigstens  als  solcher 
betrachtet  werden  könne.  ^) 


Thomae  (Geom.  d.  Lage),  Darboux  (Math.  Ann.  Bd.  XVE),  Schur  (Math,  Ann.  Bd.  XVII)  und 
Pasch  (a.  a.  0.)  gegeben. 

1)  Siehe  später. 

2)  Mit  dieser  Theorie  und  speciell  der  Theorie  der  Bewegung  in  dem  elliptischen 
Raum  beschäftigten  sich  andre  englische  Mathematiker,  so  derselbe  S.  R.  Ball  (Proc.  of  the 
Roy.  Irish  Ac.  1885—1886),  Clifford  a.  a.  0.,  Buchheim,  London  M.  S.  Proc.  XV,  1883  u. 
XVI,  1884. 

3)  Wir  haben  gesehen,  dass  der  Ort  der  unendlich  fernen  Punkte  der  Ebene  in  dem 
Euclid'Bchen  System  als  eine  Grade  bezüglich  der  jKMcZMfschen  Einheit  betrachtet  werden 
kann,  und  haben  mittelst  Hyp.  VII  (Theil  I,  §§  49  u.  68)  angenommen,  dass  er  dies  wirklich 
in  absolutem  Sinn  sei.  Damit  hat  sich  auch  Pasch  (Neuere  Geometrie,  Leipzig.  1882)  be- 
schäftigt. 
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Die  Resultate,  zu  denen  Cayley  und  Klein,  besonders  der  letztere,  kommen, 
haben  Pasch  dazu  gedient,  die  projective  Geometrie  unabhängig  von  dem  Axiom 
über  die  Parallelen   auf  rein  geometrische  und  elementare  Art  zu  behandeln.^) 

Was  die  Methode 'von  Pasch  vor  Allem  auszeichnet,  ist,  dass  er  in  der 
Geometrie  nicht  eine  abstracte  Wissenschaft  sieht,  deren  Formen  Typen  sind, 
denen  sich  die  reellen  Gegenstände  ausser  uns  aimähem,  sondern  dass  für  ihn 
diese  Formen  die  Gegenstände  selbst  sind.  Ein  Punkt  ist  daher  für  ilm  ein 
kleiner  Körper,  welcher  sich  innerhalb  der  Grenzen  der  directen  Beobachtung 
nicht  weiter  in  Theile  zerlegen  lässt^),  und  analog  die  Linie  und  die  Fläche. 
Die  geometrischen  Axiome  müssen  nur  für  die  Gegenstände  selbst  des  begrenzten 
Gebiets  unsrer  Beobachtungen  gegeben  werden  und  kein  andres  Axiom,  keine 
andre  Hypothese  ist  für  die  Gegenstände  ausserhalb  dieses  Gebiets  nöthig;  diese 
Gegenstände  werden  vielmehr  mit  Benennungen  mittelst  gewisser  geometrischer 
Dinge  eingeführt,  die  mit  den  einzigen  als. wirklich  existirend  vorausgesetzten 
Dingen  constryiirt  werden.  Desshalb  theilt  der  Verfasser  die  geometrischen 
Dinge  grundsätzlich  in  zwei  Gebiete:  die  eigentlichen  und  die  uneigenÜicheii. 
Das  Gebiet  der  eigentlichen  Dinge  ist  aber  nicht  nur  nach  dem  unbegrenzt 
Grossen  hin  begrenzt,  wie  Klein  in  den  oben  angegebenen  Sätzen  annimmt, 
sondern  auch  nach  dem  unbegrenzt  Seinen  hin.  Pasch  wollte  also  die  Ergeb- 
nisse des  reinen  Empirismus  auf  die  geometrischen  Formen  anwenden,  hat  dabei 
jedoch  nicht  bewiesen,  dass  die  von  Eudid  und  den  andern  Gelehrten  der  Geo- 
metrie befolgte  Methode  immöglich  sei.^) 

Wir  können  dieser  Methode  nicht  nur  aus  den  in  der  Vorrede  und  der 
Einleitung  entwickelten  Gründen*)  sondern  auch  desshalb  nicht  zustimmen,  weil 
der  Verfasser  bei  dem  besten  Willen  die  mathematische  Strenge  in  den  Be- 
weisen unabhängig  von  der  Beobachtung  zu  bewahren  (a.  a.  0.  S.  43)  doch  in 
jedes  Axiom  und  jeden  Beweis  die  Unsicherheit  und  Ungenauigkeit  dieser  Be- 
obachtung hineinbringt,  so  dass  man  sich  von  Anfang  an  an  bei  vielen  Sätzen 
über  das  Gebiet  ihrer  Gültigkeit  im  Ungewissen  befindet  und  sie  für  die  un- 
eigentlichen Dinge  von  Neuem  beweisen  muss.  Dies  macht  die  Methode  natürlich 
verwickelt.^)  Die  Körperchen  (Punkte)  kann  man  auf  verschiedene  Art  z.  B. 
als  gemeinsame  Theile  zweier  cylindrischer  oder  parallelopipedischer  äusserst 
dünner  Stäbe  erhalten;  man  weiss  aber  wirklich  nicht,  wie  es  möglich  ist,  die 
Punkte  für  identisch  zu  halten,  während  sie  es  doch  in  Wirklichkeit  nicht  sind. 
Nach  dem,  was  PascJi  über  die  Congruenz  sagt,  sind  zwei  Punkte  identisch, 
weil  man  sie  so  aufeinander  legen  kaijn,  dass  der  eine  den  andern  berührt; 
zwei  Körper  können  sich  aber  sehr  wohl  berühren  und  brauchen  desshalb  nicht 

1)  A.  a.  0. 

2)  Auch  wir  haben  nicht  nöthig  in  unsem  Axiomen  wie  Euclid  zu  sagen,  der  Punkt 
habe  keine  Theile;  dagegen  haben  wir  in  der  Einleitung  (Abschn.  1,  Kap.  IV)  davon  Ge- 
brauch gemacht,  um  die  Hypothesen  über  das  Stetige  zu  erklären. 

3)  Siehe  Du  Bois  Reymond,  Allg.  Th.  u.  s.  w. 

4)  Einl.  Abschn.  I,  Kap.  IV. 

ö)  Die  Analogie  zwischen  den  Classen  der  Punkte  und  Zahlen,  auf  welche  Pasch 
(a.  a.  0.  S.  40)  zurückkommt 2  liegt  etwas  fem,  weil  jede  Zahlenclasse  lo^scH  gut  definirt 
ist,  während  dies  Ton  den  eigentlichen  Punkten  nicht  gilt  wenigstens  bei  Fcisch  nicht. 
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gleich  zu  sein,  auch  wenn  sie  noch  so  klein  sind.  An  einer  andern  Stelle  sagt 
er^  die  projective  Geometrie  könne  ohne  die  Congruenz  nicht  auskommen,  wenn 
sie  nicht  das  Axiom  der  Stetigkeit  der  Punktreihen  voraussetze^);  dieses  Axiom 
sei  aber  bei  der  Methode  des  reinen  Empirismus  nicht  sSulässig.  Um  aber  fest- 
zusetzen, wann  zwei  Figuren  congruent  sind,  kommt  Fasch  auf  die  Bewegung 
ohne  Deformation  zurück  d.  h.  stillschweigend  in  abstractem  Sinn  auf  die  Exi- 
stenz stetiger  Systeme  unyera.nderlicher  Figuren.  Der  Verfasser  hätte  also  zeigen 
müssen,  wie  man  ohne  das  in  der  Idee  der  Bewegung  rerborgene  Merkmal  der 
Stetigkeit  in  abstractem  Sinn  die  Congruenz  definiren  kann.  Er  behauptet  in 
der  That  mit  Recht,  dass  der  Beweis  an  sich  von  der  Anschauimg  der  Figur 
oder  besser,  wie  er  meint,  Ton  der  blos  wahrnehmbaren  Darstellimg  der  Figur 
unabhängig  sein  muss  (a.  a.  0.  S.  17  u.  99).  Damit  sich  dies  aber  vollständig 
erreichen  lasse,  müssen,  wie  wir  in  der  Vorrede  verfochten  haben,  auch  die 
Axiome,  von  der  Anschauung  abstrahirt,  uns  abstracte  wohl  definirte  Eigen- 
schaften geben.  Dies  ist  aber  mit  den  congruenten  Figuren  nicht,  der  Fall,  wenn 
man  sie  congruent  nennt,  falls  man  die  eine  auf  die  andre  bringen  kann,  dabei 
aber  nicht  abstract  angibt,  was  dieses  Verbringen  bedeutet.^} 

1)  Projective  Geometrie  und  analytische  Darstellung.    Math.  Ann.  Bd.  XXX,  S.  129. 

2)  Professor  Klein  gibt  in  seiner  zuletzt  erwähnten  Abhandlung  einige  Urtheile  über 
die  geometrischen  Axiome  ab,  die  wir  uns  mit  aller  Achtung  vor  seiner  Autorität  auch  in 
diesen  Dingen  zu  erörtern  erlauben. 

Er  ist  mit  den  Anschauungen  von  Pasch,  was  den  geometrischen  Beweis  betrifft,  nicht 
einverstanden,  während  wir  meinen  diese  Anschauungen  müssten  viebnehr  auch  auf  die 
Axiome  ausgedehnt  werden;  dabei  stützen  wir  uns  aber  immer  auf  das  constructive  Ver- 
fahren der  räumlichen  Anschauung,  was  derjenige  gewiss  nicht  thut,  der  früher  oder  später 
das  analytische  Formelwesen  in  mehr  oder  weniger  anschaulicher  Weise  benutzt. 

Klein  sagt,  um  seine  abweichende  Ansicht  zu  motiviren,  man  berufe  sich  zu  diesem 
Zweck  auf  das  Verfahren  der  analytischen  rein  reclmerischen  Geometrie,  welche  von  den 
Figuren  abstrahirt,  die  er  aber  nicht  für  eine  eigentlich  sogenannte  Geometrie  halten  kann. 
Dies  ist  aber  grade  der  Grund,  wesshalb  die  Ausdehnungslehre  Grassmann'a  oder  die  Theorie 
der  abstracten  Mannigfaltigkeiten  von  mehreren  Dimensionen  eine  eigentlich  sogenannte 
Geometrie  nicht  ist. 

„Eine  geometrische  Betrachtung  rein  logisch  zu  führen",  fährt  er  fort,  „ohne  mir  die 
Figur,  auf  welche  dieselbe  Bezug  nimmt,  fortgesetzt  vor  Augen  zu  halten,  ist  jedenfalls 
mir  unmöglich."  Und  später:  „Eine  geometrische  Betrachtung  aber  denke  ich  mir  so,  dass 
wir  die  Figur,  um  welche  es  sich  handelt,  als  solche  unablässig  vor  Augen  behalten  und 
uns  dann  in  jedem  Augenblicke,  in  welchem  es  sich  um  schaxfe  Beweisführung  handelt, 
auf  die  Axiome  beziehen." 

Im  Grunde  sind  wir  mit  dieser  Methode  vollständig  einverstanden;  Klein  erklärt  aber 
nicht,  wie  man  sich  die  Figur  bei  den  Rechnungen,  die  auch  er  anstellt,  „unablässig  vor 
Augen"  halten  kann.  Auch  wo  er  die  gewöhnliche  Ausdrucksweise  ohne  Symbole  gebraucht, 
ist  seine  wahre  Methode  im  Allgemeinen  analytisch.  Dagegen  nähert  sich  Klein  in  seinen 
Schriften  viel  mehr  der  Anschauungsmethode  wie  amlre  Mathematiker,  z.  B.  Cayley,  welche 
die  Geometrie  auf  analytische  Art  behandeln,  und  weiss  häufigen  Gebrauch  von  geometri- 
schen Betrachtungen  auch  bei  analytischen  Untersuchungen  zu  machen. 

Wenn  wir  ihn  richtig  verstehen,  so  können  wir  uns  auch  nicht  mit  demjenigen  ein- 
verstanden erklären,  was  er  über  die  geometrische  Betrachtung  sagt;  denn  für  uns  muss 
der  Beweis,  speciell  der  Grundsätze,  stets  streng  sein;  ist  er  es  nicht,  so  ist  er  mehr  oder 
weniger  mangelhaft. 

Bezüglich  der  Ansicht  Kleines  ^  das  Irrationale  müsse  arithmetisch  begründet  werden, 
können  wir  nur  auf  unsre  Einleitung  verweisen  oder  unt^r  andrer  Form  auf  unsre  erwähnte 
Note  über  das  gradlinige  Continuum. 

Dagegen  stimmen  wir  vollständig  mit  Klein  überein,  wenn  er  sagt,  die  Axiome  seien  die 
Forderung,  vermöge  deren  wir  in  die  ungenaue  Anschauung  genaue  Aussagen  hineinlegen. 
Wir  drücken  uns  aber  tinders  aus  und  sagen,  die  Axiome  seien  das  Resultat  der  Anschauung 
und  der  Abstraction  zusammen,  durch  dies(»  beiden  würden  die  geometrischen  Gegenstände 
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Es  scheint  uns  auch^  als  ob  er  den  Principien  des  reinen  Empirismus  niclit 
immer  treu  bliebe.  Denn  er  sagt,  zwei  Figuren  seien  congruent,  wenn  sie  sich 
so  aufeinander  legen  lassen,  dass  ihre  Pimkte  „aneinanderstossen".  Er  setzt 
mithin  die  Durchdringbarkeit  der  Körper  voraus;  dies  ist  aber  sicherlich  keine 
rein  empirische  Hypothese,  da  die  Figuren  die  Körper  selbst  und  keine  nur  in 
der  Vorstellimg  vorhandenen  Wesen  sind.  Es  scheint  ims  femer,  als  ob  nicht 
immer,  wie  auf  Seite  115  — 120,  hinreichende  Klarheit  herrsche  in  der  Weise, 
dass  kein  Zweifel  bleibt,  dass  die  Axiome  ü,  IV  imd  VIII  über  das  Gebiet 
unsrer  Beobachtimgen  hinausführen.  Eine  solche  Klarheit  würde  den  Unter- 
schied zwischen  eigentlichen  und  mieigentlichen  Punkten  des  endlichen  Gebiets 
nicht  nöthig  machen  und  man  würde  das  Princip  entbehren  kömien,  dass  die 
Axiome  nur  für  die  wahrnehmbaren  Gegenstände  aufgestellt  werden  soUenJ) 

Pasch  gibt  zweiundzwanzig  Axiome  für  die  projective  Geometrie  des  ge- 
wöhnlichen Raums,  nämlich  acht  für  die  Grade,  wobei  er  von  dem  gradlinigen 
Segment  ausgeht,  vier  für  die  Ebene  imd  zehn  über  die  congruenten  Figuren, 
welche  sämmtlich  der  Etidid' sehen  und  den  nicht -^M<?ZiVf sehen  Hypothesen  ge- 
mein sind. 

Er  erklärt,  er  beschäftige  sich  nicht  damit  darzulegen,  welche  von  diesen 
Hypothesen  der  Wirklichkeit  entspreche,  er  befasst  sich  auch  nicht  mit  der 
metrischen  Geometrie;  so  fehlt  in  seinem  Buch  ein  wesentlicher  Theil  der  Gnmd- 
züge  der  Geometrie. 

Er  führt  den  Begriff  des  mathematischen  Punktes  ein,  imter  welchem  er 
eiu  System  von  vier  reellen  Zahlen  versteht,  die  nicht  gleichzeitig  NuU  werden 
(Seite  191)  und  man  hätte  denken  sollen,  er  würde  die  empirische  Methode 
benutzt  haben,  um  zu  dieser  Definition  zu  kommen.  Dagegen  kommt  er  wieder 
auf  den  empirischen  Begriff  des  Punktes  zurück,  indem  er  feststellt,  dass  die 
Uebertragung  der  Figur  in  Zahlen  und  die  Rückkehr  zu   derselben   von  den 

gebildet,  die  wir  gewöhnlich  nicht  abstraete  sondern  Anschauungsgegenstände  nennen,  um 
der  Anschauung  den  Vorrang  zu  geben. 

1)  Der  Zusatz  zu  Axiom  II  über  die  Congruenz  lautet:  Wenn  ein  Segment  (AB)  ge- 
geben ist,  dessen  Punkte  Ä  und  B  eiKcntliche  sind,  so  gibt  es  in  jeder  der  Verlängerungen 
von  {AB)  z.  B.  von^  über  5  einen  andern  eigentlichen  Punkt  B'  derart,  dass  {AB)=.(BB'). 
Axiom  IV  besagt: 

„Wenn  6\  in  dem  Segment  AB  liegt  und  man  verlängert  ulC,  um  das  congruentc 
Segment  6\  C,  u.  s.  w.,  so  kommt  man  zu  einem  Segment  C^^C„  .  j,  welches  den  Punkt  B 
enthält."  , 

Dies  ist,  wie  man  sieht,  das  Axiom  des  Archimedes. 

Ax.  Vni  setzt  fest,  dass,  wenn  man  zu  einer  Figur  einen  eigentlichen  Punkt  hinzufügt, 
man  dasselbe  auch  bei  einer  ihr  congruenten  Figur  derart  thun  kann,  dass  die  sich  ergebenden 
Figuren  ebenfalls  congruent  sind. 

Es  seien  z.B.  zwei  congruente  Dreiecke  J.  7?  C,  A' B' C  gegeben,  deren  Eckpunkt  eigent- 
liche Punkte  jedoch  derart  sind,  dass  A' B' C  auf  der  Grenzfläche  des  Gebiets  unsrer  Be- 
obachtung liegen,  für  welches  allein  die  Axiome  gegeben  sein  müssen.  Man  habe  femer 
einen  eigentlichen  Punkt  7)  ausserhalb  der  Ebene  ABC;  es  kann  dann  sein,  dass  der  Punkt 
ix,  welcher  derart  ist,  dass  die  beiden  Tetraeder  ABCD^  A' B'C' D'  congruent  sind,  ein 
uneigentlicher  Punkt  ist  oder  nicht  in  dem  genannten  Gebiet  liegt.  Wenn  Pa^ch  glaubt, 
das  Axiom  gelte  nur,  wenn  7/  ein  eiffentlicher  Punkt  ist,  so  ist  nicht  einzusehen,  warum 
er  nach  der  Ausdehnung  des  Begriffs  der  Congruenz  auf  beliebige  Punkte  den  Satz  4  auf 
Seite  115  bringt,  nach  welchem  in  beliebigen  congnienten  Figuren  einem  eigentlichen  Punkt 
der  einen  ein  eigentlicher  Punkt  der  andern  entspricht. 

Veronote,  Geometrie.  42 
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numerischen  Resultaten  nicht  mit  derselben  Grenauigkeit  erfolgen  kann  (S.  200). 
Es  ist  dies  übrigens  bekannt  und  man  hat  soviele  Erörterungen  nicht  nothig, 
wenn  man  die  Figur  als  wahrnehmbaren  Gegenstand  betrachtet. 

Aber  auch  abgesehen  von  den  empirischen  Begriffen,  ist  der  nur  in  der 
Vorstellung  existirende  geometrische  Pimkt  durchaus  kein  2iahlens7stem  und 
dieser  Idee  wegen  sind  sicherlich  alle  jene  Betrachtungen,  die  Pasch  zuerst  an- 
gestellt hat,  nicht  nöthig.*)  Wenn  man  später  die  Analysis  bei  dem  Studium 
der  Geometrie  benutzt  und  die  sich  so  ergebende  Wissenschaft  analytische  Geo- 
metrie nennt,  welche  von  der  eigentlichen  Geometrie  wohl  zu  imterscheiden  ist, 
so  verlässt  man  damit  das  Gebiet  der  directen  Beobachtungen,  um  die  Geometrie 
zu  studiren  und  dies  thut  gerade  auch  die  ideelle  oder  abstracte  Geometrie. 

Es  ist  femer  zu  bemerken,  dass  Pasch,  da  er  in  der  Geometrie  Empirist 
ist,  es  auch  in  der  Analysis  sein  müsste.  Da  gesteht  er  aber  selbst^  die  Mathe- 
matik müsse,  wolle  sie  sich  nicht  auf  ein  sehr  kleines  Feld  beschranken,  die 
irrationale  Zahl  oder  das  Zahlencontinuum  acceptiren.  Das  Zahlencontinuum 
wird  aber  von  dem  Empiristen  nicht  anerkannt,  denn  bei  ihm  muss  sich  Alles 
auf  wahrnehmbare  Darstellungen  zurückführen  lassen.  Die  Irrationalzahl  ver- 
langt gerade  einen  unendlich  grossen  Process,  den  der  Empirist  nicht  gelten 
lässt.^)  Man  wird  sagen,  die  Analysis  lasse  sich  auf  rein  rechnerischem  Weg 
entwickeln,  man  müsste  aber  doch  erst  sehen,  dass  sich  dies  wirklich  von  empiri- 
schem Standpunkt  aus  durchführen  lässt.  Aber  auch  zugegeben,  es  sei  diese 
Entwicklung  möglich,  wenn  man  die  Irrationalzahl  acceptirt,  so  bestätigt  doch 
der  Schluss,  zu  welchem  er  gelangt,  die  Existenzberechtigung  der  ideellen 
Geometrie,  welche  sich  eben  abstract  mit  der  Geometrie  deckt,  die  man  durch 
Anwendung  der  Analysis  ohne  Einschränkxmg  erhält. 

Pasch  schliesst  durch  seine  Methode  a  priori  (aber  nicht  a  posteriori)  die 
Geometrie  von  mehr  tds  drei  Dimensionen  aus  und  gründet  die  geometrische 
Möglichkeit  auf  die  directe  ungesichtete  Beobachtung  allein,  während  wir  diese 
Möglichkeit  ebensowohl  auf  geistige  Thatsachen  basiren.^) 

Obgleich  man  sich  mit  der  empirischen  Methode  vpn  Pasch  nicht  einver- 
standen   erklären  kann,    so  muss    man    doch    die  Absicht,   die   Geometrie    auf 


1)  Siehe  Einl.  Abachn.  1,  Kap.  V  und  Theil  I,  Emp.  Bern.  I. 

2)  In  dem  Buch:  Einleitung  in  tlie  Differenzial-  u.  Integral-Rechnung.  1882.  S.  13  sagt 
Pasch:  „Während  die  empirische  Messung  eine  mit  der  Genauigkeitsgrenze  sich  ändernde 
Zahl  ergibt,  sucht  die  Mathematik  allgemein  giltige,  von  besonderen  Beobachtungsverhält- 
nissen unabhängige,  Kegeln  auf,  dabei  kann  sie  aber  der  irrationalen  Zahlen  nicht  entbehren, 
wenn  sie  sich  nicht  auf  ein  ganz  enges  Gebiet  beschränken  will.^^ 

Siehe  Du  Bois  lieymond:  Allg.  Theorie  u.  s.  w.  z.  B.  S.  178  u.  205— 20G. 

3)  Wir  haben  schon  gesagt,  dass  auch  Uelmholtz,  obgleich  er  mehr  als  Andre  die 
Richtung  der  Kantianer  und  den  empirischen  Ursprung  der  Geometrie  vertreten  hat,  sich 
die  geometrischen  Formen  nicht  wie  Pasch  vorstellt.  Wir  möchten  auch  CUfford  anführen, 
der  ebenfalls  auf  experimentellem  Weg  zu  dem  Begriff  des  Punktes,  wie  er  gewöhnlich 
aufgefasst  wird,  gelangt.  Die  Fläche,  sagt  er,  ist  nicht  eine  sehr  dünne  Schicht  des  Körpers, 
so  wie  die  Linie  nicht  ein  Theil  der  Fläche  und  der  Punkt  ein  Theil  der  Linie  ist  (The 
common  sense  of  the  exact  sciences).  Das  hinterlassene  Werk  des  englischen  Mathema- 
tikers macht  zwar  keinen  Anspruch  darauf,  die  Principien  der  Wissenschaft  in  logisch 
strenger  Weise  aufzustellen,  wir  glauben  aber  doch  dessen  Leetüre  den  Studirenden  em- 
pfehlen zu  können. 
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unbestreitbar  wahre  und  miteinander  vereinbare  Grundlagen  zu  stellen  und  seine 
Methode  loben,  die  den  Zweck  hat,  die  Axiome  in  einfache  Theile  zu  zerlegen, 
wenn  er  freilich  auch  die  Gründe  nicht  angibt,  wesshalb  er  sie  für  unabhängig 
voneinander  hält.  Femer  sind  in  seinem  Buch  besonders  die  Kapitel  über  den 
projectiven  Zusammenhang  imd  die  Darstellung  der  Punkte  der  Graden  und  der 
anharmonischen  Verhältnisse  durch  Zahlen  von  Wichtigkeit;  eine  Theorie,  mit 
welcher  sich  auch  De  Paolis  beschäftigt  hat.*)  Das  Buch  von  Pasch  ist  sowohl 
wegen  der  Strenge  seiner  Beweise  als  wegen  der  rein  elementaren  und  geo- 
metrischen Methode,  welche  er  anwendet,  als  ein  wesentlicher  Beitrag  zur  För- 
derung der  Frage  der  Principien  der  projectiven  Geometrie  zu  betrachten. 


Ein  neuer  Weg  wuWe  diesen  Untersuchungen  kurz  nach  Eiemann  von 
H.  V.  Helmlioltz,  einem  der  grössten  Denker  dieses  Jahrhunderts,  in  seiner 
Abhandlung  „Ueber  die  Thatsachen,  die  der  Geometrie  zu  Grunde  liegen",  ge- 
wiesen.*) Von  einem  anschaulicheren  Standpunkt  als  Riemann  ausgehend,  stellte 
er  vier  Axiome  auf,  welche  für  sämmtliche  drei  Systeme  der  Geometrie  mid  für 
die  Mannigfaltigkeiten  von  n  Dimensionen,  die  er  Bäume  nennt,  gelten.  Er  ent- 
wickelt dann  freilich  seine  Hypothesen  in  dem  Raum  von  drei  Dimensionen.  Die 
erste  Hypothese  lautet: 

„Der  Raum  von  n  Dimensionen  ist  eine  wfach  ausgedehnte  Mannigfaltig- 
keit, das  heisst,  das  bestimmte  Einzelne  in  ihm  der  Punkt,  ist  bestimmbar 
durch  Abmessung  irgend  welcher,  continuirlich  und  unabhängig  voneinander 
veränderlicher  Grössen  (Coordinaten),  deren  Anzahl  n  ist.  Jede  Bewegung  eines 
Punktes  ist  daher  begleitet  von  einer  continuirlichen  Aenderung  mindestens 
einer  der  Coordinaten.  Sollten  Ausnahmen  vorkommen,  wo  entweder  die  Aen- 
derung discontinuirlich  wird,  oder  trotz  der  Bewegung  gar  keine  Aenderung 
sämmtlicher  Coordinaten  stattfindet,  so  sind  diese  Ausnahmen  doch  beschränkt 
auf  gewisse  durch  eine  oder  mehrere  Gleichungen  begrenzte  Orte  (also  Punkte, 
Linien,  Flächen  u.  s.  w.),  die  zunächst  von  der  Untersuchung  ausgeschlossen 
sein  mögen. 

Zu  bemerken  ist,  dass  unter  Continuität  der  Aendenmg  bei  der  Bewegung 
nicht  nur  gemeint  ist,  dass  alle  zwischen  den  Endwerthen  der  sich  ändernden 
Grössen  liegenden  Zwischen werthe  durchlaufen  werden,  sondern  auch  dass  die 
Diflferenzialquotienten  existiren." 

Dies  ist  die  erste  Hypothese  von  HdmhoUz.  Der  Unterschied  ist  nur  der, 
dass  hier  die  Idee  der  Bewegmig  auftritt,  wie  man  gleich  besser  sehen  wird. 
HdmhoUz  gibt  nicht  die  Erzeugung  der  Mannigfaltigkeit,  sondern  lässt  sie  ohne 
Weiteres  von  dem  Zusammenhang  mit  dem  Zahlencontinuum  abhängen. 

Die  ziJoeite  Hypothese  setzt  die  Existenz  fester  ufid  beweglicher  Körper  voraus 
d.  h.  solcher  Körper,  welche  während  der  Bewegung  unverändert  bleiben,  wie 
es,  sagt  er,  nöthig  ist,  um  die  Raumgrösseu  mittelst  der  Congrueuz  vergleichen 
zu  können.     Er  gibt  die  folgende  Definition  eines  festen  Körpers: 

1)  Sui  fomlamenti  u.  8.  w.  .a.  a.  0. 

2)  Gott.  Nachr.  1868  oder  Wissensch.  Abh.  Bd.  II,  S.  618. 
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„Zwischen  den  2n  Coordinaten  eines  jeden  Punktpaares^  welches  einem  in 
sich  festen  Körper  angehört,  besteht  eine  von  der  Bewegung  des  letzteren  un- 
abhängige Gleichung,  welche  für  alle  congruente  Punktpaare  die  gleiche  ist. 

Congruent  sind  solche  Punktpaare,  welche  gleichzeitig  oder  nacheinander 
mit  demselben  Punktpaar  des  Baums  zusammenfallen  können." 

Lie  hat  diese  Hypothesen  für  den  Baum  von  drei  Dimensionen  präciser 
formulirt.     Die  erste  Hypothese  sagt  aus,  dass  Transformationen  von  der  Form 

(A)  y   ^(p{x,  y,  z,  a^,  Oj,  ...) 

z'  =^{x,  y,  z,  aj,  a^,  ...) 

möglich  sind,  worin  a^a^ , ,,  Parameter,  f,  (p  und  ^  analytische  Functionen  sind, 
deren  andre  Eigenschaften  durch  die  übrigen  Axiome  bestimmt  werden. 

Bezeichnet  man  mit  co  (x^,  y,,  z^,  x^,  y^,  z^)  eine  Invariante  des  Paares 
zweier  Punkte  (x^^  y^  z^),  (x2  y^  z^),  so  bedeutet  die  zweite  Hypothese,  dass 
man  für  eine  beliebige  der  Transformationen  (A),  welches  auch  das  Paar  ver- 
schiedener Punkte  sein  möge,  die  effective  Gleichung  erhält: 

(B)  G)  (x\,  y\,  z\,  x\,  y\,  z\)  =  o  (x,,  y,,  z^,  x^,  y^y  z^).  ^) 

Unabhängig  von  der  Idee  der  Bewegung  lässt  sich  die  zweite  Hypothese 
von  Helmlioltz  nach  unsern  Betrachtungen  über  die  stetigen  Systeme  unver- 
änderlicher Figuren  auf  die  folgende  reduciren:  Ist  ein  System  von  Elementen 
iß)  &<^S®^®^;  ^^^  dessen  Elementen  ein  jedes  einem  Liniencontinuum  angehört, 
dem  die  Eigenschaft  der  ersten  Hypothese  zukommt,  in  der  Art  jedoch,  dass 
zwischen  diesen  stetigen  Liniensystemen  ein  eindeutiger  Zusammenhang  der- 
selben Ordnung  (auch  bei  der  Annahme,  dass  eines  oder  mehrere  dieser  Con- 
tinua  sich  auf  ein  einziges  Element  reduciren  lässt)  besteht,  so  gibt  es  zwischen 
den  Paaren  sich  entsprechender  Punkte  dieselbe  Function  der  Coordinaten, 
welche  Abstcmd  der  Elemente  des  Paares  heisst.  In  einem  solchen  Fall  vrird 
(ß)  ein  starrer  Körper  und  werden  zwei  Lagen  von  (S)  congruent  genannt.*) 

Die  dritte  Hypothese  von  Helmholtz  setzt  die  volle  Freiheit  der  Bewegung 
der  starren  Körper  voraus,  die  darin  besteht,  dass  man  jeden  Punkt  an  die 
Stelle  eines  jeden  andern  bringen  kann  oder  ohne  die  Idee  der  Bewegung:  dass 
zwei  beliebige  gegebene  Punkte  einer  Linie  mit  den  oben  genannten  Eigen- 
schaften angehören,  wobei  man  jedoch  die  Abstände  berücksichtigt,  welche 
ihn  mit  den  übrigen  Punkten  des  Körpers,  dem  er  angehört,  verbinden. 

„Der  erste  Punkt  eines  in  sich  festen  Systems  ist  also  absolut  beweglich. 
Wenn  er  festgestellt  ist,  besteht  für  den  zweiteii  Punkt  eine  Gleichung  und 
eine  seiner  Coordinaten  wird  Fimction  der  n  —  1  übrigen.  Nachdem  auch  der 
zweite  festgestellt  ist,  bestehen  zwei  Gleichungen  für  den  dritten  u.  s.  w.     Im 

1)  Bemerkungen  zu  v.  Helmholtz  Arbeit  über  die  Thatsaehen  u.  s.  w.  Berichte  der 
Ges.  d.  Wissensch.  zu  Leipzig.  1886.  —  Ueber  die  Grundlagen  der  Geometrie  (ebenda 
Oct.  1890). 

2)  Siehe  die  Vorr.  und  die  Note  II  am  Schluss. 
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n  (n  A-  1) 
Granzen  sind  also         J^       Grössen    zur   Bestimmung   der   Lage   eines    in   sich 

festen  Systems  erforderlich/' 

Nach  Lie  (a.  a.  0.)  kommt  diese  Hypothese  der  folgenden  gleich.  Der 
Punkt  Xi,  f/,,  j8f,  kann  in  jeden  beliebigen  Punkt  des  Raums  gebracht  werden; 
ist  er  festgelegt,  so  kann  jeder  andre  Punkt  (^v&u  allgcf neiner  La(/e)  oo^  Lagen 
einnehmen,  welche  mittelst  der  durch  die  Gleichheit  der  Abstände  des  beweg- 
lichen Punktes  von  dem  festen  Punkt  gegebenen  Gleichung  bestimmt  werden. 
Sind  die  beiden  Punkte  x^y  y^,  2^]  X2,  y^,  0^  festgelegt,  so  nimmt  ein  dritter 
Punkt  Xr^y  y^,  z.^  von  allgemeiner  Lage  00^  Lagen  ein,  die  durch  zwei  analoge 
Gleichungen  bestimmt  sind.  Wenn  schliesslich  drei  Punkte  x^,  y,,  z^\  x.,,  y^,  z^] 
'^3>  J/a?  ^3  festgelegt  werden,  so  wird  (wenn  sie  nicht  eine  specielle  Lage  haben) 
den  drei  Gleichungen  von  der  Form 

O  (^/,  lln  «n  ^Ay  V A^  ^a)  =  ^  (^1;  Hh  ^n  ^\y  y\y  ^\)  (*  =  1,  2,  3)  (C) 

nur  durch  die  Coordinaten  x\  =  x^,  y\  =  y^,  z\  =  z^^  genügt. 

lAe  macht  hier  eine  wichtige  Bemerkung.  Helmholtz  hat  die  allgemeine 
Lage  der  beweglichen  Punkte  nicht  erwähnt  und  Lie  beweist,  dass,  wenn  man 
sie  nicht  berücksichtigt,  die  Bewegungen  des  ^wcZj'd'schen  Raums  durch  die 
drei  ersten  Axiome  allein  charakterisirt  sind. 

Die  vierte  Hypothese  lautet:  „Endlich  müssen  wir  dem  Raum  noch  eine 
Eigenschaft  beilegen,  die  der  Monodromie  der  Functionen  einer  complexen 
Ghrösse  analog  ist  und  die  sich  darin  ausspricht,  dass  zwei  congruente  Körper 
auch  noch  congruent  sind,  nachdem  der  eine  eine  Umdrehung  um  irgend  eine 
Rotationsaxe  erlitten  hat.  Drehung  ist  analytisch  dadurch  charakterisirt,  dass 
eine  gewisse  Anzahl  von  Punkten  des  bewegten  Körpers,  während  der  Bewe- 
gung unveränderte  Coordinaten  behalten,  Umkehr  der  Bewegung  dadurch  dass 
früher  durchlaufene  continuirlich  ineinander  übergehende  Werthcomplexe  der 
Coordinaten  rückwärts  durchlaufen  werden.  Wir  können  die  betreffende  That- 
sache  so  aussprechen:  Wenn  ein  fester  Körper  sieh  um  n  —  1  seitier  Putikte 
dreht,  und  diese  so  gewählt  sind,  dass  seine  Stellung  nur  noch  von  einer  unab- 
hängig Veränderliehen  abhängt,  so  führt  die  Drehung  ohie  Umkehr  schliesslich  in 
die  Anfangslage  zurück,  von  der  sie  ausgegangen  ist,'^ 

Es  könnte  nach  dem  ersten  Wortlaut  dieser  Hypothese  und  dem  Titel, 
welchen  ihr  der  Verfasser  in  einer  früheren  Schrift^)  gegeben  hat,  scheinen, 
als  ob  die  Bewegung  eines  starren  Körpers  z.  B.  um  zwei  feste  Punkte  in  dem 
gewöhnlichen  Raum  nicht  möglich  wäre,  während  dies  doch  schon  die  vorher- 
gehenden Hypothesen  voraussetzen;  denn  wenn  der  Körper  starr  ist,  so  bleibt 
er  nach  Hypothese  U  und  IH  bei  der  Bewegung  immer  sich  selbst  imd  einem 
beliebigen  andern  ihm  congruenten  Körper  congruent.  Aus  der  zweiten  Ab- 
fassimg   der   Hypothese,    die    oben    cursiv    gedruckt    ist,    ersieht    man,    dass 

1)  Diese  Schrift  ist  ein  Auszug  aus  der  erwähnten  Abhandlung,  welche  früher  in  den 
Verhandl.  des  naturw.  med.  Vereins  zu  Heidelberg,  1866  veröflFentlicht  wurde.  Helmlwltz 
nennt  diese  Hypothese:  Hypothese  über  die  Unabhängigkeit  der  Form  starrer  Körper  von 
der  BotiUion. 
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HelmJwUz  ihr  diesen  Sinn  nicht  hat  geben ,  sondern  die  Annahme  hat  machen 
wollen,  dass  der  Körper,  welcher  unverändert  bleibt,  bei  der  Rotation  ohne 
Inversion  in  die  ursprünglich  von  ihm  eingenommene  Lage  zurückkehrt. 

An  einer  andern  Stelle  behauptet  er  die  geometrische  Möglichkeit,  ohne 
die  Hypothese  IV  auszukommen.^) 

„Es  wäre  eine  Geometrie  möglich,  sagt  er,  wo  es  nicht  so  wäre.  Am 
einfachsten  ist  dies  für  die  Geometrie  der  Ebene  einzusehen.  Man  denke  sich, 
dass  bei  jeder  Drehung  jeder  ebenen  Figur  ihre  linearen  Dimensionen  dem 
Drehungswinkel  proportional  wüchsen,  so  würde  nach  einer  ganzen  Drehung 
um  360  Grad  die  Figur  nicht  mehr  ihrem  Anfangszustand  congruent  sein. 
Uebrigens  würde  ihr  aber  jede  zweite  Figur,  die  ihr  in  der  Anfangslage  con- 
gruent war,  auch  in  der  zweiten  Lage  congruent  gemacht  werden  können, 
wenn  auch  die  zweite  Figur  um  360  Grad  gedreht  wird.  Es  würde  ein  con- 
sequentes  System  der  Geometrie  auch  unter  dieser  Annahme  möglich  sein, 
welches  nicht  imter  die  JB/emaww'sche  Form  fällt." 

de  Tilly  hat  zuerst  (mit  einigem  Vorbehalt)  die  Behauptung  aufgesteUt, 
diese  Hypothese  gehe  aus  den  früheren  hervor.  Nach  lAe  hat  sich  auch  Klein 
mit  dieser  Frage  beschäftigt.^)  Für  die  Geometrie  der  Ebene  allein  ist  da- 
gegen das  obige  Axiom  nöthig,  wie  Hehnlioltz  selbst  bewiesen  hat. 

Dies  ist  wahrscheinlich  der  Grund,  wesshalb  er  es  auch  für  den  Kaum 
für  nothwendig  gehalten  hat.  Ninmit  man  dann  an,  wie  Lie  bemerkt,  man 
könne  die  Hypothesen  von  Helmlwltz  so  verstehen,  als  ob  der  BegriflF  der 
allgemeinen  Position  in  ihnen  enthalten  sei,  alsdann  ist  das  Axiom  der  Mono- 
dromie  nöthig. 

Am  Schluss  seiner  Arbeit  führt  er  auch  eine  andre  Lösung  für  die  ebene 
Geometrie  an,  welche  sich  mit  seinen  Axiomen  vereinigen  lässt,  dass  nämlich 
der  Kreis  reelle  Asymptoten  habe.  Nach  uns  sind  diese  beiden  Lösungen 
der  ebenen  Geometrie  unstatthaft  und  müssen  a  priori  verworfen  werden,  weil 
sie  der  Erfahrung  widersprechen,  wenn  sie  auch  mathematisch  möglich  sein 
sollten.  ^) 

1)  Populäre  wissensch.  Vorträge,  Heft  III,  S.  41.     Braunschweig ,  1876. 

2)  De  Tilly:  Essai  sur  les  principes  fond.  de  la  g^ometrie  et  de  la  mec.  Bordeaux, 
1879;  Lie  a.  a.  0.;  Klein:  Zur  nicht- Eucl.  u.  8.  w.  a.  a.  0.  S.  665.  Iac  sagt  in  den 
Leipz.  Berichten,  1892,  wir  hätten  seine  Hauptresultute  vollständig  genau  wiedergegeben 
und  fügt  dann  hinzu:  de  Tilly  hat  etwas  Derartiges  nicht  einmal  behauptet  (siehe  auch 
<lie  Theorie  der  Transf. -Gruppen  Bd.  3,  1893).  Wir  haben  S.  V,  38  und  39  von  de  Tilly  6 
Buch  noch  einmal  gelesen  und  können  danach  nur  bei  dem  üesagten  bestehen  bleiben. 
Dies  hat  freilich  keine  Bedeutung  für  den  Text  und  nur  wenig  für  den  Anhang,  da  wir 
nach  dem  Obigen  die  l*riorität  Lie's  in  Bezug  auf  den  Beweis  des  Axioms  der  Monodromie 
anerkannt  haben.  Denn  wir  haben  nicht  gesagt,  de  TiJly  habe  den  strengen  Beweis  ftir 
das,  was  er  behauptet,  beigebracht,  vielmehr  geht  aus  unsrer  Kritik  des  de  Tilly'Bchen 
Buchs,  in  welcher  grossentheils  auch  die  Kritik  Lie's  enthalten  ist,  grade  das  Gegentheil 
hervor. 

Bezüglich  des  Beweises  von  Klein  ^  den  Lie  (a.  a.  0.)  kritisirt,  siehe  Klein  a.  a.  0. 
und  seine  Vorlesungen  über  höhere  Geometrie.  II.  Theil,  S.  239,  241 — 243.  Wie  aus  der 
Anm.  S.  631  und  der  2.  Anm.  S.  672  hervorgeht,  haben  wir  keine  Zeit  und  auch  keine  Ver- 
anlassung gehabt  vor  dem  Erscheinen  des  Originals  dieses  Beweises  wegen  einen  Ver- 
gleich zwischen  der  Abhandlung  Klein^B  und  denen  Lie'B  anzustellen  (1894). 

3)  Siehe  Vorrede. 
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Lie  weist  in  dem  erklärten  Sinn  nach,  dass  die  Gruppen  der  Bewegungen 
des  EuclicT sehen  und  der  nicht- EuclicTscheii  Systeme  und  verschiedene  andre 
Gruppen  möglich  sind,  unter  welchen  sich  fünf  befinden,  in  welchen  es  keine 
Freiheit  der  Bewegung  für  die  Punkte  einer  willkürKchen  kleinen  Umgebung 
gibt.  Hält  man  in  diesen  Gruppen  einen  Pimkt  fest,  so  bleibt  eine  gewisse 
durch  ihn  gehende  Curve  unbeweglich  derart,  dass  jeder  Punkt  mit  Ausnahme 
dieser  Classe  von  Punkten  c»-  Lagen  einnimmt.  Die  sehr  wichtige  Absonderimg 
dieser  Gruppen  folgt  aus  dem  Begriff  von  allgemeiner  Lage,  welcher  in  Hypo- 
these ni  gegeben  wurde. 

G.  Cantor  macht  nicht  nur  die  schon  erwähnte  Bemerkung  sondern  weist 
auch  auf  die  Willkürlichkeit  des  Zusammenhangs  zwischen  den  Punkten  des 
gewöhnlichen  Raums  und  den  Werthen  des  Zahlencontinuums  {x,  y,  z)  hin. 
Denn,  sagt  er,  es  ist  eine  Hypothese,  zu  welcher  man  sich  durch  keinerlei  Be- 
dürfiiiss  gezwungen  sieht,  dass  jedem  System  rationaler  oder  irrationaler  Werthe 
von  X,  y,  z  in  Wirklichkeit  ein  Punkt  des  Raums  entsprechen  soll.  Er  zeigt 
dann,  dass  man  sich  unstetige  Räume  vorstellen  kann,  in  welchen  zwischen 
zwei  Punkten  N  und  N'  eine  unendlich  grosse  Anzahl  stetiger  Bewegungen 
möglich  ist.  Einen  solchen  Raum  erhält  man  z.  B.  aus  dem  gewöhnlichen 
Raum,  wenn  man  aus  dem  letzteren  alle  Punkte  ausscheidet,  deren  Coordinaten 
algebraische  Zahlen  sind.  Er  schliesst  daher,  dass  man  aus  der  stetigen  Be- 
wegung allein  durchaus  nicht  über  die  Stetigkeit  des  Raums  im  Ganzen  und 
überall  entscheiden  kann  und  dass  folglich  das  Studium  der  Mechanik  in  dem 
die  erwähnten  Eigenschaften  besitzenden  unstetigen  Raum  von  Nutzen  wäre, 
um  möglicher  Weise  aus  seiner  Vergleichung  mit  der  Wirklichkeit  irgend  eine 
Thatsache  abzuleiten ,  welche  die  vollkommene  Stetigkeit  des  Raums  abhängig 
von  «der  Erfahrung  darthut.  *) 

Die  Hypothesen  III  und  IV  von  Helmholtg!  sind  gewiss  anschaulicher,  wie 
diejenigen  Rietnann^s]  dasselbe  lässt  sich  aber  nicht  von  der  ersten  und  zweiten 
sagen,  abgesehen  davon  dass  die  Entwicklungsart  rein  analytisch  und  nichts 
weniger  als  elementar  ist. 

Der  Verfasser  zeigt  ferner  nicht,  wie  sich  aus  seinen  Axiomen  ohne  andre 
Hypothesen  die  Grundeigenschaften  der  wesentlichen  Dinge  der  Elementar- 
geometrie ableiten  lassen. 

Nach  den  Hypothesen  von  Helmholtz  sind  die  unendlich  kleinen  Bewegungen 
um  einen  als  Anfang  der  Coordinaten  gewählten  Punkt  durch  folgende  Glei- 
chungen gegeben: 

jj  =  a,x  +  l,y  +  c,z-]r  '" 
^  =  a^x  +  h^y  +  c^z  +  ... 


1)  Math.  Ann.  Bd.  XX,  S.  119,  oder  auch  Acta  Mathem.  Bd.  2.     Siehe  auch  unsre 
Anm.  zu  Abschn.  1,  Kap.  IV  unsrer  Einleitung. 
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Lie  macht  Helmholts  den  Vorwurf,  bei  seiner  Entwicklung  nicht  berück- 
sichtigt zu  haben,  dass  die  Coefficienten  a,,  6,,  c,  gleichzeitig  Null  werden  und 
dabei  doch  den  Transformationsgleichungen  der  obigen  Hypothesen  genügen 
können.  In  diesem  Fall  würden  alle  dem  Anfang  unendlich  nahen  Punkte 
unbeweglich  bleiben,  wenn  man  von  unendlich  kleinen  Grössen  zweiter  Ord- 
nung absieht.  Lie  findet  in  der  That  eine  solche  Gruppe,  welche  den  Hypo- 
thesen von  Helmholtz  entspricht,  jedoch  muss  man  den  in  der  dritten  Hypothese 
gegebenen  Begriff  von  allgemeiner  Lage  hinzunehmen,  welcher  sich  in  der 
Hypothese  von  HelmlwltZj  um  die  Wahrheit  zu  sagen,  nicht  vorfindet. 

Helmholtz  fügt  zwei  weitere  Axiome  hinzu: 
V.  Der  Raum  hat  drei  Dimensionen. 
VI.  Der  Raum  ist  unendlich  ausgedehnt. 
Diese  Axiome  reichen,  wie  er  selbst  bemerkt,  noch  nicht  aus,  das  Euclid'sche 
von   dem   Löbatschewsky  sehen   System   zu    trennen.     Es  ist  hier  eine  gewisse 
Verwirrung    bei    den   Bezeichnungen    in   Axiom  V    und    den    vorhergehenden 
Axiomen,   in  welchen    unter  Raum  von  n  Dimensionen   eine  Mannigfaltigkeit 
von  n  Dimensionen  verstanden  wurde  (Hyp.  I),  zu  bemerken.     Klarheit  in  der 
Erörterung   der  Grundbegriffe   ist   ein  Haupterfordemiss,   welches  uns  in  der 
Arbeit  von  Helmholtz  zu  fehlen  scheint.     Eine   präcisere  Auswahl  der  Benen- 
nungen hätte  Helmholtz  vielleicht  die  Angriffe  einiger  Philosophen  erspart.^) 

Er  hat  auch  in  einem  glänzenden  Vortrag  gesucht,  die  Idee  der  Möglich- 
keit dreier  Geometriesysteme  populär  zu  machen  und  sich  dabei  eleganter  phy- 
sischer Erwägungen  imd  schon  bekannter  Untersuchimgen,  besonders  der  er- 
wähnten Abhandlungen  von  Beltrami  bedient.  Helmholtz  weist  auch  auf  die 
Möglichkeit  hin,  dass  das  Princip  nicht  richtig  sein  kann,  nach  welchem  ein 
Körper  bei  der  Bewegung  keine  Deformation  erleidet,  ohne  dass  wir  es 
bemerken  oder  in  unsrer  Sprache,  nach  welchem  der  leere  Raum  ein  in  der 
Position  seiner  Theile  identisches  System  ist.  Denn  man  kann  sich  vorstellen, 
dass  der  Raum  diese  Eigenschaft  nicht  besitzt  und  das  genannte  Princip  nicht 
gilt.  In  diesem  Fall  wäre  die  Krümmung  des  Raums  in  jedem  seiner  Punkte 
nicht  constant.  *^) 

Clifford  sagt  darüber:  „Sollte  es  nun  möglich  sein,  dass  sich  die  Längen 
dadurch  allein  ändern,  dass  sie  von  einem  Ort  zum  andern  gebracht  werden, 
ohne  dass  wir  es  merken?  Wer  ernstlich  über  diese  Annahme  nachdenken 
will,  wird  schliesslich  zu  der  Ueberzeugung  kommen,  dass  sie  durchaus  sinn- 
los ist.^) 

An  einer  andern  Stelle  sagt  Helmholtz,  die  Axiome  liessen  sich  auf  die 
drei  folgenden  zurückführen: 

•  1)  Zwischen  zwei  Punkten  ist   nur  eine  kürzeste  Linie   möglich,    welche 
Grade  heisst. 


1)  Siehe  am  Ende  die  Note  über  die  Definition  des  Raums  und  der  Geometrie  von 
mehr  als  drei  Dimensionen. 

2)  Siehe  auch  Erdmann  a.  a.  0.  S.  59—60. 

3)  a.  a.  0. 
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2)  Durch  je  drei  Punkte  geht  eine  Ebene.  Eine  Ebene  ist  eine  Fläche, 
in  die  jede  Grade  ganz  hineinfällt,  wenn  sie  mit  ihr  zwei  Punkte  gemein  hat. 

3)  Durch  jeden  Punkt  ist  nur  eine  Linie  möglich,  welche  einer  gegebenen 
graden  Linie  parallel  ist.  Parallel  sind  zwei  Grade,  welche  in  derselben  Ebene 
liegen  und  sich  in  keiner  endlichen  Entfernung  treffen.^) 

Wie  man  sieht  adoptirt  hier  Helmholtz  die  erwähnten  Principien  Kleine 
mit  Ausnahme  einiger  Unterschiede,  welche  sich  nicht  gut  beurtheilen  lassen, 
da  er  nicht  alle  Begrifie,  welche  diese  Axiome  enthalten,  definirt  hat. 

Die  Axiome  in  der  Abhandlung  von  Helmholtz  führen  zu  der  Methode 
(oder  einer  ähnlichen)  die  Ebene  und  die  Grade  mittelst  der  Kugel  zu  con- 
struiren,  was,  wie  wir  gesehen  haben,  W.  Bolyai  und  Lobatschetvsky  versucht 
haben. 

Ein  wichtiges  Werk,  welches  die  Axiome  von  Helmholtz  mit  der  von 
TF.  Bolyai  eingeschlagenen  Richtung  in  Verbindung  bringt,  ist  das  schon  er- 
wähnte Buch  von  de  Täly.^)  Die  Methode,  von  welcher  er  ausgeht,  ist  stets 
analytisch,  wenn  er  auch  bei  der  Entwicklimg  synthetisch  verfahren  will. 

Er  gibt  die  ersten  empirischen  Begriffe  von  Fläche,  Linie  und  Punkt  und 
erklärt,  wie  man  den  Punkt  durch  drei  imabhängige  und  auf  stetige  Art  variable 
Grössen  (Coordinaten)  bestimmen  kann,  lässt  aber  die  Hypothese  gelten,  dass 
um  einen  Punkt  ein  stetiges  System  geschlossener  sich  einander  einhüllender 
Flächen  ohne  singulare  Punkte  oder  Linien  coustruirt  werden  könne.  Die  Be- 
griffe de  Tilh/s  gründen  sich  ausser  auf  jene  Eigenschaften,  von  denen  er  sonst 
Gebrauch  macht,  auf  die  drei  Dimensionen  des  Raums,  welche  er  nicht  als 
Axiom  gibt.  Er  definirt  die  Linie  imd  die  Fläche  nicht  abstract,  doch  sieht 
man  aus  der  analytischen  Methode,  was  sie  sein  sollen. 

Auf  die  Begriffe  folgt  das  erste  aus  zwei  Theilen  bestehende  Axiom,  wel- 
ches er  das  Axiom  des  Abstandes  nennt.  Der  Abstand  wird  als  eine  Grösse 
eingeführt  „von  welcher  wir  durch  die  Anschauung  oder  Erfahrung  Kenntniss 
haben  und  welche  sich  mit  den  Grössen  derselben  Art,  die  zur  nämlichen  Zeit 


1)  Die  Thatsachen  u.  s.  w.  a.  a.  0. 

2)  Der  belgische  Mathematiker  hat  sich  zuerst  in  einer  Abhandlung,  welche  er 
1868  der  belgischen  Academie  überreichte  und  die  in  den  M^moires  couronnäes  von 
1870  veröffentlicht  wurde,  mit  der  abstracten  Mechanik  befasst.  Der  erste  Theil  enthält 
eine  summarische  Darlegung  der  abstracten  Geometrie,  in  welcher  er  sich  auf  mechanische 
Betrachtungen  stützt  und  die  kinematische  ebene  und  sphärische  Trigonometrie  zuerst 
entwickelt;  der  zweite  Theil  gibt  einige  Ergänzungen  zu  der  Geometrie  immer  vom  mecha- 
nischen Gesichtspunkt  aus;  der  dritte  behandelt  die  Kinematik,  der  vierte  die  Statik  und 
der  fünfte  endlich  die  Dynamik.  Er  kommt  zu  dem  sehr  wichtigen  Resultat,  dass  sich  in 
der  theoretischen  Mathematik  nichts  der  Annahme  widersetzt,  die  Summe  der  Winkel  des 
gradlinigen  Dreiecks  sei  kleiner  als  zwei  rechte  Winkel. 

Wir  können  die  in  dieser  interessanten  und  originellen  Arbeit  dargelegten  Principien 
nicht  besprechen,  weil  dies  uns,  auch  wenn  der  Gegenstand  mit  dem  unsrigen  nahe  ver- 
wandt ist,  doch  zu  weit  abführen  würde. 

Genocchi  hat  sich  auch  gleichzeitig  mit  de  TiUy  mit  einigen  Principien  der  abstracten 
Mechanik  beschäftigt  aber  mehr  zu  dem  Zweck  einen  Stützpunkt  für  die  j^MoIuTsche 
Geometrie  zu  finden  als  zu  dem  erwähnten  Schluss  de  TiUy'B  zu  kommen  (Mem.  della  so- 
cietä.  dei  XL  a.  a.  0.  u.  s.  w.). 

Die  nicht- Euclid''Bche  Geometrie  behandelt  de  Tüly  auch  in  dem  Bull,  de  TAc.  Roy. 
de  Belgique  Serie  2,  Bd.  XXX,  1870  S.  28—37;  Bd.  XXXVI.  S.  124;  Serie  3,  Bd.  XIV 
1887;  Bull,  de  Darhoux  Bd.  HI.  1872  S.  131—138. 
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oder  zu  verschiedenen  Zeiten  betrachtet  werden,   vergleichen   lässi"    Er  gibt 
jedoch  nicht  an,  von  welcher  Art  diese  Grösse  ist.     Das  Axiom  lautet: 

a)  „Der  Abstand  variirt  in  dem  Raum  auf  stetige  Art,  d.  h.  wenn  man 
eine  beliebige  begrenzte  Linie  AB  betrachtet,  so  variirt  der  Abstand  der  Punkte 
dieser  Linie  von  einem  ihrer  beiden  Enden,  z.  B.  B  auf  stetige  Art  von  AB  bis 
Null.  Wenn  aber  die  Linie  AB  beliebig  ist,  so  kann  der  fragliche  Abstand 
Maxima  imd  Minima  haben  ohne  dass  er  aufhört  stetig  zu  sein  imd  da  er  der 
Null  zustreben  muss,  so  gibt  es  nothwendiger  Weise  in  der  Nachbarschaft  des 
Punktes  B  eine  Region  B'B,  in  welcher  'sich  der  Abstand  vom  Punkt  B 
stets  vermindert,  wenn  man  nach  B  hingeht  und  wächst,  wenn  man  sich  von 
B  entfernt." 

b)  „Ist  ein  System  von  Punkten  in  endlicher  oder  unendlich  grosser  An- 
zahl ABCD  ...  (in  andern  Worten  eine  beliebige  Figur)  imd  ein  solcher  Punkt 
B'  gegeben,  dass  AB'  =  AB  ist,  so  existiren  Punkte  CD'  .,.  derart,  dass 
das  System  ÄB'C'D' ...  dem  ersteren  absolut  identisch  ist;  d.  h.  in  diesen 
beiden  Systemen  sind  die  Abstände  zwischen  den  Paaren  der  sich  entsprechenden 
oder  homologen  Punkte  sämmtlich  zu  je  zweien  gleich,  wenn  man  unter  homo- 
logen oder  sich  entsprechenden  Punkten  die  mit  demselben  Buchstaben  bezeich- 
neten Punkte  versteht." 

Nachdem  er  die  Idee  der  Bewegung  eingeführt,  gibt  de  TiUy  dem  zweiten 
•  Theil  seines  Axioms  eine  andre  Form,  nämlich: 

„Ist  ein  System  von  Punkten  in  endlicher  oder  unendlich  grosser  Anzahl 
ABCD  ...  (in  andern  Worten  eine  beliebige  Figur)  und  ein  solcher  Pimkt  B' 
des  Raums  gegeben,  dass  AB'  =  AB  ist,  so  kann  sich  das  gegebene  System 
um  den  unbeweglich  gehaltenen  Punkt  A  so  betvegen,  dass  dieses  System  un- 
verändert bleibt  und  der  Punkt  B  Yiayh  B'  kommt,  wenn  man  imter  der  Un- 
veränderlichkeit  eines  Systems  die  Unveriinderlichkeit  aller  Absiiände  zwischen 
den  Punkten,  welche  es  zusammensetzen,  versteht." 

Er  fügt  jedoch  hinzu,  diese  zweite  Form  sei  keine  wörtliche  Uebersetzung 
der  ursprünglichen  Fassung;  denn  dieses  Axiom  lasse  nicht  nur  die  Existenz 
zweier  identischer  Systeme  ABCD  ...,  Ä  B'  C  D'  ...zu,  sondern  eine  stetige 
Reihe  von  Systemen,  welche  sämmtlich  identisch  sind  und  von  welchen  jedes 
demjenigen,  welchem  es  vorhergeht  und  demjenigen,  auf  welches  es  folgt,  un- 
endlich nahe  liegt.  Diese  Eigenschaft  ist  aber,  wie  er  sagt,  eine  Folge  des  in 
der  ersten  Form  gegebenen  Axioms;  d.  h.  des  Princips  der  Stetigkeit  combinirt 
mit  der  Existenz  des  für  eine  beliebige  Lage  des  Punktes  B'  zu  ABCD.., 
identischen  Systems. 

Vor  Allem  geht  aus  der  ersten  Form  durchaus  nicht  die  Stetigkeit  des 
Raums,  wie  er  sie  annimmt,  hervor,  wie  sich  auch  aus  der  letzten  schon  er- 
wähnten Bemerkung  Cantors  ergibt.  Ueberdies  zeigt  de  TiUy  nicht,  wie  auf 
Grund  des  Axioms  in  der  ersten  Form  die  beiden  Systeme  ABCD ..., 
AB' CD'...  einem  stetigen  System  ihnen  identischer  Systeme  angehören, 
während  offenbar  die  zweite  Redaction  des  Axioms  etwas  weniger  und  etwas 
mehr  als  die  erste  voraussetzt.     In  der  That  können  nach  der  von  ihm  gegebenen 
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Definition  identischer  Figuren  die  beiden  Systeme  AB  OB  ..,,  AB'  CD'  auch 
entgegengesetzten  Sinn  haben  z.  B.  zwei  Scheiteldreikante  sein.  Sind  sie  dies, 
so  ist  es  nicht  richtig,  dass  sie  der  Stetigkeit  wegen  in  dem  Raum  von  drei 
Dimensionen  einer  stetigen  Reihe  ihnen  identischer  Dreikante  angehören.  Bei 
der  zweiten  Redaction  werden  dagegen  diese  Systeme  vorausgesetzt,  dann  sind 
aber  die  Figuren  congruent  d.  h.  identisch  und  von  gleichem  Sinn  in  S^  Hat 
de  Tüly  bei  der  ersten  Abfassung  nur  die  congruenten  Figuren  allein  gemeint, 
wie  auch  aus  dem  hervorzugehen  scheint,  was  er  auf  S.  17  seines  Buches  über 
die  Bewegung  starrer  Körper  sagt,  wo  Identität  imd  Congruenz  dasselbe  Ding 
sind,  so  ist  seine  Definition  identischer  Figuren  zu  allgemein  gehalten,  weil 
sie  auch  die  symmetrischen  Figuren  in  sich  fasst.  Er  hätte  also  in  der  ersten 
Abfassung  die  Bedingimg  hinzufügen  müssen,  dass  die  beiden  Systeme 
ABCD  ,..j  ÄB'CD'  ,,,  einem  stetigen  System  angehören  und  dann  prüfen 
müssen,  ob  bei  der  Definition  der  Congruenz  die  von  Helmholtz  den  bei  der 
Bewegimg  beschriebenen  Linien  auferlegte  Bedingimg  nöthig  sei  oder  nicht. 
Mit  dieser  Frage  haben  auch  wir  uns  beschäftigt.  Aldann  muss  man,  um  die 
Identität  zweier  Figuren  zu  beweisen,  nicht  nur  zeigen,  dass  die  Abstände  gleich 
sind,  sondern  dass  auch  die  andre  Bedingung  erfüllt  ist.  ^) 

Da  de  TiUy  später  beständig  von  der  Anschauung  der  Bewegung  ohne 
Deformation  Gebrauch  macht,  so  kann  man  auch  nach  der  Art,  wie  er  sie  bei 
einigen  Beweisen  verwendet,  nicht  von  ihm  behaupten,  er  habe  die  Geometrie 
unabhängig  von  der  Anschauung  der  Bewegung  gemacht;  eher  ist  bei  dem 
Verfasser  der  abstracten  Mechanik  eine  starke  Neigung  zu  bemerken,  die  Geo7 
metrie  mit  mechanischen  Betrachtungen  zu  behandeln. 

Der  Verfasser  lässt  in  der  Folge  das  Axiom  gelten,  dass  der  Abstand  un 
endlich  gross  werden  kann  (welches  der  VI.  Hypothese  von  Heimholte  ent- 
spricht) und  gibt  zuletzt  das  Postulat  Endid's  über  die  Parallelen.  In  den 
Begriffen  de  Tüly^s  ist  im  Grunde  die  erste  Hypothese  von  Helmholtz  und  in 
dem  Axiom  über  den  Abstand  dessen  zweite  Hypothese  enthalten  mit  dem 
Unterschied,  dass  Uehnlwltz  den  Abstand  als  eine  Grösse  oder  eine  Function 
der  Coordinaten  definirt.  So  ist  auch  in  dem  angeführten  Axiom  in  der  zweiten 
Fassung  die  Möglichkeit  der  Rotationsbewegung  um  einen  festen  Punkt  ent- 
halten; er  setzt  in  demselben  aber  nicht  voraus,  dass  jeder  andre  Punkt  »c»-  Lagen 
annehmen  könne.  Er  beweist  eine  solche  Eigenschaft  nicht,  während  ohne  sie 
die  Kugel  nicht  möglich  ist.  Das  Axiom  de  Tilly^  enthält  aber  eine  weitere 
Bedingung,  nämlich  die  Stetigkeit  des  Abstandes,  wenn  der  Punkt  sich  in 
einer  Linie  bewegt. 

de  Tüly  gibt  zwei  Sätze,  welche  seiner  Untersuchung  zu  Grunde  liegen, 
dass  es  nämlich  in  jeder  Linie  und  jeder  Fläche  von  einem  Punkt  aus  eine 
endliche  „r^gion  ä  croissance  continue'^  in  dem  Sinn  gebe,  dass  die  Abstände 
eines  Punktes  A  z.  B.  einer  Linie  von  den  andern  Punkten  der  Linie  sich  in 
einem  endlichen  Zug  stets  bis  zu  einem  von  Null  verschiedenen  bestimmten 

1)  Siehe  Vorr.,  S.  219—222  und  die  Note  n  am  Schluss. 
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Werth  d  vermehren.  Da  er  die  Definition  der  Linie  und  der  Fläche  nicht  gibt 
und  sich  auf  die  analytische  Methode  stützt,  so  lassen  die  Beweise  dieser  Sätze 
unbefriedigt  und  hätten  gewiss  wenigstens  eine  genauere  Entwicklung  nöthig^ 
um  zu  zeigen ;  dass  sich  keine  andre  Hypothese  in  ihnen  verbirgt.')  Wir  be- 
merken nochy  dass  er  sich  bei  dem  Beweis  der  Eigenschaften  der  Kugel  des 
Axioms  bedient,  dass  der  Abstand  zweier  Punkte  unendlich  gross  sein  kann, 
während  die  Kugel  davon  unabhängig  ist.  Grade  die  Art,  wie  er  von  der  An- 
schauung der  Bewegung  und  von  der  Zeit  Gebrauch  macht,  lässt  oft  auch  den 
Leser  über  die  Strenge  des  Beweises  im  Unklaren.  So  ist  es  z.  B.  mit  dem 
Beweis  auf  S.  32,  dass,  wenn  ein  unveränderliches  System  sich  um  einen  festen 
Punkt  bewegt,  ein  beweglicher  Punkt  Ä  nach  B  kommt  und  in  demsdben  Äugen- 
blick B  nach  C  u.  s.  w.  und  man  so  eine  Linie  erhält,  die  in  sich  selbst  ver- 
läuft. Ebenso  scheint  uns  der  Beweis  ungenügend,  dass  zwei  Punkte  AB  eine 
grade  Linie  bestimmen,  welcher  nur  daraus,  dass  Flächen  eiistiren,  die  durch 
Linienzüge  AMB  die  einen  immer  in  den  andern  erzeugt  werden,  folgert,  das 
von  den  Linien  erzeugte  Volumen  habe  eine  Linie  AB  zur  Grenze. 

Gleich  nach  dem  ersten  Axiom  stützt  er  sich  darauf  und  beweist  später 
am  Ende  des  Buchs,  dass  der  Abstand  zweier  Punkte  drei  verschiedene  ana- 
lytische Ausdrücke  besitzen  kann,  welche  den  drei  mehrerwähnten  Geometrie- 
systemen entsprechen. 

Die  Ebene  wird  nach  de  Tilly  durch  eine  Grade  erzeugt,  welche  auf  einer 
andern  Graden  senkrecht  steht,  sie  schneidet  und  um  sie  rotirt.-)  Der  Winkel 
ist  nach  ihm  durch  zwei  Grade  oder  zwei  von  einem  gemeinschaftlichen  Punkt 
begrenzte  Strahlen  gegeben. 

Wir  haben  schon  in  der  Vorrede  imd  der  Einleitimg  die  Gründe  besprochen, 
wesshalb  es  nicht  angemessen  erscheint,  der  Geometrie  den  Begriff  des  Abstan.- 
des  ohne  den  der  Graden  zu  Grunde  zu  legen.  Bis  jetzt  haben  nicht  einmal  die 
Schriftsteller,  welche  unter  diesem  Begriff  das  Punktepaar  und  nicht  eine  Function 
der  Coordinaten  verstehen,  welche  letztere  dann  im  Grunde  die  Länge  des  zwischen 
den  beiden  Punkten  enthaltenen  gradlinigen  Segments  ausdrückt,  den  Zahlen- 
begriff  zu  Termeiden  gewusst.  Denn  sie  haben,  auch  wenn  sie  ihn  scheinbar 
vermieden,  nicht  auf  rein  geometrischem  Weg  festgestellt,  wann  ein  Paar  grösser 
oder  kleiner  als  ein  andres  ist  und  ohne  diese  Feststellung  lässt  sich  der  innere 
und  der  äussere  Theü  der  Kugel  und  die  Stetigkeit  dieser  Theile  nicht  definiren. 

1)  Siehe  auch  Killing:  Erweit,  des  Raumbegriflfs ,  S.  3. 

2)  Crelle  (a.  a.  0.)  weist  Fourkr  die  Priorität  dieser  Definition  der  Ebene  zu.  In 
den  erwähnten  „S^ances  des  ^coles  normales"  schlägt  Fotmer,  wie  Leibniz  vor,  die  Grade 
als  Ort  der  Punkte  zu  definiren,  welche  bezüglich  gleichen  Abstand  von  drei  festen  Punkten 
haben,  und  die  Ebene  als  Ort  der  Punkte,  welche  bezüglich  denselben  Abstand  von  zwei 
festen  Punkten  haben.  Diese  Definitionen  wurden  jedoch  von  Monge  nicht  gebilligt.  Er 
bemerkt  in  seiner  Antwort  an  Fourier:  „Die  Betrachtungen,  welche  Du  bei  Deiner  Defi- 
nition benutzest,  haben  etwas  Complicirteres  als  die  grade  Linie,  welche  Du  definiren 
willst  und  setzen  eine  Vertrautheit  mit  der  Geometrie  voraus,  welche  man  ohne  den  Be- 
griff der  graden  Linie  nicht  erlangen  kann."  Cassani  hat  diese  Definition,  welche  auch 
Genocchi  (a.  a.  0.)  benutzt,  ins  Einzelne  ausgeführt  und  angenommen,  das  Dreieck  von 
Punkten  sei  gleichseitig  oder,  wie  er  sagt,  regelmässig  (I  nuovi  fond.  della  geom,  Giomale 
di  Battaglini.    Bd.  XX). 
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Wir  bemerken  hier  noch,  dass  die  Arbeiten,  deren  Entwicklung  von  dem  Be- 
griff des  Abstandes  oder  des  Paares  ausgeht,  nicht  nur  direct  in  dem  Raum 
von  drei  oder  n  Dimensionen  operiren  müssen,  weil  sich  diese  Methode  in  dem 
allgemeinen  Raum  oder  unabhängig  von  den  Dimensionen  des  Raums  nicht  an- 
wenden lässt,  sondern  auch  vorerst  das  Problem  nicht  imtersuchen,  ob  eine 
Kugel  ein  Centrum  oder  mehrere  Centren  hat.  Denn  auch  bei  jedem  hinreichend 
kleinen  Radius  r  ist  es  möglich  sich  a  priori  vorzustellen,  dass  es  mehr  als 
ein  Centrum  gebe.  In  der  That  haben  wir  bei  unsem  Untersuchungen,  bevor 
wir  uns  für  das  eine  oder  das  andre  der  bekannten  Systeme  entschieden,  voraus- 
setzen müssen,  es  gebe  Paare  sehr  nahe  beieinander  Hegender  Punkte,  welche 
.  eine  Grade  nicht  bestimmen.  Erst  später  haben  wir  bewiesen,  dass  die  Gruppe 
von  Punkten,  welche  zu  je  zweien  eine  Grade  nicht  bestimmen,  endlich  ist  imd 
dann,  dass  es  in  der  offenen  Graden  kein  solches  Punktepaar  gibt  und  in  der 
geschlossenen  Graden  nur  die  Gegenpunkte  diese  Eigenschaft  haben  können. 
Diese  Untersuchung  müsste  bei  der  Kugel  nach  unserm  Dafürhalten  dem  Stu- 
dium des  Schnittes  zweier  Kugeln  vorausgehen.  Femer  kann  man  die  Autoren, 
welche  wie  W.  Bolyai  die  rein  geometrische  Methode  befolgen  wollen,  fragen, 
wie  sie  das  Continuum  des  Raums,  das  sie  nöthig  haben,  definiren. 

Aus  dem  Buche  de  Tüll/s^  in  welchem  der  Begriff  des  Abstandes  als  Grund- 
begriff und  die  Erzeugung  der  Graden  und  der  Ebene  mittelst  der  Kugel  sich 
mit  grösserer  Sorgfalt  imd  besserem  Erfolg  als  bei  den  Andern  behandelt  findet, 
erkennt  man  am  besten  die  Mängel  und  Schwierigkeiten  dieser  Methode.  Was 
dann  den  Unterricht  angeht,  so  erkennt  der  Verfasser  selbst,  wenn  er  seine 
Untersuchungen  auf  die  Abhandlung  der  elementaren  Geometrie  von  Ecmche  imd 
Comberoiisse  anwendet,  ausdrücklich  die  Unmöglichkeit  an  seine  Methode  l)ei 
dem  Beweis  der  Grundeigenschaften  der  Graden  und  der  Ebene  zu  befolgen. 

Wenn  wir  an  dem  Buch  de  Tilly'a  auch  viel  ausgesetzt  haben,  so  verdient 
es  doch  ohne  Zweifel  bei  der  Betrachtung  der  Methoden  der  Principien  der 
Geometrie  die  grösste  Beachtung  und  unser  Tadel  schliesst  nicht  aus,  dass  man 
die  Fehler  unter  Beibehaltung  der  Methode  selbst  ausmerzen  kann. 

Vor  und  nach  de  Tilhf  haben  Viele  versucht  ohne  das  Axiom  über  die 
Ebene  auszukommen  und  haben  die  Ebene  entweder  mittelst  zweier  Reihen 
congruenter  concen  tri  scher  Kugeln  oder  mittelst  der  Rotation  einer  Graden  con- 
struirt,  welche  senkrecht  auf  einer  andern  steht  und  sie  in  einem  Punkt  schneidet. 
Unter  ihnen  sind  ausser  den  schon  genannten  Deahna^  Gerlingy  Erb,  Crelle, 
Duhatnel,  Flie  S.  Mark,  Cassani  und  Frischauf  bekannt.*) 

Diese  Methode  ist  einerseits  aus  dem  Irrthum  entstanden,  die  grade  Linie 
sei  nicht  zu  definiren,  während  man  glaubte  die  Kugel  definiren  zu  können. 
Es  ist  nun  unzweifelhaft,  wie  wir  in  der  Einleitung  gezeigt  haben,  dass  man 


1)  JDeähnn:  Diss.  inaug.  Marburg,  1837.  Gerling:  Joum.  von  Crelle  Bd.  20,  S.  332.  Erb: 
Die  Probleme  der  graden  u.  s.  w.  Heidelberg,  1846.  Grelle  a.  a.  0.  Duhamel:  Des  m^thodes 
dans  les  sciencea  de  raisonnement,  18CÜ.  FUe  S.  Marie  a.  a.  0.  Cassani:  Geometria  rigo- 
rosa.  Venedig,  1872.  Intomo  alle  ipotesi  fondamentali  della  geom.  Giom.  di  Battaglini 
Bd.  XI  u.  XX.     Frischauf:  Elemente  der  abs.  Geometrie.    Leipzig,  1876. 
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wenigstens  von  einer  Grundform  ausgehen  muss,  welche  man  nicht  canstruiren 
kann^  die  sich  jedoch  mittelst  der  Eigenschaften,  durch  welche  sie  sich  Ton 
den  andern  Formen  unterscheidet,  definiren  lasst.  Wir  haben  in  der  Einleitung 
auch  gezeigt,  dass  es  am  angemessensten  ist,  das  stetige  in  der  Position 
seiner  Theile  identische  System,  welches  durch  die  kleinste  Anzahl  Elemente 
bestinmit  wird,  als  Grundform  zu  wählen,  wenn  dieses  System  wie  in  der 
Geometrie  existirt.  Bei  der  obigen  Methode  aber  betrachtet  man  entweder 
den  Abstand  oder  das  Elementepaar  als  Grundform.  Ueberdies  hat  die  Kugel 
zu  ihrer  Construction  gerade  die  Definition  des  Raums  von  drei  oder  n  Dimen- 
sionen nöthig  und  diese  Definition  verursacht  grössere  Schwierigkeiten  als  die- 
jenige der  Graden. 

Andrerseits  ist  die  genannte  Methode  mit  besserem  Grund  aus  der  schon 
erwähnten  Bemerkung  von  Gauss  über  die  Unvollkommenheit  des  Axioms  über 
die  Ebene  entstanden.  Diese  Unvollkommenheit  haben  wir  vollständig  entfernt, 
ohne  auf  die  Erzeugung  der  Ebene  mittelst  der  Kugel  oder  der  Rotations- 
bewegung einer  Graden  zurückzukommen.  Wir  haben  den  Beweis  nur  für  das 
Eudid'sche  System  gegeben,  wobei  wir  uns  auf  die  Theorie  der  Parallelen 
stützten,  bei  dem  Eiemann'achen  System  dagegen  benutzten  wir  die  Hyp.  VII. 
Wir  glauben,  dass  ein  Beweis  unabhängig  von  dem  Postulat  über  die  Paral- 
lelen möglich  ist  und  haben  an  einer  andern  Stelle  die  Gründe  für  unseni 
Glauben  angegeben  und  zugleich  den  Weg  gezeigt,  auf  welchem  wir  ein  Ge- 
lingen für  wahrscheinlich  halten.*) 

Duhamel  gibt  in  Bd.  II  seines  erwähnten  vortrefflichen  Buches  von  dem 
Axiom  über  die  Ebene  einen  mehr  empirischen  als  geometrischen  Beweis.  Be- 
merkenswerth  ist  die  elegante  Art,  wie  er  den  Begriff  der  Länge  der  Linien 
einführt  und  die  Consequenzen  entwickelt. 

Cassani  hat  das  Verdienst,  sich  in  Italien  als  einer  der  Ersten  mit  den 
Principien  der  Geometrie  in  der  von  W.  Bolyai  und  Helmholtz  inaugurirten  Rich- 
tung beschäftigt  zu  haben.  Freilich  unterscheidet  er  im  Anfang  die  Axiome 
nicht  streng  von  den  Definitionen.  Cassani  hat  in  seiner  Geometria  rigorosa 
die  Nothwendigkeit  erkannt,  zu  beweisen,  dass  sich  zwei  Kugeln  nur  in  einer 
Kreislinie  schneiden  können  und  untersucht  daher  mit  grösserer  Sorgfalt  als 
analoge  Arbeiten  andrer  Autoren  den  Schnitt  zweier  Kugeln.  Seine  Beweise 
genügen  jedoch  nicht  immer  vollständig. 

Das  Buch  von  Frischauf  ist  bezüglich  der  Grundbegriffe  mangelhaft;  man 
kann  daher  nicht  behaupten,  er  habe  seinen  Zweck  die  Dunkelheit  der  Elemente 
aufzuklären  erreicht;  denn  seine  Beweise  zeigen  von  Anfang  viele  Lücken,  die 
der  Leser  durch  seine  eigne  Anschauung  ausfüllen  muss.  Nachdem  er  aber  die- 
Grade  und  die  Ebene  erhalten  hat,  geht  er  auf  eine  einfache  geometrische  Art  an 
die  systematische  Behandlung  der  elementaren  Geometrie,  speciell  Lohaischetvsky^Sj 
und  weist  auf  die  Grundbegriffe  der  Arbeiten  von  liieniann,  Hehnlioltz  und  Bd- 
trami  hin. 

1)  Siehe  S.  417,  418. 
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Von  geometrischem  Greist  durchweht  sind  die  Axiome  HoüeVs  in  seinem 
erwähnten  Werkchen.  Das  erste  setzt  fest,  dass  die  Lage  einer  Figur  in  dem 
Raum  durch  drei  ihrer  Punkte  im  Allgemeinen  fixirt  ist;  das  zweite  behauptet 
die  Existenz  der  graden  Linie,  welche  durch  zwei  beliebige  ihrer  Punkte  be- 
stimmt wird  und  derart  ist,  dass  jeder  ihrer  Theile  mit  jedem  andern  Theil 
genau  zusammenfällt,  wenn  diese  beiden  Theile  zwei  Punkte  gemein  haben; 
das  dritte  bezieht  sich  auf  die  Existenz  der  Ebene,  welche  jede  Grade,  die  zwei 
Pxmkte  mit  ihr  gemein  hat,  enthält  und  von  welcher  jeder  Theil  genau  auf 
die  Oberfläche  der  Ebene  selbst  gelegt  werden  kann,  entweder  direct  oder 
nachdem  man  ihn  umgedreht  hat,  indem  man  ihn  eine  halbe  Rotation  um  zwei 
seiner  Punkte  hat  ausführen  lassen;  schliesslich  sagt  das  vierte  Axiom,  dass 
man  durch  einen  Pimkt  nur  eine  Parallele  zu  einer  gegebenen  Graden  ziehen 
kann.  Liegt  es  mm  an  der  Art,  wie  diese  Axiome  abgefasst  sind  oder  an  dem 
Lihalt,  jedenfalls  kann  man  nicht  behaupten,  dass  sie  der  Strenge,  auf  welche 
der  Verfasser  Anspruch  macht,  genügen.  Beachtenswerth  sind  die  Bemerkungen, 
welche  er  über  den  Geometrieunterricht  in  den  Schulen  macht. 

Einen  weiteren  wichtigen  Antrieb  haben  diese  Studien  von  allgemeinem 
Gesichtspunkt  aus,  wie  wir  schon  bei  der  Besprechung  der  Arbeiten  von  Helm- 
holtz  erwähnten,  dadurch  erfahren,  dass  man  die  geometrische  Theorie  einer 
gegebenen  Mannigfaltigkeit  als  die  Theorie  einer  endlichen  stetigen  Gruppe  von 
Transformationen  betrachtete.  Zuerst  hat  Lie  diesen  Begriff  von  Gruppe  ein- 
geführt und  die  fruchtbare  Theorie  dieser  Gruppen  gewinnt  durch  ihre  ver- 
schiedenen Anwendungen  Dank  eben  dem  grundlegenden  Werk  Lie^s^)  täglich 
grössere  Bedeutung.  Klein  jedoch  hat  fest  zur  selben  Zeit  zuerst  diesen 
Begriff  bei  dem  Studium  der  Geometrie  in  dem  oben  angegebenen  Simi  ein- 
geführt.^) Er  nennt  die  Gruppe  Hauptgruppe,  welche  die  Eigenschaften  eines 
geometrischen  Dinges  unverändert  lässt.  Diese  Gruppe  setzt  sich  in  dem  ge- 
wöhnlichen Raum  aus  den  Transformationen  in  sechsmal*  unendlich  grosser 
Anzahl  zusammen,  welche  den  Bewegungen  entsprechen,  aus  den  ähnlichen 
Transformationen  in  einfach  unendlicher  Anzahl  und  den*Transformationen  durch 
Symmetrie  bezüglich  einer  Ebene.  Aus  diesem  Grundbegriff  leitet  Klein  die 
verschiedenen  geometrischen  Theorien  ab,  da  jede  von  ihnen  durch  eine  Gruppe 
charakterisirt  wird,  welche  die  Hauptgruppe  enthält.  So  zeigt  er  z.  B.,  dass  die 
Gruppe  der  gewöhnlichen  metrischen  Geometrie  in  der  Gruppe  der  linearen 
Transformationen,    welche   der  projectiven   Geometrie   entspricht,   enthalten   ist 

1)  Theorie  der  Transformationen.  Leipzig,  1888 — 1890.  Diese  Theorie  ist  aus  derjenigen 
der  Gruppen  von  Substitutionen  von  n  Gegenständen  entstanden,  wobei  es  sich  jedoch  nur 
um  discrete  Gruppen  handelt.  Von  Wichtigkeit  ist  dabei  die  Abhandlung  C.  Jordan'B  über 
die  Gruppen  der  Bewegimgen  des  Knums  (Math.  Ann.  Serie  II,  Bd.  II),  welche  jedoch  be- 
züglich der  allgemeinen  Theorie  einen  mehr  speciellen  Charakter  hat. 

Die  von  Lie  gegebene  Definition  von  Gruppe  von  Transformationen  im  Allgemeinen 
(Verhandl.  der  Gesellsch.  der  Wissensch.  zu  Christiania,  1871)  ist  die  folgende:  Ist  ein  end- 
liches oder  unendlich  grosses  System  von  Transformationen  zwischen  x  und  x'  gegeben,  so 
heisst  es  eine  Gruppe,  wenn  zwei  nacheinander  ausgeführte  Transformationen  des  Systems 
eine  andre  Transformation  liefern,  welche  demselben  System  angehört. 

2)  Vergleichende  Betracht,  u.  s.  w.  a.  a.  0.  und  Math.  Ann.  VI. 
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und  so  bemerkt  er  einem  Satz  Beltram{s  entsprechend^  dass  auch  die  einer 
Mannigfaltigkeit  von  constanter  Krümmung  entsprechende  Oruppe  bei  passen- 
der Bestimmung  der  Coordiuaten  in  der  Oruppe  der  linearen  Transformationen 
enthalten  ist  und  dass  mithin  die  Behandlung  einer  solchen  Mannig&ltigkeit  in 
der  projectiven  enthalten  ist. 

Lie  bringt,  wie  wir  zeigten,  die  Axiome  von  HdnüuiUz  in  eine  präcisere 
Form  imd  wendet  dann  seine  Theorie  an.  Während  Klein  sich  auf  allgemeine 
Betrachtungen  beschränkt,  bestimmt  Lie  dagegen  alle  stetigen  Oruppen  von 
Transformationen,  welche  den  Bewegungen  des  Raums  entsprechen  und  den 
genannten  Axiomen  mit  der  erwähnten  Modification  genügen.  Wir  haben  schon 
die  wichtigen  Erfolge  der  Arbeiten  irie's,  welche  er  in  seiner  ersten  Schrift 
1886*)  mittheilte,  erwähnt.^)  Wir  heben  hier  hervor,  dass  die  Methode  iiVs 
rein  analytisch  ist  und  dass  er,  nachdem  er  die  Gruppen  von  Transformationen 
gefunden,  sich  nicht  damit  beschäftigt  aus  ihnen  die  elementare  Geometrie  ab- 
zuleiten. 

In  dieser  Richtimg  ist  eine  Arbeit  des  bedeutenden  französischen  Mathe- 
matikers Poincare  zu  erwähnen.''')  Er  setzt  die  Algebra  und  Analysis  als  be- 
kannt voraus  und  geht  von  den  beiden  Axiomen  aus: 

A.  Die  Ebene  hat  zwei  Dimensionen. 

B.  Die  Lage  einer  Figur  in  der  Ebene  wird  durch  drei  Bedingungen  be- 
stimmt. 

Durch  Anwendung  der  Gruppentheorie  führen  diese  beiden  Axiome  zu  den 
Gruppen  von  Geometrien,  welche  Poincare  qundraÜsche  neimt,  und  zu  andern 
Gruppen,  welche  sich  von  den  ersteren  mittelst  des  Axioms  absondern: 

C.  Wenn  eine  ebene  Figur  ihre  Ebene  nicht  verlässt  und  zwei  ihrer  Punkte 
unbeweglich  bleiben,  so  bleibt  die  ganze  Figur  unbeweglich. 

Zur  Auswahl  zwischen  den  quadratischen  Geometrien  gibt  er  das  Axiom: 

D.  Der  Abstaüd  zweier  Punkte  kann  nur  dann  Null  sein,  wenn  die  beiden 
Punkte  zusammenfallen. 

Oder: 

E.  Wenn  zwei  Grade  sich  schneiden,  so  kann  die  eine  von  ihnen  um  den 
Durchschnittspunkt  derart  rotiren,  dass  sie  mit  der  andern  zusammenfällt. 

Um  die  sphärische  Geometrie  (jedoch  nicht  die  zweite  i{iem/inn'sche  Form) 
auszusondern,  gibt  er  das  Axiom: 

F.  Zwei  Grade  können  sich  nur  in  einem  Punkt  schneiden. 
Und  schliesslich,  um  das  JStecZwfsche  System  zu  erhalten: 

G.  Die  Summe  der  Winkel  eines  Dreiecks  ist  constant. 

Aus  diesem  letzten  Axiom  gehen,  wie  er  sagt,  die  Hypothesen  D,  E  und 
F  hervor. 


1)  Seit  1872  beschäftigte  sich  Lie  speciell  mit  den  stetigen  und  Klein  mit  den  un- 
stetigen Gruppen. 

2)  Wir  bedauern,  dass  wir  die  citirte  letzte  Arbeit  X/ic's  zu  spät  kennen  gelernt  haben  . 
und  desshalb  ihren  ersten  Theil  nicht  haben  benutzen  können. 

3)  Sur  les  hypothes.  fond.  de  la  g(5ometrie.    Bull,  de  la  S.  M.  de  France,  1887.    Siehe 
darüber  auch  die  erwähnte  frühere  Arbeit  von  Killing:  Erweiterung  u.  s.  w.  a.  a.  0. 
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Wie  man  sieht^  behandelt  er  das  Problem  nur  in  der  Ebene  und  man  weiss 
nicht,  ob  die  Axiome,  welche  er  bei  der  Behandlung  des  Raums  gegeben  hätte, 
diese  Axiome  der  Ebene  sämmtlich  oder  zum  Theil  ausgeschlossen  haben  würden. 

Poincare  hält  Geometriesysteme  für  möglich,  welche  es  nach  uns  nicht  sind, 
so  z.  B.  eine  Ebene,  in  welcher  eine  um  einen  Punkt  rotirende  Grade  nicht 
immer  die  Lage  einer  andern  durch  denselben  Punkt  gehenden  Graden  annehmen 
kann;  wie  schon  Klein  früher  bemerkt  hat,  entspricht  dies  nicht  der  Erfahrung 
in  unserm  Beobachtungsgebiet.  ^) 

Der  berühmte  Autor  versichert,  keines  der  in  den  Abhandlungen  der  elemen- 
taren Geometrie  gegebenen  Axiome  habe  den  Charakter  eines  Axioms;  er  hätte 
aber,  wie  uns  scheint,  wohl  daran  gethan,  dies  näher  auszuführen;  denn  das 
Axiom,  welches  er  zur  Unterstützung  seiner  Behauptung  anführt,  „zwei  Grössen, 
welche  einer  dritten  gleich  sind,  sind  einander  gleich",  wird  schon  seit  langer 
Zeit  nicht  mehr  als  ein  geometrisches  Axiom  anerkannt.  Er  benutzt  ferner  von 
Anfang  an  zur  Feststellimg  seiner  Axiome  die  Eigenschaften  der  Flächen  zweiten 
Grades,  auf  welchen  er  den  Angaben  Kleines  folgend  die  Begriffe  des  Abstands 
und  des  Winkels  durch  ein  Verfahren  festsetzt,  welches  auf  reinem  üeberein- 
kommen  beruht. 

Es  wäre  von  Interesse,  die  elementare  Geometrie  auf  diesen  Axiomen  (mit 
der  nöthigen  Aenderung  für  den  gewöhnlichen  Raum)  aufgebaut  zu  sehen;  man 
könnte  dann  beurtheilen,  ob  sie  jenen  Charakter  geometrischer  Axiome  haben, 
den  er  z.  B.  allen  Axiomen  Euclid's  nicht  zugesteht. 


Wir  wollen  nun  einige  Bemerkungen  über  die  Axiome  H.  Grassnian's  und 
F.  SchlegeTs  machen. 

Grassmann  gibt  in  seiner  Äusdehnungslehre  von  1844  das  folgende  Axiom*): 

„Der  Raum  ist  an  allen  Orten  und  nach  allen  Richtungen  gleichbeschaffen 
d.  h.  an  allen  Orten  und  nach  allen  Richtungen  können  gleiche  Constructionen 
vollzogen  werden.'* 

Oder  auch: 

1)  „Es  ist  eine  Gleichheit  denkbar  bei  Verschiedenheit  des  Ortes; 

2)  Es  ist  eine  Gleichheit  denkbar  bei  Verschiedenheit  der  Richtung  und 
namentlich  auch  bei  entgegengesetzter  Richtimg.'' 

Indem  er  gleiche  und  gleichläufige  Constructionen  diejenigen  nennt,  welche 
sich  auf  dieselbe  Art  an  verschiedenen  Orten  ergeben,  absolut  gleiche  diejenigen, 
welche  nur  durch  den  Ort  imd  die  Richtung  sich  unterscheiden,  und  gleiche  und 
ungleidiläufige  diejenigen,  welche  auf  dieselbe  Art  an  verschiedenen  Orten  und 
in  verschiedener  Richtung  erzeugt  werden,  bringt  Grassmann  sein  Axiom  auch 
in  die  folgende  Form: 

1)  „Was  durch  gleiche  und  gleichläufige  Constructionen  erfolgt,  ist  wieder 
gleich  und  gleichläufig. 


1)  Math.  Ann.  Bd.  4,  S.  ö90.  —  Siehe  auch  unsre  Vorrede. 

2)  Seite  35  u.  ff. 
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2)  Was  durch  entgegengesetzte  Gonstructionen  erfolgt,  ist  wieder  entgegen- 
gesetzt. 

3)  Was  durch  absolut  gleiche  Gonstructionen  (wenn  auch  an  verschiedenen 
Orten  und  nach  verschiedenen  Anfangsrichtungen)  erfolgt,  ist  wieder  absolut 
gleich/^ 

Die  relative  Beschränkung  des  Raums  wird  durch  ein  Axiom  festgestellt, 
welches  lautet: 

„Der  Raum  ist  ein  System  dritter  Stufe." 

Zur  Erklänmg  dieser  Axiome  bezieht  sich  Grctösmann,  wie  er  selbst  sagt, 
auf  das,  was  er  früher  in  der  Ätisdehnungslelire  festgestellt  hat.  Er  fügt  dann 
hinzu: 

„Dass  dieselben  ausreichen  für  die  Geometrie,  kann  nur  vollständig  aus- 
einander gelegt  werden  durch  Entfaltung  der  Geometrie  selbst  aus  diesem  Keim 
heraus.  . . .  Den  Satz,  dass  zwischen  zwei  Punkten  nur  eine  grade  Linie  möglich 
ist,  oder,  wie  ihn  Eudid  ausdrückt,  dass  zwei  grade  Linien  nicht  einen  Kaum 
umschliessen  können,  hier  als  Grundsatz  übergangen  zu  sehen  mag  auffallen  — 
doch  liegt  derselbe  in  dem  richtig  aufgefassten  ersten  Grundsatze;  nämlich  sollten 
zwei  grade  Linien,  welche  einen  Punkt  gemeinschaftlich  haben,  noch  einen  zweiten 
Punkt  gemeinschaftlich  haben,  so  würde  der  Raum  an  diesem  zweiten  Punkt 
anders  beschaffen  sein,  als  in  dem  andern,  wenn  die  Linien  nicht  zugleich  auch 
alle  andern  Punkte  gemeinschaftlich  hätten,  also  ganz  ineinander  fielen." 

Offenbar  ist  dieser  Beweis  nicht  stichhaltig;  auch  um  zwei  Gegenpunkte 
des  sphiirischeii  Systems  zeigt  der  Raum  das  gleiche  Verhalten  und  doch  gehen 
unendlich  viele  Grade  durch  diese  Punkte.  Der  Autor  selbst  zweifelt  an  seiner 
Genauigkeit. 

Wir  wollen  keine  Bemerkung  darüber  machen,  dass  diese  Axiome  so  ver- 
wickelte Begriffe  enthalten;  das  Schlimmste  ist  jedenfalls,  dass  diese  Begriffe 
auf  einfache  Theile  reducirt  in  den  Prämissen  der  AtAsddmungsldirc  nicht  streng 
definirt  sind.  Er  geht  vor  Allem  von  dem  Begriff  des  Stetigen  und  des  Dis- 
creteu  aus  und  definirt  sie  in  einer  Form,  die  der  Kritik  weiten  Spielraum  lässt.*) 


1)  II.  Grassmann  (Ausdehnungslehre  1844  oder  1878,  S.  20  u.  ff.)  sagt:  „Die  reine  Mathe- 
matik ist  die  Wissenschaft  des  besonderen  Seins  als  eines  durch  das  Denken  Getoordetten*^ 
und  später:  „Jedes  durcli  das  Denken  Gewordene  kann  auf  zweifache  Weise  geworden  sein 
entweder  durch  einen  einfachen  Act  des  Erzenyens  oder  durch  einen  zweifachen  Act  des 
Setzefis  und  Verknüpf eiis.  Das  auf  die  erste  Weise  Gewordene  ist  die  stetige  Form  oder  die 
Grösse  im  engeren  Sinn;  das  auf  die  letztere  Weise  Gewordene  die  discrete  oder  Ver- 
knüpf ungs  form.*'  Er  setzt  den  Begriff  des  Sietigwerden^s  voraus,  definirt  ihn  aber  nicht.  Er 
sagt,  der  Act  dos  Erzeugens  könne  als  aus  zwei  Acten,  dem  des  Setzens  und  des  Ver- 
knüpfens  bestehend  angesehen  werden  und  das,  was  im  Moment  des  Setzens  gesetzt  sei, 
wäre  schon  mit  dem,  was  geworden  ist,  verknüpft.  Dies  ist  aber  durchaus  keine  klare 
Definition  des  Acts  des  Erzeugens.  Auch  angenommen  dieser  Act  habe  einen  genau  be- 
stimmten Siim,  wie  z.  B.  der  Act,  zuerst  ein  Ding  zu  denken  und  dann  ein  andres  Ding  (auf 
welchen  wir  den  Begrifi'  von  Reihen  gegründet  haben),  so  muss  man  doch  mit  irgend  Etwas 
anfangen,  um  irgend  Etwas  zu  erzeugen.  Nun  ist  dieses  irgend  Etwas,  bei  dem  man  an- 
langt, entweder  ein  Theil  des  Stetigen  oder  nicht.  Ist  es  dieser  Theil  nicht,  so  kann  es 
allein  das  Stetige  nicht  erzeug(Mi,  weil  die  Elemente  ohne  Theile  der  Graden  die  Grade 
nicht  bilden;  es  kann  jilso  zur  Erzeugung  des  Stetigen  nicht  benutzt  werden.  Ist  es  aber 
ein  Theil  des  Stetigen,  so  ist  es  in  jedem  Zustand,  in  welchem  wir  es  betrachten,  selbst 
ein  Stetiges  und  mau  kommt  auf  eine?  petitio  i)rincipii. 
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In  §  14  sagt  er: 

^^as  Ausdehnungsgebilde  wird  nur  dann  als  ein  einfaches  erscheinen,  wenn 
die  Aenderungen,  die  das  erzeugende  Element  erleidet,  stets  einander  gleich 
gesetzt  werden;  so  dass  also,  wenn  durch  eine  Aenderung  aus  einem  Element  a 
ein  andres  h  hervorgeht,  welche  beide  jenem  einfachen  Ausdehnungsgebilde  an- 
gehören, dann  durch  eine  gleiche  Aenderung  aus  h  ein  Element  desselben  Aus- 
dehnimgsgebildes  c  erzeugt  wird  und  zwar  wird  diese  Gleichheit  auch  dann 
stattfinden  müssen,  wenn  a  und  b  als  stetig  aneinander  grenzende  Elemente 
aufgefasst  werden,  da  diese  Gleichheit  durchweg  bei  der  stetigen  Erzeugung 
stattfinden  soll.^ 

Und  später: 

„Die  Gleichheit  der  Aenderungsweise  wird  hier  durch  Gleichheit  der  Rich- 
timg vertreten;  als  System  erster  Stufe  stellt  sich  daher  hier  die  imendliche 
gerade  Linie  dar,  als  einfache  Ausdehnung  die  begrenzte  gerade  Linie.'^ 

Er  nennt  gleichgerichtete  Grössen  diejenigen,  die  durch  Fortsetzung  der- 
selben Erzeugimgsweise  hervorgehen;  solche  sind  sowohl  die  positiven  wie  die 
negativen  Grössen;  eine  positive  und  eine  negative  Grösse  nennt  er  dagegen 
entgegengesetzt  gerichtet.  Sowohl  die  gleich  wie  die  entgegengesetzt  gerichteten 
heissen  „gleichartige*'  Grössen.     In  §  14  fährt  er  fort: 

„Was  dort  (in  der  Ausdehnungslehre)  gleichartig  genannt  wurde,  erscheint 
hier  (in  der  Geometrie)  als  parallel,  imd  der  Parallelismus  bietet  gleichfalls  seine 
zwei  Seiten  dar,  als  Parallelismus  in  demselben  und  in  entgegengesetztem  Sinn." 

Er  schlägt  überdies  vor,  sie  durch  die  beiden  Worte  gleichläufig  und  ww- 
gleichläufig,  die  er  in  der  dritten  Form  des  Axioms  benutzte,  zu  unterscheiden. 

Offenbar  spielt  hier  Grassmann  auf  den  Parallelismus  EuclicCs  an,  wie  das 
Beispiel  beweist,  welches  er  in  §  23  gibt.  Ausserdem  enthält  das  obige  Axiom 
in  der  dritten  Form,  wie  dieses  Beispiel  beweist,  als  speciellen  Fall  denjenigeu, 
in  welchem  in  zwei  Dreiecken,  welche  zwei  Paar  Seiten  parallel  imd  gleich 
haben,  auch  die  übrigen  Seiten  parallel  sind. 

Wir  bemerken,  dass  man  dem  einfachen  System  erster  Art  in  der  Geometrie 
nicht  nur  die  Grade  sondern  alle  homogenen  Linien  und  homogenen  Systeme 
einer  Dimension  entsprechen  lassen  kann  und  femer,  dass  Grassmann  der  Geo- 
metrie den  Begriff  der  Richtimg,  welcher  dem  Begriff  der  Aenderungsweise 
entspricht,  zu  Grunde  legt. 

Auf  S.  22  sagt  Grassmann  weiter:  „Das,  was  neu  entsteht,  entsteht  eben  nur  an  dem 
schon  Gewordenen,  ist  also  ein  Moment  des  Werdens  selbst,  was  hier  in  seinem  weiteren 
Verlauf  als  Wachsen  erscheint."  Man  kann  aber  annehmen,  man  erhielte  die  ganze  Form 
aus  einem  ihrer  bereits  erhaltenen  Theile  und  dieser  Theil  ist  gewiss  nicht  unbegrenzt  klein, 
wie  er  mit  dem  Wort  Moment  sagen  zu  wollen  scheint.  Will  man  von  dem  Begriff  des 
Moments,  dem  Zeitaugenblick  entsprechend,  ausgehen,  so  muss  man  ihn  bezüglich  eines 
schon  gegebenen  und  construirten  Theils  betrachten.  Wie  will  man  eine  willkürlich  kleine 
Grösse  definiren,  ohne  sie  mit  schon  gegebenen  Grössen  zu  vergleichen?  Wird  auf  diese 
Art  nicht  implicite  das  Stetige  als  gegeben  angenommen,  ohne  es  überhaupt  zu  definiren? 
Die  Definition  des  Stetigen  mittelst  der  Bewegung  eines  Punktes  hat  dieselben  Mängel  ^anz 
abgesehen  davon,  dass  der  Punkt  ohne  Theile  das  Stetige  nicht  erzeugt  (§  55  d.  Eml.). 
Die  Sprache  der  Bewegung  lässt  sich  auch  auf  ein  discretes  System  anwenden  (§  67  d.  Einl.). 
Es  ist  also  klar,  dass  die  Stetigkeit  der  Bewegung  abstract  genommen  (siehe  die  Vorr.)  die 
Existenz  des  Stetigen  zur  Voraussetzung  hat. 
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Aus  dem  Begriff  der  Aenderungsweise  sucht  er  die  Gnmdeigenscliaft  der 
Ebene  abzuleiten  (§§  18  u.  21)  imd  wird  hier  um  so  unverständlicher^  als  eine 
Definition  des  Stetigen  fehlt;  ein  solcher  Beweis  lässt  sich  aber  mittelst  unsers 
Proportionalitätszusanmienhangs  streng  bindend  machen.  Grassmann  erzeugt 
die  Ebene  mittelst  zweier  Reihen  paralleler  Graden,  welche  in  Folge  einer 
Eigenschaft,  die  immittelbar  aus  dem  oben  erwähnten  Axiom  folgt,  sich  gegen- 
seitig schneiden.  Eine  gewisse  Analogie  besteht  zwischen  dem  Begriff  in  dem 
Beweis  Grassmann^s  und  dem  imsrigen;  aber  wir  setzen  das  genannte  Axiom 
imd  den  Onmdsatz  über  das  Dreieck  nicht  voraus^),  leiten  denselben  yielmehr 
aus  dem  Axiom  über  die  Parallelen  und  den  andern  Axiomen  ab;  wir  erzeugen 
auch  nicht  die  Ebene  wie  Grassmann  und  beweisen  auch  nicht  die  genannte 
Eigenschaft  der  Ebene  mittelst  derselben  Begriffe. 

Zu  seiner  Rechtfertigimg  müssen  wir  jedoch  angeben,  dass  er  nicht  das 
Problem  der  Fundamente  der  Geometrie  hat  entwickeln  wollen  und  in  diesem 
Fall  sicherlich  seine  Axiome  besser  definirt  hätte;  es  würde  ihm  aber,  wie  wir 
glauben,  schwer  gefallen  sein  ein  streng  gefügtes  System  auf  Grund  des  Be- 
griffs der  Richtung  statt  desjenigen  der  Graden  aufzubauen. 

Auch  das  Buch  System  der  Baumldire^)  von  F.  Schlegd,  welches  die  Vor- 
züge der  Ätisdehnungslehre  beständig  ins  Licht  zu  setzen  sucht,  scheint  uns 
nicht  glücklicher  zu  sein.  Wir  bemerken  vor  Allem,  dass  die  Axiome  von  den 
Sätzen  nicht  streng  geschieden  sind,  ein  solcher  Unterschied  aber  in  einer  Ab- 
handlung, welche  die  Principien  der  Geometrie  mit  Strenge  behandeln  will, 
nöthig  ist  (Vorr.  S.  X  und  Xu).  Da  auch  Schlegel  wie  Grassmann  von  dem  Be- 
griff der  Richtung  ausgeht,  so  halten  wir  für  angemessen  die  Principien  dieses 
Buchs  einer  eingehenden  Untersuchung  zu  unterwerfen,  weil  es  sich,  wie  man 
sieht,  um  eine  neue  Richtung  dieser  Studien  handelt. 

Auf  Seite  3  gibt  Scldegel  die  folgende  Definition  von  Bichtung:  „Es  gibt 
eine  unbeschränkte  Menge  von  Bewegungen,  zwischen  denen  ein  Punkt  im  An- 
fang seiner  Aendertmg  die  Wahl  hat.  Das  unterscheidende  Merkmal  einer  solchen 
Anfangsbewegung  heisst  Rid^iung^^y  genau  nach  dem  Begriff  Crrassmann's. 

Auf  Seite  4  fügt  er  hinzu: 

„Ein  bestimmter  bewegter  Punkt  ist  gleichbedeutend  mit  einer  Reihe  be- 
liebiger fester  Punkte.'^ 

Man  weiss  nicht,  was  feste  Punkte,  Aenderung,  Reihe  ist,  ob  die  letztere 
stetig  ist  oder  nicht  und  wie  in  einem  solchen  Fall  die  Stetigkeit  definirt  wird. 
Lässt  man  also  den  Begriff  der  Bewegung  bei  Seite,  welchen  er  später  ver- 
meiden zu  wollen  scheint,  so  bedeutet  die  Definition  der  Richtung,  dass  zwei 
consecutive  Punkte  der  Reihe  eine  Bichtung  bestimmen. 

Schlegel  fährt  auf  Seite  3  fort: 

„Fährt  der  Punkt  in  der  einmal  gewählten  Anfangsbewegung  fort,  so  heisst 
seine  Gesammtbewegung  einfach.  Das  Merkmal  einer  einfachen  Bewegung  ist 
also  ebenfalls  ihre  Richtung." 

1)  Siehe  S.  323. 

2)  Leipzig,  1872. 
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Offenbar  ist  hierin  der  Begriff  der  graden  Linie  verborgen,  ohne  welche 
wir  nicht  verstehen  können,  wie  ein  Punkt  die  Bewegung  in  der  Anfangsrichtung 
fortsetzen  kann.  Denn  sieht  man  von  der  Bewegung  ab,  welche  bei  der  Erörte- 
rung der  Principien  oft  irre  führt,  so  bedeutet  dies,  dass  zwei  gegebene  Rich- 
tungen AA' y  A'  A*  gleich  sind,  wenn  sie  in  grader  Linie  liegen.  Schlegel  aber 
benutzt  nach  dem  Vorbild  Grassmami's  den  Begriff  der  Richtung,  um  die  Grade 
zu  definiren.     Er  sagt  auf  Seite  6: 

„Wenn  ein  Punkt  seine  Lage  durch  einfache  Bewegung  ändert,  so  heisst 
das  von  ihm  erzeugte  Gebilde  (sein  Weg)  eine  Grade  (grade  Linie).  Die  Eigen- 
schaften einer  Graden  sind  bestimmt 

1)  durch  die  Lage  eines  sie  erzeugenden  Punktes, 

2)  durch  die  beständige  Richtung  der  Bewegung  dieses  Punktes. 

Die  Merkmale  einer  Graden  sind  hiemach  Lage  und  Richtung.  Jeder  Punkt 
auf  derselben  Graden  kann  als  erzeugender  angenommen  werden.  Jeder  dieser 
Punkte  theilt  daher  die  Grade  in  zwei  Theile  und  kann  sich  in  zwei  entgegen- 
gesetzten Richtungen  auf  ihr  bewegen." 

Aber  auch  auf  der  Kugel  kann  sich  ein  Punkt  in  zwei  entgegengesetzten 
Richtungen  in  dem  Hauptkreis  bewegen  und  zwei  unendlich  nahe  Punkte  be- 
stimmen einen  dieser  Hauptkreise  und  doch  zerlegt  ein  Punkt  die  Kreislinie 
nicht  in  zwei  Theile.     Das  datier  ist  also  nicht  statthaft. 

„Jede  Grade  repräsentirt  demnach  zwei  entgegengesetzte  Richtungen  und 
eine  bestimmte  Glasse  von  Lagen  (von  Punkten  nämlich).  Durch  ei^^en  be- 
liebigen Punkt  auf  ihr  ist  die  Lage  einer  Graden,  durch  einen  zweiten  auch 
ihre  Richtung  bestimmt,  da  dieser  zweite  als  eine  spätere  Lage  des  ersten 
bewegten,  betrachtet  werden  kann,  also  auch  die  Richtung  der  Bewegimg  be- 
zeichnet." 

Er  versucht  abzuleiten,  dass  bei  der  Bewegung  eines  Segments  auf  einer 
Graden,  wenn  (AB),  (AiBj)  zwei  der  Lagen  des  Segments  sind,  (AA^)  f^  {BB^) 
ist;  diese  Eigenschaft  wird  aber  nicht  im  Allgemeinen  bewiesen;  denn  dafür  ist 
das  Gommutationsgesetz  nöthig.  Auch  bei  Grassmann  fehlt  für  die  incommen- 
surabelen  Segmente  ein  strenger  Beweis  dieser  Eigenschaft.  Aus  seinen  Prä- 
missen geht  auch  nicht  hervor,  dass  (AB)  ~"  (BA)  ist. 

Auf  Seite  18  schreibt  Schlegd,  bevor  er  von  der  Ebene  spricht:  „Hat  eine 
Grade  ihre  Lage  geändert,  so  darf  kein  Punkt  zugleich  auf  der  ersten  und 
zweiten  Graden  liegen,  sonst  könnte  dieser  Punkt  beide  Graden  erzeugen;  d.  h. 
sie  hätten  dieselbe  Lage'*,  während  in  dem  Euclid'schen  System  zwei  Grade,  die 
gleiche  Richtimg  haben,  in  unserm  Sinn  einen  reellen  Punkt  im  Unendlich- 
grossen gemein  haben  und  ebenso  als  verschiedene  Lagen  derselben  Graden 
betrachtet  werden  können.  Hier  wird  also  stillschweigend  das  thatsächliche 
Unendlichgrosse  ausgeschlossen. 

Schlegel  nennt  den  Positionswechsel  einer  Graden  Schiebufig, 

„Wie  die  Lage  einer  Graden  durch  einen  beliebigen  Pimkt  auf  ihr  voll- 
kommen bestimmt  ist,  so  auch  ihre  Lagenänderung  durch  diejenige  eines  be- 
liebigen Punktes  auf  ihr.    Die  Bewegimg  der  Graden  nennen  wir  einfach,  wenn 
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diejenige  jedes  beliebigen  Punktes  auf  ihr  eine  einfache  ist,  d.  h.  wenn  jeder 
beliebige  Punkt  auf  ihr  eine  beliebige  Grade  beschreibt. 

Wenn  eine  Grade  ihre  Lage  durch  einfache  Bewegung  ändert^  so  heisst  das 
von  ihr  erzeugte  Gebilde  eine  Ebene  (ebene  Flache)." 

Nach  dieser  Definition  kann  jedoch  das  erzeugte  Ding  auch  z.  B.  ein  ein- 
faches Hyperboloid  sein. 

„Die  Eigenschaften  einer  Ebene  sind  bestimmt 

1)  durch  Lage  imd  Richtung  einer  sie  erzeugenden  Graden, 

2)  durch  Lage  und  Richtung  einer  zweiten  Graden,  die  von  einem  der 
ersten  angehörigen  Punkte  beschrieben  wird;  oder  da  man  beide  Grade  durch 
dieselbe  Lage  bestimmen  kann: 

1)  durch  Lage  und  Richtung  einer  sie  erzeugenden  Graden, 

2)  durch  die  Lage  eines  beliebigen  festen,  ausserhalb  dieser  Graden  in  der 
Ebene  liegenden  Punktes; 

oder,  wenn  man  die  in  1)  genannte  Grade  durch  zwei  Punkte  ersetzt, 

1)  durch  die  Lage  dreier  nicht  in  derselben  Graden  liegender  Punkte. 

Die  Merkmale  eine  Ebene  sind  hiemach  vorläufig: 

Eine  Lage  und  zwei  Richtimgen;  oder  zwei  Lagen  und  eine  Richtung,  oder 
drei  Lagen." 

Auch  hier  ist  unverständlich,  wie  man  aus  der  ersten  Definition  die  letzte 
entnehmen  kann. 

Nachdem  der  Verfasser  so  die  Grundeigenschaften  der  Graden  und  der 
Ebene  aufgestellt  hat,  wendet  er  die  Rechnung  Grassmann's  an. 

Man  kann  daher  nicht  sagen,  dass  Sehlegd  das  Ziel,  das  er  sich  auf 
Seite  Xn  bezüglich  der  Fundamente  der  Geometrie  gesteckt  hat,  auch  wirklich 
erreichte.  Wir  halten  es  für  besser,  wenn  man  schwierige  Fragen  präcis  aufstellt 
und  dann  sie  zu  lösen  versucht,  statt  sie  in  einer  mehr  oder  weniger  verwickelten 
Form  zu  verbergen.  Um  seinen  zweiten  Zweck  zu  erreichen,  die  Mathematiker 
zimi  Studium  der  Ausdehmuigslehre  anzuregen,  hätte  Sdüegd  unsrer  Ansicht  nach 
besser  gethan,  die  Principien  der  JE'i^dlid'schen  Geometrie  so  wie  sie  bekannt 
sind  anzunehmen.  Was  die  Bedeutung  anlangt,  welche  die  geometrische  Ana- 
lysis  Grassnian7i's  gehabt  hat,  heute  noch  hat  oder  möglicher  Weise  haben 
wird,  so  können  wir  uns  damit  hier  nicht  abgeben.  Auf  die  geringe  Beachtung, 
welche  Grassniann  trotz  seines  einschneidenden  Werks  und  seiner  übrigen  mathe- 
matischen Untersuchungen  zu  seinen  Lebzeiten  fand,  folgte  in  Deutschland  selbst 
eine  wohlverdiente  Reaction,  die  diesen  Mann,  welcher  als  Professor  an  einem 
Gymnasium  starb,  der  Vergessenheit  entriss.  Wir  aber  wagen  es  nicht  uns 
auch  für  diese  Analysis  zu  begeistern,  vielleicht  weil  wir  sie  nicht  hinreichend 
beherrschen;  wir  bewundem  aber  den  hohen  Werth  der  Ideen,  welche  hier  und 
da  in  dem  Werk  eingestreut  sind.  Seine  glühendsten  Anhänger,  unter  welchen 
sich  auch  berühmte  Namen  finden,  haben  noch  nicht  durch  Thatsachen  nach- 
gewiesen, dass  die  Grassmunn'sche  Methode  bei  der  wissenschaftlichen  Unter- 
suchung den  Vorzug  vor  der  synthetischen  und  analytischen  Methode  verdient, 
welche  heute  das  Feld  beherrschen.   Von  grossem  Interesse  wäre  eine  historisch- 
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kritische  Untersuchung  dieser  Analysis  in  Verbindung  mit  den  Methoden  von 
MSbitis,  Bellavitis  und  HamiHoii,  die  alle  Vortheile,  welche  diese  Methode  erreicht 
hat- und  welclie  man  sich  noch  von  ihr  versprechen  kann,  nachweisen  würde. 
Aus  den  in  der  Vorrede  erwähnten  Gründen  sind  w^ir  jedoch  bei  dem  Elementar- 
unterricht entschiedene  Gegner  eines  jeden  Formalismus  und  Mechanismus, 
welcher  systematisch  substituirt  und  geeignet  ist,  eine  der  schönsten  Fähig- 
keiten des  Geistes,  die  ßaumanschauung,  deren  Beihülfe  bei  dem  wissenschaft- 
lichen Studium  der  Elemente  in  dem  von  uns  erklärten  Sinn  verstanden  wird, 
zu  vermindern  wenn  nicht  gar  zu  vernichten. 

Eine  neue  Richtung  bei  dem  Studium  der  drei  mehrgeimnnten  Geometrie- 
systeme schlug  Flie  S,  Mario  in  seinem  erwähnten  Buch  ein.  Er  geht  von 
der  Erwägung  aus,  dass  in  dem  unbegrenzt  Kleinen  die  lind Id- sehe  Geometrie 
unabhängig  von  dem  Axiom  über  die  Parallelen  gilt,  wie  schon  Ldbatschetcshj 
bemerkte,  und  erliält  durch  Integration  die  Encli(ts,(A\e  und  die  nicht-JP/wizVifsche 
Geometrie,  jedoch  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Grade  unendlich  gross  sei. 
Dieser  Richtung  schloss  sich  auch  Külifuj  an,  welcher  in  seinem  Buch:  „üeber 
die  nicht -irW'//rf  sehen  Raumformen"  kritische^  und  geometrischer  verfuhr  imd 
ohne  die  genannte  Bedingung  auskam.  Wir  hatten  schon  Gelegenheit  von  diesem 
interessanten  Buch  zu  sprechen.  Auch  die  Räume  von  mehr  als  drei  Dimen- 
sionen werden  darin  zum  grossen  Theil  auf  analytische  Art  behandelt. 

In  einer  früheren  Abhandlung^)  hatte  Killing  bewiesen,  dass,  wenn  man 
das  Axiom  über  die  unendlich  grosse  Grade  und  dasjenige  über  die  Parallelen 
ausschliesst,  die  EticUd'sche  und  die  bekannten  nicht- Eudid'schen  Formen  für 
das  thatsächliche  Gebiet  die  einzig  möglichen  sind. 

Bei  dieser  Metliode  wird  jedoch  vorausgesetzt,  dass  die  Bewegung  eines 
Theils  des  Raums  eine  Bewegung  des  ganzen  Raums  in  sich  selbst  bestimme; 
Klein  dagegen  lässt  in  seiner  zuletzt  erwähnten  Schrift  die  entgegengesetzte 
Hypothese  gelten,  wie  sie  sich  auf  der  von  ülifford  gefundenen  Fläche  des 
elliptischen  Raums  bewährt.  Wir  bemerken  dazu,  dass  alle  Axiome,  welche 
Eigenschaften  enthalten,  die  ausserhalb  des  Gebiets  der  Beobachtung  oder  An- 
schauung liegen,  einer  ähnlichen  Erörterung  wie  das  Postulat  über  die  Paral- 
lelen unterzogen  werden  können  und  unter  Umständen  Gelegenheit  zu  weiteren 
wichtigen  Untersuchungen  geben. 

Descartcs^)  und  Leibniz'^)  hatten  zuerst  die  Idee,  alle  BegriflFe  mittelst  eines 
Systems  von  Zeichen  darzustellen,  sie  aus  einer  gegebenen  Anzahl  solcher  Zeichen 
abzuleiten  und  durch  ihre  Combination  und  gewisse  Regeln  nicht  nur  schon  be- 
kannte Wahrheiten  sondern  auch  andre  neue  zu  ermitteln.  Leibniz  versuchte 
sie  auch  auf  die  Geometrie  anzuwenden. 

Mit  dieser  Idee  ist  die  Rechnung  der  deductiven  Logik  eng  verknüpft,  deren 
Principien  zuerst  in  einer  Zusammenstellung  der  ganzen  Lehre  von  dem  Eng- 

1)  Die  Rechnung  in  den  nicht-.ßMC^Vr8chen  Raumformen.    Joum.  von  Crelle.    Bd.  80. 

2)  Epistolae  I,  111.    Amsterdam,  1682. 
8)  A.  a.  0. 
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länder  G.  JBoole  formulirt  wurden  und  über  welche  E.  Schröder^)  das  neueste 
und  vollstiindigste  Werk  geliefert  hat.  Hauptzweck  dieser  Rechnung  ist  bei 
der  Erörterung  der  Principien  der  Logik  die  Unzuträglichkeiten  zu  vermeiden, 
welche  aus  der  gewöhnlichen  Sprache  hervorgehen,  bei  welcher  oft  verschiedene 
logische  Processe  mit  demselben,  gleiche  dagegen  mit  verschiedenen  Worten 
bezeichnet  werden.  Die  Begriffe  und  die  Operationen  werden  daher  mit  Sym- 
bolen bezeichnet,  welche  nur  eine  Bedeutung  haben  dürfen  und  mittelst  be- 
stimmter Begeln  werden  aus  den  angenommenen  Principien,  die  auf  die  möglichst 
kleine  Anzahl  reducirt  werden,  andre  logische  Wahrheiten  abgeleitet.  Diese 
Theorie  kann,  wie  ScJiröder  bemerkt,  nicht  als  abgeschlossen  gelten,  weil  die 
Logik  der  Beziehungen,  welche  die  schwierigste  ist,  sich  noch  in  dem  Anfangs- 
stadium der  Entwicklung  befindet. 

Gegen  das  theoretische  Literesse  an  einer  solchen  Doctrin  bei  dem  Studium 
der  Logik  lässt  sich  nach  unsrer  Ansicht  Nichts  einwenden,  wohl  aber  muss 
man  Einspruch  erheben,  wenn  ihre  Bedeutung  bei  der  praktischen  Uebung  der 
Logik  oder  als  Ersatz  für  die  gewöhnliche  Sprache  übertrieben  wird.  Uüsere 
gewöhnliche  Sprache  wird  übrigens  mehr  oder  weniger  reichlich  gebraucht,  um 
die  Bedeutung  dieser  Zeichen  zu  erklären  und  festzusetzen  und  ist  auf  der 
andern  Seite  das  vollstiindigste  und  natürlichste  Zeicheusystem,  durch  welches 
wir  unsere  Gedanken  ausdrücken  können.  Als  Mathematiker  freuen  wir  uns 
über  die  Versuche,  welche  darauf  abzielen,  das  mathematische  Verfahren  auf 
die  Logik  und  die  andern  Wissenschaften  anzuwenden;  Leonardo  da  Vinci  selbst 
hat  mit  jenem  Seherblick,  der  ihn  zu  einem  der  grössten,  wenn  nicht  dem  grössten 
Genie  der  Renaissanceperiode  gemacht  hat,  erkannt,  dass  die  Wissenschaften  um 
so  wahrer  sind,  je  mehr  sie  sich  nach  den  Methoden  der  Mathematik  gestalten.^) 
Wir  können  uns  jedoch  nicht  auf  Einzelnheiten  einlassen  und  auch  nicht  zeigen, 
von  welchen  Principien  die  deductive  Logik  ausgeht,  um  den  logischen  Galcül 
aufzustellen;  es  würde  uns  dies  zu  weit  von  unserm  Gegenstand  abführen.  Wir 
müssen  aber  bemerken,  dass  die  Möglichkeit  verschiedener  logischer  Calcüls  je 
nach  den  Principien  und  Operationen,  die  zu  Grunde  gelegt  werden,  nicht  aus- 
geschlossen ist.  Wir  haben  uns  z.  B.  in  Kap.  I  der  Einl.  mit  den  gewöhnlichen 
Begriffen  beschäftigt,  ohne  eigentlich  Logik  treiben  zu  wollen;  zweifeUos  aber 
ist,  dass  bei  der  Ordnimg  unsrer  Ideen,  welche  wir  natürlich  für  die  beste  zur 
Erreichimg  unsrer  Ziele  halten,  der  wirkliche  logische  Calcül  uns  keine  Dienste 
hätte  leisten  können.  Es  ist  überdies  nicht  ausgeschlossen,  dass  man  auch  mit  der 
gewöhnlichen  Sprache  bei  gehöriger  Aufmerksamkeit  zu  einer  klaren  Darlegung 
derjenigen  Sätze  und  Operationen  der  Logik,  welche  zur  Aufstellung  der  Grund- 
begriffe der  Mathematik  nöthig  sind,  nicht  gelangen  kann.  Wir  können  diesen 
Calcül  nur  insoweit  prüfen,  als  er  auf  das  Studium  der  Principien  der  Mathe- 
matik und  besonders  der  Geometrie  speciell  von  Peam^)  angewendet  wurde.  Wir 
müssen  nun  sofort  unsre  Ueberzeugung  dahin  aussprechen,  dass,  auch  wenn  es 

1)  Vorlesungen  über  die  Algebra  der  Logik.     Leipzig,   1890. 

2)  Trattato  della  pittura.     1890. 

3)  A.  a.  0.     I  principii  della  geometria  logicamente  esposti.    Torino,  1889. 
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eine  vollständige  Sprache  logischer  Zeichen  gäbe,  um  alle  bekannten  Wahrheiten 
der  mathematischen  Wissenschaften  in  der  für  am  besten  gehaltenen  Ordnung 
auszudrücken  imd  auch  neue  Wahrheiten  auf  einfache  Art  wiederzugeben,  doch 
immer  ein  grosser  Unterschied  zwischen  dem  logischen  Interesse  dieses  Zeichen- 
systems und  dem  mathematischen  Interesse  bestehen  würde.  Wir  kennen  auch 
keine  hinreichenden  wissenschaftlichen  Gründe,  warimi  man  ein  solches  Zeicheu- 
system  nicht  nur  bei  höheren  Untersuchungen,  bei  welchen  sich  auch  schon 
in  der  Geometrie  die  Worte  auf  sehr  wenige  besonders  bei  dem  Gebrauch  der 
Zahlenrechnung  reduciren,  sondern  auch  bei  den  Fragen  der  Principien  syste- 
matisch der  gewöhnlichen  Sprache  substituiren  müsste.  Die  Frage,  ob  ein 
Wort  verschiedene  logische  Bedeutimgen  hat,  z.  B.  ist,  oder,  und  u.  s.  w.  ist 
für  die  Mathematik  oft  eine  reine  Formfrage.  Im  Gegentheil,  in  der  Mathe- 
matik muss  man  nicht  selten  abgekürzte  Redensarten  gebrauchen,  die,  wenn 
man  nur  auf  die  Bedeutung  der  einzelnen  Worte  sieht,  verschieden  ausgelegt 
werden  können,  z.  B.  ein  beliebiger y  der  Bfweis  dem  vorigen  analog,  u.  s.  w., 
wenn  man  nicht  ohne  Noth  pedantisch  werden  will.  .  Für  den  Mathematiker 
genügt  es,  wenn  aus  dem  Wortlaut  des  Satzes  durchaus  klar  der  Sinn  hervor- 
geht, welchen  der  Verfasser  den  Worten  hat  beilegen  wollen,  ohne  dass  es 
nöthig  wäre,  dass  der  Sinn  streng  durch  die  einzelnen  Worte  bestimmt  ist, 
wenn  eine  mathematische  Nothwendigkeit  dazu  nicht  vorliegt.  Ohne  Zweifel 
muss  die  Form  möglichst  exact  sein  und  wir  würden  niemals  billigen,  dass  man 
z.'  B,  sagt  „zwei  und  drei  sind  fünf";  man  darf  aber  nicht  derart  übertreiben, 
dass  man  dadurch  wichtigere  Dinge  aus  dem  Äuge  verliert.^)  Noch  Niemand 
hat  nachgewiesen,  dass  es  Mathematiksätze  gebe,  welche  man  nicht  genau  mit 
der  gewöhnlichen  Sprache  ausdrücken  könne;  jedenfalls  brauchte  man  doch  nur 
die  logischen  Zeichen  durch  die  Worte  zu  ersetzen,  durch  welche  die  Bedeutung 
der  Zeichen  festgesetzt  wird,  oder  die  Sprache  selbst  zu  vervollständigen;  auf 
der  andern  Seite  ist  es  doch  mindestens  zweifelhaft,  ob  man  alle  mathemati- 
schen Beziehungen  durch  die  bekannten  logischen  Zeichen  ausdrücken  kann. 

Man  muss  beachten,  dass  in  den  Wissenschaften  die  Sprache  nur  ein  Mittel 
nicht  der  Zweck  ist  und  dass  das  schwierigste  und  auch  wichtigste  wissenschaft- 
liche Problem  gerade  darin  besteht,  die  Hypothesen,  auf  welche  man  bauen 
will,  aufzustellen  und  von  ihnen  zu  neuen  Wahrheiten  überzugehen.  Bei  dieser 
Entwicklung  leistet  die  gewöhnliche  Sprache  bessere  Dienste,  weil  sie  sich  besser 
zum  Ausdrücken  der  wissenschaftlichen  Ideen  und  zur  Verbindung  der  Principien 
der  verschiedenen  Wissenschaften  untereinander  eignet.  Der  Gedanke  darf  durch 
das  Mittel,  dessen  er  sich  bedient,  nicht  gehindert  werden,  während  bei  dem 

1)  Der  einzige  Vorwurf,  der  Pasch  von  Peano  gemacht  wird,  bezieht  sich  mehr  auf 
die  Form  als  den  Inhalt  und  besteht  darin,  dass  Pasch  sagt  „Zwei  Punkte  bestimmen  ein 
gradliniges  Segment",  während  er  hätte  sagen  sollen  „Zwei  verschiedene  Punkte  bestimmen 
u.  s.  w."  Es  geht  aber  aus  dem  Text  klar  hervor,  dass  Pasch  gerade  dies  hat  ausdrücken 
wollen.  Peano  beachtet  nicht,  dass  zwei  Punkte  im  Allgemeinen  in  der  Geometrie  nicht 
zusammenfallen,  wie  es  mit  zwei  gleichen  Zahlen  in  der  Arithmetik  der  Fall  ist.  Reinen 
Formfragen  gehören  auch  die  üebersetzungen  in  logische  Zeichen  an,  welche  Peano  von 
den  Sätzen  einiger  Bücher  der  Elemente  Euclid'8  gemacht  hat,  die  sich  besonders  zu  einer 
solchen  Uebertragung  eignen. 
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thatsächlichen  Stand  der  Anwendungen  des  logischen  Galcüls  der  Gedanke  den 
Zeichen  zu  Liebe  genöthigt  wird,  eher  den  einen  als  den  andern  Weg  einzu- 
schlagen. Der  Wortschwall  ohne  Sinn  entsteht  nicht  aus  der  UnvoUkommenheit 
der  Sprache  sondern  dem  Mangel  an  Gedanken.  Aber  auch  wenn  das  System 
logischer  Zeichen  vollständig  wäre,  so  würde  es  doch,»  wenn  man  nicht  seine 
Nothwendigkeit  oder  grosse  Nützlichkeit  nachweist,  in  der  Art  ungeeignet  sein, 
als  es  der  Schwierigkeit  bei  der  Handhabung  der  neuen  Sprache  wegen  viel 
weniger  zu  dem  Studium  der  Wissenschaft  anregt.  Wir  würden  die  Anwen- 
dung des  Zeichensystems  auf  die  Behandlung  der  mathematischen  Probleme 
verstehen,  wenn  es  wie  das  Zahlensystem  dazu  diente  durch  bestimmte  und 
fruchtbare  Regeln  von  gegebenen  Wahrheiten  aus  zu  andern  neuen  und  wich- 
tigen Wahrheiten  zu  gelangen,  üeberdies  lassen  sich  mit  ihm  wenigstens  heute 
noch  nicht  die  Fehler  mit  zweifelloser  Sicherheit  vermeiden,  welche  aus  dem 
Gebrauch  der  Augenscheinlichkeit  bei  den  Beweisen  entstehen  können.*) 

Wir  leugnen  nicht,  dass  man,  wenn  eSi  möglich  ist  diese  Zeichen  zu  be- 
nutzen und  man  eine  gewisse  Geschicklichkeit  in  ihrer  Handhabung  erreicht 
hat,  mit  grösserer  Sicherheit  die  einfachen  Theile  gegebener  Beweise  imd 
gegebener  Eigenschaften  erforschen  könne;  wir  wollen  auch  zugestehen,  dass 
die  deductive  Logik  bei  weiterer  Entwicklung  sicli  zu  der  Behandlung  gewisser 
Theile  der  Principienfragen  besser  als  die  gewöhnliche  Sprache  eigne,  vielleicht 
selbst  eine  Art  officieller  Sprache  zur  Exposition  der  mathematischen  Unter- 
suchungen abgeben  könne.  Zu  dem  letzteren  Zweck  wäre  es  vor  Allem  nöthig, 
dass  die  in  dieser  Logik  thätigeu  Autoren  kein  böses  Beispiel  geben  und  nicht 
verschiedene  Symbole  zur  Bezeichntmg  derselben  BegriflFe  wählen;  sonst  wird 
man  zum  Studium  der  verschiedenen  Werke  künftig  immer  ein  besondres  Wörter- 
buch haben  müssen.  Wir  bemerken  aber,  dass  der  Gedanke,  die  mathematischen 
Sätze  in  einfache  Theile  zu  zerlegen  und  sie  auf  die  möglichst  geringste  Anzahl 
von  Postulaten  zurückzuführen,  nicht  der  deductiven  Logik  eigenthümlich  ist, 
denn  dies  haben  auch  andre  in  gewöhnlicher  Sprache  ausgeführt,  wie  z.  B. 
Dedekind  in  seinen  Principien  der  Arithmetik.  Unser  vorliegendes  Buch  und 
unsre  erwähnte  Abhandlung  über  das  Stetige  sind  gerade  nach  diesem  Verfahren 
abgefasst. 

Die  vorstehenden  Bemerkungen  werden  durch  die  Prüfung  der  erwähnten 
Arbeiten  Peano^s  bestätigt,  in  welchen  diese  Methode,  die  man  Si{fnicismus 
nennen  kann,  zum  äussersten  Ausdruck  kommt.  In  seinem  Werk  über  Geo- 
metrie folgt  er  bezüglich  des  Inhalts  den  Gedanken  von  Pasrh;  er  behandelt 
aber  nur  diejenigen  Sätze,  welche  in  dem  erwähnten  Buch  von  Pasch  der  Theorie 
der  Congruenz  vorausgehen,  obwohl  es  nach  der  Vorrede  und  selbst  dem  Titel 
scheinen  könnte,  als  müsse  er  sich  mit  allen  Principien  der  Elementargeometrie 
beschäftigen.  Wir  sagen  dies  nicht,  weil  man  nur  einen  Theil  der  Sätze  nicht 
mit  Vortheil  behandeln  könne,  sondern  weil  man  guten  Grund  zu  der  An- 
nahme hat,  Peano  selbst,  der  Meister  in  der  Handhabung  des  logischen  Calcüls, 


1)  Siehe  Peano,  op.  n.   S.  29—30. 
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welcher  ihm  oeue  und  interessante  Resultate  verdankt,  habe  die  Zeichensprache 
auf  die  übrigen  Sätze  noch  nicht  anwenden  können  und  weil  es  sehr  zweifelhaft 
ist;  ob  man  nicht,  wenn  man  alle  Sätze  und  die  aus  ihnen  resultirenden  Eigen- 
schaften behandeln  will,  die  Zeichen  selbst  ändern  imd  die  Sätze  in  verschie- 
dener Ordnung  bringen  muss,  um  Complicationen  in  dem  logischen  Galcül  zu 
vermeiden.  Dass  der  Gedanke  der  Sclave  des  Zeichens  ist,  das  sieht  man  wenig- 
stens zur  Zeit  noch  aus  der  Abhandlung  über  Geometrie,  in  welcher  von  Anfang 
an  den  Zeichen  zu  Liebe  z.  B.  das  sphärische  System  ausgeschlossen  wird.  Dem- 
selben Grund  ist  vielleicht  auch  zuzuschreiben,  dass  er  dem  gewöhnlichen  Ge- 
brauch zuwider  von  den  Pimkten,  welche  das  gradlinige  Segment  bilden,  die 
Endpunkte  ausschliesst. 

Ferner  bezeichnet  Peano  in  seiner  Abhandlung  über  Arithmetik  die  Ein- 
heit mit  dem  Symbol  1  und  mit  demselben  Symbol  auch  in  der  Geometrie  den 
Punkt.  Wenn  diese  Methode  zur  Geltung  kommt,  so  kann  man  leicht  wieder 
in  den  Fehler  verfallen,  den  man  unsrer  gewöhnlichen  Sprache  vorwirft,  dass 
nämlich  ein  Wort  verschiedene  logische  Begriflfe  bezeichnet;  hier  ist  die  Sache 
um  so  bedenklicher,  weil  es  sich  um  mathematische  Begriffe  handelt. 

Wir  wollen  uns  mit  den  Aenderungen,  die  Peano  an  den  Axiomen  von 
Pasch  vorgenommen  hat,  nicht  im  Einzelnen  beschäftigen.  Ein  wesentlicher 
Unterschied  besteht  jedoch  zwischen  den  Methoden  der  beiden  Autoren,  insofern 
Peano  der  Gültigkeit  seiner  Axiome  keine  empirische  Beschriinkung  auferlegt. 
Damit  erreicht  er  unsrer  Ansicht  nach  einen  bemerkenswerthen  Erfolg,  wenn 
er  auch  die  Gründe  nicht  angibt,  warum  er  die  Axiome  für  untereinander  ver- 
einbar hält. 

Bezüglich  der  Methode  könnten  wir  einige  Bemerkungen  über  gewisse 
Axiome  Peafw's  speciell  die  ersten  machen,  wie  auch  über  die  Gewohnheit  De- 
finitionen vorauszuschicken  und  Sätze  abzuleiten,  welche  von  später  gegebenen 
Axiomen  abhängen,  doch  kann  sich  der  Leser,  der  diese  Arbeit  aufmerksam 
verfolgt,  sie  selber  machen.')  Mit  der  Abhandlung  über  die  Principien  der 
Arithmetik,  welche  wir  im  Text  citirt  haben  und  die  uns  am  gelungensten  zu 
sein  scheint,  können  wir  uns  hier  nicht  abgeben.  Er  sagt  anderswo^),  dass  das 
Wort  viel  später  als  das  Wort  Zahl  in  den  Wortschatz  der  Kinder  aufge- 
nommen wird  und  mithin  die  Idee  der  Zahl  einfacher  als  diejenige  der  Vielheit 
ist.  Wir  haben  beobachtet,  dass  die  Kinder  sehr  schnell  die  Idee  von  einem 
und  mehreren  (vielen)  Gegenständen  gewinnen,  woraus  der  Begriff  der  Vielheit 
entsteht,  welcher  dem  der  Zahl  vorausgeht;  dass  sie  sehr  schnell  zuerst  von 
nachher  unterscheiden  und  die  Bedeutung  von  yleic/i  imd  verschieden  sowie  der 
Trennungspräposition  oder  kennen  lernen.  Gewiss  ist  freilich,  dass  wir  unsre 
Principien  in  Folge  einer  Betrachtung  unsrer  geistigen  Operationen  geben, 
welche  die  Kinder  nicht  anstellen. 

An  den  Arbeiten  Peano^s  ist  jedoch  der  kritische  Geist,  wenn  er  sich  in 

1)  Siehe  z.  B.  die  Propositionen  §  2  und  den  Satz  2,  §  5  und  was  wir  von  Euclid 
auf  S.  XXIV  sagten. 

2)  Kivista  matematica.    April -Mai  1891. 
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angemessenen  Grenzen  bewegt^  und  die  Absicht  zu  loben^  eine  möglichst  grosse 
bindende  Strenge  in  den  Erörterungen  zu  erreichen.  Wir  warten,  bis  er  bei 
seiner  Geschicklichkeit  in  dem  logischen  Calcül  so  wichtige  Resultate  erzielt^ 
dass  das  Aufgeben  der  gewöhnlichen  Sprache  gerechtfertigt  erscheint^  welche 
bis  jetzt  noch  wissenschaftlich  wie  beim  Unterricht  grosse  Vortheile  vor  dem 
System  der  bisher  bekannten  logischen  Zeichen  voraus  hat. 


Note  I. 

R 

lieber  die  Definitionen  von  Raum  und  Geometrie  von  n  Dimensionen  nnd  das 

Princip  des  Projicirens  nnd  Schneidens. 

Wir  halten  es  für  angemessen  zu  zeigen,  wie  sich  der  Begriff  der  Geometrie 
von  mehr  als  drei  Dimensionen  entwickelt  hat,  damit  man  mit  Hülfe  unsrer 
Vorrede  und  des  Textes  beurtheilen  kann,  welche  Stelle  unsre  Arbeiten  und 
diejenigen,  welche  derselben  Richtung  folgen,"  bei  diesen  Untersuchungen  ein- 
nehmen, um  so  mehr  weil  der  Charakter  dieser  Arbeiten  und  der  von  ihnen 
erreichten  Erfolge '  nicht  immer  richtig  verstanden  worden  ist. 

Wir  beginnen  vor  Allem  mit  den  Definitionen.  Es  ist  schwer  ausfindig 
zu  machen,  wer  zuerst  die  Idee  eines  Raums  von  drei  Dimensionen,  welcher  in 
einem  Raum  von  vier  Dimensionen  enthalten  ist,  gehabt  hat.  Nach  der  Vor- 
rede scheint  es  Kant  gewesen  zu  sein.^)  So  wird  in  einer  Schrift  über  den 
barycentrischen  Calcül  von  Möbius  darauf  hingewiesen,  dass  man  um  zwei  sym- 
metrische Figuren  des  gewöhnlichen  Raums  aufeinanderzulegen  einen  Raiim  von 
vier  Dimensionen  nöthig  haben  würde;  er  fiigt  aber  hinzu,  dass  ein  solcher 
Raum  nicht  gedacht  werden  könne.  ^) 

Die  metaphysische  Hypothese  der  materiellen  Existenz  des  Raums  von  vier 
Dimensionen  ausser  uns  und  unabhängig  von  ims  ist  ausdrücklich  in  dem 
erwähnten  Werk  von  Zöllner  enthalten,  welcher  mit  ihr,  wie  wir  bemerkt 
haben,  gewisse  spiritistische  Experimente  erklären  will.  Hier  befinden  wir  uns 
aber  noch  nicht  in  der  Geometrie;  denn  dieser  unbestimmten  Idee  eines  ma- 
teriell in  einem  andern  enthaltenen  Raums  fehlt  eine  klare  und  rein  geome- 
trische Definition  dieses  Raums,  die  den  geometrischen  Deductionen  zur  Grund- 
lage dienen  könnte.  Ueberdies  hat,  wie  wir  in  der  Vorrede  ausführten,  der 
Raum  von  mehr  als  drei  Dimensionen  nicht  nöthig  irgend  etwas  Entsprechen- 
des in  der  äusseren  Welt  zu  besitzen. 

Die  erste  allgemeine  Definition  der  Mannigfaltigkeiten  von  Elementen  von 
mehr  als  drei  Dimensionen  hat  wie  schon  erwähnt  JBT.  Grassmann  in  seiner 
Äusdehnungslehre  gegeben.     Er  sagt: 

1)  Wie  E.  ZimmeiTnann  in  seiner  Schrift:  Henry  More  und  die  vierte  Dimension  des 
Raumes.  Sitz.-Ber.  der  phil.-hist.  Ciasso  der  Königl.  Ac.  Wien,  1881  berichtet,  hat  zwar 
der  englische  Philosoph  More  aus  dem  17.  Jahrhundert  der  G^isterwelt  vier  Dimensionen 
zuertheilt,  aber  niemals  von  einem  Raum  von  vier  Dimensionen  gesprochen. 

2)  Baryc.  Calcül.  Leipzig,  1827.     Oder  Math.  Werke.  Bd.  1. 
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„Unter  einem  Ausdehnungsgebilde  erster  Stufe  verstehen  wir  die  Gesammt- 
heit  der  Elemente,  in  die  ein  erzeugendes  Element  bei  stetiger  Aenderung 
übergeht." 

Wie  wir  auf  Seite  674  ausgeführt  haben,  wurden  die  in  dieser  Definition 
enthaltenen  Begriffe  vorher  von  Grassmann  nicht  bestimmt.  Offenbar  aber  hat 
er  zuerst  den  Zahlenbegriff  ausschliessen  wollen. 

Er  gibt  die  Definition  des  einfachen  Ansdehmmgsgebüdes  folgendermassen: 

„Das  einfache  Ausdehnungsgebilde  ist  ein  solches,  das  durch  stetige  Port- 
setzung derselben  Grundäaderung  hervorgeht." 

Wir  haben  schon  gesagt,  wie  unbestimmt  dieser  Begriff  derselben  Grund- 
änderung  ist.  Und  dann:  „Die  Gesammtheit  aller  Elemente,  welche  durch  Fort- 
setzung derselben  und  der  entgegengesetzten  Gnmdändertmg  erzeugbar  sind, 
nennen  wir  ein  System  (oder  ein  Gebiet)  erster  Stufe." 

Dadurch  dass  er  das  System  erster  Art  einer  Grundänderung  unterwirft, 
erhält  er  das  System  zweiter  Art  u.  s.  w. 

Die  übrigen  Betrachtimgen  Grassniann^s  über  diese  Systeme  entsprechen 
abgesehen  von  der  Anzahl  der  Dimensionen  dem  gewöhnlichen  Euclid^schen 
System.  Für  ihn  hat  daher  die  Geometrie  stets  drei  Dimensionen  und  in  der 
Ausdehnungslehre  hat  das  Element  keine  Bedeutimg  und  keinen  reellen  Inhalt. 

Unsre  Einleitung  zeigt,  wie  verwickelt  gerade  da  die  von  Grassmann  in 
seinen  Definitionen  verwendeten  Begriffe  sind,  wo  er  sich  nicht  auf  das  Zahlen- 
continuum  stützen  will.  Dem  rein  abstracten  Charakter  dieser  Definitionen 
schliessen  sich  unsre  Definitionen  des  Systems  einer  Dimension,  des  homogenen 
imd  in  der  Position  seiner  Theile  identischen  Systems  und  des  Systems  von 
mehreren  Dimensionen  an.  Wir  schicken  jedoch  nicht,  wie  Grassmann,  den 
allgemeinen  Begriff  eines  stetigen  Systems  einer  Dimension  voraus  und  geben 
ihn  auch  nicht  in  der  Einleitung.  Das  Gebiet  unsrer  abstracten  Formen  ist 
allgemeiner  als  dasjenige  der  Ausdehnungsldire. 

So  viel  wir  wissen,  hat  zuerst  Cayley  den  Ausdruck  Geometrie  von  n  Dimen- 
sionen gebraucht  aber  ohne  die  Definition  oder  Erklärung  dieses  Namens  zn 
geben.  ^)  In  einer  späteren  Schrift  benutzt  er  den  Begriff  der  analytischen 
Mannigfaltigkeiten  von  mehr  als  drei  Dimensionen  um  einen  Satz  des  gewöhn- 
lichen Raums  abzuleiten.*) 

Noch  ausgeprägter  findet  man   den  Gebrauch   der  geometrischen  Sprache 


1)  Chapters  in  the  analytical  geometry  of  (n)  dimensions.  Camb.  and  Dublin  Math. 
Journ.  Bd.  IV.  1845.  S.  119—127.  —  Oder:  Collected  Papers.  Bd.  I.  S.  5ö.  Er  behandelt 
hier  einige  Eigenschaften  von  Determinanten  mit  n  Variabelen. 

2)  Sur  quelques  thc^orömes  de  la  g^ometrie  de  position:  Journ.  v.  CreUe.  1846.  Oder; 
Collected  Papers.  Bd.  I.  S.  817 — 321.  In  dieser  Abhandlung  gibt  er  zuerst  einen  Satz  über 
ebene  Figuren,  wobei  er  auf  den  gewöhnlichen  Raum  zurückkommt  und  fügt  dann  hinzu: 
„Der  Satz  kann  als  ein  analytisches  Factum  betrachtet  werden,  welches  auch  dann  Gel- 
tung hat,  wenn  man  vier  Coordinaten  statt  drei  in  Betracht  zieht.  Man  hat  hier  eine 
geometrische  Auslegung,  welche  sich  auf  die  Punkte  des  Raums  anwenden  lilsst.  Man 
kann  in  der  That  ohne  auf  irgend  einen  metaphysischen  Begriff  bezüglich  der  MöglicJikeit  des 
Raums  von  vier  Dimensionen  zurückzukommen  folgendermassen  schliessen  u.  s.  w."  Wir  haben 
noch  später  Gelegenheit  uns  mit  dieser  Abhandlung  zu  beschilft  igen. 
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bei  den  analytischen  Mannigfaltigkeiten  von  mehr  als  drei  Dimensionen  in  den 
Definitionen  Cauchy's^\  welche  sich  so  zusammenfassen  lassen. 

Ist  eine  Zahlen mannigfaltigkeit  von  n  unabhängigen  Yariabelen  x^,  x^^ 
. . .,  Xa  gegeben,  so  heisst  jedes  System  von  Werthen  (pc^^. . .  Xn)  analytischer 
Punkt  Jede  Gleichung  oder  mehrere  Systeme  von  Gleichungen  mit  diesen  Varia- 
belen  stellen  einen  analytisdien  Ort  dar.  Die  analytische  Grade  ist  ein  System 
von  analytischen  Punkten,  deren  verschiedene  Coordinaten  mittelst  linearer  Func- 
tionen einer  der  Coordinaten  ausgedrückt  werden.  Schliesslich  ist  der  Abstand 
zweier  analytischer  Punkte  die  Quadratwurzel  aus  der  Summe  der  Quadrate  der 
Differenzen  zwischen  den  diesen  beiden  Punkten  zugehörigen  Coordinaten. 

Dieser,  wie  man  sieht,  rein  analytischen  Definition  schliessen  sich  die 
Definitionen  von  Sßlmofi,  Bdirami,  Kronecker,  Betti,  Jordan,  Lie,  Klein^  Halphen, 
Da/rhoux  u.  s.  w.  an.*')  Es  ist  jedoch  zu  beachten,  dass  diese  Autoren  einen 
freieren  Gebrauch  von  der  geometrischen  Sprache  machen,  auch  wenn  sie  nicht 
immer  dieselben  Namen  benutzen,  um  dieselben  analytischen  Dinge  zu  be- 
zeichnen. Wir  bemerken  femer,  dass  in  dem  grössten  Theil  ihrer  Arbeiten  die 
Definitionen  imabhängig  von  dem  Postulat  über  die  Parallelen  sind  und  dass 
sie  nicht  stets  von  denselben  Postulaten  ausgehen  aber  den  durchaus  analyti- 
schen Charakter  immer  beibehalten. 

Eine  zweite  Definition  von  Raum  und  Geometrie  von  mehreren  Dimen- 
sionen,  welche  mit  der  Definition  der  Systeme  höherer  Art  von  Grassmann  in 
Verbindung  steht,  hat  Riem<inn  gegeben.  Sie  wurde  mit  einigen  Aenderungen 
auch  von  Helmlwltz,  Cayley  u.  s.  w.  adoptirt.^ 

,Jst  eine  Mannigfaltigkeit  gegeben,  in  welcher  das  Element  von  beliebiger 
Beschaffenheit  durch  n  variabele  unabhängige  Grössen  bestimmt  wird  imd  um- 
gekehrt (mit  der  nöthigen  von  Cantor  angegebenen  Einschränkung),  so  sagt 
man,  diese  Mannigfaltigkeit  habe  n  Dimensionen." 

„Wenn  diese  Mannigfaltigkeit  den  Gesetzen  des  gewöhnlichen  Raums  unab- 
hängig von  den  Dimensionen  unterworfen  wird,  so  heisst  sie  auch  Baum  und 
ihr  Element  Punkt^^ 

Wie  man  sieht,  ist  der  einzige  Unterschied  zwischen  dieser  und  der  ersten 
Definition,  dass  die  Mamiigfaltigkeit  nicht  die  Zahlenmannigfaltigkeit  ist,  durch 
welche  sie  bestimmt  wird,  ihre  Existenz  jedoch  von  der  letzteren  abhängt, 
welche  auch  eine  Mannigfaltigkeit  ist.  Der  Standpunkt  unsrer  Definition  der 
Systeme  von  einer  oder  mehreren  Dimensionen  in  unsrer  Einleitung  ist  all- 
gemeiner, denn  aus  dieser  Definition  leiten  wir  auch  die  Zahlenmannigfaltig- 
keiten ab. 

1)  Memoire  sur  las  lieux  geomdtriques:  Comptes  üend.  1847. 

2)  Sdlmony  Higher  Algebra.  18G(J.  BeUrami^  a.  a.  0.  Kronecker ^  üeber  Systeme  von 
Functionen  mehrerer  Variabelen.  Mon.  Ber.  d.  Ac.  z.  Berlin.  1869.  Betti,  Sopra  gli  spazt 
di  nu  niimero  qiialunque  di  dimensioni.  Ann.  der  Math.  1871.  Lie,  Ueber  diejenige 
Theorie  einen  RaumeB  mit  beliebig  vielen  Dimensionen  u.  s.  w.  Gott.  Nachr.  1871  u.  «.  w. 
Jordan,  Essai  sur  la  geometrie  a  n  dimensions.  Comptes  Rend.  1872.  Klein,  a.  a.  0. 
Balpheiiy  Recherche«  de  geometrie  a  n  dimensions  (Bull.  S.  M.  de  France.  1875). 

3)  Helmholtz,  a.  a.  U.     Cayley,  A  memoir  on  abstract  geometry  a.  a.  0. 
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Es  fehlt  nicht  an  Autoren,  welche  dazu  neigen,  die  Theorie  jeder  analyti- 
schen Mannigfaltigkeit  Geometrie  zu  nennen,  während  doch  die  Raumanschauung 
eine  wesentliche  Bedingung  der  Geometrie  ist.  Dieselben  oder  andre  Schrift- 
steller wenden  auch  statt  Bannt  das  Wort  Mannigfaltigkeit  an,  welches  ge- 
eigneter war,  weil  zuerst  der  geometrische  Gegenstand  fehlte.^)  Wie  man  sieht, 
handelt  es  sich  bei  allen  diesen  Definitionen  um  den  Namen  und  nicht  um  den 
geometrischen  Gegenstand. 

Durchaus  verschieden  von  den  früheren  ist  dagegen  unsre  Definition  von 
Sn,  nändich:  • 

„Ist  der  Raum  S^  und  ein  Punkt  ausserhalb  desselben  gegeben,  so  con- 
stniiren  wir  den  Raum  S^  und  analog  den  Raum  fif«,  indem  wir  ihn  den 
Axiomen  des  allgemeinen  Raums  unterwerfen." 

Es  wird  gut  sein  hinzuzufügen,  dass  für  uns  der  Raum  ^3  nicht  die  äussere 
Welt  ist,  sondern  die  Vorstellung,  welche  wir  uns  von  ihr  mittelst  der  An- 
schauung in  Verbindung  mit  der  Abstraction  bilden.  Der  Punkt  ausserhalb 
/Sj  wird  nicht  durch  die  Anschauung  sondern  eine  mögliche  geistige  Handlimg 
gegeben  und  den  Punkt  an  sich  schauen  wir  wie  jeden  Punkt  des  gewöhn- 
lichen Raums  an.  Es  ist  auch  möglich  für  den  Punkt  ausserhalb  S^  in  Ver- 
bindung mit  den  Punkten  von  S.^  dieselben  Axiome  wie  für  die  Punkte  von  S^ 
gelten  zu  lassen,  wenn  man  das  Axiom  über  die  drei  Dimensionen  (S.  688)  aus- 
nimmt. 

Fasst  man  die  Geometrie  von  mehr  als  drei  Dimensionen  auf  diese  Art  auf, 
so  ist  sie  ebenso  wie  die  gewöhnliche  wesentlich  von  der  Wissenschaft  der  Jibs- 
tracten  Maimigfaltigkeiten  verschieden.  Für  Grassmann  hat  die  Geometrie  immer 
drei  Dimensionen.  Man  kann  daher  nicht  sagen,  die  Ausdehnungslehre  und 
noch  weniger  die  analytische  Geometrie  von  n  Dimensionen  und  die  reine  Geo- 
metrie der  Räume  von  mehr  als  drei  Dimensionen  seien  ein  und  dasselbe,  wie 
einige  Autoren  noch  behaupten  oder  glauben  lassen.  Es  ist  dies  ebensowenig 
der  Fall,  wie  die  Ebene  LobaiscJieivsky's  oder  Bieniann'fi  die  Pseudokugel  oder 
die  Kugel  ist  u.  s.  w.  Die  Lobatsdu^'sky'sche  und  Biefrumn^üche  Ebene  oder 
die  JEwc/wf  sehe  können  bei  weiteren  Wahrnehmungen  möglicher  Weise  aus  der 


1)  Beltrami  hat  stets  dio  Geometrie  in  ihren  richtigen  Grenzen  zu  halten  gewuHst. 
Er  hat  z.  B.  nie  behauptet,  die  pseudosphäriHche  Fläche  sei  die  Ebene  Lohaischetrdy's, 
sondern  sie  sei  eine  Darstellujig  derselben;  so  sagt  er  auch  in  seiner  „Teoria  generale  u.s.w." 
bei  der  Erklärung  der  von  ihm  gebrauchten  geometrischen  Ausdrücke,  der  Leser  habe  volle 
Freiheit,  ihnen  nur  eine  rein  analytische  Bedeutung  beizulegen. 

Kkin  sagt,  nachdem  er  die  Definition  der  Zahlenmannigfaltigkeit  von  n  Dimensionen 
(Math.  Ann.  Bd.  6)  gegeben  hat:  „Für  n  =  3  können  die  Elemente  (und  dieses  ist  der  Grund- 
begriff der  analytischen  Geometrie)  durch  die  Punkte  des  Raums  dargestellt  werden  und 
die  Mannigfaltigkeit  kann  als  ein  Punkteaggregat  betrachtet  werden.  Wir  wollen  uns  hier 
und  in  der  Folge  dieser  leichten  und  anschaulichen  Auslegung  j^edienen,  um  aus  ihr  die 
Vorstellungen  zu  bilden,  welche  in  den  allgemeinen  Begriff  der  Mannigfaltigkeit  gebracht 
werden  müssen."  Das  heisst  er  unterwirft  wie  die  früheren  Autoren  die  Mannigfaltigkeit 
den  Gesetzen  des  gewöhnlichen  Raums.  In  dieser  Definition  nähert  er  sich  mehr  der  An- 
sicht Grassnutnn'ä  eine  solche  Mannigfnltigkeit  nicht  Räuui  zu  nennen;  er  gebraucht  jedoch 
dieses  Wort  und  andre  geometrische  Benennungen  in  andern  Studien  über  diese  Mannig- 
faltigkeit (siehe  seine  Abb.:  Liniengeometrie  und  metrische  G(»ometrie:  Math.  Ann.  Bd.  V). 
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Zahl  der  geometrischen  Oegenstände  ausscheiden^  während  dies  bei  dem  Raum 
von  mehr  als  drei  Dimensionen  niemals  geschehen  kann.  Es  handelt  sich  femer 
hier  um  ein  Resultat,  welches  sich  mit  der  Methode  nicht  ändert;  denn  es 
bezieht  sich,  wie  gesagt,  auf  das  Wesen  des  geometrischen  Gegenstandes.  Be- 
züglich der  Sätze  über  diesen  Gegenstand  kann  man  selbstverständlich  entweder 
die  Anschauungsmethode  oder  die  analytische  oder  auch  irgend  eine  andre  abs- 
tracte  Methode  anwenden,  wie  bei  der  gewöhnlichen  Geometrie. 

Wir  haben  die  Ebene,  die  Räume  Ä,,  S^j  . . .,  Sn  in  dem  allgemeinen  Raum 
erzeugt,  dessen  Begriff  wir  bereits,  wie  schon  gesagt,  auf  der  ersten  Seite  unsrer 
ersten  1881  in  den  Math.»  Ann.  veröfiFentlichten  Arbeit  entwickelten.  Hier  ist 
der  Punkt  kein  Zahlensystem  und  auch  kein  Gegenstand  von  beliebiger  Be- 
schaffenheit, sondern  der  Punkt  so  tote  tvir  ihn  uns  im  getcohnlichen  Baum 
vorstellen  und  die  aus  Punkten  zusammengesetzten  Gegenstände,  sind  Gegen- 
stände (Figuren),  auf  welche  wir  beständig  die  Raumanschauung  mit  der 
Abstraction   verbunden   mithin    die   synthetische  Methode   anwenden.^)     Wenn 

1)  Aus  Kap.  I  des  ersten  Theils,  in  welchem  wir  direct  in  dem  allgemeinen  Raum 
operiren,  und  aus  dem  zweiten  Theil  geht  herror,  erstens  wie  wir  die  raumliche  Anschauung 
benutzen,  femer  dass  kein  Zweifel  an  der  Ausschliessung  der  analytischen  Begrüfe,  welche 
den  andern  Definitionen  zu  Grunde  liegen,  besteht  und  dass  die  Figuren  von  mehreren 
Dimensionen  von  den  abstracten  Formen  der  Einleitung  verschieden  sind.  Da  aber  in 
Zweifel  gezogen  wurde,  ob  man  die  Anschauung  bei  solchen  Untersuchungen  verwenden 
könne  und  ob  sie  nicht  zu  weit  führe,  so  bestehen  wir  von  Neuem  auf  diesem  Punkt  und 
zeigen,  wie  wir  thatsächlich  von  der  Raumanschauung  Gebrauch  machen;  denn  auch  hier 
handelt  68  sich  zum  grossen  Theil  um  die  Gewohnheit. 

Betrachten  wir  z.  B.  den  Theil  des  Anschauungsraums  (Theil  I,  Emp.  Bem.  I),  welcher 
von  zwei  parallelen  Ebenen  a  und  b  eingeschlossen  ist  und  nehmen  wir  an,  er  stelle  den 

ganzen  Raum  von  drei  Dimensionen  dar.  P  sei  ein  Punkt 
ausserhalb  dieses  Raums,  jedoch  in  dem  Anschauimgsraum 
selbst  enthalten.  Ziehen  wir  durch  P  eine  Grade  r,  so  hat  sie 
in  unserm  Raum  unendlich  viele  Punkte  mit  dem  Theil  (ah) 
gemein,  welche  zwischen  den  Durchschnittspunkten  A  und  B 
mit  a  und  h  enthalten  sind.  Nun  legen  wir  einen  einzi^n 
Punkt  X,  den  die  Grade  mit  dem  Raum  (ab)  gemein  hat,  fest 
und  lassen  jedem  andern  Punkt  X  von  r  eine  andre  auf  r  ge- 
legte Grade  derart  entsprechen,  dass  jede  durch  P  gehende 
Grade  unendlich  viele  Grade  darstellt,  von  denen  eine  jede 
nur  einen  Punkt  mit  dem  Raum  (ab)  gemein  hat.  Alle  so  in 
Betracht  gezogenen  einfachen  Gnaden  bestimmen  um  P  eine 
Mannigfamgkeit  von  vier  Dimensionen  bezüglich  des  Punktes 
als  Element,  welche  eine  Darstellung  des  Raums  von  vier 
Dimensionen  in  dem  gewöhnlichen  Raum  ist.  Führt  man  eine 
beliebige  Construction  in  dieser  Darstellung  aus,  so  ist  sie  das 
Bild  einer  mit  den  entsprechenden  Elementen  des  Raums  von  vier  Dimensionen  ausgeführten 
Construction.  Dieser  Raum  ist  aber  nicht  seine  Darstellung  in  S^,  wie  man  glauben  könnte; 
denn  da  wir  uns  denken,  der  ursprüngliche  Punkt  (P)  liege  ausserhalb  5,  (in  welchem  Fall  wir 
uns  den  ganzen  gewöhnlichen  Raum  auf  Grund  des  Princips  a,  §  37  der  Einl.  denken),  wie  P 
ausserhalb  (ab)  Hegt,  so  hat  jede  durch  (P)  gehende  Grade  in  der  That  nur  einen  Punkt  mit 
iSj,  gemein;  das  heisst  die  unendlich  vielen  Graden,  welche  mit  PX  zusammenfallen,  sind  die 
Bilder  der  Graden  der  Ebene  (P)PX  und  diese  Ebene  schauen  wir  an,  wie  jede  gewöhn- 
liche Ebene.  Die  übrigen  Durchschnittspunkte  der  Graden  PX  mit  (ab)  sind  nur  sdieinbar, 
wie  es  bei  der  Darstellunp  des  Raums  von  drei  Dimensionen  in  der  Ebene  der  Fall  ist. 
Um  die  Darstellung  anschaulicher  zu  machen,  kann  man  das  Segment  (PX)  ausziehen  und 
den  übrigen  Theil  von  X  an  in  der  Richtung  PX  punktiren.  Die  Dlusion  ist  freilich  nicht 
vollständig  wie  bei  der  ebenen  Darstellung,  weil  wir  die  Grade  PX  derart  anschauen  sollen, 
als  ob  sie  nur  einen  Punkt  mit  (ab)  gemein  hätte;  dieses  ist  aber  unmöglich,  da  wir  nur 
von  dem  Raum  von  drei  Dimensionen  eine  vollständige  Anschauung  haben.  Wie  aber  diese 
Illusion  für  die  Construction  der  ebenen  Darstellung  einer  Figur  von  drei  Dimensionen  nicht 
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man  jede  geometrische  Betrachtmig  in  dem  Sinn  interpretiren  muss,  dass  man 
bei  ihr  stets  die  Figur  vor  Augen  hat,  so  erhält  man  durch  unsre  Definition 
aber  nicht  durch  die  früheren  ein  solches  Resultat. 

Man  kann  Mannigfaltigkeiten  von  einer  beliebigen  Anzahl  unabhängiger 
Variabelen  betrachten  ohne  sich  zu  v^idersp rechen;  der  rein  logische  Bev^eis 
dafür  findet  sich,  ohne  dass  es  nöthig  wäre  z.  B.  auf  irgend  ein  schon  bekanntes 
System  zurückzukommen,  in  demselben  Satz  der  Einleitung,  auf  welchen  wir 
xmsre  Definition  des  allgemeinen  Raums  gründeten.  Und  weil  nach  der  Beilage 
über  die  Principien  der  analytischen  Geometrie  unsre  Definition  eines  Raums  S,t 
sich  mit  den  früheren  deckt,  so  werden  in  den  Augen  derjenigen,  welche  die 
ersteren  Definitionen  und  ihre  Consequenzen  für  unangreifbar  halten  und  nicht 
gewohnt  sind  die  Raumauschauung  auf  diese  Untersuchungen  anzuwenden,  unsre 
Principien  und  Ableitungen  vollständig  bestätigt. 

In  der  Vorrede  haben  wir  auch  ausgeführt,  warum  man  bei  den  höheren 
Untersuchungen  unter  Geometrie  von  mehreren  Dimensionen  auch  die  Theorie 
von  Systemen  nicht  linearer  Continuen  verstehen  kann. 

Was  die  Behandlungsart,  d.  h.  die  synthetische  Methode  anlangt,  so  darf 
man  wohl  sagen,  dass  sie  vor  unsern  Arbeiten  niemals  allgemein  und  systema- 
tisch angewendet  worden  ist. ')     Der  grösste  Unterschied  zwischen  unsern  und 

nöthig  ist,  80  ist  sie  es  auch  nicht  for  die  Darstellung  der  Figuren  von  vier  oder  mehr  als 
vier  Dimensionen  in  dem  gewöhnlichen  Raum.  Gewöhnt  man  sich  daher  mittelst  der  Abs- 
iraction  an  die  Vorstellung,  duss  die  Grade  PX  nur  einen  Punkt  mit  dem  Raum  S^  gemein 
habe,  indem  man  geistig  von  den  andern  gemeinschaftlichen  Punkten  abstrahirt  oder  auch 
dass  der  Punkt  (P)  ausserhalb  jeder  Ebene  und  mithin  jeder  Graden  des  Raums  iS^  liege, 
wovon  man  bezüglich  des  Punktes  und  der  Ebene  eine  voUstüJidige  Anschauung  hat,  von 
welcher  man  in  Verbindung  mit  dieser  Abstraction  beständig  Gebrauch  macht,  so  scJieint 
es  fast  so,  als  ob  man  die  Anschauung  selbst  hätte,  während  es  nur  das  Resultat  dieser 
Abstraction  in  Verbindung  mit  der  Raumanschauung  ist.  Eine  solche  Darstellung  erhält 
man  mittelst  des  Verfahrens  der  descriptiven  Geometrie  von  mehr  als  drei  Dimensionen. 

1)  Die  Abhandlung  des  Prof.  Stringham  über  die  verschiedenen  Typen  regelmässiger 
Körper  des  Raums  von  vier  Dimensionen  (American  J.  III.  1880)  scheint  mehr  nach  syn- 
thetischer als  analytischer  Art  geschrieben  zu  sein;  es  handelt  sich  aber  im  Grund  mehr 
um  eine  combinatorische  Methode. 

In  unsrer  Abhandlung  über  die  descriptive  Geometrie  von  vier  Dimensionen  haben 
wir  die  allgemeinen  Methoden  angegeben,  um  nicht  nur  die  Projectionen  dieser  Körper 
sondern  auch  jeden  Problems  des  Raums  von  vier  Dimensionen  zu  construiren.  Von  diesen 
Methoden  haben  wir  in  unsrer  Schrift  „Di  una  nuova  costruzione  delle  superficie  del  4  ordine 
dotate  di  conica  doppia"  (R.  Istituto  Veneto,  1884)  eine  kurze  Anwendung  gemacht.  Diese 
Schrift  steht  mit  der  wichtigen  Abhandlung:  Etudes  de  diff.  surfaces  du  4  ordre  u.  s.  w. 
Math.  Ann.  XXIV.  1884  des  Professor  Segre  in  Zusammenhang,  welcher  andre  bemerkens- 
werthe  Untersuchungen  über  diese  Gegenstände  gemacht  hat.  Wir  erwähnen  noch,  da«s 
unser  ausgezeichneter  Lehrer,  Professor  Fiedler^  auf  Grund  der  Principien  unsrer  in  den  Math. 
Ann.  veröffentlichten  Abhandlung  in  seinen  Vorlesungen  von  1882  die  descriptive  Geometrie 
von  vier  Dimensionen  behandelt  hat  (Zur  Geschichte  und  Theorie  der  element.  Abbildungs- 
methoden —  Vierteil ahrsschrift  der  Zürch.  Natur.  Ges.  1882). 

Die  Anschaulichkeit  ist  noch  auffallender  bei  der  von  Rudel  in  seiner  Abhandlung: 
Von  den  Elementen  und  Grundgebilden  der  synthetischen  Geometrie.  Progr.  d  K.  Gewerbe- 
schule in  Bamberg.  1887.  S.  16 — 26  angewandten  Methode.  In  dieser  Schrift  sind  die  Ideen 
zweier  kurzen  früheren  Abhandlungen,  welche  in  den  Bayer.  Blättern  vom  selben  Jahr  ab- 
gedruckt sind,  enthalten.  Der  Verfasser  geht  ohne  Weiteres  von  dem  Postulat  aus,  das-s 
zwei  Räume  von  drei  Dimensionen  sich  in  einer  Ebene  in  dem  Raum  von  vier  Dimensionen 
schneiden,  den  er  das  All  nennt.  Er  sucht  die  Grundformen  I.,  IL,  und  III.  Art  auf,  aber 
ohne  sich  mit  ihren  Beziehungen  zu  beschäftigen,  und  schliesst  die  kurze  Schrift  mit  den 
Worten:  ^,Staudt  hat  offenbar  ein  System  geschatten,  das  nicht  nur  die  Geometrie  des 
Imaginären  in  sich  aufzunehmen  und  vollendet  zu  gestalten  vermochte,  das  sogar  vollständig 

Yeroiiese,  Geometrie.  44 
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früheren  Arbeiten  besteht  aber,  abgesehen  von  vielen  Fragen  der  Geometrie 
von  mehr  als  drei  Dimensionen,  in  der  systematischen  Anwendung  des  Princips 
des  Projicirens  mid  Schneidens,  über  dessen  Möglichkeit  imd  Vortheile  ebenso 
wie  über  seine  Anwendungen  auf  den  gewöhnlichen  Kaimi  und  die  Ebene  kein 
Zweifel  möglich  istJ) 

Wie  wir  in  der  Anm.  auf  Seite  XXXTTT  bemerkten,  kann  man  den  Regeln  der 
descriptiven  Geometrie  von  mehr  als  drei  Dimensionen  folgend  ohne  das  Postulat 
über  die  Räimie  von  mehr  als  drei  Dimensionen  zu  benutzen  nur  mit  Hülfe  von 
Definitionen  von  Namen  in  Äj  eine  Mannigfaltigkeit  Z^  von  Punkten  construiren 
(welche  die  Centralprojection  von  S^  auf  S^  ist)  und  von  welcher  ein  Raum  ZJ, 
durch  zwei  parallele  Ebenen  dargestellt  wird,  während  der  Projectionsraum  S^ 
ebenfalls  der  Mannigfaltigkeit  2J^  angehört.  Es  ist  mithin  klar,  dass  der  Satz: 
„Es  existirt  ein  Punkt  ausserhalb  des  Raums  von  drei  Dimensionen^^  nicht  nur 
mit  den  Postulaten  der  gewöhnlichen  Geometrie  (natürlich  mit  Ausschluss  der 
Geometrie  von  drei  Dimensionen)  im  Einklang  steht,  sondern  dass  auch  die  aus 
ihm  in  S^  sich  ergebenden  Consequenzen,  auch  wenn  der  Satz  als  Postulat 
gegeben  wird,  ausser  den  Postulaten  der  gewöhnlichen  Geometrie,  kein  andres 
specielles  Postulat  nöthig  machen,  wenn  man  diese  Consequenzen  mit  ihnen 
allein  beweisen  will. 

Es  gibt  Arbeiten,  die  den  unsrigen  vorausgingen,  in  welchen  diese  Methode 
auf  irgend  einen  besonderen  Fall  angewendet  wurde;  die  Gesetze  aber,  welche 
dieses  Princip  bei  dem  allgemeinen  Studium  der  geometrischen  Dinge  hervorruft, 
die  Idee  mit  diesem  Princip  die  Dinge  der  Ebene  und  des  Raums  zu  erforschen 
imd  dabei  auf  einfachere  normale  Dinge  eines  höheren  Raimis  zurückzukommen, 
finden  sich  nur  bei  uns  und  vielen  Andern,  welche  später  dieselbe  Richtung 
verfolgten.^)    Natürlich  ist  die  Bedeutung  der  Geometrie  der  Räume  von  mehr 


geeignet  erscheint  von  einem   ihm  ebenbürtigen  Geist  unzweifelhaft  einst   zu  einer  Geo- 
metrie beliebig  hoher  Dimensionen  ausgebaut  zu  werden." 

Andre  Arbeiten  vor  unsem  beiden  ersten,  in  welchen  diese  Geometrie  auf  synthetische 
Art  behandelt  würde,  kennen  wir  nicht. 

1)  Gegen  den  erwähnten  Artikel  Segre'B,  welcher  in  der  Bivista  di  Matematica,  deren 
Director  Feano  ist,  abgedruckt  war,  glaubte  der  letztere  eine  Polemik  eröffnen  zu  müssen 
(Fase.  4—5.  S.  66—69  und  Fase.  6,  7.  Ö.  164—169),  welche  sich  zum  Theil  gegen  die  Räume 
von  mehr  als  drei  Dimensionen  in  dem  von  uns  verstandenen  Sinn  und  speciell  gegen  den 
Gebrauch  der  Methode  des  Projicirens  und  Schneidens  nicht  nur  von  jenen  Bäumen  aus 
auf  den  gewöhnlichen  Raum  sondern  auch  von  dem  gewöhnlichen  Raum  auf  die  Ebene 
richtet.  Peano  hat  der  Form  und  dem  Inhalt  nach  Unrecht;  es  würde  auch  nicht  schwer 
sein  ihm  zu  antworten;  da  er  aber  den  Mathematikern,  welche  nicht  so  denken,  wie  er, 
den  gesunden  Menschenverstand  abspricht  (a.  a.  0.  S.  167),  so  macht  er  jede  würdige  und 
freundschaftliche  Erörterung  damit  unmöglich.  Nach  unsrer  Ueberzeugung  sind  die  Fragen 
über  die  Principien  der  Mathematik  und  speciell  der  Geometrie  an  sich  schon  schwierig 
genug  und  ist  es  nicht  nöthig  durch  leidenschaftliche  und  unduldsame  Polemik  neue  Schwierig- 
keiten andrer  Natur  hinzuzufügen. 

2)  Cayley  betrachtet  in  der  zweiten  oben  erwähnten  Abhandlung  eine  gewisse  Anzahl 
Punkte  in  dem  Raum  von  n  Dimensionen  und  erhält  dadurch,  dass  er  ihre  Figur  mit 
dem  gewöhnlichen  Raum  schneidet,  eine  Figur,  welche  zu  den  von  uns  homolog  genannten 
Figuren  gehört;  er  gibt  aber  in  diesem  speciellen  Fall  nicht  einmal  den  Beweis  für  die 
Umkehruug  der  Eigenschaft.  Halplien  findet  in  seinen  Recherches  de  Gäom^trie  ä  n  dimen- 
sions  (a.  a.  0.)  durch  eine  besondere  Projection  die  kleinste  Anzahl  von  scheinbaren  Doppel- 
punkten einer  Curve  der  Ordnung  n  in  dem  gewöhnlichen  Raum.  Einen  andern  interessanten 
Fall  bringt  Darboux  (Sur  une  nouvelle  särie  de  systämes  orthogonaux  alg^briques:  Comptes 
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als  drei  Dimensionen,  wie  schon  gesagt,  nicht  von  ihren  Anwendungen  auf  den 
gewöhnlichen  Raum  allein  abhängig. 

Wir  haben  hier  nicht  eine  Abhandlung  über  alle  Arbeiten,  welche  sich 
mit  der  Geometrie  von  mehr  als  drei  Dimensionen  beschäftigen,  schreiben 
wollen;  von  ihnen  haben  wir  früher  wenigstens  bezüglich  der  Principien  ge- 
sprochen.^) In  den  letzten  Jahren  haben  diese  Theorien  in  geometrischer  Rich- 
tung namentlich  in  Italien  tüchtige  Vertreter  gefunden.  Man  muss  auch  nicht 
glauben,  wie  wir  schon  erwähnten,  diese  Arbeiten  beschäftigten  sich  nur  mit 
Dingen  von  mehr  als  drei  Dimensionen;  man  findet  häufig  auch  wichtige  Unter- 
suchungen über  die  Dinge  des  gewöhnlichen  Raums  und  der  Ebene. 

Die  in  den  beiden  ersten  Definitionen  gebrauchte  Ausdrucksweise  hat  eine 
lebhafte  Polemik  hervorgerufen.  Jetzt  ist  diese  Sprache  auch  geometrisch  voU- 
stöndig  gerechtfertigt.^) 

Rend.  1869).  Aus  einem  dreifachen  System  orthogonaler  Flächen  erhält  er  mittelst  einer 
stereographischen  Projection  ein  System  von  ebenen  orthogonalen  Curven.  Er  sagt:  „Wenn 
man  die  analytischen  Operationen  untersucht,  mit  deren  Hülfe  man  zu  einem  System  von 
drei  Variabelen  übergeht,  so  bemerkt  man,  dass  diese  Operationen  einen  genau  definirten 
Sinn  behalten  und  auch  dann  noch  möglich  sind,  wenn  man  statt  eines  Systems  von  ortho- 
gonalen Flächen  von  drei  Variabelen  x^  y,  z  ein  orthogonales  System  von  n  Variabelen 
anwendet.  Es  wäre  leicht  mit  aller  Schärfe  zu  beweisen,  dass  sie  zu  einem  System  von 
n  —  1  Variabelen  fähren.  Diese  analytischen  Operationen  könnten  indess  geometrisch  wenigstens 
auf  einfache  Art  nur  unier  Voraussetzung  der  Kenntniss  eines  Raums  von  mehr  als  drei  Dimen- 
sionen interpretirt  werden.  Wie  dies  auch  sei,  wenn  man  ein  orthogonales  System  von  vier 
Variabelen  kennt,  so  lässt  sich,  wie  man  sieht,  ein  System  von  drei  Variabelen  ableiten  u.  s.  w." 
Mittelst  unsrer  Definition  und  unsem  Constructionen  findet  also,  wie  man  sieht,  dieses 
Theorem  die  einfache  Interpretation,  von  welcher  Darboux  spricht.  Andre  Schriftsteller 
haben  vor  unsrer  ersten  Arbeit  in  einer  andern  Richtung  die  Geometrie  von  mehr  als  drei 
Dimensionen  benutzt,  z.  B.  Klein  in  dem  erwähnten  Studium  der  Geometrie  der  Graden  in 
dem  gewöhnlichen  Raum  (Math.  Ann.  a.  a.  0.  Bd.  6).  Wir  erkennen  an,  dass  Clifford  sich 
in  seiner  wichtigen  Classification  of  loci  (Phil.  Trans,  of  the  London  M.  S.  1879),  mit  der 
rationalen  Curve  der  Ordnung  n  und  mit  Curven  vom  Geschlecht  p  des  Raums  von  n  Dimen- 
sionen beschäftig  und  dabei  einige  wichtige  Sätze  über  diese  Curven  ^b.  Jedoch  ist  der 
Charakter  der  beij^en  Arbeiten  verschieden  und  Cliff'oi'd  beschäftigt  sich  nicht  mit  dem  Princip 
der  Projection  und  weist  auch  nicht  auf  die  Sätze  hin,  welche  wir  aus  diesem  Princip  her- 
geleitet haben.  Die  Eigenschaften  sind  projectiver  Natur,  man  kann  aber  nicht  behaupten, 
dass  man  in  dieser  oder  andern  Arbeiten  durch  die  Methode  des  Projicirens  und  Schneidens, 
von  welcher  die  projective  Geometrie  ihren  Namen  herleitet,  zu  ihnen  gelangt  oder  dass  in 
dieser  Arbeit  von  dem  Begriff  von  normalen  Curven  und  Flächen  die  Rede  ist. 

1)  In  dieser  Hinsicht  wie  auch  bezüglich  der  nicht- J^^M^ZtVi'schen  Geometrie  kann  man 
das  von  llalsted  (American  Journ.  Bd.  I  u.  II  bis  1879)  veröffentlichte  Verzeichniss  der  Ab- 
handlungen zu  Rath  ziehen  oder  auch  das  von  Schlegel  186G  in  der  Schrift:  „Ueber  Ent- 
wicklung und  Stand  der  n.  dim.  Geometrie  mit  besondrer  Berücksichtigung  der  vier  Dimen- 
sionalen.  K.  Leop.  Carol.  Deutsche  Ak.  d.  Wissensch.  Halle"  veröffentlichte  Verzeichnisy  Wir 
müssen  jedoch  bemerken,  dass«  der  Verf.  den  Charakter  und  die  Stelle,  welche  die  Arbeiten 
der  Italiener  einnehmen,  nicht  hinreichend  gewürdigt  hat.  Einige  von  ihnen  sind  auch  in 
dem  Verzeichniss  vergessen  worden.  Dagegen  hebt  er  die  Vorzüge  des  Princips  des  Pro- 
jicirens hervor. 

In  dem  ersten  Verzeichniss  findet  man  auch  Arbeiten  von  philosophischem  Gepräge, 
die  man  unsrer  Ansicht  nach  von  den  mathematischen  Arbeiten  hätte  trennen  müssen.  Man 
kann  auch  noch  die  Monographie  G.  Loria'a  zu  Rath  ziehen  (II  passato  e  il  presente  dellc 
ricerche  geometriche.  Genova.  1886,  von  Schütte  ins  Deutsche  übersetzt  mit  einer  Vorrede 
von  B.  Sturm.  Leipzig.  1888,  und  ins  Polnische  von  Dickstein).  Bezüglich  der  in  den  letzten 
Jahren  über  diese  Untersuchungen  veröffentlichten  Arbeiten  siehe  auch  die  „Fortschritte  dor 
Mathematik.    Berlin." 

2)  Wir  wollen  einige  Proben  dieser  Polemik  geben,  damit  sich  der  Leser  eine  Vor- 
stellung davon  machen  kann. 

.  .  .  gewiss  ist  logische  Spielerei  ein  System  von  vier  oder  fünf  Dimensionen  noch 
Raum  zu  nennen.    Gegen  alle  solche  Versuche  muss  man  sich  wahren;  sie  sind  Grimasstjn 
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Note  n. 
Ueber  die  Bewegung  ohne  Deformation.^) 

Aus  dem  Text  geht  klar  hervor,  dass  wir  das  Princip  der  Bewegung  sdttrrer 
Körper  nicht  für  die  Entwicklung  sondern  nur  für  die  praktischen  Anwendungen 
der  Geometrie  nöthig  gehabt  haben  imd  dass  eine  solche  Verwendung  des  Prin- 
cips  die  Theorie  der  Gleichheit  der  Figuren  nicht  complicirt  sondern  yereinfachi 
In  dem  Text  haben  wir  femer  gesehen,  wie  man  das  Princip  der  Bewegung 
starrer  Körper  oder  der  Bewegung  ohne  Deformation  abstract  definiren  und  die 
ersten  Consequenzen,  welche  gerade  für  die  praktischen  Gonstructionen  nöthig 
sind,  daraus  ziehen  kann. 

In  der  Anmerkung  auf  Seite  250  haben  wir  aber  auch  darauf  hingewiesen, 
dass  sich  im  Gnmde  das  Princip  der  Bewegung  ohne  Deformation  auf  den 
Begriff  der  Gleichheit  gründet,  wenn  man  die  Bedeutung  dieser  Ausdrücke 
erklären  will. 

In  der  Vorrede   haben  wir   eine  Art  von  Anklage   gegen   dieses   in   den 


der  Wissenschaft,  die  durch  völlig  nutzlose  Paradoxien  das  gewöhnliche  Bewusstsein  ein- 
schüchtern und  über  sein  gutes  Kecht  in  der  Begrenzung  der  Begriffe  täuschen  (Lotse,  Logik. 
S.  217).  Bdlavitis  erklärt  in  dem  zweiten  Theil  von  N.  XII  seiner  Riyista  del  R.  Istituto 
Yeneto,  er  sei  so  blind,  dass  er  die  Bäume  von  vier,  fünf,  u.  s.  w.  n  Dimensionen  nicht  sehe. 
In  der  Rivista  X  (1871)  sagt  er  in  einer  Kritik  der  erwähnten  Abhandlung  von  BeUi:  ,fi\e 
Analogie  kann  ims  verleiten,  die  Räume  von  vier  Dimensionen^  auf  welche  sich  eine  Function 
f{x,  y,  z,  t)  bezieht,  zu  betrachten,  wenn  nur  nicht  jeder  reelle  Typus  fär  unser  Nachdenken 
fehlte." 

Wir  sagen  vielmehr,  der  auf  rein  geometrische  Art  construirte  Gegenstand  fehlte,  auf 
welchen  die  Function  f{x,  y,  z,  t)  hätte  angewendet  werden  können,  wenn  man  den  Gegen- 
stand als  nicht  im  Anschauungsraum  selbst  enthalten  ansah. 

„Es  werden  in  philosophischen  Schriften  geradezu  haarsträubende  Dinge  von  der  so- 
genannten Metamathematik  erzählt"  {E.  Erdmann,  a.  a.  0.). 

„Es  ist  sicher,  dass  die  Sorglosigkeit,  mit  welcher  die  Mathematiker  bei  der  Eingrenzimg 
des  Gebiets  ihrer  Forschungen  verfahren,  die  erste  Ursache  zu  ähnlichen  Miss  Verständnissen 
gewesen  ist"  {Mosel,  Le  forme  deir  intuizione.    Chieti.    1880). 

Die  Verwirrung  entstand  dadurch,  dass  der  eigentlich  sogenannten  Geometrie  von  mehr 
als  drei  Dimensionen  ihre  natürliche  Basis  fehlte,  nämlich  die  Construction  ihrer  Dinge,  auf 
welche  sich  die  analytische  Methode,  wenn  nöthig,  stützen  muss,  wie  Descartes  auf  die  ge- 
wöhnliche Geometrie  seine  grosse  Erfindung  anwandte. 

„Für  mich  sind  die  Fragen  bezüglich  der  Bäume  von  einer  beliebigen  Anzahl  von 
Dimensionen  nur  analytischer  Natur  .  .  .  Ich  bestreite  nicht  die  Nützlichkeit  dieses  neuen 
der  Analysis  geöftneten  Wegs,  nur  hätte  man  Unrecht,  wollte  man  zu  der  Annahme  ver- 
leiten, als  glaube  man  an  die  Wirklichkeit  der  geometrischen  Bedeutung  der  gebrauchten 
Namen.  Man  beraubt  so  die  Geometrie  ihres  grössten  Vorzugs  und  der  ihr  eigenthümlichen 
Schönheit,  nämlich  der  Fähigkeit,*  eine  wahrnehmbare  Darstellung  der  Resultate  der  Ana- 
lysis zu  geben  und  ersetzt  diese  Fähigkeit  durch  den  entgegengesetzten  Mangel.  Denn  die 
Resultate,  welche  in  der  analytischen  Form  nichts  Anstössiges  haben,  bieten  dem  Geist 
keinen  Halt  mehr  oder  erscheinen  widersinnig,  wenn  man  sie  durch  eine  geometrische  Nomen- 
clatur  ausdrückt  und  Punkte,  Linien  und  Räume  annimmt,  die  keine  wirkliche  Existenz 
haben  und  deren  Annahme  dem  gesunden  Menschenverstand  widerstrebt  oder  über  unsre 
Fassungsgabe  hinausgeht"  {Genoccki,  Mem.  deir  Acc.  di  Torino,  a.  a.  0.). 

Killing  nähert  sich  in  seinem  citirten  Buch  theilweise  unsrer  Methode,  behandelt  einige 
Argumente,  die  wir  in  unsrer  ersten  Abhandlung  entwickelten,  in  einer  Note  am  Ende  saigt 
er  jedoch,  mau  habe  seiner  Ansicht  nach  mit  der  synthetischen  Methode  das  richtige  Mass 
überschritten.  Er  sa^  freilich  nicht,  wer  es  überschritten  hat  und  auf  welche  Weise,  jeden- 
falls kann  sich  diese  Note  bezüglich  der  Methode  nicht  auf  unsre  Arbeiten  beziehen. 

1)  Diese  Note  setzt  die  Kenntniss  der  Vorrede  und  der  Sätze  des  Textes,  soweit  beide 
diesen  Gegenstand  betreffen,  voraus. 
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Elementarbüchem  gemeinhin  angenommene  Axiom  erhoben,  welche  in  zwei 
Theile,  einen  mathematischen  und  einen  mehr  psychologischen  als  mathema- 
tischen Theil  zerfällt.  OflFenbar  hat  diese  Frage  mit  dem  Text  selbst  nichts 
zu  thim. 

Das  Princip  der  Bewegimg  ohne  Deformation  kommt  nach  unsrer  Be- 
dingung VI  über  die  geometrischen  Axiome  darauf  hinaus,  in  abstractem  Sinn, 
wie  man  auch  analytisch  sieht,  Systeme  gleicher  Figuren  in  dem  gewöhnlichen 
Raum  oder  einem  andern  Raum  anzunehmen,  während  die  Gleichheit  zweier 
Figuren  an  sich,  wie  diejenige  zweier  beliebiger  Dinge  von  den  stetigen  Sy- 
stemen und  den  Dimensionen  des  speciellen  Raums,  welcher  sie  enthält,  unab- 
hängig ist.  Und  diese  Systeme  werden  nicht  nur  z.  B.  für  die  Grade,  sondern 
für  jede  gegebene  Figur  vorausgesetzt,  während  wir  die  Eigenschaften  der 
Systeme  unveränderlicher  Figuren  in  einem  gegebenen  Raum,  welche  wie  wir 
gesehen  haben  dem  genannten  Princip  zur  Basis  dienen,  erst  behandelt  haben, 
nachdem  wir  die  Grundeigenschaften  der  Graden,  der  Ebene,  des  Raums  von 
drei  oder  n  Dimensionen  kennen  gelernt  hatten. 

Die  Raumanschauung  kann  überdies  als  unabhängig  von  der  Anschauimg 
der  Bewegung  angesehen  werden,  auch  wenn  diese  dazu  dient  jene  zu  bilden. 
Denn  weun  wir  die  Gegenstände,  welche  uns  umgeben,  ansehen,  ohne  dass 
einer  von  ihnen  sich  bewegt  oder  unser  Auge  sich  bewegt  oder  ohne  dass  wir 
wenigstens  ihre  Bewegung  bemerken,  so  erhalten  wir  gleichermassen  die  An- 
schauung des  leeren  Raums,  welcher  uns  umgibt.  Und  da  die  Geometrie  sich 
mit  dem  leeren  Raum,  welcher  unbeweglich  ist,  beschäftigt,  so  wäre  es  merk- 
würdig, wenn  man  bei  der  Definition  und  dem  Beweis  der  Eigenschaften  des 
unbeweglichen  Raums  auf  die  reelle  Beweguug  der  Körper  zurückkommen 
müsste.  Wenn  der  Raum,  in  welchem  die  Bewegung  vor  sich  geht,  nicht  die 
Eigenschaft  hätte,  wie  wir  sagen,  identisch  in  der  Position  seiner  Theile  zu 
sein,  so  köunte  die  Bewegung  ohne  Deformation  nicht  stattfinden,  während  man 
sich  denken  kann,  dass  diese  Bewegung  nicht  stattfindet  und  der  Raum  doch 
die  genannte  Eigenschaft  besitzt. 

Wie  femer  aus  der  ins  Einzelne  gehenden  Zergliederung  hervorgeht,  die 
wir  mit  dem  Princip  der  Identität  und  seinen  Consequenzen  für  die  abstracten 
und  mithin  auch  concreten  Formen  in  der  Einleitung  vorgenommen  haben, 
entspringt  die  Vorstellung  der  Identität  zweier  Dinge  und  mithin  auch  zweier 
Figuren,  der  Vergleichung,  welche  unser  Geist  zwischen  ihnen  anstellt.  Nun  ist 
diese  Vorstellung  der  Idee  der  Bewegung  eines  Körpers  fremd,  nicht  aber  der 
Idee  der  Bewegung  ohne  Deformation,  weil  ein  Körper  bei  der  Bewegung  sich 
nicht  nur  deformiren  kann,  sondern,  wie  wir  wissen,  stets  deformirt,  sei  es  auch 
ohne  dass  wir  es  wahrnehmen  können.  Das  *Urtlieü,  welches  wir  abgeben,  der 
Körper  in  der  Lage  A  sei  dem  oder  einem  Körper  in  der  Lage  B  identisch, 
stützt  sich  daher  auf  das  Princip  der  Identität.  In  diesem  Sinn  sind  unsre 
Axiome  III  und  IV  gegeben.  Erklärt  man  die  Bewegung  ohne  Deformation 
auf  diese  Art,  und  wir  wissen  von  keiner  andern  und  können  uns  auch  keine 
andre  vorstellen,  so  liegt  eine  petitio  principii  in  dem  Satz,  zwei  Körper  seien 
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gleich  y  wenn  man  sie  durch  eine  Bewegung  ohne  Defonnation  zur  Deckung 
bringen  könne.  Jedenfalls  ist  es  nicht  erlaubt,  wie  in  den  meisten  Elementar- 
bQchem,  zu  behaupten,  zwei  Figuren,  welche  sich  auf  diese  Weise  nicht  auf- 
einander legen  lassen,  seien  nicht  gleich.  Auf  diese  Art  schrankt  man  den 
Begriff  der  Gleichheit  dadurch  ein,  dass  man  ihn  Ton  den  Dimensionen  des 
Itaums,  in  welchem  die  Figuren  enthalten  sind,  abhangen  lasst^),  während  mam 
die  Figuren  auch  bei  dem  obigen  Princip  zur  Deckung  bringen  kann,  wenn 
man  einen  Kaum  von  einer  Dimension  mehr  zu  Hölfe  nimmt  Da  wir  die 
Grundlagen  der  Geometrie  direct  in  dem  allgemeinen  Raum  begründet  haben 
und  die  Gleichheit  der  Figuren  daher  in  diesem  Baum  stattfindet,  so  springt 
die  obige  Einschränkung  um  so  mehr  in  die  Augen,  üeberdies  müssen  aus 
der  Construction  des  Raums  z.  B.  Ton  vier  Dimensionen  sich  alle  seine  Eigen- 
schaften und  daher  auch  diejenigen,  welche  sich  auf  die  Gleichheit  seiner  Figuren 
beziehen,  ohne  jedes  der  Construction  selbst  fremde  Princip  ableiten  lassen.  In 
der  That  haben  wir  die  Möglichkeit  und  die  Xothwendigkeit  erkannt  bei  der 
Betrachtung  der  Räume  höherer  Dimensionen,  f&r  welche  uns  eine  wahrnehm- 
bare vollständige  Vorstellung  fehlt,  das  Princip  der  Bewegung  von  den  Prin- 
cipien  der  theoretischen  Geometrie  auszuschliessen. 

Wahrend  man,  wie  femer  zu  beachten  ist,  mittelst  des  Princips  der  Be- 
wegung ohne  Deformation  allein  behaupten  kann,  zwei  au  sich  betrachtete 
Dreiecke  seien  gleich,  wenn  ihre  Bestimmungselemente  gleich  sind,  gilt  dieses 
nicht  von  zwei  irgendwo  im  gewöhnlichen  Raum  liegenden  Dreikanten;  denn 
sie  können  ihre  sämmtlichen  Bestimmungselemente  gleich  haben,  ohne  dass 
man  sie  aufeinander  legen  kann.  Zu  beachten  ist  auch,  dass  wir  unter  den 
Bestimmungselementen  auch  die  Ordnung,  in  welcher  die  Theile  der  Figuren 
gesetzt  sind,  in  Betracht  ziehen,  welche  jedoch  mit  dem  Sinn  der  Figur  be- 
zflglich  des  gewöhnlichen  Raums  nicht  zu  verwechseln  ist.  Die  Richtung  oder 
der  Sinn  ist  ein  Merkmal,  welches  der  Figur  an  sich  nicht  angehört,  sondern 
ihr  nur  dann  zukommt,  wenn  man  sie  als  in  dem  Raum  S^  (oder  S^)  enthalten 
ansieht,  wie  der  Sinn,  welchen  ein  Dreieck  in  seiner  Ebene  hat,  kein  Merkmal 
des  Dreiecks  an  sich  ist.  In  dem  allgemeinen  Raum  gibt  es  keinen  Unterschied 
der  Richtungen  und  daher  auch  keinen  Unterschied  zwischen  congruenten  und 
symmetrischen  Figuren.^) 


1»  Siehe  Eiiil.  Hern.  1,  §  112.  Wie  wir  im  Text  aasfahrten,  sind  viele  VerfSasser  von 
Klementarbächem  der  Ansicht^  zwei  Scheiteldreikante  seien  nicht  gleich,  während  es  doch 
üblich  ist  z.  B.  die  rechte  und  die  linke  Hand  för  gleich  zu  halten  und  das  Bild  eines 
rJegenstandes  in  einem  Spiegel  dem  Gegenstand  selbst  geometrisch  gleich  ist. 

Auf  der  andern  Seite  ist  diese  Definition  auch  nicht  erfahrungsgemäss,  weil  man  prak- 
tiäch  zwei  Körper  nicht  ineinander  drückt,  um  zu  sehen,  ob  sie  gleich  sind  und  aucn  bei 
grossen  ebenen  Flächen  oder  Polchen,,die  nicht  transportabel  sind,  nicht  so  verfährt. 

,  2,'  Nach  Helmholtz  hat.  wie  wir  in  der  Vorrede  erwähnten,  die  (Jeometrie  die  Starr- 
heit und  eine  gewisse  Bewegungsfreiheit  der  Körper  nöthig.  Aus  seinen  Aeussenitigen 
(a.  a.  0.  S.  621,»  geht  hervor,  dass  es  ausgeschlossen  ist,  dass  er  die  Nothwendigkeit  dieser 
Begriffe  nur  auf  die  praktischen  Anwendungen  bezieht.  Dieser  Unterschied  zwischen  der 
th»'üretischen  Geometrie  und  ihren  praktischen  Anwendungen  ist,  so  viel  wir  wissen,  vor 
nn.s  noch  von  Niemand  gemacht  worden. 

Hfn'kl  'H.  a.  0.  S.  70)  behauptet,  eine  Begriffsverwirrung  trage  die  Schuld  daran,  dass 
einige  Mathematiker   die  Betrachtung  der  Bewegung   aus  den  Elementen   der  Geometrie 
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Note  III. 

Ueber  die  Definitionen  von  Winkel  zweier  Strahlen  oder  zweier  Graden, 

welehe  einen  Pnnkt  gemein  haben. 

Die  Definition  des  Winkels  hat  den  Autoren,   welche  über  die  Elemente 
schrieben,  mit  am  meisten  zu  denken  gegeben  und  unsrer  Ueberzeugung  nach 


verbannen  wollen.  Uebrigens  tritt,  wie  er  sagt,  die  Bewegung  unbewusst  und  gegen  ihren 
Willen  bei  allen  Autoren  auf  und  es  ist  schwierig  einen  einzigen  Beweis  eines  Grundsatzes 
der  Geometrie  zu  finden,  in  welchem  sich  nicht  die  Idee  der  Bewegung  verbirgt.  Auch 
wir  haben  von  der  Einleitung  (§  67)  an  die  Sprache  der  Bewegung  der  grösseren  Bequem- 
lichkeit wegen  benutzt,  jedoch  immer  mit  den  gehörigen  Vorsichtsmassregeln  und  der 
Erklärung,  was  wir  mit  ihr  sagen  wollten.  Hoüel  hat  in  der  That  nicht  angegeben,  wer 
diese  MaÜiematiker  sind,  die  sich  vorgenommen  haben,  das  Princip  der  Bewegung  von  den 
Elementen  der  Geometrie  auszuschliessen  und  denen  dies  nicht  gelungen  ist.  Man  schreibt 
diese  Absicht  den  Alten  zu;  wir  haben  aber  keinen  unter  ihnen  finden  können,  der  aus- 
drücklich dieses  Princip  von  den  Elementen  hätte  ausschliessen  wollen. 

B.  Erdmann  (a.  a.  0.)  und  Lhidemann  (a.  a.  0.  S.  566)  versichern,  Legendre  und 
Bölyai  hätten  diesen  Versuch  gemacht.  Sie  geben  jedoch  die  betreffenden  Stellen  nicht 
an,  an  welchen  diese  Absicht  ausgesprochen  wird;  für  uns  steht  das  Gegentheil  fest,  weil 
Legendre  ausdrücklich  das  Princip  der  Bewegung  in  dem  Axiom  V  seiner  Elements  ein- 
schliesst  und  es  benutzt,  wie  auch  Johann  und  Wolf  gang  Bolyai  in  den  Büchern,  die  wir 
kennen,  davon  Grebrauch  machen. 

B.  Erdmann  (a.  a.  0.  S.  148)  ist  der  Ansicht,  ohne  sie  zu  beweisen,  dass  die  mathe- 
matische Untersuchung  der  Beziehungen  der  Congruenz  die  Nothwendigkeit  des  Begriffs 
der  Bewegung  gezeigt  habe.  Er  beruft  sich  dabei  auf  HelmlwUz  und  Hoüel^  welche  ihrer- 
seits diese  Nothwendigkeit  nicht  bewiesen  haben.  Die  rationalen  Philosophen  bestreiten 
dagegen  im  Allgemeinen  diese  Nothwendigkeit  und  haben  geotnetrisch  Recht.  Sie  sind 
freilich  nie  durch  geometrische  Entwicklungen  zu  diesem  Schluss  gekommen.  Wir  dagegen 
behaupten  nicht,  dass  sie  philosophisch  im  Recht  sind,  da  der  Ausschluss  der  Bewegung 
aus  der  theoretischen  Geometrie  Nichts  gegen  ihren  empirischen  Ursprung  beweist 

Obgleich  Euclid  stillschweigend  das  Princip  der  Bewegung  ohne  Deformation  benutzt, 
so  hat  er  doch  das  Bestreben,  wo  er  kann,  ohne  es  auszukommen.  Er  beweist  z.  B.  ohne 
dieses  Princip,  dass  zwei  Dreiecke,  welche  eine  Seite  und  die  zwei  anliegenden  Winkel 
gleich  haben,  einander  gleich  sind  und  gibt  die  Construction  zweier  gleicher  Dreikante, 
welche  sowohl  für  zwei  congruente  als  für  symmetrische  Dreikante  gilt  {Ed.  Heiberg). 
Euklid  sagt  wohlgemerkt  nicht,  wenn  zwei  Figuren  in  dem  gewöhnlichen  Raum  sich  nicht 
aufeinander  legen  liessen,  so  wären  sie  nicht  gleich;  es  ist  nur  zu  bemerken^  dass  er  nicht 
klar  ausgedrückt  hat,  was  er  unter  gleichen  Figuren  versteht,  da  das  Ax.  VJLLL:  Dinge, 
welche  zusammenfallen,  sind  gleich,  eine  klare  Vorstellung  von  dem,  was  Euclid  hat  sagen 
wollen,  nicht  gibt.  Litidemann  (a.  a.  0.  S.  666)  legt  dieses  Axiom  in  dem  Sinn  des  Prin- 
cips  des  Aufeinanderlegens  aus;  es  kann  jedoch  und  muss  nach  imsrer  Ansicht  anders 
ausgelegt  werden,  da  es  sich  um  beliebige  Dinge  und  gewöhnliche  Begriffe  handelt. 

Jedenfalls  ist  aus  den  erwähnten  Gründen  die  Behauptung  gewagt,  Euclid  und  Uelm- 
holtz  seien  in  dieser  Beziehung  einer  Meinung  gewesen,  da  vielmehr  aus  dem  Obigen  das 
Gegentheil  hervorgeht,  wenn  auch  Euclid  in  der  ebenen  Geometrie  und  mehr  noch  in  der 
Geometrie  des  Raums  das  Princip  des  Aufeinanderlegens  in  dem  gewöhnlich  verstandenen 
Sinn  angewendet  hat. 

Legendre  macht  ausdrücklich  von  dem  Princip  der  Bewegim^  Gebrauch;  er  unter- 
scheidet aber  zwischen  der  Gleichheit  durch  Symmetrie  und  deriemgen  durch  Congruenz, 
wenn  er  zu  den  beiden  Dreikanten  kommt,  welche  dieselben  Elemente  haben  aber  nicht 
aufeinandergelegt  werden  können.  Aber  auch  ihm  lassen  sich  dieselben  Bemerkungen 
machen;  denn  er  setzt  nicht  genau  fest,  wann  zwei  Dreikant«  durch  Congruenz  oder  durch 
Symmetrie  gleich  sind.  Dass  man  einfach,  wie  er,  sagt,  die  Seiten  seien  auf  dieselbe  Art 
angeordnet  oder,  wie  Andre  sagen,  ähnlich  gelegen^  bedeutet  Nichts  imd  sein  Beweis,  dass 
zwei  Dreikante,  wenn  sie  so  genannt  werden,  zusammenfallen,  ist  nicht  bindend.  Mit 
andern  Worten,  er  definirt  die  Bichtungen  oder  den  Sinn  der  Figuren  im  Raum  nicht 
genau. 

Andre  Autoren  unterscheiden   diese  doppelte  Gleichheit;   z.  B.  Möbius  (Baryc.  Calcül. 
Leipzig,  1827.  S.  182),  ebenso  Beltrami  (Teor.  gen.  u.  s.  w.  S.  238).   Besonders  bei  Beltrami  fällt 
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genügt  keine  dieser  Detinitionen  vollstiuulig.  Neuerdings  ist  dieser  Gegenstand 
in  der  Zeitschrift  für  math.  Unterricht  von  Hoffmunn  erörtert  worden  (1889  bis 
1890).  Die  hauptsächlichen  geometrischen  Definitionen  dieses  Dings  sind  die 
folgenden: 

1)  Der  ebene  Winkel  ist  die  Neigung  zweier  Linien  in  der  Ebene,  welche 
sich  schneiden  und  nicht  in  derselben  Graden  liegen.  Der  Winkel  heisst  grad- 
linig, wenn  die  Linien  Grade  sind  (Eudid), 

Durch  den  ersten  Theil  werden  zwei  Strahlen,  welche  in  grader  Linie 
liegen,  ausgeschlossen,  während  z.  B.  zwei  Bogen  demselben  Kreislinie  mit  einem 

seine  Neigung,  die  Bewegung  starrer  Körper  aus  der  Geometrie  auszuschliessen,  auf.  Diese 
Tendenz  bemerkten  wir  auch  in  dem  Buch  (U  Tilly'a^  während  er  später,  wie  wir  sahen, 
ausgedehnten  Gebrauch  von  ihr  macht.  Wir  finden  dies  auch  in  den  Axiomen  Grass- 
mann'8;  er  hat  aber  nicht  nur  die  Begriffe,  welche  ihm  zur  Erzeugung  der  stetigen  abs- 
tracten  Formen  dienen,  nicht  hinreichend  definirt,  sondern  auch  den  Begriff  der  Gleichheit 
nicht  derart  entwickelt,  um  ihn  bei  den  geometrischen  Untersuchungen  nutzbar  zu  machen; 
auch  seine  Axiome  sind  nicht  genug  entwickelt.  Man  kann  daher  nicht  wissen,  was  seine 
Ideen  in  dieser  Beziehung  gewesen  sind.  Wie  wir  schon  anderswo  sagten,  sind  unbe- 
stimmte Vorstellungen  in  solchen  Fragen  wenig  oder  nichts  werth,  wenn  man  nicht  zeigt, 
dass  sie  thatsächlich  verwirklicht  werden  können.  Diese  Tendenz  fällt  noch  mehr  in  den 
Arbeiten  Kleines  und  Lie's  in  die  Augen,  wenn  sie  freilich  auch  nie  die  Absicht  dar- 
gethan  haben,  die  Bewegung  aus  den  Elementen  der  Geometrie  auszuschliessen ;  höchstens 
Klein  sagt  in  seiner  letzten  Abhandlung,  welche  gleichzeitig  mit  der  unsrigen  über  das 
gradlinige  Continuum  (siehe  Vorr.  S.  1)  veröffentlicht  wurde,  man  könne  anfangen,  die 
Geometrie  mittelst  der  optischen  statt  der  mechanischen  Eigenschaften  zu  behandeln. 
Lindemann,  welcher,  wie  wir  sagten,  in  seinem  neuen  Buch  principiell  der  Richtimg 
Klein'B  folgt,  scheint  vielmehr  die  Bewegung  für  nothwendig  zuhalten,  wie  sie  es  auch 
in  der  That  bei  den  praktischen  Constructionen  ist.  Macht  man  daher  diesen  Unter- 
schied nicht,  so  haben  die  Verfechter  dieser  Ansicht  wohl  dem  Princip  nach  Recht  aber 
nicht  in  dem  Sinn,  vrie  er  gewöhnlich  aufgefasst  wird.  Die  Gründe,  warum  wir  finden, 
die  genannten  Autoren  hätten  die  Tendenz  die  Bewegung  auszuschliessen,  sind  die  folgen- 
den. Die  Betrachtungen,  welche  sie  über  die  Bewegung  anstellen  um  die  Transforma- 
tionen festzustellen,  welche  z.  B.  den  Kegelschnitt  im  Unendlichgrossen  der  Ebene  in  sich 
selbst  verändern  und  welche  die  Function  des  Abstandes  zwischen  zwei  Punkten  unver 
ändert  lassen,  sind  streng  genommen  nicht  nöthig.  Lässt  man  freilich  diese  Betrachtungen 
weg,  so  verföllt  man  auch  bei  der  Behandlung  der  Principien  auf  die  wunderlichsten 
Kunstgrifie.  Femer  ist  zu  bedauern,  dass  sie  den  Begriff  der  Gleichheit,  wenn  nicht  zuerst 
bei  den  Figuren,  doch  später  bei  der  Erörterung  und  den  Formeln,  von  welchen  die 
Entwicklung  ihrer  Arbeiten  abhängt.,  gebrauchen,  während  die  analytischen  Begriffe  doch 
nur  aushülfsweise,  nicht  aber  für  die  eigentliche  Geometrie  nöthig  sind.  Ueberdies  beziehen 
sich  die  analytischen  Betrachtungen  bis  heute  noch  auf  einen  Raum  S^^  aber  nicht  auf  den 

allgemeinen  Raum.     Aber  auch  für  den  in  dem  allgemeinen  Raum  enthaltenen  Raum  S^ 

liefert  uns  diese  Methode  nicht  die  absolute  Gleichheit  der  Figuren,  weil  man  bei  der 
Faltung  einer  Figur  des  Raums  von  m  Dimensionen  ohne  Verzerrung  oder  Bruch  die  Linien 
gleicher  Länge  nicht  mehr  für  gleich  ansehen  kann,  auch  wenn  ihre  Länge  constant  bleibt. 
Diese  Definitionen  haben,  wie  aus  §  123  der  Einleitung  hervorgeht,  die  Massverhältnisse 
der  Figuren  im  Auge;  dazu  kommt,  dass  man  so  viele  unnöthi^e  Begriffe  benutzt  um  die 
auch  von  dem  Absoluten  Cayley's  abhängig  gemachte  Gleichheit  zweier  an  sich  betrach- 
teten Figuren  zu  detiniren.  Im  Uebrigen  finden  wir  bei  Helmlwltz  selbst  eine  Stütze  für 
unsre  Anschauungen.  Er  sagt  (Ueber  den  Ursprung  imd  Sinn  der  geometrischen  Sätze; 
Antwort  gegen  Hei-m  Prof.  Land;  Wiss.  Abh.  Bd.  n.  S.  648  und  in  seiner  citirten  Rede 
S.  66): 

„Physisch  gleichwerthig  nenne  ich  Ra,umgrössen,  in  denen  unter  gleichen  Bedingungen 
und  in  yUichen  Zeitabschnitten  die  gleichen  physikalischen  Vorgänge  bestehen  und  ablaufen 
können.  Der  unter  geeigneten  Vorsichtsmassregeln  am  häufigsten  zur  Bestinmdung  physisch 
gleichwerthiger  Raumgrössen  gebrauchte  Process  ist  die  Uebertragimg  starrer  Körper,  wie 
die  Zirkel  und  Massstäbe,  von  einem  Ort  zum  andern." 

Daraus  folgt,  dass  die  Definition  der  physischen  Gleichheit  zweier  Raumgrössen  nicht 
aus  dem  Princip  der  Bewegung  starrer  Körper  hervorgeht,  sondern  dass  das  letztere  ein 
Mittel  zur  praktischen  und  daher  ai^nähemden  Bestinunung  gleicher  Grössen  ist. 
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gemeinschafblichen  Ende  nicht  ausgeschlossen  sind.    Ueberdies  weiss  man  nicht, 
was  die  Neigung  ist. 

2)  Wenn  zwei  Linien  AB^  AC  sich  schneiden,  so  heisst  die  mehr  oder 
weniger  grosse  Quantität,  um  welche  diese  Linien  bezüglich  ihrer  Lage  von- 
einander abstehen,  Winkel  u.  s.  w.  (Legcndre). 

Die  Definition  SdilegeVs  (a.  a.  0.)  ist  dem  BegrifiF  nach  ähulich;  nach  ihm 
ist  der  Winkel  der  Unterschied  der  Richtung  zweier  Graden. 

3)  Von  Vielen  wird  der  Winkel  als  Grösse  oder  Mass  der  Rotation  eines 
Schenkels  um  den  andern  in  der  Ebene  definirt  (z.  B.  Sannia  und  D'Ovidio  a.a.O.). 
Dabei  wird  aber  von  der  Ebene  Gebrauch  gemacht  und  man  weiss  überdies 
nicht,  was  in  abstractem  Sinn  die  Rotation  oder  ihre  Grösse  sein  soll.  Diese 
Definition  entspricht  jedoch  besser  als  die  übrigen,  die  bekannt  sind,  der  Vor- 
stellung von  einem  Winkel;  die  Grösse  der  Rotation  ersetzt  die  intensive  Grösse 
des  Winkelsectors  nach  unsrer  Definition. 

4)  Andre  sagen,  der  Winkel  sei  die  von  zwei  Graden  oder  Strahlen,  welche 
einen  Punkt  gemein  haben,  gebildete  Figur  {Hoüd,  Cassani^  de  TUly,  u.  s.  w.). 
Nach  dieser  Definition  würden  alle  Winkel  gleich  sein,  weil  sie  von  zwei  Graden, 
die  sich  in  einem  Punkt  schneiden  und  gleich  sind,  gebildet  werden.  Offenbar 
genügen  die  Strahlen  nicht,  wenn  man  nicht  erklärt,  welche  Figur  sie  bestimmen 
oder  welche  andre  Elemente  hinzutreten  um  sie  zu  bestimmen.  Nach  unsem 
Definitionen  bestimmen  zwei  Strahlen,  welche  sich  schneiden,  zuerst  das  grad- 
linige Paar  (S.  257),  den  Winkelsector  und  den  Winkel  in  dem  Büschel  (S.  317, 
318)  und  die  analogen  Dinge  in  der  Ebene  (S.  r)27). 

5)  Schliesslich  definirt  man  den  Winkel  als  den  Theil  der  Ebene,  welcher 
durch  zwei  von  einem  Punkt  ausgehende  Strahlen  eingeschlossen  ist  {Berbraiid 
von  Genf,  Cr  eile,  Baltzer,  De  FaoliSy  Lindemann  a,  a.  0.  S.  o44),  während  der 
Winkel  im  gewöhnlichen  Sinn  eine  Grösse  von  einer  Dimension  ist  und  nicht 
von  zweien,  wie  ein  Theil  der  Ebene.') 

Note  IV. 

Bemerkungen  über  einige  Beweise  gegen  das  actual  Unendlichgrosse  und 

Unendlichkleine. 

In  einer  Zuschrift  an  Schumacher'^)  protestirt  Gauss  gegen  den  Gebrauch 
der  bestimmten  unendlich  grossen  Quantität  und  ist  der  Ansicht,  dies  sei  in 
der  Mathematik  niemals  erlaubt.  Das  Unendliche  ist,  nach  Gauss,  nur  eine 
„Fa^on  de  parier",  indem  man  eigentlich  nur  von  Grenzen  spricht,  denen  ge- 
wisse Verhältnisse  so  nahe  kommen  als  man  will,  während  andern  ohne  Ein- 
schränkung zu  wachsen  gestattet  ist. 

Durchaus  gerechtfertigt  ist  die  Bemerkung,  welche  Gauss  gegen  den  Beweis 
von  Schunuiclier  macht,    welcher   mittelst   der  bestimmten  unendlichen  Grösse 

1)  Siehe  die  Anm.  zur  Vorrede  S.  XXIX. 

2)  Vom  12.  Juli  1831. 
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ohne  Zuhülfenahme  des  Postulats  über  die  Parallelen  darthun  will,  dass  die 
Summe  der  Winkel  eines  Dreiecks  zwei  Rechte  beträgt;  denn  Schumacher  be- 
nutzt die  unendliche  Grösse  nicht  richtig.  Gauss  hat  auch  Recht;  wenn  er  sagt, 
das  Unendlichgrosse  und  Unendlichkleine  seien  rein  potentiell,  so  lange  man 
in  dem  endlichen  Gebiet  allein  bleibt;  wir  haben  in  diesem  Fall  im  Text  die 
Worte  unbegrenzt  gross  und  unbegrenzt  klein  gebraucht.^)  Wir  müssen  aber 
trotz  der  hohen  Achtung,  die  wir  vor  der  Autorität  des  grössten  deutschen 
Mathematikers  hegen,  sagen,  dass  dies  kein  Beweis  gegen  das  actuale  Unendlich- 
grosse  ist. 

Bolzano^),  welcher  trotz  vieler  fehlerhafter  Raisonnements  in  seinem  kleinen 
Werk,  wie  G.  Cantor  bemerkt,  das  Verdienst  hat,  die  Möglichkeit  des  actualen 
Unendlichgrossen  erkannt  zu  haben,  macht  vor  dem  unendlich  grossen  auf  beiden 
Seiten  begrenzten  gradlinigen  Segment  Halt  und  bestreitet  es. 

Hierher  gehört  auch  der  Beweis  gegen  das  Unendliche  des  Professors 
Guteberiet  in  einem  an  G,  Cantor^)  gerichteten  Brief,  welcher  sich  auf  das  Fol- 
gende reducirt:  Wenn  ein  begrenztes  unendlich  grosses  gradliniges  Segment 
(AB)  gegeben  ist,  so  schneide  man  von  Ä  aus  ein  endliches  Stück- (-4 X)  ab; 
lässt  man  dann  das  Segment  (XJ5)  von  X  nach  Ä  hin  sich  bewegen,  bis  X 
nach  Ä  gelangt,  so  tritt  der  Pimkt  B  aus  dem  Unendlichgrossen  heraus  (!)  und 
das  Segment  (XJ5)  wird  endlich;  mithin  ist  (ÄX)  +  (^-B)  endlich.  Wie  bei 
imserm  unendlich  grossen  Segment  (AB)  existirt  ein  Punkt  X'  im  Unendlich- 
grossen derart,  dass  {X'B).-i  (ÄX)  ist,  imd  da  das  Commutationsgesetz  gilt, 
so  ist  (^X')-- :(XS). 

Der  eilige  Leser  möge  sich  ferner  hüten,  unsre  Unendlichgrossen  mit  den- 
jenigen Fonteneile^Qj  früheren  Secretärs  der  Akademie  von  Frankreich,  in  seinen 
Elements  de  la  geometrie  de  l'infini  (Paris,  1727)  zu  verwechseln,  denn  auch 
er  gebraucht,  wie  es  heute  in  anderm  Sinn  geschieht,  die  Benennungen  unendlich 
gross  imd  unendlich  klein  von  verschiedenen  Ordnungen  und  wendet  wie  wir 
häufig  das  Zeichen  oo  an. 

Wir  brauchen  hier  die  verschiedenen  offenbaren  Widersprüche  dieses  Autors 
nicht  anzugeben,  wir  beziehen  uns  auf  die  gewichtigen  Gründe,  mittelst  deren 
einige  Mathematiker  das  System  Fonteneile's  zerstört  haben.*) 

Es  wäre  oft  bei  dieser  wie  bei  andern  ähnlichen  Fragen  von  Interesse,  die 
Kritiker  selbst  zu  kritisiren,  denn  wenn  gewisse  Autoren  Vorurtheile  gehabt 
haben,  so  sind  ihre  Kritiker  nicht  frei  davon  geblieben.  Wir  können  z.  B. 
Aclw/rd  und  Gerdil  in  dem  von  ihnen  versuchten  Beweis  gegen  die  actuale 
unendlich  grosse  Zahl  nicht  folgen;  man  muss  dagegen   anerkennen,   dass  sich 

1)  Siehe  clie  Anm.  auf  S.  142. 

2)  Paradoxien  des  Unendlichen.   Leipzig.    1847. 

3)  Zeitschrift  für  Phil,  von  Fichte.  Bd.  91.  Faac.  I,  S.  99  oder  auch:  Zur  Lehre  vom 
IVansfiniten.    Halle.    1890. 

4)  Maclatmn,  IVeatiae  of  Fluxionö.  1742.  Einl.  S.  XLI— XLV.  Kard.  GerdiVa  Opere 
edite  e  inedite.  Rom.  1806.  Bd.  IV,  S.  261  u.  Bd.  V,  S.  1.  Die  in  Bd.  V  abgedruckte  Ab- 
handlung „De  l'infini  absolu  consid^r^  dans  la  grandeur"  wurde  zuerst  in  den  Miscellanea 
Taurinensia  der  Jahre  1760,  1761  veröffentlicht.  Achard,  Reflexion  sur  Tinfini  math^matique. 
Königl.  Ak.  zu  Berlin.    1745. 
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bei  FonieneUe  (a.  a.  0.  S.  30)  und  specieller  bei  Gerdü  die  Vorstellung  der 
unendlich  grossen  Zahl  co  Cantor^s  vorfindet.  Gerdil  sagt  in  der  That  auf 
S.  268,  Bd.  IV,  a.  a.  0.: 

„Die  natürliche  Reihe  der  Zahlen  ist  potentiell  unendlich  gross  insofern 
man  sich  denkt,  dass  es  keine  angebbare  Zahl  in  dieser  Reihe  gibt,  zu  welcher 
'man  nicht  andre  immer  durch  eine  unbegrenzte  Addition  von  Einheit  zu  Ein- 
heit hinzufügen  kann.  Diese  Möglichkeit  beständig  ohne  irgend  ein  Ende  ein 
Glied  zu  einem  andern  hinzuzufügen  bildet  das  Unendlichgrosse  potentiell.  Das 
potentiell  Unendlichgrosse  wird  nun  das  actuell  ünendlichgrosse  nur  dann, 
wenn  dasjenige,  welches  man  sich  bei  dem  potentiell  ünendlichgrossen  als  in 
der  Bildung  begriffen  denkt,  als  bereits  geschehen  und  vollendet  gedacht  wird. 
Die  thatsächliche  Unendlichkeit  ist  so  zu  sagen  die  Ausführung  oder  Voll- 
bringung der  Möglichkeit,  welche  das  potentiell  Unendlichgrosse  bildet.  Die 
potentiell  unendlich  grosse  natürliche  Reihe  kann  daher  nur  dadurch  actuell 
unendlich  gross  werden,  dass  man  sich  diese  Möglichkeit  der  Addition  von  Zahl 
zu  Zahl  vollständig  ausgeführt  denkt.'' 

Es  ist  dies  die  Idee  G.  Cantor'Sj  wenn  er  sagt: 

„So  widerspruchsvoll  es  daher  wäre,  von  einer  grössten  Zahl  der  Classe  (J) 
zu  reden,  hat  es  doch  andrerseits  nichts  Anstössiges  sich  eine  neue  Zahl,  wir 
wollen  sie  es  nennen,  zu  denken,  welche  der  Ausdruck  dafür  sein  soll,  dass  der 
ganze  Inbegriff  (/)  in  seiner  natürlichen  Succession  dem  Gesetze  nach  gegeben 
sei.''*)     (Siehe  unsre  Anm.  auf  S.  118.) 

Gerdil  fährt  dann  fort: 

„Und  da  keine  Zahl  möglich  ist,  welche  in  der  natürlichen  Reihe  nicht 
vorkäme  (hier  liegt  der  Irrfhum)  und  es  keine  Zahl  gibt,  welche  ihr  nicht  hinzu- 
gefügt werden  könnte,  so  ist  es,  damit  diese  Reihe  thatsächlich  imendlich  gross 
werden  kann,  auch  nöthig,  dass  keine  Zahl  möglich  sei,  welche  man  sich  nicht 
thatsächlich  hinzugefügt  denkt.  Diese  Reihe  kaim  daher  nicht  in  der  That 
imendlich  gross  sein^  weil  sie  nicht  alle  möglichen  Zahlen  oder  die  ganze  Mög- 
lichkeit der  Zahlen  enthält." 

Hätte  dabei  Gerdil  nicht  im  Voraus  an  einen  später  zu  gebenden  Beweis 
gegen  die  Ewigkeit  des  Weltalls  gedacht,  so  hätte  er  leicht  die  Zahl  o  Cantor's 
finden  können,  wie  dies  wohl  auch  einem  unparteiischem  Kritiker  bei  der 
Prüfung  dieses  Gedankengangs  möglich  gewesen  wäre. 

Der  Abbe  Maigno  bringt  in  seiner  „Impossibilite  du  nombre  actuellement 
infini.  La  science  dans  ses  rapports  avec  la  foi  ^Paris,  1884)"  mathematisch 
nichts  Neues  gegen  die  actual  unendlich  grosse  Zahl  vor. 

Von  einer  andern  Art  sind  die  Unendlichkleinen  von  J,  BemouUi^),  VHospi- 
Ud%  Poisson^y    BernouUi  schreibt  an  Leibnis: 

„Dieb  .  .  .  infinita  et  infinite  -  parva 'non  posse   demonstrari  existere,   sed 


1)  Z.  B.  Acta  math.  Bd.  2,  S.  386. 

*2)  Leibnitii  et  lohannis  Bemoulli  commercium  philos.  et  mathem.  1745.  Bd.  I,  S.  370 — 440. 

3)  Analyse  des  infiniments  petits,  2.  Ausg.    Paris.    1716. 

4)  Traitä  de  m^canique,  2.  Ausg.    1833. 
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etiam  non  posse  demoustrari  nou   existere:  probabile  tarnen  esse  existere.     Si 
omnes  termini  liujus  progressionis  — ,  — ,  --;   ig  ®*^-  *^*^  existunt,  ergo  exi- 

stit  infinitesimus"  (a.  a.  0.  S.  402). 

Und  später  bei  der  Betrachtung  der  genannten  Reihe: 

„Si  decem  sunt  termini  existit  utique  decimus,  si  centum  sunt  termini 
existit  utique  centesimus,  .  . .,  ergo  si  numero  infinito  sunt  termini,  existit  in- 
finitesimus." 

Offenbar  definirt  BcrnouUi  nidU  das  Unendlichkleine,  aber  er  glaubt  an  seine 
Existenz;  er  beweist  es  auch  nicht  durch  die  genannte  Reihe;  es  folgt  in  der 
That  nicht,  dass  durch  eine  unendlich  grosse  Reihe  endlicher  Glieder  das  Un- 
endlichkleine bestimmt  sei  imd  es  wäre  ein  Widerspruch,  wenn  man  annehmen 
wollte,  es  existire  in  der  Reihe  selbst. 

So  glaubt  auch  der  Idealist  Du  B&is  BeymondCs  an  das  Unendlichkleine, 
definirt  es  aber  nicht.     Er  sagt  (a.  a.  0.  S.  71,  72): 

„Der  Satz,  dass  .die  Anzahl  der  Theilpunkte  auf  der  Einheitsstrecke  eine 
unendlich  grosse  sei,  erzeugt  mit  logischer  Nothwendigkeit  den  Glauben  an  das 
Unendlichkleine." 

Unter  Unendlichgrossem  versteht  er  jede  in  der  Darstellung  unbegrenzte 
Gruppe  von  Elementen,  welche  unabhängig  von  der  Existenz  denkender  Wesen 
betrachtet  über  dasjenige,  was  mittelst  fester  Maasse  messbar  ist,  hinausgeht 
(S.  70). 

Die  Theilungspunkte  der  Einheit,  welche  man  durch  die  Theilung  in.  eine 
ganze  cndlidie  Anzahl  n  gleicher  Theile  erhält,  sind  in  unendlich  grosser  Zahl 
vorhanden  und  ihre  Classe  ist  von  der  ersten  Potenz,  wie  (r.  Canfor  gezeigt 
hat,  und  doch  ist  jedes  Segment,  welches  zwei  gegebene  von  diesen  Punkten 
vereinigt,  immer  endlich. 

Aber  auch  alle  Beweise  gegen  den  Glauben  liemaulli's  entbehren  der 
Grundlage,  weil  man  zuerst  nicht  nur  eine,  sondern  alle  Definitionen  geben 
muss,  welche  mit  diesem  Glauben  an  das  actuale  Unendlichkleine  (dargestellt 
durch  ein  begrenztes  gradliniges  Segment)  vereinbar  sind.  Dieses  ist  aber  nicht 
geschehen.  Wir  haben  z.  B.  gezeigt,  dass  unser  Unendlichkleines  durch  die 
transfiniten  Zahlen  Cantor*s  nicht  ausgedrückt  werden  kann. 

Es  steht  fest,  dass  man  ohne  die  Definition  einer  Vorstellung,  welche  ver- 
schiedene Deutungen  zulässt,  leicht  in  Widersprüche  verfällt. 

Wir  müssen  jedoch  hinzufügen,  dass  sich  nach  unsrer  Meinung  Nichts 
gegen  die  Möglichkeit  des  Unendlichkleinen  von  Du  Bois  Beymond  und  Stolz 
einwenden  lässt. 

Der  Marquis  de  VHospital  gibt  in  seiner  Analyse  keine  Definition  des  Un- 
endlichkleinen; er  nimmt  aber  als  -Postulat  wie  der  Idealist  Du  Bois  Beymond^ 
als  Definition  au,  dass  „zwei  endliche  Grössen,  welche  um  ein  Unendlichkleines 
diflferiren,  gleich  sind^',  während  wir  diese  Eigenschaft  durch  unsre  Unendlich- 
kleinen bewiesen  haben.  Gelegentlich  dieses  Satzes  möchten  wir  behaupten, 
dass  sowohl  diejenigen,  welche  an  das  Unendlichkleine  glauben,  als  ihre  Kritiker, 
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nicht  genau  zwischen  der  relativen  und  absoluten  Gleichheit  unterschieden  haben; 
dieser  Begriff  wird  schon  auf  den  ersten  Seiten  unsres  Textes  entwickelt. 

Poisson  gibt  schliesslich  folgende  Definition  (a.  a.  0.  S.  IG): 

,^in  Unendlichkleines  ist  eine  Grösse,  welche  kleiner  ist,  als  jede  von  der 
Natur  selbst  gegebene  Grösse.'^ 

Dieser  Satz  enthält  offenbar  einen  Widerspruch  in  seinen  Worten. 

P.  Mansion  bestreitet  in  seinem  Esquisse  de  Thistoire  du  calcul  infini- 
tesimal das  actual  Unendlichkleine,  welches  er  pseudo-iufiniment  petit  nennt; 
er  stützt  sich  aber  auf  die  Definition  Poisson' s.  Nach  dem,  was  wir  oben 
sagten,  ist  es  nicht  Recht  diese  Definition  Poisson^ s  BeniouUi  zuzuschreiben, 
wie  es  Mansion  thut;  jedenfalls  müsste  man  dies  erst  nachweisen  (a.  a.  0.  S.  30). 

G.  Cantor  *)  gibt  einen  Satz  über  die  Unmöglichkeit  der  Existenz  der 
linearen  unendlich  kleinen  actualefn  Grösse,  deren  Bild  ein  begrenztes  continuir- 
liches  (gradliniges  Segment  ist,  indem  er  den  Beweis  auf  seine  transfiniten  Zahlen 
gründet.  Er  behält  diesen  Satz  als  im  Allgemeinen  richtig  bei  und  beweist 
das  Axiom  V  des  Architnedes  für  die  gradlinigen  Segmente  (Anm.  zu  §  81), 
welches  nach  unsrer  Def.  11,  §  82  und  Satz  b,  §  81  bedeutet,  dass  sie  endlich 
oder  von  derselben  Art  sind  (Def.  I,  §  86).  Obgleich  er  den  Beweis  nicht 
vollständig  gibt,  so  geht  er  doch,  wie  es  scheint,  von  dem  Begriff  aus,  dass 
jede  lineare  Grösse,  welche  unendlich  gross  ist,  durch  eine  seiner  transfiniten 
Zahlen  darstellbar  sein  mtiss.  Wie  er  sagt,  Hesse  sich  mithin  durch  gewisse 
Sätze  über  diese  Zahlen  beweisen,  dass,  wenn  eine  unendlich  kleine  Grösse  £; 
existirte,  die  Grösse  ^v  —  imter  v  eine  beliebige  seiner  transfiniten  Zahlen 
verstanden  —  stets  kleiner  als  jede  endliche  Grösse  bleibe  und  dass  desshalb 
{;  nicht  endlich  werden  kann,  v  mag  eine  Zahl  sein,  welche  es  will.  Diesen 
Beweis  wendet  er  auf  die  Grade  an.  Nun  hat  aber  die  Grade  in  dem  Gebiet 
der  wahrnehmbaren  linearen  Einheit  alle  Eigenschaften  des  homogenen  Systems, 
ja  gerade  das  intuitive  gradlinige  Continuum  (§  55)  hat  uns  den  Weg  gezeigt 
zur  Aufstellung  der  Definition  des  homogenen  Systems  (§  68)  und  des  in  der 
Position  seiner  Theile  identischen  Systems  (§  70),  unabhängig  jedoch  von  dem 
Begriff  der  Scala  (Def.  1,  §  80). 

Lässt  man  nun  das  actualc  Unendlichgrosse  auf  der  Graden  zu,  so  bietet 
sich  als  erste  Hypothese,  dass  sie  ihre  Homogenität  auch  im  Unendlichgrossen 
bewahrt  und  dass  mithin  ihre  im  Unendlichgrossen  liegenden  Punkte  —  unab- 
hängig, wie  gesagt,  von  dem  Begriff  des  Endlichen  und  Unendlichgrossen,  der 
aus  dem  Begriff  der  Scala  folgt  —  der  Definition  des  homogenen  Systems 
unterworfen  sind.  Für  diesen  Fall  haben  wir  oben  bewiesen  (b  und  f),  dass 
ihre  im  Unendlichgrossen  liegenden  Punkte  sich  nicht  durch  die  transfiniten 
Zahlen  (hntor's  darstellen  lassen,  sondern  durch  unsre  unendlich  grossen  Zahlen 
dargestellt  werden   müssen.     Cantor   hält  dagegen   aus   den  oben  entwickelten 


1)  Zeitschr.   für  Phil.  91.    Heft  I,  S.  112  oder  auch  „Zur  Lehre  vom  Transfiniten". 
Halle.    1890. 
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Gründen  die  Hypothese,  dass  die  im  Unendlichgrossen  liegenden  Punkte  der 
Graden  durch  die  Zahlen  oj,  cj  +  1?  u.  s.  w.  dargestellt  werden,  für  nothwendig^ 
wenn  man  das  actuale  Unendlichgrosse  zulässt.^)  Bei  dieser  Hypothese  behalt 
die  Grade  in  den  im  Unendlichgros&en  liegenden  Punkten  nicht  ihre  Homo- 
genität und  in  der  Umgebung  dieser  Punkte  gelten  mithin  die  aus  der  Erfah- 
rung abgeleiteten  Eigenschaften  nicht  mehr. 

Cantor  sagt  a.  a.  0.:  „Nun  ist  der  Gedankengang  jener  Autoren  (0.  Steig 
und  Du  Bois-Beymond),  dass  wenn  man  dieses  vermeintliche  ,,Axiom''  (das  des 
Archimedes)  fallen  liesse,  daraus  ein  Recht  auf  actual  imendlich  kleine  Grossen, 
welche  dort  „Momente"  genannt  werden,  hervorgehen  würde.  Aber  aus  dem 
oben  von  mir  angeführten  Satz  folgt,  weim  er  auf  gradlinige  stetige  Strecken 
angewandt  wird,  unmittelbar  die  Nothwendigkeit  der  JEwc^id'schen  Annahme 
{Euclid  Buch  V,  Def  4).'' 

0.  Stolz  hat  dagegen  bewiesen,  dass  für  seine  unendlich  kleinen  Grossen 
oder  für  die  unendlich  grossen  imd  unendlich  kleinen  Grössen  Dxi  Bois-BeymoncTs 
der  obige  Satz  Cantor's  nicht  gilt.  Stolz  fügt  aber  hinzu,  er  habe  mit  der  De- 
finition des  Continuums,  die  derjenigen  DedekincCs  analog  ist,  bewiesen,  dass 
alle  gradlinigen  Segmente  die  obige  Eigenschaft  des  ÄrcJmnedes  besässen.*) 
Wenn  dann  Cantor,  wie  es  scheint,  meint,  die  linearen  Grössen,  welche  er  in 
Betracht  zieht,  seien  stetig  und  „liessen  sich  unter  dem  Bild  begrenzter  grad- 
liniger stetiger  Strecken  vorstellen^',  so  wiederholen  wir  die  Bemerkung,  die  wir 
vor  Kurzem  in  einer  Abhandlung  gemacht  haben  (II  continuo  rettilineo  e  V  as- 
sioma  V  d'  Archimede.  Atti  della  R.  Acc.  dei  Lincei  1890),  dass  nämlich  in 
den  von  Andern  gegebenen  Definitionen  des  gewöhnlichen  Continuums  im- 
plicite  das  obige  Axiom  enthalten  ist.  In  diesem  FaU  ist  es  daher,  wie  wir 
später  sehen  werden,  nicht  nöthig  die  transfiniten  Zahlen  zu  Hülfe  zu  nehmen, 
um  die  Unmöglichkeit  der  Existenz  der  unendlich  kleinen  Grösse  zu  beweisen, 
weil  sie  a  priori,  wie  es  z.  B.  bei  der  Definition  des  Continuums  durch  Cantor 
der  Fall  ist,  ausgeschlossen  ist."') 

Auch  Cantor  hat  imendlich  grosse  Zahlen  in  Betracht  gezogen,  die  derart 
sind,  dass,  wenn  a  eine  dieser  Zahlen  ist,  a  -}-  1  =  a  ist  und  die  er  „Cardinal- 
zahlen"  nennt  (siehe  die  2.  Anm.  zu  §  48).  Er  definirt  sie  jedoch  unabhängig 
von  der  Ordnung,  in  welcher  die  Elemente  gezählt  werden,  während  diese 
Eigenschaft  für  uns  die  Folge  der  Eigenschaft  der  Segmente  oder  der  Gruppen 
ist,  aus  welchen  unsre  Zahlen  entstehen.  Unsre  Zahlen  sind  daher,  wie  man 
in  der  Einleitung  schon  gesehen  hat,  von  den  Cardinalzahlen  oder  Potenzen 
(Mächtigkeiten)  Cantor's  verschieden. 

Vivanti  hat  in  der  Rivista  di  matematica  vom  Juni  1890,  als  dieser  An- 


1)  Siehe  auch  Zeitschr.  für  Phil.  I,  a.  a.  0.  Heft  I,  wo  -er  die  Gründe  des  Professorä 
(tuteherht  gegen  das  begrenzte  Unendlichgrosse  widerlegt,  und  unsre  Anm.  2  zu  §  B2  und 
die  Vorrede. 

2)  Math.  Ann.  Bd.  XXXI,  S.  608  und  ebendas.  Bd.  XXII  und  Vorles.  ü.  allg.  Arithni 
Bd.  1,  S.  69—83. 

3)  Siehe  aucli  Stolz,  Math.  Ann.  XXII,  Anm.,  S.  508. 
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hang  gedruckt  werden  sollte,  einen  Artikel  gegen  das  actual  Unendlichkleine 
veröflFentlicht.  Auch  wir  waren  in  Folge  einiger  Mittheilungen,  die  wir  dem 
Director  der  Rivista  über  den  obigen  Beweis  Cantor's  gemacht  hatten,  im  ver- 
flossenen Januar  eingeladen  worden,  denselben  Gegenstand  zu  behandeln.  Wir 
waren  durch  die  Herausgabe  dieses  Buches  zu  sehr  in  Anspruch  genonmien, 
um  dieser  freundlichen  Aufforderung  nachkommen  zu  können;  auf  der  andern 
Seite  wird  der  Gegenstand  in  diesem  Buch  ausführlich  behandelt.  Vivanti  haben 
wir  im  letzten  December,  da  wir  wussten,  dass  er  sich  mit  den  Arbeiten  Cantor's 
beschäftigt  hatte,  einige  Bemerkungen  über  diesen  Beweis  geschickt  und  bei 
ihm  angefragt,  ob  er  ihn  vielleicht  vollständig  kenne.  Er  antwortete,  er  habe 
nie 'zuvor  Gelegenheit  gehabt  sich  mit  ihm  zu  beschäftigen;  dies  geht  auch 
aus  der  Mittheilung  hervor,  welche  Vivanti  dem  Circolo  matematic«)  von 
Palermo  im  Jimi  1890  als  Erwiderung  auf  einige  Bemerkimgen  des  Professors 
GHudice  machte. 

Indem  Vivanti  von  dem  Beweis  G.  Cantor^s  spricht,  sagt  er,  ohne  vorher 
definirt  zu  haben,  was  das  gradlinige  Seg^nent  ist,  alle  gradlinigen  Segmente  zer- 
fielen in  zwei  Classen;  diejenigen  der  ersten  Classe  seien  durch  zwei  Punkte  Ä 
und  JB,  die  andern  duixjh  nur  einen  Punkt  begrenzt.  Die  ersten  nennt  er 
endlich,  die  letzteren  unendlich  gross  (a.  a.  0.  S.  137). 

Mittelst  eines  Sternchens  am  Schluss  dieser  Definition  verweist  er  auf  die 
Definitionen  endlicher  imd  imendlich  grosser  Gruppen  von  Elementen,  welche 
Cantor  imd  Dedekind  gegeben  haben,  gibt  aber  nicht  an,  wie  sie  hier  bei  der 
Definition  des  endlichen  Segments  angewendet  werden  sollen,  da  das  gewöhn- 
liche stetige  gradlinige  Segment  eine  Gruppe  unendlich  vieler  Elemente  ist, 
welche,  wie  Cantor  gezeigt  hat,  von  einer  höheren  als  der  ersten  Potenz  ist. 
Es  wäre  auch  möglich,  dass  Vivanti,  da  er  das  Segment  nicht  genau  definirt 
hat,  etwas  Andres  meint. 

Jedenfalls  geht  aus  der  Definition  hervor,  dass  ein  beliebiges  Segment  der 
Graden  entweder  endlich  oder  unotdlidi  gross  ist;  eine  dritte  Hypothese  wird 
durch  die  Definition  selbst  ausgeschlossen.     Er  stellt  sich  dann  die  Frage: 

„Existirt  ein  Segment  derart,  dass  es  eine  beliebig  grosse  endliche  Anzahl 
mal  wiederholt,  niemals  ein  angegebenes  endliches  Segment  erschöpft?" 

Dieses  Segment  ist  nach  der  Definition,  welche  er  vorher  gibt  (S.  137), 
adual  unendlich  klein,  d.  h.  eine  beliebige  endliche  Anzahl  mal  wiederholt 
bildet  es  niemals  eine  beliebige  endliche  Grösse  imd,  weil  es  sich  hier  um 
Segmente  handelt,  ein  beliebiges  endliches  Segment.  Nim  ist  es  aber  nach  der 
oben  erwähnten  Definition  entweder  endlidi  oder  unendlich  gross.  Hier  wenig- 
stens tritt  eine  grosse  und  offenbare  Verwirrung  der  Benennungen  auf,  weil 
auch  im  gewöhnlichen  Sinn  unendlich  klein  weder  endlich  noch  imendlich  gross 
bezüglich  eines  bestimmten  endlichen  Segments  ist;  es  sei  denn  das  Unendlich- 
kleine werde  in  dem  Sinn  von  unbegrenzt  klein  genommen,  was  in  diesem  Fall 
ausgeschlossen  ist. 

Wir  nennen  die  begrenzten  Segmente  der  Grundform  absolut  endlidi  (Einl. 
S.  127,  128).     Diese   können   aber  derart  sein,    dass   das  eine   unendlich  gross 
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bezüglicli  des  andern  ist,  während  wir  mit  dem  Wort  endlich  allein,  wie  dies 
auch  gewöhnlich  so  verstanden  wird,  meinen,  sie  seien  das  eine  bezüglich  des 
andern  endlich  oder  genügten  dem  Axiom  V  des  Archimedes, 

Der  Schluss,  zu  welchem  Vivcmti  kommt,  dass  „das  actual  Unendlich- 
kleine als  extensive  d  h.  mittelst  eines  Segments  darstellbare  Grösse  nicht  exi- 
stirt^,  ist  im  Allgemeinen  nicht  richtig;  er  leitet  dies  aus  der  Definition  des 
gewöhnlichen  Continuums  ab,  wie  übrigens  auch  Stolz  gethan  hat'),  d.  h.  nur 
insoweit  die  begrenzten  gradUnigen  Segmente  dem  genannten  Axiom  genügen. 
Wollte  Vivanti  die  allgemeine  Gültigkeit  seines  Schlusses  nachweisen  in  der 
Art,  wie  die  Sätze  I — V  unsrer  Abhandlimg:  II  continuo  rettilineo  e  il  assioma  V 
d'  Archimede  für  die  Grade  gelten,  so  hätte  er  beweisen  müssen,  dass  das  ilul- 
tiplicationssymbol  r]  unsres  Satzes  V  eine  endliche  Zahl  ist.  Er  hätte  sich  so 
auch  davon  überzeugen  können,  wie  nützlich  für  dieses  gradlinige  Gontinuum 
und  mithin  auch  für  das  gewöhnliche  Continuum  des  Axioms  des  Ardiimedes 
die  Trennung  dieses  Princips  von  den  übrigen  ist.  Er  hat  dies  aber  nicht 
gethan  und  konnte  es  nicht  thun,  wie  die  Zahlen  zweiten  Grades  Bettazzfs 
(a.  a.  0.)  zeigen. 

Was  mm  die  Ansicht  Vivanti' %  angeht,  es  liege  kein  Grund  vor  unsre  in 
der  erwähnten  Abhandlung  gegebene  Definition  des  gewöhnlichen  Continuums 
der  Definition  von  Stolz  (welche  mit  einigen  Verbesserungen  Bettazzi  angenommen 
hat)  vorzuziehen,  so  haben  wir  schon  in  der  Vorrede  hinreichend  die  Gründe 
besprochen,  wesshalb  gerade  die  unsrige  vorzuziehen  ist.  Und  was  seine  An- 
sicht angeht,  die  Definition  sei  desshalb  nicht  vorzuziehen,  weil  das  Axiom  des 
Archiniedes  nicht  an  sich  einleuchtend  sei,  so  können  wir  uns  nur  auf  die  sänunt- 
lichen  Elementarbüeher  der  Geometrie  berufen,  in  welchen  mit  ausdrücklicher 
Erwähnung  oder  ohne  eine  solche  vor  der  Definition  des  Continuums  dieses 
Axiom  benutzt  wird.^) 

Pasch  selbst,  welcher,  wie  wir  ausführten,  bei  der  Aufstellimg  der  Sätze 
der  Geometrie  dem  reinen  Empirismus  folgte,  gibt  auch  dieses  Axiom.  Wenn 
es  sich  um  geometrische  Evidenz  handelt,  scheint  uns  die  Geschichte  der  beste 
Richter  zu  sein. 

Vivanti  föhrt  zur  Unterstützimg  seiner  Behauptung,  dem  Axiom  des 
Archimedes  fehle  die  Evidenz,  an,  die  Existenz  des  actual  Unendlichkleinen  sei 
stets  von  Mathematikern  und  Philosophen  vorausgesetzt  worden.  Dies  beweist 
aber  nichts,  weil  das  Axiom  sich  auf  die  Segmente  bezieht,  welche  wir  ausser 
uns  beobachten,  während  wir  das  unendlich  kleine  Segment,  auch  wenn  es 
effectiv  in  der  äusseren  Welt  existirte  (was  wir  nicht  nöthig  haben  vorauszu- 
setzen),  doch  niemals  zugleich  mit  den  endlichen  Segmenten  sehen  würden. 
Die  Annahme  aber  solcher  Elemente,  wie  wir  sie  eingeführt  haben,  führt  weder 
mit  den  Axiomen  der  Geometrie,  mit  Ausnahme  desjenigen  des  Archimedes,  noch 
mit  der  Anschauung  in  Widerspruch,  denn  mit  Bezug  auf  die  endliche  Einheit 

1)  Math.  Ann.  Bd.  XXXI,  S.  60G. 

2)  Siehe  z.  B.  De  PaoUs:  Elementi  di  Geometria. 
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sind  die  unendlich  kleinen  Segmente  Null  und  die  unendlich  grossen  einander 
gleich.  Diese  unendlich  grossen  und  unendlich  kleinen  Segmente  (man  darf  sie 
nicht  mit  denjenigen  Du  Bois-Reymünd's  verwechseln,  für  welche  nicht  immer 
wie  für  die  unsrigen  die  Regeln  der  Grundoperationen  der  gewöhnlichen  Arith- 
metik gelten)  werden  auch  nicht  mittelst  der  Anschauimg  bestinmit,  sondern 
durch  einen  möglichen  geistigen  Act  und  gerade  Dieses  verbürgt  ihre  geo- 
metrische Möglichkeit. 

Killing^)  glaubt  die  obige  Eigenschaft  zu  beweisen,  indem  er  von  dem 
Satz  ausgeht,  dass  zwei  gradlinige  Segmente  entweder  sich  zur  Deckung  bringen 
lassen  oder  dass  das  erste  einem  Theil  des  zweiten  oder  das  zweite  einem  Theil 
des  ersten  congruent  sei,  und  hinzufügt,  diese  drei  Fälle  schlössen  sich  gegen- 
seitig aus.  Er  sagt:  Wenn  von  A  aus  die  Punkte  B  und  C  in  derselben  Rich- 
tung liegen  und  C  gehört  nicht  dem  Segment  {AB)  an,  so  gibt  es  immer  ein 

vielfaches  Segment  {AD)  von  {AB),  welches  den  Punkt  C 

4       -^  enthält;   und  umgekehrt;  wenn  das  Segment  {AC)  gegeben 

ist,  so  kann  man  es  in  eine  endliche  Anzahl  gleicher  Theile 
derart  zerlegen,  dass  wenigstens  einer  der  Theilungspunkte  zwischen  A  und  B 
fällt.  Wenn,  sagt  er,  die  erste  Eigenschaft  nicht  besteht,  so  muss  es  einen 
solchen  Punkt  B  geben,  dass  kein  endliches  Vielfache  von  {AB)  das  Segment 
{AB)  überragt,  tväluend  m<m  zu,  jedem  zwisclien  A  und  B  gelegenen  Punkt  ge- 
langt Man  nehme  nun  in  {AB)  ein  Segmei;it  {SB)  E£2{AB)'^  wie  man  dann 
nach  der  Voraussetzung  mittelst  der  Addition  des  Segments  {AB)  zu  sich  selbst 
zu  jedem  zwischen  S  und  B  gelegenen  Punkt  gelangt,  so  würde  dasselbe  Ver- 
fahren über  das  Element  B  hinausführen.  Die  Hypothese  einer  Grenze  ist 
mithin  nicht  gestattet. 

Bei  diesem  Beweis  setzt  Killing  voraus  und  beweist  es  nicht,  dass,  wenn 
der  Punkt  B  existirt,  man  durch  die  Addition  von  {AB)  zu  sich  selbst  noth- 
wendigerweise  zu  jedem  zwischen  A  und  jB  gelegenen  Punkt  gelangen  müsse 
und  dass  B  dieselben  Eigenschaften  wie  die  andern  Punkte  besitzt.  Und  diese 
in  dem  Beweis  Killing^s  enthaltene  Hypothese,  welche  die  unendlich  kleinen 
Segmente  ausschliesst,  ist  im  Grund  die  Eigenschaft,  die  er  beweisen  will. 

Sind  die  rationalen  z.  B.  nur  die  positiven  Zahlen,  die,  wie  man  weiss, 
diesem  Axiom  genügen,  gegeben,  so  lässt  man  sie  den  Segmenten  eines  homo- 
genen Systems  von  einem  gegebenen  Element  als  Anfang  an  in  einer  gegebenen 
Richtung  des  Systems  und  in  Bezug  auf  eine  Einheit  {AAj)  entsprechen  (Def.  I, 
§  80).  Ist  dann  weiter  die  Definition  der  endlichen,  unendlich  kleinen  und  un- 
endlich grossen  Segmente  gegeben  (Def  H,  §  82  oder  auch  durch  die  Bedingungen 
der  Sätze  b  und  c,  §  81),  so  beweist  man,  dass  jedes  endliche  Segment,  welches 
kleiner  als  jedes  gegebene  rationale  Segment  ist,  in  Bezug  darauf  der  Bedingimg 
des  Satzes  c',  §  Hl  genügt.')  Alsdami  beweist  man,  dass  es  immer  ein  ratio- 
nales Segment  gibt,   welches  kleiner  als  jedes  endliche   gegebene  Segment  ist, 

1)  Ueber  die  nichteuclidiachen  Raumformen.    S.  46 — 47.    Leipzig.    1885. 

2)  Siehe  auch  die  citirte  Schrift  dea  Verf.  II  coutinuo  rettilineo  u.  8.  w.  Satz  m,  S.  13. 
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indem  man  sich  auf  den  Beweis  des  Satzes  d,  §  99  (oder  in  der  citirten  Schrift 
e,  S.  18)  stützt,  welcher  unabhängig  von  der  Hypothese  VI  (oder  in  der  citirten 
Schrifb  von  dem  Princ.  IV)  ist  imd  indem  man  die  Theilbarkeit  der  rationalen 
Segmente  in  eine  beliebige  gegebene  ganze  Zahl  n  gleicher  Theile  voraussetzt. 
Wenn  man  nun  einen  Schnitt  (A^^Ä^)  durch  die  rationalen  Zahlen  (Segmente) 
derart  macht,  dass  -4,  keine  Maximal-  und  Ä^  keine  Minimalrationalzahl  hat, 
so  sieht  man  aus  einem  ähnlichen  Beweis  wie  bei  Satz  b,  §  97,  dass  der  Unter- 
schied zwischen  den  beiden  Zahlen  r/j,  a^  von  Ä^j  Ä^  nicht  immer  grösser  als 
ehie  gegebene  endliche  Zahl  (Segment)  sein  kann.  Ist  mithin  (Ä^A^)  durch 
die  beiden  Zalden  a  und  a'  bestimmt,  so  müsste  die  Differenz  a,  a'  (oder  das 
durch  die  beiden  Enden  der  Segmente  a  und  a'  gegebene  Segment)  unendlich 
klein  sein.  Umgekehrt  sieht  man,  dass  wenn  in  dem  homogenen  System  ein 
unendlich  kleines  Segment  (Zahl)  s  existirt  und  a  ein  zwischen  den  Segmenten 
von  Ä^  und  Ä^  liegendes  Segment  ist,  auch  das  Segment  a  -\-  a  diese  Eigen- 
schaft besitzt  (b',  §  69).  Wenn  man  daher,  wie  Dedekind  (a.  a.  0.  S.  21),  fest- 
setzt, dass  der  Schnitt  (A^A^)  unter  den  obigen  Bedingungen  nur  eine  einzige 
irrationale  Zahl  a  bestimmen  soll,  so  schliesst  man  die  unendlich  kleine  Zahl 
oder  das  unendlich  kleine  Segment  aus,  d.  h.  man  lässt  das  Axiom  V  des 
Archimedes  für  alle  reellen  Zahlen  gelten. 

Betrachtet  man  dagegen  das  Postulat  Dedekhiä's  unter  der  Form,  die  er  ihm 
auf  S.  18  seiner  citirten  Abhandlung  gibt,  nach  welcher  die  Punkte  eines  grad- 
linigen Segments  (AB)  in  zwei  Gruppen  (X)  und  (X'j  derart  zerlegt  werden, 
dass  für  jedes  Paar  von  Elementen  X  imd  X'  immer  (^X)  <  {AX")  ist,  so 
gibt  es  nur  einen  einzigen  Punkt  Y  zweier  Segmente  (AY)  und  (Yli)  derart, 
dass  (AY)  alle  Punkte  X  und  (YB)  alle  Punkte  X'  enthält  und  dass  mithin 
Y  einer  der  beiden  Gruppen  (X)  und  (X')  angeh()rt.  Das  Postulat  schliesst 
auch  in  diesem  Fall  das  Unendlichkleine  und  Unendlichgrosse  direct  aus  (Def.  I, 
§  68  und  Def.  11,  §  82).  Es  reicht  in  der  That  aus,  dass  es  einen  Punkt  1" 
gibt,  damit  es, nur  einen  einzigen  gebe.*) 

Denn  wenn  ein  unendlich  kleines  Segment  {AA')  existirt,  was  man  in  dem 
homogenen  System  auch  ohne  das  obige  Postulat  aimehmen  kann,  und  (AB) 
ein  endliches  Segment  ist,  so  ist  stets  {AB)  >  {AA')nj  welches  auch  die  ganze 
Zahl  n  der  Reihe  (/;  sein  mag  (§  46  imd  c,  §  Hl).  Wenn  man  nmi  die  in 
dem  Segment  {AB)  enthaltenen  Elemente  in  zwei  Gruppen  theilt,  so  dass  jedes 
Element  der  ersten  Grupjie  in  den  durch  {AA')n  gegebenen  Segmenten  [d.  h. 
in  dem  Gebiet  der  Scala  der  Einheit  {AA')'\  liegt,  während  alle  andern  Elemente 
von  {AB)  der  zweiten  Grupi)e  angeliören,  so  hat,  wie  man  sieht,  die  zweite 
Gruppe  kein  erstes  (b',  §  69)  und  die  erste  Gruppe  kein  letztes  Element  und 
mithin  kann  es  kein  einziges  Element  geben,  das  der  Def.  I,  §  68  genügt  und 
durch  die  beiden  Gruppen  bestimmt  wird.  Durch  das  obige  Postulat  wird  also, 
wenn  {AA')  existirt,  das  Segment  {AB)  ausgeschlossen  und  umgekehrt  oder  im 
ersten  Fall   wird   das   begrenzte   unendlich   grosse   Segment,   dessen   Enden    der 

■ 
1)  Siehe  auch  ])v  Paolis,  Teoria  dei  gruppi  u.  §.  w.,  S.  12. 
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Def.  I,  §  08  genügen,  und  im  zweiten  Fall  das  Unendlichkleine  ausgeschlossen. 
Das  heisst  also,  man  lässt  in  jedem  Fall  die  Bedingimg  des  Satzes  b,  §  81 
oder  das  Axiom  des  Arüdmedes  gelten. 

Den  von  Stolz  und  Bettazzi  gegebenen  Beweis  kaim  man  unnöthig  machen, 
wenn  man  der  Definition  der  Stetigkeit  folgjend  zeigt,  die  Definition  enthalte 
entweder  selbst  in  verschiedener  Form  das  genannte  Axiom  oder  das  Axiom 
sei  die  unmittelbare  Folge  der  Definition. 

Denn:  Wenn  eine  Classe  von  Grössen  die  Gruppe  1\  von  Grössen  iiB  und 
die  Gruppe  P,,  von  Grössen  A  —  mB  enthält,  wie  gross  auch  m  und  n  seien 
(unter  m  und  n  ganze  endliche  Zahlen  verstanden)  und  weim  {A  —  mB)  —  nB 
grösser  als  die  Grösse  B  bleibt,  so  sagt  in  einem  solchen  Fall  Bettazzi  (S.  30) 
diredj  in  der  Classe  sei  ein  Sprung  (nach  Stolz  „eine  Lücke*'). 

Nach  Bettazzi  (S.  40)  ist  „eine  Classe  zusamme}ihängend,  wenn  sie  niemals 
Gruppen  {P^P^  besitzt,  welche  entweder  zu  Aufeinanderfolgen  oder  Sprüngen 
führen";  d.  h.  die  erwähnte  Gruppe  von  Grössen  ist  ausgeschlossen  oder  es  ist 
ausgeschlossen,  dass  A  — pB  {p  =  m  -f  n)  grösser  als  B  sei  oder,  wenn  man 
wieder  eine  andre  Form  anwendet  um  denselben  Sinn  auszudrücken,  es  ist  die 
dem  Axiom  des  Archimedca  entgegengesetzte  Eigenschaft  ausgeschlossen  oder 
dieses  Axiom  selbst  wird  für  gültig  erklärt.  Eine  Classe  ist  ferner  nach  Bettitzzi 
stetig^  wenn  sie  ZHsammenliängeiid  und  geschlossen  ist,  d.  h.  wenn  sie  dem  Axiom 
des  ArclUtuedes  genügt  und  geschlossen  ist.  Der  Beweis  dieses  Axioms  von 
Stolz  nun  stützt  sich,  nachdem  andre  Eigenschaften  des  Continuums  bewiesen 
sind,  wie  derjenige  Bettazzi'^  auf  das  Fehlen  von  Sprüngen. 

Li  diesem  Sinn  sind  die  wenigen  Worte  zu  verstehen,  welche  wir  im  An- 
fang unsrer  Abhandlung  ,,il  continuo  u.  s.  w."  gesagt  haben  und  die  wir  nicht 
weiter  erklärten,  weil  wir  die  Veröftentlichung  der  uns  von  Professor  Stolz  im 
Juni  18r'0  freundlichst  mitgetheilten  Bemerkungen,  in  welchen  die  Correctur 
seines  Princips  IV  enthalten  war,  abwarten  wollten.  Wir  heben  noch  hervor, 
imi  nicht  missverstanden  zu  werden,  dass  wir  in  dieser  Abhandlung  nicht  der 
in  diesem  Buch  benutzten  Methode  haben  folgen  wollen:  denn  sie  ist  der  Auszug 
aus  einer  dem  Professor  Stolz  übersandten  Schrift,  in  welcher  wir  uns  des 
bessern  Verständnisses  und  der  Kürze  wegen  an  die  Methode  in  seinen  „Vor- 
lesungen" gehalten  haben. 

Diese  Frage  ist  überhaupt  nur  dann  von  Wichtigkeit,  wenn  die  Sätze  über 
das  Continuum  unabhängig  von  dem  Axiom  des  Archimede»  gegeben  werden. 
Gerade  Dieses  haben  wir  in  der  genamiten  Abhandlung  und  diesem  Buch  gethan, 
so  dass  wir  eine  absolute  Geometrie  abhandeln,  in  welcher  es  begrenzte  grad- 
linige Segmente  gibt,  die  diesem  Axiom  nicht  genügen. 
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35,  197,  645,  654,  656,  673,  674,  675,  676, 
677,  678,  684,  685,  686,  687,  696. 

Guteberiet  698,  702. 

Halplien  686,  690. 

Halsted  691. 

Hamilton  XXVI,  139,  679. 

Hankel  12,  35,  634. 

Heiberg  634,  695. 

V.  Helmholtz  V,  XIV,  XXX IV,  35,  45,  508, 
648,  658,  659,  660,  661,  662,  663,  664,  665, 
667,  670,  671,  672,  686,  694,  695,  696. 

Hoflinann  696. 

de  THospital  699,  700. 

Home  XTTI. 

Huyghens  635. 

Jordan  684,  671,  686. 
Jürgens  643. 
Ivory  648. 

Kant  XIII,  XIV,  648,  684. 

Killing  XXI,  652,  668,  672,  679,  692,  705. 

Kirkmann  624. 

Klein,  F.  XIV,  XXIll,  XXXIII,  625,  646,  648, 
651,  652,  653,  654,  655,  656,  662,  665,  671, 
672,  673,  679,  686,  687,  691,  696. 

Kronecker  40,  45,  686. 

Lagrange  XXHI. 

Land  696. 

Legendre  353,  367,  381,  635,  636,  637,  638, 

648,  695,  697. 
Leibniz  XXI,  635,  636,  640,  668,  679,  699. 
Lic  660,  661,  662,  663,  664,  671,  672,  686,  696. 
Lindemann  648,  653,  695,  696,  697. 
LobatschewKky  XIV,  XIX,  633,  636,  637,  638, 

639,  642,  645,  646,  647,  648,  651,  652,  664, 

666,  670,  679,  687. 
Locke  XV. 
Loria,  G.  691. 
Lotze  692. 
Lüroth  40,  t43,  649,  653. 

Maclaurin  698. 
Mansion  636,  701. 


Maöci  XIII,  XV,  692. 
Mill,  S.  XV. 
I  Minarelli  648. 


Möbins  679,  684,  695. 
Moigno  699. 
Monge  XVII,  668. 
More,  H.  684. 

Nassarndin  634. 
Netto  643. 
Newcomb  652. 
Newton  XXI,  XXXIV. 

Pascal  623,  624. 

Pasch  XV,  64,  654,  656,  656,  657,  658,  659, 

681,  682,  683,  704. 
Peano   32,   40,   45,   118,   680,   681,  682,   683, 

690. 
Pincherle  216. 
Plücker  628. 
Poincarc  652,  672,  673. 
Poisson  699,  701. 
Poncelet  XXHI. 
Proclus  634,  636. 
Ptolomäus  634. 

Qxietelet  649. 

Bauseiütergcr  648. 

Hiemann  XIV,  XIX,  XXVIU,  636,  637,  642, 
643,  644,  645,  646,  647,  648,  649,  652,  654, 
659,  662,  663,  670,  672,  686,  687. 

lioucht'  669. 

Rondel  689. 

Saccheri  636,  637. 

Salmon  686. 

Sannia  348,  353,  367,  450,  697. 

Schering  638. 
;   Schlegel  673,  676,  677,  678,  691,  697. 

Schmidt  639. 

Schröder  40,  680. 

Schiitte  691. 

Schumacher  638,  697,  698. 

Schur  654. 

Segrc  XXIII,  689,  690. 
I    Staudt  XXIU,  653,  689. 

Steiner  XXHI,  624. 

Stolz  XXVI,  12,  18,  95,  139,  148,  164,  216, 
700,  702,  704,  707. 

Stringham  689. 

Sturm,  H.  691. 
I   Suarcz  XIII. 
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Terquem  648.  ^  Sartorius  von  Waltershausen  63B. 

de  Tilly  64G,  048,  Go'J,  062,  665,  666,  667,  Weber,  H.  642. 

668,  669,  696,  697.  I  Welerstrass  XXT,  148,  215,  599,  600. 

Tomae  643,  654.  I  Wundt  XIV,  XV. 


da  Vinci,  L.  680. 
Vitale  da  Bitonto  636. 
Vivanti  702,  703,  704. 


!   Zeuthen  653. 

Zimmermann  684. 
'   Zöllner  XII,  684. 
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Verlag  toh  B.  G.  Tenbner  in  Leipzig. 

Reine,  elementare  und  synthetische  Geometrie. 

1.    Grundlagen  der  Geometrie. 

(Absolute  und  nicht -Euklidische  Geometrie,  Parallelentheorie    - 

Ausdehnungslehre.) 
Eberhard,  die  Grundgebilde  der  ebenen  Geometrie. 
Engel  und  Stäckel,  siehe:  Stäckel  und  Engel. 
Frischauf,  absolute  Geometrie  nach  Bolyai. 

Elemente  der  absoluten  Geometrie. 

Killing,  die  nicht- Euklidischen  Kaumformen. 

Kraft,  Abrifs  des  geometrischen  Kalküls  nach  Grassmann. 

Peano,  die  Grundzüge  des  geometrischen  Calculs,  deutsch  von  Schepp. 

Schlegel,  System  der  Raumlehre,  nach  Grassmann. 

Schotten,  Inhalt  und  Methode  des  planimetrischen  Unterrichts. 

Stäckcl  und  Engel,  die  Parallelentheorie  von  Euklid  bis  auf  Gauss. 

2.   Planimetrie,  Stereometrie,  Trigonometrie  nnd  Kegelschnitte« 

Born  er,  Lehrbuch  zur  Einführung  in  die  Geometrie. 
Brockmann,  Lehrbuch  der  ebenen  und  sphärischen  Trigonometrie. 

Lehrbuch  der  elementaren  Geometrie. 

Materialien  zu  Dreieckskonstruktionen. 

planimetrische  Konstruktionsaufgaben  nebst  Lösung. 

Versuch  einer  Methodik  zur  Lösung  planimetr.  Konstruktionsaufgaben. 

Conradt,  Lehrbuch  der  ebenen  Trigonometrie. 

Dronke,  die  Kegelschnitte  in  synthetischer  Behandlungsweise. 

Erler,  die  Elemente  der  Kegelschnitte  in  synthet; Behandlungsweise. 

Frischauf,  Elemente  der  Geometrie. 

üeinze,  genetische  Stereometrie,  bearb.  von  Lücke. 

Henrici  und  Treu tl ein,  Lehrbuch  der  Elementar-Geometrie. 

Hefs,  Lehre  von  der  Kugelteilung. 

Hipp  auf,  Lösung  des  Problems  der  Trisektion  mittelst  Konchoide. 

Hof  mann,  die  Konstruktionen  doppelt  berührender  Kegelschnitte. 

Holzmüller,  methodisches  Lehrbuch  der  Elementar- Mathematik. 

Einführung  in  das  stereometrische  Zeichnen. 

Hu  ebner,  ebene  und  räumliche  Geometrie  des  Mafses. 

Kober,  Leitfaden  der  ebenen  Geometrie. 

Lücke,  Leitfaden  der  Stereometrie. 

Milinowski,  Geometrie  f^  Gymnasien  und  Realschulen. 

elementar-synthetische  Geometrie  der  Kegelschnitte. 

elementar-synthetische  Geometrie  der  gleichseitigen  Hyperbel. 

Müller,  H.,  Leitfaden  der  ebenen  Geometrie. 

Leitfaden  der  Stereometrie. 

Rausenberger,  Elementargeometrie  des  Punktes,  der  Geraden  u.  Ebene. 
Reidt,  Sammlung  von  Aufgaben  aus  der  Trigonometrie  u.  Stereometrie. 
Resultate  dazu. 

trigonometrische  Analysis  planimetrischer  Aufgaben. 

Reishaus,  Vorschule  zur  Geometrie:  Lehrbuch  und  Aufgaben. 

Rudio,  Archimedes,  Huygens,  Lambert,  Legen dre:  4  Abh.  ü.  d.  Kreismessg. 

Schilke,  Sammlung  planimetrischer  Aufgaben. 

Schlömilch,  Grundzüge  einer  Geometrie  des  Mafses. 

Schotten,  Inhalt  und  Methode  des  planimetrischen  Unterrichts. 

Schulze,  Leitfaden  für  den  trigonometr.  und  stereometr.  Unterricht. 

Servus,  ausführl.  Lehrbuch  d.  Stereometrie  u.  sphärischen  Trigonometrie. 

Thieme,  Lehrsätze  und  Aufgaben  aus  der  Stereometrie. 

Treutlein  «nd  Henrici,  siehe:  Henrici  und  Treutlein. 

Wehner,  Leitfaden  für  den  stereometr.  Unterricht  an  Realschulen. 

Wiener,  über  Vielecke  und  Vielflache. 

Zehme,  Lehrbuch  der  ebenen  Geometrie. 

Zeuthen,  Grundrifs  einer  elementar-geometrischen  Kegelschnittslehre. 

8.    Darstellende  Geometrie. 

(Projektionslehre,  Axonometrie,  Parallel-  und  Gentralprojektion  oder 
Perspektive  —  siehe  auch  unter  „Kartenprojektion".) 
Burmester,  Beleuchtung  gesetzmäfsiger  Flächen. 

Grundzüge  der  Reliefperspektiye. 

Disteli,  die  Steiherschon  SchliefBungsprobleme. 


DracH,  Einleitung  in  die  Theorie  der  kabischen  Kegelschnitte. 
Fiedler,  die  darstellende  (Geometrie. 

Cyklographie. 

Hofmann,  die  Konstruktionen  doppelt  berührender  Kegelschnitte. 
Holzmüller,  Einführung  in  das  stereometrische  Zeichnen. 

einige  Aufgaben  der  darstellenden  Geometrie  und  der  Kartographie. 

Kl  ekler,  die  Methoden  der  darstellenden  Geometrie. 

Prix,  Elemente  der  darstellenden  Geometrie. 

Reu  seh,  die  stereographische  Projektion. 

Schell,  allgemeine  Theorie  der  Kurven  doppelter  Krümmung. 

Scherling,   Grundzüge  der  axonom.  und  schiefen  Parallel -Projektion. 

Sturm,  Elemente  der  darstellenden  Geometrie. 

Weiler,  neue  Behandlung  der  Parallelprojektionen  und  der  Axonom. 

Wiener,  Lehrbuch  der  darstellenden  Geometrie. 

4.    Nettere  synthetisolie  (projektive)  Geometrie. 

(Geometrie  der  Ls^e,  KoUineation  und  Homographie.) 
Bobek^  Einleitung  in  die  projektivische  Greometrie,  bearb.  nach  Küpper. 
Disteli,  die  Steinerschen  Schliersungsprobleme. 
D renke,  die  Kegelschnitte  in  s^thetischer  Behandlungs weise. 
Duräge,  die  ebenen  Kurven  dritter  Ordnung. 
Eberhard,  die  Grundgebilde  der  ebenen  Geometrie. 

zur  Morphologie  der  Polyeder. 

Fiedler,  Cyklographie. 

Fuhrmann,  W.,  Einleitung  in  die  neuere  Geometrie. 

Geiser,  Einleitung  in  die  synthetische  Geometrie. 

Hankel,  Vorlesungen  über  die  Elemente  der  projektivischen  Geometrie. 

Henrici  und  Treu tl ein,  Lehrbuch  der  Elementar-Geometrie ,  2.  Teil. 

Müller,  H.,  Leitfaden  der  ebenen  Geometrie,  1.  Teil  2.  Heft  und  2.  Teil. 

Leitfaden  der  Stereometrie. 

Pasch,  Vorlesungen  über  neuere  Geometrie. 

Reye,  synthetiscne  Geometrie  der  Kugeln  und  linearen  Kugelsysteme. 

Schell,  allgeineine  Theorie  der  Kurven  doppelter  Krümmung. 

Schroeter,  Theorie  der  Oberflächen  2.  Ordnung  u.  Baumkurven  3.  Ordnung. 

Theorie  der  ebenen  Kurven  3.  Ordnung. 

Grundzüge  einer  rein  geometr.  Theorie  der  Baumkurven  4.  0.  1.  Sp. 

Steiner's  Vorlesungen  über  synthet.  Geom.,  bearb.  v.  Geiser  u.  Schroeter. 
Sturm,  synthetische  Untersuchungen  über  Flächen  3.  Ordnung. 

die  Gebilde  1.  u.  2.  Grades  der  Liniengeometrie  in  synthet.  Behandlung. 

Treu  tl  ein  und  Henrici,  siehe:  Henrici  und  Treutlein. 
Weyer,  Einführung  in  die  neuere  konstruierende  Geometrie. 
Weyr,  Theorie  der  mehrdeutigen  geometrischen  Elementargebilde. 

Geometrie  der  räundichen  Erzeugnisse  1 — 2deutiger  Gebilde. 

Wiener,  stereoskopische  Photographien  des  Modelies  einer  Fläche  3.  0. 
Witzschel,  Gnmdlinien  der  neuereu  Geometrie. 

5.    Topologie  oder  Gestaltenlehre. 

(Anwendung  auf  Krystallographie.) 
Dingeid ey,  topologische  Studien  u.  s.  w. 
Eberhard,  zur  Morphologie  der  Poljeder. 
Minkowski,  Geometrie  der  Zahlen. 
Schoen flies,  Krystallsysteme  und  Krystallstruktur. 
Sohne ke,  Entwickelung  einer  Theorie  der  Krystallstruktur. 

6.    Abzählende  Geometrie. 

Schubert,  Kalkül  der  abzählenden  Geometrie. 

7.    Geometrie  der  Bewegung. 

(Kinematik.) 
Abdank-Abakanowicz,  die  lutegraphen.    Deutsch  von  Bitterli. 
Diugeldey,  Erzeugung  von  Kurven  4.  0.  durch  Bewegungsmechanismen. 
Schell,  Theorie  der  Bewegung  und  der  Kräfte,  1.  Band. 
Schoen  flies,  Geonietrie  der  Bewegung, 
öomoff,  theoretische  Mechanik,  deutsch  von  Ziwet,  1.  Bd. 


Nähere  Angaben  über  ein  Jedes  der  obigen  Büoher:  wie  ausfiihr- 
liohen  Titel ^  Umfang,  Jahr  des  Erscheinens,  Preis,  knrse  Darlegung  des 
zu  Grunde  liegenden  Plans  u.  s.  w.,  giebt  Teubners  Verlagsverzeiohnis  auf 
dem  Ghebiete  der  Mathematik,  der  teohnisohen  und  Naturwissenschaften. 
Dieses  Verzeichnis  versendet  die  Verlagsbuchhandlung  "ß.  G.  Teubner  in 
Leipzig,  Poststrasse  8,  gratis  und  franko  auf  Verlangen. 
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